P10 — Spojité MP — Procesy mnozeni a zaniku
2.5 Procesy mnozeni a zaniku [ birth-and-death processes ]
Znacné mnozstvi problému (mj. reSenych v modelech hromadné obsluhy) Ize
efektivné analyzovat pomoci procest mnozeni a zaniku. Narozeni je

piedstavovano napi. pfichodem zakaznik(i do obchodu, zanik/umrti jeho opusténi
poté, co nakoupil zbozi.

Zavedeme néktera oznaceni a vychozi predpoklady. Narozeni a zanik/umrti
v populaci jsou nezavislé jevy. Pravdépodobnost, ze v k-élenné populaci dojde
béhem intervalu (t,t+At) je A .At+0(At) , tj.

P {1 narozeni béhem doby (t,t + At), pokud populace ma k ¢lend} =A, .At + o(At)
Dale:

P {0 narozeni béhem doby (t,t + At),pokud populace ma k ¢lend} =1— A, .At + o(At)
P {1 zaniku béhem doby (t,t+ At), pokud populace ma k ¢lent} = p, .At + o(At)

P {0 z&niku béhem doby (t,t+ At) ,pokud populace ma k ¢lend} = 1—p, .At + o(At).
Je zifejmé, ze v populaci, ktera ma 0 ¢lentd, nemuize dojit k umrti, takze polozime
Mo =0, nad druhé strané ale predpokladame, ze v nulové populaci muze dojit ke
zrozeni, takze A,=0. Jak je bezprostfedné patrné z pfedchoziho, jsou
pravdépodobnosti narozeni a umrti vice jedincu populace béhem intervalu
(t,t + At) pfi At - 0 zanedbatelné, protoze jsou rovny o(At) .

Oznaéme p,(t) nepodminénou pravdépodobnost, ze populace ma v okamziku t

pravé k élenu k =0,1,2,3,.. . Je zfejmé, Ze plati vztah %Pk(t) =1.
k=0

Pfi odvozeni vztahu pro p, (t + At) budeme vychazet z nasledujicich uvah:

Populace bude mit v okamziku t + At velikost k,k =1 pravé tehdy, kdyz nastane pravé jen
z téchto disjunktnich jevu:

a) populace ma v okamziku t velikost K a béhem At nedojde k Zadné zméné.

b) populace ma v okamziku t velikost k a béhem At dojde k jednomu narozeni a jednomu
zaniku.

c) populace ma v okamziku t velikost k —1 a béhem At dojde k jednomu narozeni a Zadnému
zaniku.

d) populace ma v okamziku t velikost k+1 a béhem At nedojde k zadnému narozeni a
jednomu zaniku.

Pro pfipad k = 0 budeme uvazovat (jen) dvé moznosti:

a) populace ma v okamziku t velikost 0 a béhem At nedojde k Zidnému narozeni.



b) populace ma v okamziku t velikost 1 a béhem At nedojde k Zddnému narozeni ale dojde
k jednomu zaniku.

Matice intenzit prechodu A:

Cislovani stav: 0 1 2 3 4
(_ )\0 )\0 0 0 0 \
My — M-y A4 0 0
(2.40) A= 0 “2 _)\2 _“2 Az 0
0 0 H3 —A3 —p; Ay
L0 0 0 Me  —Aa—Hy)
Matice pravdépodobnosti prechodu P takto bude mit tvar
Cislovani stav:
0 1 2 3 4
(2.41)
(1_)\0.At )\o.At 0 0 0 \
ueAt  1—(A, +p, At A;.At 0 0
P=| 0 u,.At 1-(A, +u, )At A,.At 0
0 u,.At 1—(A; +p, At A;.At
. 0 0 0 H,.At 1- (A4 +p4 )AL

Za téchto predpokladii mizeme vyjadfit hodnoty p, (t+ At) a p,(t+ At) ve formé
souct pravdépodobnosti piislusnych jevi takto:

(2.42AB)
Pk (t+ At) = [1= Ay At =y Athpy (t) + [A_q-Bt]oy g (t) + [ q-Bt oy 4(t) pro k=1
Po(t+At) =[1-Aq.Atlpy(t) + [us.Atfps(t) prok=0.

Po upravach (pfevedeni p, (t) na pravou stranu a vydéleni At ) dostaneme:

Jak patrno, leva strana v limité pro At . 0 dava derivaci p’, (t):

2R B= (A BB P A9

Podobné mame



(2.44B) P'o (t) = —AgPo(t) +Hq.p4(t)

Soustava téchto rovnic predstavuje popis dynamiky procesu mnozeni a zaniku
z pravdépodobnostni stranky. Pro tento proces je mozné nalézt téz limitni reSeni.

Budeme-li predpokladat, ze lim,_.p.(t)=p, , kde k=0,,2,.., pak derivace
P’k (t) po dostatecné dlouhém €ase t jsou nulové a soustava prechazi v soustavu
diferen€nich rovnic pro p, .

(2.45A) 0= (A +Mic )Pic +Hice1-Prat + Aeo1Picr
(2.45B) 0=—AgPpo +H1p

Veli¢inu p, mizeme interpretovat jako pravdépodobnost, ze v ndhodné zvoleném

okamziku (dostatecné vzdaleném od poCatku procesu) ma uvazovana populace prave
k ¢lenq.

Soustavu (2.45AB) miizeme upravit do vhodnéjsiho vypocetniho tvaru:

A+ A
(2.46A) Pysg = % i P = p,_s pro k=1, resp.
Mk+1 Mk+1
(2.46B) P =3—°.p0 pro k=0
1

Soustavu rovnic (2.46A) muzeme FeSit postupné: Z (2.46B) pii k=1 dostavame:
=)\1"‘I"1. Ag =)\1+H1_’\_o_ Ao _Aphg

(2.47) p p1——p -—.p P
2 M2 1 M ’ M2 My ’ M2 ’ M2-H1 ’
Pro k=2 dostavame vztah
A, + A Ay +H, Ay A Ay A Ao AgA
P; = 2 2-P2‘—1 1=—2 2—1—090'—1—0 =21 O-Po

. ey —.p
M3 M3 M3  H2 M4 M3 M ° M3.Ha.Hy

Metodou Upiné indukce dospéjeme k obecnému tvaru

(2.48) py = 1ok
Mk -Hk—1.H3-H2-H4

Kromé vztahu (2.48) pak musi pro stacionarni pravdépodobnosti p, platit vztah

© : © Neq Ao Ay AgA
(249) Zpk =1 ’tj_ 1=p0_|:1+ z k=1.k-2..... 2.™ 0i| .
Pravdépodobnost p, mizeme tedy vyjadrit jako

-1
(250) po =|:1+ § Ak—1-Ak—2 ..... A2.A1'A0i| .
k=1 HyMg-1.H3-H2-H4




