P11 - Kolmogorovovy rovnice
2.6 — Chapman-Kolmogorovovy rovnice pro spojité MP

Rozdéleni pravdépodobnosti Markovova procesu je uréeno pocate€nim
rozdélenim a pravdépodobnostmi prechodu. ZapiSme pro mnozinu Easovych
okamzikd t,<t, <t; <...<t,_, <t, akoneénou mnozinu stavi iy,i,,is,...,i, Ol

P(X¢, =iy, Xy, Zigsey X =in)=%P(Xo = J)JP(X,, =ig|Xq =]).
P(X;. =iy Xy =j,X;, =Zig)eerennes P(X,  =i._4)=
2.51) (X4, 2‘ 0 = hXy, =iy (Xt,_, =in1)

j%Pj(o)-Pji1 (0,t4)-p; i, (t1:t2)Pi, i, (ta,t3)i i (thgstn) =

Pi, (t)Pi i, (t,t2) Py, s, (Lo, ts)p i (thogstn)
kde jsme oznagili vektor absolutnich pravdépodobnosti p, (t) =P(X, =t)

Tvrzeni 1 Chapman-Kolmogorovovy rovnice pro pravdépodobnosti piechodu

(2.52A) P (r,t) = Zpj(r,s)pj(s,t) L,kOl pro Osr<s<t<oo/
o

Py (1,1) = %P(Xs =X, =KX, =i)=

ovéreni: .
£P(X, =X, =i}P(X, =KX, =i.X, =)= Zp(r,s)py(s.t)
j j

Zapiseme-li matici pravdépodobnosti pfechodu jako

P(s,t) =[pi(s,t) Tk
mlzeme Chapman-Kolmogorovovy rovnice psat ve tvaru
(2.52B) P(r,t) =P(r,s).P(s,t) O<r<s<t<ow

Dale pfijméme nasledujici predpoklady:

Predpoklad A. Vztah mezi pravdépodobnostmi a intenzitami prechodu:
Funkce pj(s,t)i,jOI jsou spojitymi funkcemi s,t,0<s <t <oo. Plati

(2.53A) limy o, 1""“(:’”“) —qi(t) i1, (intenzita setrvani

(2.53B) limy,_os w =qy (t) ikOLizk (intenzita prechodu)

lokalné stejnomérné v t [0< 0, 0].



Predpoklad B Plati
(2.54) kz;t:_qik(t) =q;(t) i0Lt=0
1

Platnost (54) znamena moznost zamény limity a sumace v rovnosti

(255) Zpik(t’t+h) =1_pii(t,t+h)
k#i h h

a je proto vzdy splnéno, pokud | je koneéna mnozina.

i,

Poznamky:
a) Pro Poissonllv proces s konstantni intenzitou ¢ mame
qi(t) = gisa (t) =0y () =0 kZik zi+1
b) Pro ustfednu s nekoneénym poctem linek mame
qi(t) =q+ir , g, (t) =ir , dj,iq () =a , g, (t) =0, pokud ‘k‘i‘>1
(k je pocet obsazenych linek, q je konstanta udavajici intenzitu pfichodu nového hovoru,
r je konstanta udavajici intenzitu ukonéeni hovoru) .

Z predpokladu lokalni stejnomérné konvergence v (51),(52)vzhledem kt plyne
rovnéz

1-p;(t,t—h)
h
P (t—h,t)
h

(2.56A) lim,_,, =qy(t) iOl,

(2.56B) lim,,_,, =qy (t) iLkOLizk ,lokalng stejnomérné vt < 0,c].



2.7 - Kolmogorovovy diferencialni rovnice pro spojité MP
Tvrzeni1 Kolmogorovova retrospektivni soustava rovnic
Za piedpokladu A a B plati pro v§echna k[l :

esia) P2 g q)p, (s -Salpylst iD0<sst<on
j#i

(2.578)  pPrbH=0; idL0<t<o

Ovéreni: Pouzijeme Tvrzeni 1 Chapman-Kolmogorovovu rovnice: podle (51A)
Pi(s—h,t)=Xp;(s—h,s)pj(s,t) , h>0, znehoz dostaneme:
i

(2.58)
h™ (py (s —h,t) —pyc(s,1) =h ™ (pii(s —h,5) —1).py (s, 1)) + h'1j§pij(s —h,s)pj (s,1)

Dale mame podle definice intenzit

. pij(s—h,s) L
(2.59) ||mhq0+”T=qij(S) kS

Tento limitni prechod lIze v provést za sumaénim znaménkem, nebot' pro n=i
mame pro | nekone¢né velké odhad

- ® q ® _ n
0<h 1_%Hpij(s—h,s).pjk(s,t)sh ' %ﬂpij(s—h,s):h '1-pi(s—hs)= ¥ p;(s—h,s)
J= =

j=1,j#
Prava strana pfi neomezené se zmensujicim h konverguje k vyrazu

(2.60) als)- % ayls) -

j=1,j#i

Z predpokladu B plyne, ze posledni vyraz Ize u€init libovolné malym, volime-li n
dost velké. Limitnim pfechodem pro h —. 0+ dostavame nalevo v (2.58) derivaci

Bs a celkem vztah (2.57), nebot’ spojita derivace zleva je oboustrannou derivaci.

Podminka (2.57B) je ziejma. O.
K vyvozeni druhé soustavy Kolmogorovovych rovnic potiebujeme dalSi podminku:

Predpoklad C
Pfi pevném k je limitni pfechod v (53B) stejnomérny vzhledem k il .



Tvrzeni 2 Kolmogorovova prospektivni soustava rovnic
Za predpokladu A, B a C plati pro vSechna i(ll :

2 Pl gt KOltssstce.

Dukaz:

Z rovnosti

Pk (S,t +h) =X p;(s,t)pj (t,t+h) , h>0 plyne
j

h™ (py (5,t +h) =Py (5, 1)) = Py (8, 1)~ (P (£ +h) = 1) + h_1j§Pij (s,t)pji (t,t +h)
Limitni pfechod pro h —. 0+ Ize s ohledem na Predpoklad C provést za znamenim
sumace. Z (53A) a (53B) tak dostavame (60). a.
Pouzijeme-li notace  Q(t)= Hqik(t)Hi,ku i (t)  sintenzitami pfechodu a
pfipomeneme-li, Ze klademe g;;(t) =—q;(t), mizeme Kolmogorovovy diferencialni
rovnice psat v maticovém zapisu:
prospektivni soustava rovnic

o

retrospektivni soustava rovnic

(2.62) - . , - , kde | je jednotkova matice .

Homogenni Markovovy procesy maji konstantni pfechodové intenzity, protoze
jejich pravdépodobnosti prechodu zaviseji pouze na rozdilu ¢asovych argument.

Q(t) =Q = o |

ik

Kolmogorovovy rovnice pro P(t) =P(s,s +t) jsou

Poznamka: K vysvétleni zmény znaménka v prvé soustavé — (2.61)- je tfeba si
uvédomit, ze mame P(s,t)=P(t-s) .




