P9A - Spoijité MR - Poissontiv proces
2.3 Poissonuv proces

Znaény vyznam v aplikacich maji i jednoduché Markovovy procesy, ve kterych
pracujeme jen s omezenou mnozinou moznosti pfechodu mezi jednotlivymi stavy.

Necht' X(t) je pocet vyskytl néjakého jevu v ¢ase (0,t). Jestlize pritom jde jen o
samotny vyskyt jevu, které se vzajemné liSi jen riznym umisténim v ¢ase, mluvime
o tzv. bodovém procesu. Jde o posloupnost jevu, které se vyskytuji za sebou
v uréitych nahodnych €asovych okamzicich. Predpokladame pfitom, ze pocet
vyskytl jevu X(t) maze nabyvat jen nezaporné celociselné hodnoty i =0,1,2,3,... a
jeho prirastky X(t,) - X(t;) pro libovolné t,,t, (t; <t,) mohou také nabyvat jen
hodnoty 0,1,2,3,....

Za takovy bodovy proces muzeme pokladat poc€et nakupujicich v urcitém obchodé,
pocet hovorl prichazejici do telefonniho pfistroje, vyskyt poruch na zafizeni, pocet
vozidel pfijizdéjicich ke kfizovatce spod.

Poissontiv proces je charakteristicky témito vlastnostmi:

A. Proces {X(t)} ma nezavislé prirastky: Jevy, které se vyskytnou v
neprekryvajicich se €asovych okamzicich, jsou navzajem nezavislé nahodné
veliciny. Znamena to, Ze pocet jevl pfipadajicich na uréity interval nezavisi na
poctu jevh v jakémkoliv jiném intervalu. Jde tedy o vlastnost nezavislosti.

B. Proces {X(t)} ma homogenni prirGstky. Intenzita vyskytujicich se jevi , tj.
stfedni hodnota poctu téchto jevii za casovou jednotku (oznaéme ji A) je
konstantni. Tato vlastnost se oznacuje jako stacionarita a pfislusné procesy se
nazyvaji homogenni Poissonovy procesy. V pfipadé, ze by intenzita vyskytu jevi
zavisela na ¢ase (se znaCenim A(t) ), mluvime o nehomogennich Poissonovych
procesech.

C. Pro At dostate¢né malé a pfi neménné hodnoté A jsou pravdépodobnosti
prechodu ze stavu k do stavu k +1 béhem intervalu (t,t + At) rovny

(2.20A) Pijst(t t+ At) = A.At +o(At)

Pro pravdépodobnosti setrvani ve stejném stavu béhem ¢Easového intervalu
(t,t+ At) plati
(2.20B) Pix (t.t+At) =1- A.At +o(At)

Pravdépodobnosti jinych prechodl jsou v porovnani s predchozimi zanedbatelné,
tedy s vyjadrenim

(2.20C) S py,(tt+At) = o(At)
j=k+2



Z prrijatych predpokladi vyplyva, ze matice intenzit prechodu Poissonova procesu
ma tvar:

-A A 0 0

0 -A A O
(2.21) A=

0 0 -A A

Pro pravdépodobnosti prechodu p, tj. pravdépodobnosti, ze systém bude
v obdobi (t,t + At) ve stavu k, budou dany vztahy

(2.22A) po(t+At)=[1-A.At+o(At)]py(t) prok=0
(2.22B) p,(t+At)=[1- A.At+o(At)]p, (t) + [\.At + o(At)]p,_, + o(At) pro k>0

Z téchto defini¢nich vztahu dostaneme po tpravé

Po(t+At)—py(t) _ o(At)
2.23A =—Ap,(t)+
( ) At Po(t) At
Pk (t+At)—p, (t) _ o(At)
2.23B =—Ap, (t)+A t) +
( ) At Pk (t) + Apy_4(t) At
Limitnim prechodem pro At —. 0 dostaneme
(2.24A) Polt) —Apy(t)
dt
t
(2248) Pl ~ Aoy 1)+ (1)

Pocatecni podminky popisujici Poissontiv proces jsou dany jako

pc(0)=1 prok=0

P (0)=0 prok>0.
Rovnice (2.24) predstavuji rekurentni soustavu diferencialné-diferenénich rovnic.
Jeji FeSeni ziskame integrovanim a postupnym dosazovanim pro k =0,1,2,.... .
Reseni obdobné odvoditelné pomoci vytvotujicich funkci této soustavy Ize psat jako

k
(2.25) |°|((t)=%e'At :

coz je tvar hustoty Poissonova rozdéleni ve vztahu k po¢tu zmén za Easovy
interval t . Clen py(t) =e™™ udava pravdépodobnost toho, ze za obdobi délky t
nedojde k zadné zméne.

Je-li rozdéleni poétu zmén systému za urcitou dobu Poissonovo, pak je pro tentyz
proces rozdéleni dob mezi zménami exponencialni.



Matice pravdépodobnosti prechodu Poissonova procesu ma tvar:

1-AAt  AAt 0 0
0 1-AAt  AAt 0

(2.26) A=
0 0 1-AAt AAt



