Matematicky dodatek €. 1 - Kvadratické formy

Definice 1
Funkce L(x) n realnych proménnych x,,X,,...,Xx,, tvaru

L(x) = %aixi , kde
1=

a;, je n-slozkovy vektor koeficientd (redlnych konstant) a x; n-slozkovy vektor

proménnych se nazyva linearni forma v n -proménych. Jak patrno, linearni forma je v
podstaté linearni funkci n proménnych neobsahujici aditivni konstantu.

Definice 2
Funkce n+m realnych proménnych X;,X5,...; X, Y1,Y 25 Y tvaru
nm
Z(x,y) = _21_Z1bijxiyj , kde
i=1j=
b; je ij-ty prvek obdélnikové matice koeficientu (realnych konstant) fadu n
se nazyva bilinearni forma v n+m-proménych. Jak patrno, bilinearni forma je

(neuplnou) kvadratickou funkci n+m proménnych neobsahujici aditivni konstantu ani
linearni €leny ani kvadratické Cleny pfislusné téze proménné.

Jinym vyjadrenim této bilinearni formy je maticovy zapis
Z(x,y) = x'By nebo Z(x,y) =y'Bx , kde
(obecné obdéinikova) matice B ={ by }i=12,..,n;j=12,..,m .

Definice 3
Funkce Q(x) n realnych proménnych x4,Xs,...,X,, tvaru
nn
Q(x)=X 2 CiXiX; . kde
i=1j=1
c; je prvek Ctvercové matice koeficientu (realnych konstant) n se nazyva

kvadraticka forma v n -proménych. Jak je zfejmé, kvadraticka forma je kvadratickou
funkci n proménnych neobsahujici aditivni konstantu ani linearni €leny. Soucasné je to
specialni pripad bilinearni formy pro pfipad, Ze pro vSechna i=1,2,...,n ztotoZznime

X;i =Y.
Obvyklym vyjadfenim kvadratické formy je maticovy zapis
Q(x) =x'Cx, kde

(Gtvercova symetricka) matice C =1 ¢; Ji =12,,n;j=12,,m .




Vzhledem k tomu, Ze urcujicim atributem pro vlastnosti kvadratické formy jsou prave
vlastnosti &tvercové matice C={cij}, i=12,..,n;j=12,..,n, nebudeme v dalSim

vykladu strikiné rozliSovat vlastnosti kvadratické formy a ji pfislusné matice.
Poznamka: Zpravidia se omezujeme na kvadratické formy, pro jejichz koeficienty c;

plati symetrie, tzn. Cjj =Cji; i=12,..,n;j=12,..,n. Zfejmé to neni na ujmu

obecnosti, nebot pokud tento vztah u néjaké kvadratické formy neni spinén, napf. u formy

i=1j=

staci zprimérovat c; = (c " +e *ji)IZ a dale pracovat jiz se symetrickou kvadratickou

formou Q(x) = %%cijxixj, Maticovy zapis kvadratické formy Q(x)=x'Cx vychazi z
i=1j=1

reprezentace koeficientl v maticovém tvaru a proménnych v podobé (sloupcového)

vektoru. Matice C je tedy symetricka.

Definice 4

(a) Kvadraticka forma Q(x) s matici koeficientd C se nazyva pozitivné definitni
(p.d.), jestlize plati x'Cx>0 pro libovolny vektor proménnych x kromé vektoru
majiciho vSechny slozky x; rovny nule.!

(b) Kvadraticka forma Q(x) s matici koeficientli C se nazyva pozitivné semidefinitni
(p.sd.), jestlize plati x'Cx =0 pro kazdy vektor proménnych x kromé vektoru majiciho
vSechny slozky rovny nule.

(c) Kvadraticka forma Q(x) s matici koeficienti C se nazyva negativné definitni
(p.d.), jestlize plati x'Cx<0 pro libovolny vektor proménnych x kromé vektoru
majiciho vSechny slozky x irovny nule.

(d) Kvadraticka forma Q(x) s matici koeficientl C se nazyva negativné semidefinitni
(n.sd.), jestlize plati x'Cx <0 pro kazdy vektor proménnych x kromé vektoru majiciho
vSechny slozky rovny nule.

(e) Kvadraticka forma Q(x) s matici koeficienti C se nazyva indefinitni (ind.),
jestlize pro néjaky vektor x#0 plati x'Cx <0 a pro néjaky jiny vektor z#0 naopak
z2'Cz>02

Poznamka Definitnost ¢i semidefinitnost neni u kvadratickych forem (resp.
pfislusnych matic) vlastnosti béznou, co do Eetnosti prevazuji kvadratické formy
indefinitni.

'V tomto pripadé by kvadraticka forma nabyvala identicky (bez ohledu na volbu C) nulovou
hodnotu.

2 Zapisem X #Z 0 rozumime, Ze alespoii jedna ze slozek vektoru x je nenulova. Totézu 2 Z 0.



VlySetfovani typu kvadratické formy (a¢ snadné u matic fadu 2 nebo 3) nemusi byt u
matic vétsi dimenze az tak jednoduché (neméme-li pfedem dal$i informace, napf. o
vlastnich Cislech vySetfované matice). Pro nékteré pfipady nicméné Casto vystacime s
postupem predstavujicim sdruzovani do kvadratickych ¢lend, tzv. doplnénim na ¢tverec.

Obrazné Ize fici, Ze napf. pozitivni (semi-) definitnosti napomaha, ma-li matice C fadem
(absolutni hodnotou) vysoké kladné prvky na hlavni dioagonéle ve srovnani s
mimodiagonalnimi prvky (bez ohledu na znaménka téchto mimodiagonalnich prvku).

Véta1 Symetricka matice C ma vSechna charakteristicka (vlastni) €isla realna.
Véta 2 (a) Kvadraticka forma s matici C={c;} je pozitivné definitni pravé tehdy,
jestlize pro (kone¢nou) posloupnost hlavnich minort matice C plati

Ci1 C12 Cq3

C11 C12
>0 ,[cyp Cyp Cypl>0 ,atd

cy>0,

Ci2 C2
Ci3 Cz3 C33

tzn. vSechny hlavni minory této matice jsou kladné.
(b) Kvadraticka forma s matici C={cij} je negativné definitni pravée tehdy, jestlize
pro (koneénou) posloupnost hlavnich minori matice C plati

Ci1 C12 Cq3

C11 C12
>0 ,[cyp Cyp Cpl<0 ,atd

¢ <0, c c
12 C22

C13 Ca3 Csz3
tzn. posloupnost hlavnich minor(i matice C stfida znaménka, pficemz pro n=2 je
prislusny minor kladny.
Dodatek: pro pozitivné resp. negativné semidefinitni kvadratické formy plati tvrzeni
véty 3 s obménou znamének: ,>, za ,>, v (a) a obménou ,<, za <, v (b).
Definice 4 Charakteristicky polynom P(A) étvercové symetrické matice A fadu n
je determinant tvaru
\A - Al,| ,kde I, je jednotkova matice faduna A proménna polynomu.

Charakteristicky polynom tedy mnohoclen stupné n v A s jedniCkovym
koeficientem u nejvy$s$i mocniny u A", tedy mnohodlen obecného tvaru

P(A) = A" +b, A" +b, A2 +b, A"+ +b A +b,
Dodatek: Jestlize charakteristicky polynom polozime roven nule , tj. [A—Al [=0,
dostaneme tzv. charakteristickou rovnici matice A. \A - A.In\ =0

Definice 5 Kofeny charakteristického polynomu tj. n-tice hodnot A1, Az ,...., An S€
nazyvaji charakteristicka Cisla (nebo také) vlastni cisla, anglicky [eigenvalues]
matice A.



Definice 6 Charakteristicky vektor (nebo také vlastni vektor, anglicky [eigenvector])
prislusny charakteristickému €islu A; se nazyva n-slozkovy vektor z splfiujici podminku

A.z=\;.z pro konkrétni pevny index i.

Ur€eni vlastnich Cisel matice tedy spocCiva ve vycCisleni determinantu \A - A.In\ a
spoCteni kofenl pfislusné charakteristické rovnice \A —A.In\ =0. Je patmné, Ze vypocet
bez pouziti poéitae a vhodnych numerickych metod je inosné zvladnutelny pouze
u matic malé dimenze (do stupné 3) nebo u velmi specialnich matic.

Soubor vlastnich Cisel matice byvd nékdy nazyvan spektrem matice a vySetfovani
vlastnosti spojenych s témito vlastnimi isly pak spektralni analyza.

Véta3d Symetricka matice ma vSechna charakteristicka ¢isla realna.
Tato zde bez dlkazu uvadéna véta je velmi dllezZita, nebot v prostifedi kvadratickych
forem umoZznuje omezit se na vySetfovani realnych (a tudiz velikosti srovnatelnych) hodnot.

Véta 4 :

(@) Symetricka pozitivné definitni matice C fadu n ma vSechna vlastni Eisla
A, Ay, A, kladnd

(b) Symetricka pozitivné semidefinitni matice C fadu n ma vSechna vlastni ¢isla
A Mg,y A, Nezaporna

(c) Symetricka negativné definitni matice C fadu n ma vSechna vlastni Eisla
A, Ag,.y A, Zaporna

(d) Symetricka negativné definitni matice C fadu n ma vSechna vlastni Eisla
A Mg, A, nekladna.

(e) Symetricka indefinitni matice C fadu n ma alespon jedno charakteristické
Cislo,ieknéme A* kladné a alespon jedno charakteristické €islo, feknéme A** zaporné.

ViySe uvedena konstatovani davaji velmi uzitecny vysledek v tom smyslu, ze o typu
matice C Ize takto rozhodnout ze znalosti pravé vSech vlastnich Cisel této matice.

Pri¢ina, pro¢ je znalost vlastnich Cisel matice tak dulezita, spoiva v moznosti
vysetfovat vlastnosti plivodni matice C (a také kvadratické formy k ni pFislusné)
pomoci transformace provedené soucasné na proménné kvadratické formy a na
sloupce (Ci fadky) matice. PopiSeme tento postup podrobnéji :

Méjme kvadratickou formu (v maticovém zépisu) Q(x) =x'Cx . Pfevedme pUvodni
proménné x do nové skupiny n proménnych pomoci maticové transformace x =P.y

neboli y = P'x. Je pfitom zfejmé, Ze nutnym predpokladem pro uskute¢néni této

transformace je existence inverzni matice P! a tedy nesingularita (Ctvercové
transformacni) matice P.



Operaci mUzeme tedy zapsatjako  Q(x) =x'Cx =y'P'C'Py

a dale pracovat s touto kvadratickou formou tak, jakoby se vztahovala k proménnym
Yi,¥2.Y, @ SouCasné ke koeficientim pfedstavovanym prvky matice D =P'C'P.
Tato matice D je (pfi regularni matici P) opét étvercova, symetricka a ma stejnou
hodnost jako ptivodni maticeC.

Pfitom Ize dale ukazat, Ze pfi vhodné volbé matice P muze nabyt vysledna matice D
takového tvaru, ze jedinymi jejimi nenulovymi prvky budou prvky na jeji hlavni diagonale
a tyto diagonalni dy,dy5,ds3,..,d,,  Prvky budou hodnotami  shodné s
charakteristickymi Cisly matice A, tj hodnotami A4,A,,...,A,,. Tato skuteCnost pfirozené

velmi zprUhlediuje vySetfovani spektralnich vliastnosti matice C. Problémem, jehoz
feSeni dale naznaCime, je vSak urCenim tvaru Ci konstrukce pravé oné vhodné
transformujici matice P.

Po tomto objasnéni se lze v analyze posuzovani definitnosti ¢i semidefinitnosti
omezit na diagonalni prvky matice D. Transformaci P Ize pfitom dokonce volit tak,
aby charakteristicka Cisla nachazejici se na diagonale D byla sefazena (nejvhodnéji
sestupné). Pak tedy :

a) pocet nenulovych prvki d; oznacuje hodnost matice D (a soucasnéi C).

b) vyskyt jen kladnych prvkd d; oznamuje pozitivni definitnost D (a souc¢asné C)
c) vyskyt jen zapornych prvki d;; znaéi negativni definitnost D (a souasné C)

d) souéasna pfitomnost kladnych i zapornych prvki d; znadi indefinitnost D ( a
tedyi C).

Nasledujici dvé véty se vztahuji k vlastnostem determinant(i kvadratickych forem

se ¢tvercovou symetrickou matici C, ktera je - v prvnim fadku a prvnim sloupci -
ovroubena vektorem koeficientt linearni formy :

Véta 5: Necht Q(x) =x'Cx je kvadraticka forma se symetrickou matici C fadun a

podobné necht R=a'x je linedrni forma s n-Clennym vektorem koeficientl a a n-
¢lennym vektorem proménnych x.

a) Potom kvadraticka forma Q(x) = x'Cx je pozitivné definitni pfi vedlejSi podmince
a'x =0 pravé tehdy, jestlize pro (koneénou) posloupnost hlavnich minord plati:
0 o a, a;

0 o a,
ay €44 Cq2 Cy3

0y Cq41 Cq9/<0, <0, atd....
ay Cq2 Cp Cp
a; Cpp Cp
a3 Cq3 Cp3 Cj33

tzn. vSechny hlavni minory této matice jsou zapornés.

% Ziejmé tato podminka plati i pro ,,minory“ dimenze 2 (vyraz — q12 je zajisté zaporny).



Podobné: Stejné definovana kvadraticka forma Q(x) =x'Cx s matici C je pfi

shodné podmince predstavované linearni formou R pozitivné semidefinitni,
jestlize vyse uvedena posloupnost hlavnich minortii ma sama nekladna znaménka.

b) Potom kvadratickda forma Q(x)=x'Cx je negativné definitni pfi vedlejsi
podmince a'x=0 pravé tehdy, jestlize pro (konecnou) posloupnost hlavnich

minor( plati, Ze tato posloupnost stfida znaménka, pficemz prvni z determinantu
uvedenych v tvrzeni a) je kladny.

0 a a
0y Cyy Cqpp>0, <0,atd....2.

ay Cq2 Cp Cp;
a; Cqp Cyp

a3 Cq3 Cp3 Cj33

Analogicky Shodné definovana kvadraticka forma Q s matici C je pfi shodné
podmince predstavované linearni formou R negativné semidefinitni, jestlize vyse
uvedena posloupnost hlavnich minoru stfida znaménka = a < (a zacina
znaménkem =).

Jak patrno, matice v uvedeném tvaru muze byt interpretovana pravé jako matice U
vytvofena z prvnich a druhych parcialnich derivaci uzitkové funkce (pfi vy€isleni
hodnot v néjakém, napf. rovnovazném bodé (x,*X,*,...,X,*¥). Poloha prvnich a
druhych parcialnich derivaci je shodna jako u vySe uvedené matice C, resp. vektoru a.

Jestlize na vektor proménnych x =(x4,X,,...,X,) uplatnime regularni transformaci

tvaru y =P.x, neboli y =P~".x, potom miZzeme psat

ax) = Py }PPy)=y P PPy =y P~y . protoze PP~ =1, a dale
protoze pro symetrickou matici plati (P'1)= P~'. Dale proto plati

Véta 6 :

Jestlize je kvadraticka forma Q(x)=x'Cx pozitivné definitni, plati tato pozitivni
definitnost stejné i pro kvadratickou formu Q(z) =z'C'z.

Analogicky
Jestlize je kvadraticka forma Q(x) = x'Cx negativné definitni, plati tato negativni

definitnost stejné i pro kvadratickou formu Q(z) =z'C”'z.

Poznamka. Podobna tvrzeni mizeme vyslovit také pro (negativni a pozitivni)
semidefinitnost kvadratické formy Q(z) =z'C~'z viiéi Q(x) = x'Cx.

* Opét tato podminka plati i pro ,,minory“ dimenze 2, kde vyraz — q12 je zajisté zaporny.



