Metoda nejmensich ¢tverci s dodatecnou informaci

predstavuje postup, jak odhadnout parametry jednorovnicového regresniho
modelu pro pripad, Ze jsou tyto propojeny provazujicimi podminkami. Omezime se
pfipad, kdy mezi parametry regresniho modelu existuji jen linearni omezeni tvaru

R[J,K]-:B[K,u =V kde

R je matice rozméru [JxK] koeficientl téchto linearnich omezeni
r je vektor pravych stran soustavy omezeni

£ je vektor parametrd, které jsou témto omezenim podrobeny.
Predpokladame pritom, ze

a) pocet téchto omezeni J je nanejvys roven poétu parametri K, tj. 7 <k
b) omezeni neobsahuji redundantni informaci, ze jsou tedy nezavisla. Proto je
hodnost matice R nejvyssi mozna, tj. rovna J. tj. #(R)=J

Algoritmus odhadové metody OLS-Al je zaloZzen na tom, ze jde o hledani vazaného
extrému,. Pljde tedy o formulaci alohy ve tvaru
T
(1a/b) MinS=Y(y, - X,B)’ za podminky RB=r
t=1

Standardni cestou nalezeni minima funkce (1a) pfi omezeni (1b) je nasazeni
techniky Lagrangeovych multiplikatort (jejich poCet bude roven pravé poétu linearné
nezavislych omezeni, {j. J) : Dale tedy pujde o minimalizaci vyrazu

(2) S=(y=XB)(y=XB)=2A(RB-1),
kde 4 je vektor Lagrangeovych multiplikatort délky J'.

Polozime-li rovny nule prvni parcialni derivace vyrazu (2) podle jednotlivych prvkii
vektoru 3, dostaneme pro odhad minimalizujiciho vektoru £ vyjadieni

1 8S N
3 ——==X'y + X'Xb-R'A=0. a odtud pro
(3) XY y pro 3
(4) B=(XX)"'Xy+(X'X)'RA  neboli
(5) B= o B+X X)) RA

Tento odhad ovSem zatim neni pouzitelny, protoze se v ném vyskytuji (zatim

neznamé) prvky vektoru A . Abychom tento vektor eliminovali, postupujeme
nasledovné:

' Dvojnasobek vektoru A se ve (2) objevuje jen proto, abychom s nim nemuseli operovat dale: po
piechodu k (3) jiz se zde objevuiji jen vyrazy s jednickovymi koeficienty.



Vztah (5) vynasobime zleva matici R. Po tomto vynasobeni obdrzime:
(6) RB=R,,B+RX' X)) RA

Na levé strané se nam objevuje leva strana omezujicich podminek, takze do ni
muzeme dosadit z (1b). Dostaneme:

(7) =R s B+RX' X)) RA
a odtud pak hodnotu vektoru Lagrangeovych multiplikatord minimalizujicich
kriterialni funkci (2)

~ _ -1 ~

A =[R(X'X) 1R'] (r=R,,B)
Dosadime-li nyni tento vyraz pro A zpétné do vztahu (5), dostaneme vysledny
vyraz pro g

17; 7 ’ - ' ' - ' -1 0
9) B=psB+X X)TR [R(X X) 1R] (r = R.pp5 B)
Ze vztahu (9) je zfejmé, ze odhadova funkce OLS-Al se liSi od odhadové funkce
OLS tim, Ze se ke kazdé slozce vektoru .3 pfipocte korekce obsahujici linearni
funkci typu »— R, . Jinak by odhadova funkce OLS nerespektovala omezujici
podminky.
Nékteré vlastnosti odhadové funkce OLS-Al

Abychom vysetfili, zda nalezena odhadova funkce OLS-Al je nestranna, dosadime
nejdfive do (9) znamy vztah

osB=B+X'X)"'Xx'¢
Dostaneme

B=B+X'X) X' e+(XX)! .R'[ 1?3()(')()‘1]3']_1 [(r ~RpB) - R(X'X)_IX'e] =
(10) ' {IK ~x )RR TR R }(X'X)"lX'g

V odvozovani jsme pouzili dosazeni »-RB=0.

Ze je tato odhadova funkce pfinejmensim nestranna, se Ize snadno presvédgéit :
EB=EB+E|l, -(x'X)" R[RX) R Jxx)" xe

(1) i
=B+ {IK —(XX)" RIRXX)R]'R }(X'X)‘IX'Ea =B,



Kovariancni matici (nestranné) odhadové funkce OLS-Al Ize odvodit nasledovné :
Cov(B)=E\(B - EB)(B - EBY|=E[(B-B.(B-B)|=
- E[{ I, - (X' X)" R[RX X)"R]" R}(X'X)'IX'EE' X(X'X)’I{IK -[Rx )R] R(X' X
(12)
= o* (X' X) 1, - R[ROXCX) T RT RO X) '} =5 - SR (RZRY'RE
kde ,, .= oznaéuje kovarianéni matici vektoru . 3 ,tedy .S =0*(X'X)™

VSimneme-li si blize vyrazu (12), mizeme konstatovat nasledujici :

Matice R' je typu KxJ a ma podle predpokladu o nezavislosti omezeni hodnost J .
Proto i matice R'=R a (R'ZR)”' jsou pozitivné definitni. Odtud plyne, Ze i ode¢itana
matice na pravé strané vyrazu (12) =R'(R'=R)'RZ je kladné semidefinitni. Kazdy
jeji diagonalni prvek je tedy nanejvyS roven stejnolehlému prvku na hlavni
diagonale matice =.

Odtud tedy plyne, ze rozptyl kazdého prvku vektoru S je mensi nebo nanejvy$

roven odpovidajicimu prvku matice [. Lze i obecné ukazat - viz H.Theil - ze

prvky tohoto vektoru maji nejmensi rozptyl uvnitf tfidy nestrannych odhadovych
funkci.

Podrobné odvozeni tvaru kovariancni matice

Cov(b) = E|(b - EB).(b - EBY|= E|(5 - B).(6 - B) |=

=E {IK —(X'X)“.R'[R(X'X)‘lR']_IR X' X)'X'eg X(X'X)‘I{IK —R'[R(X'X)‘lR’]"R(X'X)“}]
=E|(X'X)" X' 6 X (X' X)"]

laxy R[Ra ) RT'R e xy e x(x0 x|

I, (XX X'ee' X(x'X)" R[ROC X R RO X

-F
-E

—El {(X'X)_l.R'[R(X'X)_lR']_lR }(X'X)_IX'&?' X(X'X)_I{R'[R(X'X)_IR']_IR(X'X)_I}J

= (X' X)X oL X(X'X)"
- X)) RRCXOTR R (X X) X0 X(X'X)
- (XX X0 X(XX) RIRX X)) R] R X)?
(XX RIRCX)R]'R (0 X)X 02X (X X)) R[RCC X)) R RO X))
- 0.2 (XIX)—I
~o® (X' X) " RIRXX)'R'R (X' )"
-(x X" R[RX X" R RO X!



+o* (X X)) RIRXCX)RT'R (x X)" R[ROXC X) 'R R(X X))
=0’(X'X)"

~20* (X' X)" R[RCC XY R]' R (X" X)™

+o* (X X) " R[RC X)" R]'R(X" X)”

=0’(X'X)"

-0’ (X'X)'I.R'[R(X'X)'lR']_lR(X'X)'l =0’ (X' X)), —R'[R(X'X)"IR' TR X))

Priklady zapisu dodatkové informace :

(1) apriorni znalost hodnoty nékterych koeficientl , napt. g, = 5’

zapis omezeni : r=57] R=[1 0 0 ... 0]
(2) apriorni znalost podilti hodnot nékterych prvki vektoru 3, napf. g/, =¢, ,
B! B, =c,
- . m {1 -¢, 0 0 ... o}
zapis omezeni : = R=
0 0 —c, 1 0 ... 0

(3) apriorni znalost hodnoty linearni kombinace hodnot prvki vektoru 3, napfr.
BB t..tB =1

zapis omezeni : r=[1] R=[1 11 ... 1]



