Testovani hypotéz v regresnich rovnicich
s aplikaci testi zaloZzenych na metodé maximalni vérohodnosti

K testovani hypotéz v linearnich regresnich modelech Ize kromé ,tradi€nich® nastroju
statistické analyzy - individualnich t-statistik vyznamnosti regresnich koeficientd a
souhrnného F-testu celkové shody modelu s daty - uplatnit t¢éz méné vyuzivanou trojici testd
vyvozenych pro prostiedi nasazeni metody maximalni vérohodnosti. Jde o:

test vérohodnostniho poméru , test Lagrangeovych multiplikatord a Walduv test.

1A. Formulace regresniho modelu

Mé&jme standardni z&pis jednorovnicového ekonometrického (regresniho) modelu:
(1a) Ve = Bo-xeo + Brxp + Boxpp t Byxy to B xyg &

t=12,..,T (po&et pozorovani vzorku)
neboli v maticové notaci

(1b) y=XB+E&  kde

Vo T —&lenny vektor vysvétlované proménné ¥ = (11,12 e, VT')

X ... Tx(k +1)-rozmérna matice vysvétlujicich proménnych X = {xtj}
t=12,...T; j=12,. k,k+1

L. (k +1)-¢lenny vektor parametr(i pFislusnych vysvétlujicim proménnym

E . T — ¢lenny vektor nahodnych sloZek (disturbanci) regresni rovnice

1B. Hypotézy o parametrech reqgresniho modelu

V pfipadé opravnéné moznosti pfedpokladat sdruzené normailni rozdéleni nahodnych slozek
regresni rovnice (véetné snad i situaci, kdy statisticka analyza rozdéleni pozorovanych dat
nesvedci o opaku) pfichazi vyhodné v Uvahu nasazeni nékterého z nasleduijici trojice testu :

A) test vérohodnostniho poméru vyvinuty jiz v r.1938 S.S. Wilksem (dale LR-test)
B) Waldiv test formulovany v r.1943 Abrahamem Waldem (dale AW-test)

C) test Lagrangeovych multiplikatord pouzity mj. Aitchesonem a Silveym v r.1958,
pfedtim (r.1948) pak pod jinym nazvem (skorovy test) uplatnén R.Raem (dale LM-test) .

Spoleénym znakem uvedené ftrojice testll je skuteCnost, Ze se v nich operuje s reziduy
ziskanymi z neomezeného regresniho tvaru, omezeného regresniho tvaru (parametry
jsou podrobeny testovanym omezenim) eventualné s obéma soucasné.

V nasledujicim textu uzijeme pro rozliSeni ndhodnych sloZek toto znaceni:

€ - vektor rezidui vyvozenych z odhad(l parametrt restrikcemi neomezeného regresniho
vztahu (1a,b), tzn. odhady parametr(l jsou spocteny metodou maximalni vérohodnosti
(v jednorovnicovém modelu shodnych s odhady metodou nejmensich ¢tvercu ) pfi
ignorovani omezeni (napf¥. o nulové hodnot&) na regresni parametry.

%
e - vektor rezidui vyvozenych z restrikcemi omezeného regresniho vztahu (1a,b), kde
odhady parametr( jsou spo¢teny metodou maximalni vérohodnosti tak, Ze jsou respektovana
omezeni (dana nulovou hypotézou) na parametry (napf., Ze jsou nékteré z parametri nulové).



Formulujeme standardni linearni regresni model ve tvaru (1)
Ve =Box + Brxg tot :Bj—l'xt,j—l + :Bj-xt,j toBexy &

NejCastéjSim pfipadem bude test, zda urcita konkrétni ( j—ta ) proménna ma byt zafazena
do regresni rovnice nebo naopak zda ma byt vynechana. Pfislusné omezeni zde bude
pfedstavovano podminkou

které predstavuje testovanou (nulovou) hypotézu H o - Alternativni (oboustranna) hypotéza
je pak dana jako

Konkrétni testovani bude provedeno tak, Ze spo¢teme dvé regrese. Jednu ve tvaru
(2a) Vi =Boxio + Bixg + ﬁj—l'xt,j—l + ﬂj"xt,j toBxy tE

tedy se zahrnutim j —té vysveétlujici proménné

%
(2b) Ve = Boxio t Bixp + Bioix jo ¥ B X ja t e BiXpo Y E
tedy bez zahrnuti j —té vysvétlujici proménné.
Poznamka:

S ohledem na to, ze ubrani kterékoliv vysveétlujici proménné (pfedstavujici restrikci ,Bj =0) znamena

vzdy zvétSeni (nebo aspofi nezmenseni) rezidualniho rozptylu, bude platit

T T
2 * 2 * *
(3) e’ < E e . neboli e'e<e'e

t=1 t=1

2. Obecna definice testul

v dals§im vykladu uZijeme znacéeni:

0 ... obecna (nespecifikovana, ale pevna) hodnota parametru (bez omezeni)
o .. odhad @ pofizeny konzistentni odhadovou funkci (nejéastéji ML-estimator)
00 ..... hypoteticka (hypotézou H o Pbredpokladana) hodnota parametru o .
(0 v dalsim maze byt jak skalarni hodnota, tak k-&lenny vektor )
Nejjednodussi testovaci problém je postaven tak, Zze data jsou generovana

sdruZzenou hustotou f (y,@o) odpovidajici parametrdm nulové hypotézy, resp.

f(y,0) pfi platnosti alternativni hypotézy (8% 8,). Toto je test prosté nulové

hypotézy oproti sloZzené alternativé. Logaritmovana vérohodnostni funkce je zcela
obecné definovana jako’

' Odlisnost v chapani sdruzené hustoty a vérohodnostni funkce (obracené potadi zépisu proménnych a
parametrii) neni pouze ve formalnim zapisu: na sdruzenou hustotu pohlizime jako na veli¢inu s prvné zadanymi
parametry , ktera vyjadiuje rozdéleni proménnych; na vérohodnostni funkci naopak jako na veli¢inu , ktera
zahrnuje (pevné dané) naméfené hodnoty proménnych a jeji maximalizaci provadime vzhledem k (mé&nlivym)
parametrim pii pevné danych hodnotach pozorovanych proménnych.



L(6;y)=Inf(y;6).
a tato je maximalizovana v hodnoté é, spliujici podminku
oL@:y) _,
06
0L(6;y)

Definujeme-li veli¢iny s(8,y)= jako vektor skéra (jde o gradient log-

vérohodnostni funkce), pak k odhadim metodou maximalni vérohodnosti sméfujeme
tak, ze polozime tento vektor skort roven nule.

Rozptyl V(é) Ize snadno spocist jako inverzi Fisherovy informacni matice, neboli

(4a) vy =o"Y@)/r , pricems
2.p.

(4a) cD(H) = —EM/T
0606

Walduv test je asymptotickou aproximaci znamych a oblibenych ¢ a F' testl

v ekonometrii: Lze ukazat, ze jestlize & ma asymptoticky normalni rozdéleni, a
jestlize 1ze P(6) konzistentné odhadnout pomoci @(f ), pak statistika

(5) & =T(O-60) D)6 -6)

bude mit asymptoticky Xz —rozdéleni o k stupnich volnosti, za platnosti nulové
hypotéza.

Test vérohodnostniho poméru je zalozen na rozdilu mezi maximy vérohodnostnich
funkci pfi nulové a pfi alternativni hypotéze. Za obecnych podminek ma statistika

(6) Err =—2.(L(0;y) - L(8;))

také asymptoticky )(2 —rozdéleni o k stupnich volnosti, pokud plati nulova hypotéza.
Patrné prvni, kdo toto obecné limitni rozdéleni odvodil, byl Wilks [1938].

Test Lagrangeovych multiplikatord je odvozen z principu maximalizace pfi
omezenich. Pfedpokladejme, Ze maximalizace (logaritmované) vérohodnostni funkce

pfi omezenich danych podminkou 6=6 vyzaduje zadat mnozinu Lagrangeovych
multiplikator(, které méfi stinovou cenu omezeni. Jestlize je tato cena vysoka,
omezeni by mélo byt odmitnuto jako nekonzistentni s hypotézou. Definujeme-li jako
veli€inu H tzv. Lagrangian

(7) H=L#;y)-A0-6%,
pak jsou podminky 1.fadu dany vztahy
aL(Hay) =) 0:90

00



Znamena to, ze test zalozeny na principu Lagrangeovych multiplikatora Aitchesona a Silveye
[1958-59], je identicky s testem zalozenym na skérech, tak jak byl tento plvodné navrzen
R.Raem [1948]. V obou pfipadech Ize rozdéleni skérl snadno nalézt za nulové hypotézy,

protoze vektor skorti bude mit nulovou stfedni hodnotu a rozptyl rovny ®(6).T

Jestlize na skory aplikujeme centralni limitni vétu, pak vyraz predstavovany LM-
metodou

_ 0 v(h—1l, 0 0
(8) S =5(87,y) P (67).5(67,»)/T
bude opét mit Iimitni)(2 —rozdéleni o k stupnich volnosti, plati-li nulova hypotéza.

VSimnéme si, Zze vSechny tfi principy jsou zaloZeny na ruznych statistikach, které
( kazda ale jinym zpisobem) ,mé&Fi“ rozdil mezi H 02 H:

a) Waldlv test je formulovan v podminkach rozdilu 6° -6

b) LR test je formulovan v podminkach rozdilu L(HO ;YY) — L(é 3 Y)

¢) LM test je formulovan v podminkach s(8°)
obrazek pro k=1

Idea LR- testu: - LR-test je zaloZen na vertikalnim rozdilu L(é ;) — L(HO 3Y);
pokud je hypotéza platna, pak vneseni omezeni by nemélo vést k znatelné redukci

hodnoty log-vérohodnostni funkce. Zfejmé vzdy plati L(é ;)) 2 L(BO 3Y);

Idea Waldova testu: AW test je zalozen na horizontalnim rozdilu 6° - 8., nebot

— pokud vezmeme v Uvahu tvar omezeni Z(é)= 0 - jde o vygcisleni vyrazu Z(HO). Pokud
body 90,9 leZi blizko u sebe, pak také Z(HO) [0, protoZe v bodé & dava omezeni
pfesné nulovou hodnotu. Pokud Z(HO) dava velkou hodnotu, vede to k zamitnuti
hypotézy H).

Idea LM- testu: - LM-test je zaloZen na sklonu vérohodnostni funkce v bodé 6°.
Pokud hypotéza H(, plati, pak by te€na klog-vérohodnostni funkci méla mit

minimalni sklon; k zamitnuti testu by naopak méla vést vysoka zjisténa hodnota
tohoto sklonu.

VSechny tfi testy jsou za platnosti nulové hypotézy asymptoticky ekvivalentni, ale
budou vykazovat rozdilné chovani pri pouziti vzorki o malém rozsahu. Bereme-li
v tvahu obtiznost/snadnost vycéisleni, pak zaznamename:

Walduv test vyZaduje vypocet pouze neomezeného estimatoru
LM test vyzaduje vypocet pouze omezeného estimatoru
LR-test vyzaduje vypocet jak omezeného, tak neomezeného estimatoru

V urgitych situacich mulze byt jeden z estimatorl snadnéji vycislitelny nez ostatni: napf.
linearni model se odhadne snadno, ale stava se nelinearnim, pokud do néj vneseme
nelinearni omezeni. Pak je preferovatelna Waldova statistika. Naopak, restrikce nékdy vedou
k odstranéni nelinearit, coz by naznacovalo vyhodnost uZiti LM-testu.



Véta: V pfipadé, Ze uvazovana vérohodnostni funkce ma tvar kvadratické formy,
(9)  zapsané ve tvaru LB)=b-1/2(0-0) A6 -6),

kde A je symetricka pozitivné definitni matice, kterda muze zaviset na datech (a na

znamych parametrech), b je skalar a 6 je (jako odhad @) funkci dat, davaji viechny
tfi testy shodny vysledek.

Ddkaz: Pro log-vérohodnostni funkci tvaru (9) zfejmé plati

0L(6) 5 oL*(0)
10A,B ——==-10-08)4=5s0) , =—A=-T®(@
(0aB) lo-6).4=5(6) s @)
Pak & =(6° -0).4.6° - 0)

Erar =50°,) 458" ) = 6" - 6) ale” - )
Err ==2.(LB.y) - LB, y))==2(b-b+ 1/2))b(9° - é).A.(eo - é)z (00 - é}.A.(@O - é)
protoZze L(@ ;y)=b
Kdykoliv je skute¢na hodnota @ rovna nebo blizka predpokladané 00, pak bude

vérohodnostni funkce v okoli 6’ priblizné kvadraticka pro velké vybéry, tim, ze

matice A zavisi pouze na 0°. Vtom spociva pricina asymptotické ekvivalence testl
pro lokalni alternativy za nulové hypotézy.

3. Nasazeni testul v linearnim regresnim modelu

Predpokladejme (jednorovnicovy) linearni regresni model s jednou vysvétlovanou a
k vysvétlujicimi proménnymi, ktery zapiSeme (v pozorovanich) stru¢nou formou
X" = nNx'goln) . ke

*

(11A) y

* . r . v rd
y je T x 1 vektor zavisle proménné

* . . Vs . v r
X je T x k matice nezavisle proménnych

a uvazujme testovani hypotézy tvaru R.3=r, kde

R je ki x k matice znamych konstant
7 je kqx 1 vektor konstant (podminek v mezenich)

Jestlize R ma hodnost k4 (aby se nevyskytovala redundantni omezeni), pak parametry a
data (oboji souéasng) mohou byt pfetransformovany tak, ze se puavodni test pfevede na
test nepfitomnosti (nékterych ) proménnych v regresni rovnici. V dusledku toho lze
ulohu (11 A) reparametrizovat do zapisu

(11B) WX = Nxwotn) L ke
nulova hypotéza ma daleko jednodussi tvar. 6, =0

Ve v rd . . r r . o r * *
a kde transformované proménné y, X jsou linearni kombinace plvodnich y ,X .



Testovani tvaru (11B) je technicky jednodussi, nez testovani tvaru (11A). Testovani druhé
specifikace je zpravidla vyhodnéjSi i zddvodd zapracovanych algoritmi béznych
ekonometrickych software.

Logaritmovana vérohodnostni funkce pro standardni model (1 ) ma tvar:
T 1
(12) L(,u,y)zk—a.lna2 —F.(y -xu).(y-Xu) ,

kde k je konstanta . Pokud by o’ bylo znamé, pak by diky Vété 1 bylo zajisténo, ze
by véechny tfi testy byly identické. 2 Odtud plyne, Ze dlleZitym rozdilem mezi

testovymi statistikami bude zpUsob pofizeni odhadu o?. Vektor skérd a informagni
matice odpovidajici parametrim £ budou tyto:

X'e X'X
(14) s\, y)=——. , E=y-X'u , b, =
(wey) o’ e grr

a informacni matice je blokové diagonalni mezi U a o’ Véimnéme si, Ze skory jsou
proporéni korelaénimu koeficientu mezi reziduy a proménnymi X . Ten je pfirozené
vzdy nulovy v 6 , ale obecné ne v odhadu & odpovidajicim nulové hypotéze .

Tfi testové statistiky nabudou v tomto pfipadé tvar:

(15) LR-test Nig = T.ln( eAf )
e'e

(16) AW-test 77 =(ﬂ10 _ﬂl)(Xl'Xl _Xl'Xz-(Xz'Xz)_lxz'X1XI110 _ﬁl)/@z

- -1
(17) LM-test  77;,, =§’X1(X1'X1 -X,'X,(X,'X,) IXZ'XI) X,'¢/&?

kde
(18 &=y-Xg E=y-Xpg 0o’ =% g’ =‘%‘£
matice X je rozdélenana X =(X,X,):

-prvni [ Txk;] matice pozorovani odpovida parametrim podrobenym testu

-druha [ Tx(k-k4) ] matice pozorovani pfislusi parametrim nepodrobenym testu

Z linearni algebry projekci vyplyvd mozZnost pfepisu Waldova a LM-testu do tvarl
obsahuijicich pouze rezidualni hodnoty:

~y~ ~y~

_ . (e'e—ée _(e'e—-é'e
(19A,B) Naw =T| ——— Ny =T{ ———
e'e e'e
Ptipomenime, Ze vzdy plati: e'e = ¢é'ée, protoze ¢'e¢ odpovida omezenému (jde o SSE,
pokud plati nulova hypotézaH) a é'é neomezenému souctu cétvercu rezidui
(maximalné vérohodny odhad bez omezeni na regresni parametry)

* Pak by totiz prvni dva &leny v (11B) byly konstantni a L({/; ) by byla funkce tvaru (9): kvadraticka v U



Odtud je mj. zfejmé, ze
a) oba citatele v (19A,B) jsou nezaporna Cisla

b) argument v logaritmu vyrazu (15) neni mensi nez 1, vyraz /]; p je tudiz nezaporny

c) Citatele v (19A ) i (19B ) jsou nezaporné, proto t&€z /] 4 i /], jsOuU nezaporna.Cisla.

VSechny testové statistiky maji )(z-rozdéleni o 1" —r stupnich volnosti, kde

T je pocCet pozorovani regresni rovnice a
V' j e pocet restrikci (omezeni) kladenych na vztahy mezi regresnimi parametry.

Z vySe uvedeného vyplyva, Zze pfi testovani platnosti hypotézy (na libovolné, ale pro
kazdy test stejné hladiné vyznamnosti @ ) mizeme obdrzet na zakladé uvedenych tri
testu protichudné vysledky. Vysledkem mulze byt v jednom pfipadé zamitnuti, ve druhém
Ci tfetim nezamitnuti nulové hypotézy. To nelze povaZovat za nerigoréznost testovaciho
postupu, ale za projev prosté skutecnosti, ze sila jednotlivych testl (chyba 2.druhého druhu
vyjadfujici pravdépodobnost nezamitnuti hypotézy, pokud nulova hypotéza neplati) neni u
vSech testll shodna (a muze navic zaviset na vysvétlujicich veli€inach).

Tvrzeni 1 Mezi uvedenymi tfemi statistikami plati vztahy:

a) (20A) Nig = T.ln(l + IU?WJ
b) (20B) Moy =47
1+ N aw
T
1
c) (20C) N =T.In
1- ,7LM
T

Ovéreni: provedeme jednoduchym dosazenim vyrazu v definicich (15) ,(19A), (19B):

|

. e'e—¢'e ]
Z(19A)mame 1],y =T | ——— | . takze
e

T(E"é —é'éj
. ee e'e—ée e'e
o 1+ 747 ) =1 1+ =In|1+——— |=In| — =R gims

T T e'e 'e T
jsme dokazali a) . Dale mame — opét z definice/] 4y v (19A) :

T ee—ee
L eT-oe
NNaw = N'f ¢ = | = (TTJ =Ny ~Cimz jsme dokazali b)
1+ N aw 1+ ee—ee
T e'e



a konecné urcenim/}];,, z (19B) dostaneme

o el o
1= Tm |_¢e-¢ee e'e é T
T e'e e'e

Tvrzeni_2 Mezi testem vérohodnostniho pomeéru, testem Lagrangeovych
multiplikatort a Waldovym testem (v8emi zasazenymi do prostiedi linearniho
regresniho modelu ale i do nékterych obecnéjSich modelovych schémat) plati obecna
nerovnost (neovlivnéna hodnotami datového vzorku):*

(21) Naw 2MN1r 2N 1m

Ovéreni*: provedeme porovnanim vyraziiv (19A), (19B), (19C)::

a) Podle (19B) plati 77, = Maw e iy (1+M)=UAW
1+ Taw T
T
Odtud vzhledem k nezapornosti /7 4 plyne 17 ;5 2113/

b) Podobné z (19A) mame 17% = ln(l + ”;W ) neboli po odlogaritmovani

exp(%):1+,7"TW, resp. exp(/7LR*)=l+l7AW*

* *
oznaCime-li  /7;p 20% a podobné /7 4y =,7ATW

Nyni uplatnime TaylorGv rozvoj levé strany tohoto vztahu a porovname ho s pravou stranou:

eXp(I7LR*):1+I7LR*+ I7L2R + ..... +...: 1+,7AW*,

% %
Zaznamename, Ze (po zruSeni jedniCek) porovnani ¢lenu /],y s Clenem [/];p vede

* *
krelaci 1] 4y 21;r (aodtud k 77,y 217, r) , protoze nekonecny soucet na levé strané

)
(od vyrazu /];p  vCetné dale) obsahuje jen nezaporneé Cleny.

c) Zbyva ukazat, Ze plati/}; p 2171, - K tomu vyuZijeme vztah (19C), podle néhoZ mame:

? Dikaz provedli (pro zobecnény linearni regresni model)
* Toto ovéfeni bez znalosti pivodniho podkladu provedl D.Moravansky, ktery timto 74da &tenafe o pripadné
poznamky k textu, pokud v ném shleda nejasnosti.



1 - * 1
N g =T.In| ——— | nebo také jinak /7;p =In| —— |,
T
kde jsme opét oznadili I7LR* =,7ﬂ a podobné I7LM* ZH%. Odtud mame po
* 1
odlogaritmovani eXpVlip |m—= a po jednoduchych upravach
1=

* * * * *
eXprR )= 1 +,7LM eXp(’]LR ) neboli ,7LM = ]. - eXp(— ,7LR ) Opét rozvedeme
pravou stranu pomoci Taylorova rozvoje

%2 *3 *4

eXP(‘ ”LR*)z 1=/, + ’h; - ,7L3R' + ”L:' .., Odtud mame
Mo’ =y =R TR TR - 740cdbameni dleny od Fadu 3 véetns déle,

2! 3! 4!

% %
je odtud zfejmé, ze 1];p 21, atedyill p 211,

Dusledek tvrzeni 2:

Z relace (21) bezprostiedné vyplyva tento dusledek: Kdykoliv vede zavér z testovani testem
Lagrangeovych multiplikatord k zamitnuti nulové hypotézy, poskytne tentyz vysledek téz
testovani pomoci Waldova a LR- testu. Naopak, kdykoliv vede k pfijeti (k nezamitnuti)
nulové hypotézy Waldlv test, dospéjeme ke stejnému zavéru testovanim LR i LM
testem.

Nerovnost (21) nicméné nefika nic o relativnich pfednostech testu ( pfi platnosti raznych
alternativ ), protoZe se vztahuje toliko k testovani za (platnosti) nulové hypotézy.

Znamena to, Ze jestlize hladina @ zvolena pro zamitnuti/nezamitnuti Waldovym
testem ma velikost/silu 5%, pak pro LR a ML testy budou mit velikost/silu menS$i nez
5%. Jejich ziejmé slabsi sila vypovédi je prosté dusledkem volbou konzervativnéjsi
(blize k 0) velikosti a . Pokud se vSak hladiny sil poopravi na tutéz velikost, pak uz
nerovnost v prosté podobé (21) neplati. Jak ukazali mj. Rothenberg [1979] a Evans a Savin
[1983]: kdyzZ jsou hladiny testl zhruba vyrovnany, pak jsou jejich sily pfiblizné tytéz.
Jak jiz bylo fe€eno, vysledky testovani mohou byt vzajemné konfliktni: mohou pfitom
silné zaviset na zvolené hladiné vyznamnostia : Tak napf. Waldav test mize zamitat
nulovou hypotézu a LM statistika ji pfijimat s pravdépodobnosti 95% (tj. hladiné
vyznamnosti @ =5%), ale na jinych hladinach (odpovidajicich 90% nebo 99%
pravdépodobnostem) mize byt vysledek testovani obéma testy ve vzajemné shodé.



4. Nasazeni testu v kontextu uplatnéni instrumentalnich proménnych

DostateCné obecnym prostfedim za uCelem formulace vySe uvedeného testového
Jria“ v prostfedi soustavy simultannich strukturnich rovnic je kontext metody
instrumentalnich proménnych |V:

Pfipomernme, Ze pokud jde o znageni, znamenaji :

y; vektor vysvétlované bezné endogenni promenné i-té rovnice

Y. matice (vysvétlujicich) béZnych endogennich proménnych i-té rovnice

X, matice (vysvétlujicich) predeterminovanych proménnych i-té rovnice
Z; sdruzeni v8ech vysvétlujicich proménnych Z; =(Y;,X;)

X matice (vysvétlujicich) predeterminovanych proménnych celé soustavy

B;,y; vektor parametrli pfislusnych béznym endogennich a predeterminovanym
proménnym i-té rovnice (jejich slou¢enim dostaneme vektor 0, )

E.

; vektor nahodnych slozek i-té rovnice
e; vektor rezidui i-té rovnice

Zapis i-té strukturni (regresni) rovnice tedy v této symbolice vypada nasledovné:
(22a) Vi=YBir Xy, tE=20,+¢; ,

kde vektor nahodnych slozek ma rozdéleni &; = N (0, o’ A7)

Abychom se v8ak v nasledujicim obesli bez dvojiho indexovani ( budeme ho potiebovat
pro odliSeni skupiny parametri s omezenimi od skupiny parametrd nepodléhajicich omezenim ),
zapiSeme (21a) jednoduse ( bez indexu i) jako

(22b) y=YB+Xy+e=Zo+¢

Definujeme-li matici P jako P = X(X'X)_IX' a formulujeme-li hypotézu o nulovosti
(nékterych) parametrd ve vektoru O jako O, =0 (pfiemz zbyvajici &ast vektoru
parametri O, neni omezenimi dotdena) , bude mit testova statistika odpovidajici
LM-testu tvar:

5 ' ' ' ' _l ' 'y
23) £ = d .(Z1 Pz -7,'PZ,(Z,'P.Z,)" Z,'P.Z, )51

w @'2

'

é

Q>

kde S=(zrPz)'zPy, e=y-25, 6=

=

Vektor vysvétlujicich proménnych Z =(Z,,Z,) jsme rozdélili souhlasné s délenim
vektoru parametri & na d=(J,,d,), tzn. proménné v Z; budou ty, u nichZ stojici

parametry jsou dotéeny omezenimi, zatimco v Z, budou ty, jimz pfisluSejici
parametry nepodléhaji omezenim.
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Citatel (23) mGze byt pfepsan v podminkach rezidui z omezené regrese vyuzivajici
téZze matice G. Pokud vezmeme 5'2 = (ZZ'PZZ )_1Zz'Pya dale definujeme
e=y-— 22.5'2 , mUze byt Waldova statistika vyjadfena jako

_T(e'Pe -¢é'Peé)
d e'Pe

Protoze P je idempotentni matice, mohou byt oba souéty &tvercu v Citateli (23)
vyCisleny provedenim regrese pfislusSnych rezidui na matici instrumentalnich
proménnych X a vzetim pfisluSnych vysvétlenych souctd ¢tvercu. Jejich diference
je také ziskatelna jako rozdil sum &tvercl rezidui z 2. stupné regrese pfi nasazeni
2SLSL odhadové metody .

Pokud se instrumenty pfi pfechodu od nulové k alternativni hypotéze nezméni, pak nevnikne
zadna obtiz ve formulaci Waldova testu. Pokud se v§ak tento soubor instrumentt zméni, pak
je Walduv test pouzitelny (jen) s vybérem instrument odpovidajicich alternativé. Dalo by se
usuzovat, ze za této situace by se mohl hodit LM test vyuzivajici omezengjSi okruh
instrumentd, ale neni tomu tak: pfinejmensim ne v jeho plavodni jednoduché podobé: Pokud
jsou totiz oba soubory instrumentd odlisné, pak Ize LM test odvodit [ucinil tak Engle 1979], ale
takto odvozeny test neméa zadouci jednoduchy tvar - napt. tvar obdobny (19b).°

(23) £

V obecngjsi situaci, kdy zapisem obdobnym (22) vyjadfime sevieny tvar soustavy
simultannich rovnic, bude kovarianéni matice mit obecny tvar ® =2 [1/;, kde 2 je
kovarian¢ni matice nahodnych slozek rovnic soustavy (vyjadfenych v pevném Case 1)
Soubor predeterminovanych proménnych P Ize pro takovou soustavu zapsat jako
I UX. Pokud nyni vezmeme odhad 5 jako odhadnutou kovarian&ni matici

nahodnych sloZek rovnic soustavy za alternativy, potom muizeme zapsat odhadovou
funkci tfistupfiové metody nejmenSich &tvercu 3SSL jako

(24) o=(z'Pz)" 7' Py,

Pak Ize ukazat, ze Waldlv test Ize zapsat (diky asymptotické ekvivalenci metod 3SLS a
FIML) jako

(25) s :3,'.(Z,'P.Z, -Z,'P.Z,(Z,' P.Z, )"ZZ'P.Z,)(%, ,

kteryZto vyraz mize byt reformulovan do podoby
(26) § =T(e'Pe-é'Pe),

Zde (jen zdanlivé) zmizel odhadnuty rozptyl 2 z testové statistiky; ve skute€nosti se viak

ﬁz nachazi v obsahu vektoru 51 (v némz je tentokrat zahrnuta i informace z matice 3 ). lv

tomto pripadé je tedy rozdil v (26) tvofen rozdilem mezi soucty Etvercl rezidui spoctenych
(pfi resp. bez respektovani zadanych omezeni na parametry) nyni tfetim stupném metody 3SLS:

> Viz Engle (1979a)
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5. Dodatek (jako zaklad pro dalSi upravy textu)

Z historického hlediska je nejstar§im testem test vérohodnostniho poméru zaloZzeného na
uvahach Neymana a Pearsona [1928]. Vérohodnostni pomér je, obecné feCeno, podil tvaru

) = max L(6) pres hodnoty 8 specifikované hypotézou H,

max L(6) pres vsechny hodnoty 6

L(60) je vérohodnostni funkce = sdruzena hustota rozdéleni (obvykle nahodnych slozek) .

Z definice je patrné, Ze hodnota A musi lezet vintervalu {0,1), protoZze jmenovatel
(neomezené maximum) musi byt vétsi nebo roven Citateli (omezené maximum).

Hypotézu Ho zamitame, jestlize A < Cy » kde @ je konstanta definovana tak, aby chyba
1.druhu byla rovna @ .

LR test ma né&kolik dllezitych vlastnosti: Je nestranny a konzistentni.® Dale, veliina
2In(A) ma )(2- rozdéleni o 7 stupnich volnosti, kde %« je po&et parametrG , pro které Ho

specifikuje pfedepsané hodnoty.
Priklad: jestlize uvaZzujeme normalni rozdéleni se stfedni hodnotou [/ a rozptylem 02 a

necht ma nulova hypotéza tvar H: =2 (pficemz velikost rozptylu o’ neni nijak
specifikovana)

Jestlize L( L, 0'2) je vérohodnostni funkce, pak definujeme vérohodnostni pomér jako

_ max L(2,02)

" max L(1,0%) ,

A

pticemz veligéina — 21n(A) ma asymptoticky (pro 7' — ©0) )(2- rozdéleni o 1 stupni volnosti.

(Vérohodnostni funkce normalniho rozdéleni ma tvar

1 -
L(p,0*)=———exp| BL——
em!’?g’ 207

® Bude nutné doplnit, co je rozuméno konzistenci a nestrannosti testu.
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Definice slabé exogenity

Mnozina (vysveétlujicich) proménnych X,V parametrizovaném modelu se
nazyva slabé exogenni, jestlize cely model muze byt zapsan pomoci
marginalni hustoty proménnych f(x,) a podminéné hustoty pro f(y,‘xt)

tak, Zze odhad parametrd podminéné hustoty neni méné vydatny nez
odhad celé mnoziny parametri obsazenych ve sdruzené hustoté. Toto
bude splnéno, jestlize zadny z parametrl podminéné hustoty f(yt‘x,) se

neobjevi v marginalni hustoté pro f(x,).

Definice predeterminovanosti

Mnozina (vysvétlujicich) proménnych X, v parametrizovaném modelu se

nazyva predeterminovana, jestlize Xx, jsou nezavislé na vSech

4
nasledujicich strukturalnich nahodnych slozkach &, pro s >0. Takto

definované predeterminované proménné lze povazovat (pfinejmensim
asymptoticky) jako by byly exogenni vtom smyslu, Ze pokud se
vyskytnou jako regresory (muze jit o zpozdéné hodnoty zavisle
proménné), ziskame vzdy konzistentni odhady parametra.

Definice Granqgerovy (ne)kauzality

Grangerova (ne)kauzalita (chapana jako jisty druh statistické zpétné
vazby) neni pfitomna tehdy, kdyz se rovnaji podminéné hustoty

f(xt‘xt—loyt—l) = f(xz‘xz—l)
Definice vyjadfuje, Ze v podminéné hustoté f(xt‘xt_l,yt_l) nepfinaseji
zpozdeneé veliCiny y,_; Zzadny dalSi informacni pfinos k vysvétleni
chovani zavisle promeénnych Xx; jiny nez ten, ktery prinaseji zpozdéné
hodnoty proménnych x,_;.

Definice silné exogenity

Mnozina (vysvétlujicich) proménnych x; se nazyva silné exogenni,
jestlize tato mnozina splhuje podminky slabé exogenity a jestlize

proménné y,_, nepusobi v Grangerové smyslu na proménné X,

pramen: Engle,R, Granger,C., Richard,J.: Exogeneity. Econometrica 51/1983
p.277-304
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6. Konkrétni vysledky testovani nestrannosti expektace darnovych vynosu

V nasem pfipadé, je-li hypotéza o regresnich parametrech formulovana jako (o=0, [B4=1,
dostavame pro jednotlivé situace tyto vysledky :

1) test u dané z prijmu fyzickych osob : by=-0,6363 , b;=1,0337

Viysledek F-testu nulové hypotézy (9*,°=0,1783) vede k zavéru, Ze tuto hypotézu nelze
zamitnout na Zadné konvenc¢ni hladiné vyznamnosti. Stejny zavér poskytuje i testovani
pomoci zminénych tfi testd zaloZzenych na metodé maximalni vérohodnosti, nebot Zadna
empiricky spoctenych testovych hodnot ( 0,4488 pro LM, 0,4618 pro LR resp. 0,4754 pro
AW) se nijak nepfiblizuje ani na hladin& vyznamnosti 0,10 kritickym hodnotam x? rozdéleni o
2 stupnich volnosti.- x% (0,10) = 10,6446. Lze vyvodit, Ze posuzovani odhadu skutegnosti u
této danové kategorie deciznim subjektem je objektivni a neni systematicky zkresleneé.

2) test u dané z pfijmua pravnickych osob : by=0,1116 , b,=0,4701

Vzhledem k velmi nizké hodnot& koeficientu determinace (R?> = 0,09) pro formulovanou
regresni rovnici Ize ucinit jen opatrné zavéry : F-statistika ( = 0,39) lezi opét zfetelné pod
v8emi kritickymi hodnotami pfislusného F-rozdéleni, analogicky ani empiricka hodnota
Waldova testu (nN*aw =1,04) se ani zdaleka nebliZzi hodnot& “nejmirn&jsi” prikaznosti x>
statistického testu : opét X%, (0,10) = 10,6446.

Opét Ize podminéné — s ohledem na velmi Spatné vysledky regresniho vystizeni — vyvodit, ze
odhad vyvoje dané zpfijmG pravnickych osob neni poznamenan systematickym
vychylovanim ani urovné ani sklonu, resp. pfesnéji, Ze vysledky statistické analyzy
(provedené v mezich moznosti dostupnych dat) neprokazuji opak.

3) test u dané pridané hodnoty : by=-2,8389 , b,=0,9957

Ani vtomto pfipadé neprokazuje vysledek statistického testovani hypotézy (,=0, B¢=1
zfetelny naznak ve prospéch alternativy (Ize to ostatné ocekavat jiz z pohledu na regresni
parametry, z nichZ (31 je velmi blizky 1 (0,996) a [ je sice od nuly ponékud vzdalen (-2,84),
avSak je statisticky zcela nevyznamny). Proto F-test formulované hypotézy poskytujici
hodnotu jen 0,575 je zna¢né vzdalen od kritické hodnoty F(0,1), ktera je 3,46. Ke stejnému
Lagrangeovych multiplikatort) leZi hluboko pod hodnotou X2, (0,10). Ani zde tedy nelze
prokazat zamérné vychylovani v korekcich cileni dafiovych vynosu.

4) test u spotfebni dané : bo=1,6599 , b;=0,4664

Prestoze prvni pohled na regresni koeficienty by, by by — zejména u druhého -
nenasvédcoval blizkosti hodnot, které jsou pfijimany pro test nulové hypotézy, zplUsobuje
opét Spatna kvalita vystizeni regresniho vztahu zvolenym regresorem moznost, Ze hypotéza
Bo = 0, By = 1 nebude zamitnuta. Koeficient determinace R? je totiz jen 0,275 a ani jedna
z obou z t-statistik parametrd nepfekracuje pfislusnou kritickou hodnotu (pfi a = 0,05 je
t5(0,05) = ..... ) . Opét jak F-test s hodnotou 1,4928, tak vSechny testy LM, LR a AW nevedou
k zamitnuti vyslovené hypotézy ani na nejmirngjSi vyznamnostni hladiné. Systematické
zkresleni tedy neni nijak indikovano.

5) test u vydajl na socialni a zdravotni pojisténi : bo=20,7024 , bs=-0,2247

V tomto pfipadé zaznamenavame v regresnim odhadu hodnoty vyrazné vzdalené od
testovanych. Pohled na pfislusné t-statistiky 2,766 resp. —0,560 naznac&uje v prvém pfipadé
zfetelnou statistickou vyznamnost prvniho regresora (jedni¢kového ¢lenu), nehledé na témér
zanedbatelnou nizkou hodnotu koeficientu determinace R? = 0,043. Lze konstatovat, Ze
vysledek testovani hypotézy 3o = 0, B4 = 1 je tentokrat na rozhrani pfijeti ¢i zamitnuti : F-test

14



dava pozitivni (ve smyslu zamitavy) vysledek na nejslabsi hladiné vyznamnosti 0,10: 4,157
> 3,463 (na této hladiné se tedy hypotéza zamitd), pfiCemz z trojice navazujicich testu je
pozitivni hodnota Waldova testu (n*aw = 11,086), ktera je vétSi nez pfislusna kriticka hodnota
x% (0,10) = 10,6446. P¥i volb& vyssi urovné signifikance nebo z jiného trojice ML-test(l by
v8ak ani zde k zamitnuti nulové hypotéza nedoslo.

Jde tedy o prvni pfipad, kdy lze zaznamenat urCity naznak mozZného systematického
vychyleni (dle vyznamnosti parametrii pfedevsim u Uroviiové konstanty) a Ze danovy decizor
¢i analytik mozna pfihlizi k pfedchozim chybam v odhadech tohoto typu dafiovych vynosu.

6) test u dané z nemovitosti bo=0,1861 , b;=-0,0906

Situaci ponékud podobnou pfedchozi nachazime i zde : Vysledky regresni analyzy (pfi
naprosto $patné mife vystizeni rovnice daty : R? je jen 0,0012) udavaji hodnoty parametr
regresni pfimky velmi nizké. Pro parametr sklonu pfimky, ktery je sice téméF nulovy ale
statisticky zcela nesignifikantni, z toho Ize stéZzi néco vyvodit, pfesto naznak slabounkeé
signifikance urovriové konstanty (t-statistika = 1,52) spolu s blizkosti 0 parametru sklonu
vedou Kk pfipusténi moznosti, Ze se jisté systematické vychylujici prvky mohou v uvazovani
daniového decizora Ci korektora mohou projevit : Opét jak hodnota F-testu (4,344) —
(jako jediného ztrojice) — prekrogenim kritické hodnoty x% (0,10) na stejné hlading
vyznamnosti - naznacuji moznou pritomnosti slabé systematické chyby.

7) test u souhrnu dafovych/pojistnych pfijm0 statniho rozpoctu : by = 21,4497, by = -0,2218

Zde stoji za pozornost, Ze i kdyz se — s vyjimkou pojistného — u v3ech ostatnich darnovych

kategorii — neprojevil Zadny naznak systematické chyby, zde je jeji mozna pritomnost

indikovana nejsilngji. Opatrné hodnoceni vysledku (s hodnotami spoétenych regresnich

parametrd hodné vzdalenymi od hypotetickych) pfi znatelné vyznamnosti nenulovosti

konstantniho &lenu a pres zanedbatelnou kvalitu regresniho odhadu (R?= 0,05) vedou k opét

vzajemné konzistentnim zavérim, ze :

- Vysledek poskytnuty F-testem (6,50) vede k zamitnuti nulové hypotézy tentokrat nejen
na hladiné 0,1, ale i na “tradi¢ni” hladiné 0,05 (F (0,05) = 5,143

- Vysledek indikovany ML-testy udava, ze “nejméné prukazny” Waldav test (s hodnotou
N*aw = 17,33) je signifikantni dokonce i na nejpfisné&jsi hladiné 0,01 (x (0,10) = 16,81),
zatimco oba ostatni signalizuji nevyznamnost (resp. v pfipadé LR testu naznak mozné
slabé vyznamnosti s pfiblizenim se k 90% pravdépodobnostni prikaznosti). Lze
konstatovat, Ze pfi této “velmi Spatné kvalité regresniho vystizeni a velké vzdalenosti
odhadnutych hodnot od hypotetickych/testovanych” mize dojit ke znaénym rozdiliim
v hodnoceni reality jednotlivymi z trojice ML-testu.

Propocty, které byly podkladem pro vysloveni pfedchozich zavérd byly provedeny algoritmy
naprogramovanymi RNDr. Daliborem Moravanskym ,CSc. tvoficimi soucast interniho
programového vybaveni ELIMO zpracovaného v jazyce MATLAB. Je nicméné tfeba mit na
paméti, ze s ohledem na maly pocCet pozorovani Casovych fad, které byly podkladem
regresnich propoctd, a na obtiznou verifikovatelnost normality rozdéleni nahodnych slozek
pfi tak kratkych Casovych fadach, je tfeba zachovat jistou obezfetnost pfi pfipadné snaze o
zobecnéni téchto (pfedbéznych) vysledku.
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