
ÈASOVÉ ØADYVíTÌZSLAV VESELÝPODPORA VÝUKY NA POÈÍTAÈOVÉ SÍTIhttp://www.math.muni.
z/~veselyAlgoritmy pro èasové øady v MATLABu:d = vesely('
as rady') : : : pøipojení a výpis obsahu knihovnyd : : : výstup=úplná 
esta do adresáøe knihovny.1. Úvod1.1. Ukázky èasový
h øad.Èasová øada = soubor pozorování nìjaké velièiny fxt; t 2 Tg, kde t je zpravidla èas a T � R.Obr. 1.1:Mìøení proudu pro
házejí
ího odporem r v obvodu se støídavým napìtím,v(t) = a 
os(vt + �), tj. xt = ar 
os(vt +�).Obr. 1.2 (MATLAB: getdata('bro
kwell.dat/uspop.dat')):Rùst popula
e v USA v léte
h 1790{1980 sledovaný v desetiletý
h intervale
h.Obr. 1.3 (MATLAB: getdata('bro
kwell.dat/strikes.dat')):Poèet stávek v USA v léte
h 1951{1980.Obr. 1.4: Výsledky Národní a Ameri
ké ligy v baseballu v léte
h 1933{1980.Obr. 1.5 (MATLAB: getdata('bro
kwell.dat/sunspots.dat')):Poèty sluneèní
h skvrn v léte
h 1770{1869.Obr. 1.6 (MATLAB: getdata('bro
kwell.dat/deaths.dat')):Poèet úmrtí pøi nehodá
h v USA v léte
h 1973{1978.1.2. Oblasti uplatnìní metod analýzy èasový
h øad.fyzika, te
hnika:� seismi
ký záznam v geofyzi
e.� øada nejvy¹¹í
h denní
h teplot v meteorologii.� prùbìh výstupního signálu urèitého elektri
kého pøístroje.� tenzometri
ké mìøení povr
hového napìtí v provozu namáhané strojní souèástky.biologie, ekologie: sledování rùzný
h parametrù zneèi¹tìní ovzdu¹í.medi
ína: záznam EKG nebo EEG.spoleèenské vìdy: zmìny v poètu a slo¾ení obyvatelstva.so
iologie: vývoj rozvodovosti.EKONOMIE: Teorie èasový
h øad = jedna z nejdùle¾itìj¹í
h kvantitativní
h metod pro analýzuekonomi
ký
h dat, napø.:� analýza poptávky po urèitém výrobku� analýza objemu zemìdìlské produk
e� analýza poètu 
estují
í
h v lete
ké dopravì� analýza vývoje kurzu ak
ií na burzeDate: 25. øíjna 2001. 1



2 VíTÌZSLAV VESELÝ1.3. Cíl analýzy.Porozumìní me
hanismu, jím¾ se generují sledované údaje.Znalost modelu tohoto me
hanismu ) znalost algoritmu, jím¾ mù¾eme 
hování tohoto me
hanismusimulovat na poèítaèi ) s
hopnost popsat s jistou pøesností jeho 
hování:� mezi èasovými okam¾iky mìøení (interpola
e)� v budou
nosti (extrapola
e, prognóza)� s 
ílem øídit a optimalizovat èinnost urèitého systému vhodnou volbou vstupní
h a poèáteèní
hpodmínek (regula
e), napø. regula
e slo¾itý
h te
hnologi
ký
h pro
esù.1.4. Nìkteré spe
i�
ké problémy analýzy èasový
h øad.a) Volba okam¾ikù pozorování:� jsou pøímo diskrétní svou povahou, napø. úroda obilí za jednotlivé roky.� vznikají diskretiza
í spojité èasové øady, napø. teplota v danou denní dobu na danémmístì.� vznikají akumula
í (agrega
í) hodnot za urèité období, napø. denní mno¾ství srá¾ek, roènívýroba závodu. Místo akumula
e se nìkdy provádí prùmìrování.Je-li dána mo¾nost volby, je tøeba jí vìnovat pozornost:� málo bodù ) unikne 
harakteristi
ký rys øady.� mnoho bodù ) zvý¹í se výpoèetní nároènost.� ekvidistantní diskretiza
e zpravidla usnadní numeri
ké zpra
ování, ale neumo¾òuje adap-tivnì mìnit hustotu diskretiza
e v závislosti na lokálním 
harakteru øady.� pøi agrega
i se mohou poru¹it vlastnosti pùvodní øady.b) Problémy s kalendáøem:� rùzná délka kalendáøní
h mìsí
ù.� 4 nebo 5 víkendù v mìsí
i.� rùzný poèet pra
ovní
h dnù v mìsí
i.� pohyblivé svátky: napø. svátek na zaèátku mìsí
e sní¾í prodej potravin za tento mìsí
, alezvý¹í jej za pøed
hozí v dùsledku efektu pøedzásobení.Pøíklad `oèi¹tìní' èasové øady napø. od promìnlivé délky mìsí
e:zavedeme `standardní' mìsí
 o dél
e 30 dnù a pak údaj tøebas o produk
i za leden pøenáso-bíme korekèním faktorem 3031 .
) Problémy s nekompatibilitou jednotlivý
h mìøení:Pøíklad: hodnota nìjakého ukazatele se jeden rok týká napø. 85 podnikù, dal¹í rok jen 82 apod.d) Problémy s délkou èasový
h øad:� zvìt¹ení poètu mìøení (napø. pùlením èasový
h intervalù mezi body) nemusí v¾dy znamenatzvìt¹ení mno¾ství informa
e.� nìkdy se mohou objevit proti
hùdné tenden
e: metoda zpra
ování vy¾aduje del¹í øadu, alena druhé stranì øada vzniklá dlouhodobým sledováním mù¾e mìnit 
harakteristiky svéhomodelu v èase ) obtí¾e s konstruk
í modelu.1.5. Oznaèení a základy matemati
ké statistiky.s := v, resp. v =: s : : : oznaèení výrazu v symbolem s.Èíselné obory:N : : : mno¾ina v¹e
h pøirozený
h èíselN0 = N[ f0g : : : mno¾ina v¹e
h nezáporný
h 
elý
h èíselZ: : : mno¾ina v¹e
h 
elý
h èíselR : : : mno¾ina v¹e
h reálný
h èíselR+ : : : mno¾ina v¹e
h nezáporný
h reálný
h èíselC : : : mno¾ina v¹e
h komplexní
h èísel(�)+ : R! R+ : : : zobrazení de�nované pøedpisem (x)+ = max(0; x)(a; b) : : : otevøený interval



ÈASOVÉ ØADY 3[a; b℄ : : : uzavøený intervalI(a; b) = fx j min(a; b) < x < max(a; b)gI[a; b℄ = fx j min(a; b) � x � max(a; b)g.Vektory:x = (x1; : : : ; xn)T 2 Cn : : : zpravidla sloup
ovéx+ h = (x1 + h; : : : ; xn + h)T ; h 2 Ct = (t1; : : : ; tk)T 2 Nk; ti 2 f1; : : : ; ng pro i = 1; : : : ; k; k � n ) xt := (xt1 ; : : : ; xtk)T 2 C k1 � i � n ) x(i) = (x1; : : : ; xi�1; xi+1; : : : ; xn)Tf(x) = f(x1; : : : ; xn); dx = dx1 : : :dxn0;0n�1 : : : nulový sloup
ový vektor délky n.Mati
e:A;Am�n = [aij℄ = [A(i; j)℄ : : : mati
e rozmìru m � nR(A) = fy jy = Axg : : : obor hodnot operátoru AN(A) = fx jAx = 0g : : : jádro operátoru AAT = [aji℄ : : : transponovaná mati
eA� = [�aji℄ : : : hermitovsky sdru¾ená mati
eI; In = In�n = [Æij ℄ : : : jednotková mati
e øádu njAj : : : determinant ètver
ové mati
e A0; 0m�n = [0℄ : : : nulová mati
e rozmìru m� ndiag(x) = 26664 x1 0 : : : 00 x2 : : : 0...0 0 : : : xn 37775 : : : diagonální mati
eA(i; :) = (ai1; : : : ; ain) =: ri : : : i-tý øádek mati
e A ve stylu MATLABA(:; j) = (a1j; : : : ; amj)T =: sj : : : j-tý sloupe
 mati
e A ve stylu MATLABA = [r1; : : : ; rm℄ = [s1; : : : ; sn℄ : : : blokový zápis mati
e A ve stylu MATLABA > 0 (resp. A � 0) : : : pozitivnì (semi)de�nitní mati
e.Norma a skalární souèin vektorù:hx;yi =Pni=1 xi �yi = y�x, spe
iálnì:y = A�x, yi = hx; A(:; i)i pro i = 1; 2; : : :; nkxk =phx;xi =pPni=1 jxij2 : : : Euklidovská norma.S
hwarzova nerovnost:jhx;yij � kxkkyk, kde rovnost nastane právì kdy¾ vektory x a y jsou lineárnì závislé.Pravdìpodobnostní prostor (
;A; P ):
 : : : základní prostor elementární
h jevùA � 2
 : : : �-algebra náhodný
h jevùP : : : pravdìpodobnostní míra na AV¹e
hny náhodné velièiny budeme v¾dy uva¾ovat nad tým¾ pravdìpodobnostním prostorem. Kom-plexní náhodnou velièinou budeme rozumìt velièinu X = Xr + iXi, kde Xr a Xi jsou reálné náhodnévelièiny pøedstavují
í po øadì reálnou a imaginární èást XX= (X1; : : : ; Xn)T : : : (komplexní) náhodný vektor tvoøený (komplexními) náhod. velièinami Xi.Støední hodnota:� = �X = EX : : : støední hodnota náhodné velièiny X� = �X= EX= (EX1; : : : ;EXn)T : : : støední hodnota náhodného vektoru X.Rozptyl a kovarian
e náhodný
h velièin:�2 = �2X = varX = EjX � EXj2 = EjXj2 � jEXj2 � 0 : : : rozptyl X�XY = 
ov(X;Y ) = E(X � EX)(Y � EY ) = EXY � (EX)(EY ) : : : kovarian
e X a Y
ov(X;X) = varX; 
ov(Y;X) = 
ov(X;Y )
ov(PrXr ;Ps Ys) =PrPs 
ov(Xr; Ys) a odtud spe
iálnì:var(X + Y ) = varX + 
ov(X;Y ) + 
ov(Y;X) + varY = varX + 2Re 
ov(X;Y ) + varY .Varianèní a kovarianèní mati
e náhodný
h vektorù:�X= varX= [
ov(Xi; Xj)℄ = E(X� EX)(X� EX)� = EXX�� (EX)(EX)� : : : varianèní mati
e X�XY= 
ov(X;Y) = [
ov(Xi; Yj)℄ = E(X� EX)(Y� EY)� = EXY�� (EX)(EY)� : : :: : : kovarianèní mati
e Xa Y
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ov(X;X) = varX; 
ov(Y;X) = 
ov(X;Y)�) varX= (varX)� : : :: : : varianèní mati
e Xje hermitovská.Pro konstantní komplexní vektory a a 
 a mati
e B a D odpovídají
í
h rozmìrù platí:
ov(a +BX;
+DY) = 
ov(BX;DY) = B 
ov(X;Y)D�.+X=Yvar(a + BX) = 
ov(a +BX;a+BX) = 
ov(BX;BX) = B var(X)B�.+ b� = B0 � var(b�X) = b�varXb) varX� 0 : : : varianèní mati
e je pozitivnì semide�nitní.�Xje tedy 
elkem hermitovská a pozitivnì semide�nitní a má proto reálná nezáporná vlastní èísla �i.Zøejmì existuje mati
e � 12X, její¾ vlastní èísla jsou � 12i a pøitom platí: �X= � 12X� 12X.Dále platí
ov(PrXr;PsYs) =PrPs 
ov(Xr;Ys) a odtud spe
iálnì:var(X+Y) = varX+ 
ov(X;Y)+ 
ov(Y;X)+ varY= varX+ 2Re 
ov(X;Y)+ varY.1.6. Normální rozdìlení a rozdìlení z nìj odvozená.1. Normální rozdìlení:X s N (�; �2); � = EX; �2 = varX : : :: : : reálná náhodná velièina s normálním (gaussovským) rozdìlením;f(x) = (p2��)�1e� (x��)22�2 : : : hustota náhodné velièiny X;�(t) := EeitX = eit�� 12�2t2 : : : 
harakteristi
ká funk
e náhodné velièiny X;U s N (0; 1) : : : standardizované normální rozdìlení náhodné velièiny U ;u� = F�1(�) : : : �-kvantil pro U , kde F (x) = R x�1 f(t) dt znaèí distribuèní funk
i U ;Xs Nn(�; V ); � = EX; V = varX: : :: : : reálný náhodný vektor s n-rozmìrným normálním rozdìlením;f(x) = (p(2�)njV j)�1e� 12 (x��)TV�1(x��) : : : n-rozmìrná hustota náhodného vektoru X;�n(t) := EeitTX= eitT�� 12 tTV t : : : 
harakteristi
ká funk
e náhodného vektoru X;Us Nn(0; In) : : : standardizované normální rozdìlení náhodného vektoru U.PlatíX s N (�; �2) ) a+ bX s N (a+ b�; b2�2) pro a; b 2 R;Xs Nn(�; V ) ) a+ BXs Nm(a+ B�; BV BT ) pro a 2 Rm a mati
i B = Bm�n nad R.2. Rozdìlení �2(n):Ne
h» Ui s N (0; 1) pro i = 1; : : : ; n jsou sto
hasti
ky nezávislé, pak náhodná velièinaC =Pni=1 U2i s �2(n) má Pearsonovo \
hí kvadrát" rozdìlení o n stupní
h volnosti;��(n) : : : �-kvantil pro C.PlatíCi s �2(ni) pro i = 1; : : : ;m sto
hasti
ky nezávislé ) C =Pmi=1Ci s �2(n1+n2+� � �+nm).3. Studentovo t rozdìlení:Ne
h» U s N (0; 1) a C s �2(k) jsou sto
hasti
ky nezávislé, pak náhodná velièinaT = UpC=k s t(k) má Studentovo t rozdìlení o k stupní
h volnosti;t�(k) : : : �-kvantil pro T .4. Fisher-Snede
orovo F rozdìlení:Ne
h» C1 s �2(n1) a C2 s �2(n2) jsou sto
hasti
ky nezávislé, pak náhodná velièinaF = C1=n1C2=n2 s F (n1; n2) má Fisher-Snede
orovo F rozdìlení s n1 a n2 stupni volnosti;F�(n1; n2) : : : �-kvantil pro F .



ÈASOVÉ ØADY 51.7. Prostor L2(
;A; P ).L2(
;A; P ) de�nujeme jako mno¾inu v¹e
h (komplexní
h) náhodný
h velièin nad tým¾ pravdìpo-dobnostním prostorem (
;A; P ), které mají koneèné druhé momenty (resp. rozptyly - viz dále 1.11),tj. L2(
;A; P ) := fX jX náhodná velièina nad (
;A; P ); EjXj2 <1g.Poznamenejme, ¾e do tohoto prostoru zahrnujeme také v¹e
hny konstanty z C , které pova¾ujemeza náhodné velièiny s nulovým rozptylem.Vìta 1.8. L2(
;A; P ) je Hilbertùv prostor se skalárním souèinem hX;Y i = EXY a normoukXk2 =phX;Xi =pEjXj2.Dùkaz. L2(
;A; P ) je obdobou funk
ionálního prostoru L2(I) tvoøeného funk
emi absolutnì integro-vatelnými v kvadrátu na intervalu I � R. Toti¾ EjXj2 = R
 jX(!)j2 dP (!), tak¾e namísto s Lebes-gueovým integrálem pra
ujeme s obe
nìj¹ím pojetím integrálu, kde Lebesgueova míra je nahrazenapravdìpodobnostní mírou P :� Skalární souèin hX;Y i existuje a je koneèný pro ka¾dé X;Y 2 L2(
;A; P ), jak snadnonahlédneme z nerovnosti4jXY j = (jXj+ jY j)2 � (jXj � jY j)2 � (jXj+ jY j)2 + (jXj � jY j)2 = 2(jXj2 + jY j2);odkud u¾itím jY j = jY j dostávámejXY j � 12(jXj2 + jY j2);tak¾ejEXY j � Z
 jX(!)Y (!)j dP (!) � 12 �Z
 jX(!)j2 dP (!) + Z
 jY (!)j2 dP (!)� <1:� L2(
;A; P ) je vektorovým prostorem. Je uzavøený na násobení skaláry 
 2 C , nebo» Ej
Xj2 =j
j2EjXj2 <1. Uzavøenost vzhledem ke sèítání plyne z:jX + Y j2 � (jXj+ jY j)2 = jXj2 + 2jXY j+ jY j2 ) EjX + Y j2 � EjXj2 + 2EjXY j+ EjY j2 <1:� Ovìøení, ¾e L2(
;A; P ) je úplný, neboli Hilbertùv prostor, je slo¾itìj¹í, ale provádí se opìtz
ela analogi
ky jako v pøípadì funk
ionálního prostoru L2(I). Podrobnosti lze nalézt napøíkladv monogra�i [1, x2.10℄.Dùsledek 1.9 (S
hwarzova nerovnost).jEXY j; jEXY j � kXk2kY k2 =pEjXj2pEjY j2; X; Y 2 L2(
;A; P ):Dùsledek 1.10. X 2 L2(
;A; P ) ) EX existuje.Dùkaz. jEXj = jE(1:X)j �pEj1j2| {z }1 pEjXj2 =pEjXj2 <1:Dùsledek 1.11. X;Y 2 L2(
;A; P ) ) X � EX; Y � EY 2 L2(
;A; P )a hX � EX; Y � EY i = E(X � EX)(Y � EY ) = 
ov(X;Y )existuje a splòuje S
hwarzovu nerovnostj
ov(X;Y )j �pEjX � EXj2pEjY � EY j2 = �X�Y :Dùsledek 1.12. �(X;Y ) = � 
ov(X;Y )�X�Y pro �x�y 6= 00 pro �x�y = 0je tzv. korelaèní koe�
ient náhodný
h velièin X a Y , pro nìj¾ platí j�(X;Y )j � 1 a spe
iálnì�1 � �(X;Y ) � 1 v pøípadì reálný
h náhodný
h velièin X a Y .



6 VíTÌZSLAV VESELÝPoznámka . Náhodné velièiny X;Y 2 L2(
;A; P ) se nazývají nekorelované, jestli¾e �(X;Y ) = 0.Vzhledem k 1.11 je nekorelovanost ekvivalentní s 
ov(X;Y ) = 0, tj. s ortogonalitou 
entrovaný
hvelièin X � EX a Y � EY v L2(
;A; P ).�(X;Y) = [�(Xi; Yj)℄i;j je tzv. vzájemná korelaèní mati
e náhodný
h vektorù Xa Y.�(X;X) = [�(Xi; Xj)℄i;j je tzv. korelaèní mati
e náhodného vektoru X.POZOR! Nekorelovanost indikuje neexisten
i sto
hasti
ké závislosti pouze lineárního typu.Tedy platíX;Y sto
hasti
ky nezávislé ) X;Y nekorelované, av¹ak nikoliv naopak:X;Y nekorelované ; X;Y sto
hasti
ky nezávislé.


