CASOVE RADY

ViTEZSLAV VESELY

PODPORA VYUKY NA POCITACOVE SITI
http://www.math.muni.cz/ vesely

Algoritmy pro ¢asové rady v MATLABu:

d = vesely(’casrady’) ... pfipojeni a vypis obsahu knihovny
d ... vystup=tplné cesta do adresare knihovny.
1. Uvop

1.1. Ukazky ¢Easovych rad.

Casova Fada = soubor pozorovani néjaké veliciny {z;,t € T'}, kde t je zpravidla cas a T'C IR.
Obr. 1.1:

Méfeni proudu prochazejictho odporem r v obvodu se stiidavym napétim,
v(t) = acos(vt + ©), tj. r, = L cos(vt 4 O).

Obr. 1.2 (MATLAB: getdata(’brockwell.dat/uspop.dat?’)):
Rust populace v USA v 1étech 1790-1980 sledovany v desetiletych intervalech.

Obr. 1.3 (MATLARB: getdata(’brockwell.dat/strikes.dat’)):
Pocet stavek v USA v létech 1951-1980.

Obr. 1.4: Vysledky Narodni a Americké ligy v baseballu v létech 1933-1980.

Obr. 1.5 (MATLAB: getdata(’brockwell.dat/sunspots.dat’)):
Pocty slunecnich skvrn v 1étech 1770-1869.

Obr. 1.6 (MATLAB: getdata(’brockwell.dat/deaths.dat’)):
Pocet tmrti pi1 nehodach v USA v 1étech 1973-1978.

1.2. Oblasti uplatnéni metod analyzy casovych rad.

fyzika, technika:
e seismicky zaznam v geofyzice.
e tada nejvyssich dennich teplot v meteorologii.
e prubéh vystupniho signalu urcitého elektrického piistroje.
e tenzometrické méfeni povrchového napéti v provozu naméahané strojni soucéstky.
biologie, ekologie: sledovani raznych parametri znecisténi ovzdusi.
medicina: zidznam EKG nebo EEG.
spoleéenské védy: zmény v poctu a sloZeni obyvatelstva.
sociologie: vyvoj rozvodovosti.
EKONOMIE: Teorie casovych fad = jedna z nejdilezitéjsich kvantitativnich metod pro analyzu
ekonomickych dat, napf.:
e analyza poptavky po urcitém vyrobku
e analyza objemu zemédélské produkce
e analyza poctu cestujicich v letecké dopravé
e analyza vyvoje kurzu akcii na burze
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1.3. Cil analyzy.

Porozuméni mechanismu, jimz se generuji sledované tidaje.
Zmnalost modelu tohoto mechanismu = znalost algoritmu, jimz muazeme chovani tohoto mechanismu
simulovat na poc¢itaci = schopnost popsat s jistou presnosti jeho chovani:

e mezi casovymi okamziky méfeni (interpolace)

e v budoucnosti (extrapolace, progndza)
e s cilem tidit a optimalizovat ¢innost urcitého systému vhodnou volbou vstupnich a poc¢atecnich
podminek (regulace), napft. regulace slozitych technologickych procest.

1.4. Nékteré specifické problémy analyzy ¢asovych rad.

a) Volba okamziku pozorovani:

jsou pfimo diskrétni svou povahou, napt. roda obili za jednotlivé roky.

vznikaji diskretizaci spojité casové rady, napt. teplota v danou denni dobu na daném
misté.

vznikaji akumulaci (agregaci) hodnot za urcité obdobi, napf. dennf mnozstvi srazek, roénf
vyroba zavodu. Misto akumulace se nékdy provadi primérovani.

Je-1i dana moznost volby, je tieba ji vénovat pozornost:

malo bodua = unikne charakteristicky rys fady.

mnoho boda = zvysi se vypocetni naroc¢nost.

ekvidistantni diskretizace zpravidla usnadni numerické zpracovani, ale neumoznuje adap-
tivné ménit hustotu diskretizace v zavislosti na lokélnim charakteru fady.

pri agregaci se mohou porusit vlastnosti pivodni fady.

b) Problémy s kalendarem:

¢) Problémy s nekompatibilitou jednotlivych méfeni:

ruzna délka kalendarnich mésica.

4 nebo b vikendl v mésici.

rizny pocet pracovnich dni v mésici.

pohyblivé svatky: napf. sviatek na zacatku mésice snizi prodej potravin za tento mésic, ale

zvysi jej za predchozi v dusledku efektu predzasobeni.

Piiklad ‘ocisténi’ casové fady napt. od proménlivé délky meésice:

zavedeme ‘standardni’ mésic o délce 30 dnt a pak daj tfebas o produkci za leden prenaso-
30

bime korekénim faktorem 5

»

Priklad: hodnota néjakého ukazatele se jeden rok tyka napt. 85 podniki, dalsi rok jen 82 apod.

d) Problémy s délkou éasovych fad:

zvétseni poctu méfeni (napf. pilenim ¢asovych intervali mezi body) nemusi vzdy znamenat
zvétSseni mnozstvi informace.

nékdy se mohou objevit protichiidné tendence: metoda zpracovani vyzaduje delsi fadu, ale
na druhé strané fada vznikla dlouhodobym sledovanim muze ménit charakteristiky svého
modelu v ¢ase = obtize s konstrukei modelu.

1.5. Oznadeni a zdklady matematické statistiky.

$:=w, resp. v =: § ... oznaceni vyrazu v symbolem s.

-y

@%%NZZQ

— —

b) ...

selné obory:
. mnozina vsech pfirozenych cisel
o=NU{0} ... mnozina vSech nezdpornych celych ¢isel
... mnozina vSech celych cisel
. mnozina vSech redlnych cisel
. mnozina vSech nezapornych realnych cisel
... mnozina v8ech komplexnich ¢isel
)t :R — Rt ... zobrazeni definované predpisem (z)* = max(0, z)
a

otevieny interval
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[a,b] ... uzavieny interval

J(a,b) = {x|min(a,b) <z < max(a,b)}
Ja,b] = {x|min(a,b) <z < max(a,b)}.
Vektory:

x=(z1,...,2,)7 €C" ... zpravidla sloupcové

z+h=(z1+h,...,z,+h)T, heC
t:(tla"'atk)TENka tle{laan} prOizla"'akakSn = wt::($t1""a$tk)TE©k
; T

1<i<n = @)= (T1, . Zic1, it &n)
f®)=fler,. ... 2n), de=dx;y ... dz,

0,0, ... nulovy sloupcovy vektor délky n.
Matice:

A, Aposn = [ai;] = [A(®4, §)] ... matice rozméru m X n

R(A) ={y|y= Az} ... obor hodnot operitoru A
N(A) ={=z| Az =0} ... jadro operatoru A

AT =[aj;] ... transponovana matice

A* =ay;] ... hermitovsky sdruzend matice

I I, = Inxn =[] ... jednotkova matice Ffadu n

|A] ... determinant ¢tvercové matice A

0,0mxn = [0] ... nulovd matice rozméru m x n
0 9 e 0

diag(z) = . ... diagonalni matice
0o 0 ... =z,

A(Z,:) = (a1, . . @) =: 74 ... i-ty Fadek matice A ve stylu MATLAB
A(5,7) = (aij, - amj)T =ts; ... j-t¥ sloupec matice A ve stylu MATLAB
A=1[ri;..5rm] =[s1,...,8n] ... blokovy zapis matice A ve stylu MATLAB
A >0 (resp. A>0) ... pozitivné (semi)definitni matice.

Norma a skalarni souéin vektoru:

(®,y) =Y i, x; yi = Yy~ @, specidlné:

y=A'z sy = (e, A(i)) proi=1,2,...,n

|| = (=, 2) = /> i, || ... Euklidovska norma.

Schwarzova nerovnost:
[{z, )| < ||=||||ly]|, kde rovnost nastane pravé kdyz vektory @ a y jsou linedrné zavislé.

Pravdépodobnostni prostor (2, A, P):

Q ... zékladni prostor elementarnich jeviu
A C 2% .. g-algebra ndhodnych jevi
P ... pravdépodobnostni mira na A

Vsechny nahodné veliciny budeme vzdy uvazovat nad tymz pravdépodobnostnim prostorem. Kom-
plexni ndhodnou veli¢inou budeme rozumét velicinu X = X, 4+ ¢X;, kde X, a X; jsou redlné nahodné
veliciny predstavujici po fadé redlnou a imaginarni ¢ast X

X = (Xy,...,Xn)" ... (komplexni) ndhodny vektor tvofeny (komplexnimi) nahod. veli¢inami X;.

Stredni hodnota:
p=px = EX ... stfedni hodnota nahodné veliciny X
p=px=EX=(EXy,...,EX,)T ... stiedni hodnota ndhodného vektoru X.

Rozptyl a kovariance nahodnych veli¢in:

0? =o% =varX = E|X — EX|? = E[X|* = [EX|* > 0 ... rozptyl X

oxy =cov(X,Y)=E(X —EX)(Y —EY) = EXY — (EX)(EY) ... kovariance X a V¥

cov(X, X) = varX, cov(Y, X) = cov(X,Y)

cov(D o, Xy, DoY) =2, > cov(X,,Y) aodtud specialné:

var(X +Y) = varX 4+ cov(X,Y) + cov(Y, X) + varY = varX + 2Re cov(X,Y) + varY.
Varian¢éni a kovarianéni matice nahodnych vektoru:

Tx = varX = [cov(X;, X;)] = E(X - EX)(X - EX)* = EXX* — (EX)(EX)* ... varianc¢ni matice X
Sy = cov(¥, V) = [cov(X, ;)] = B(X — EX)(Y — EY)* = EXY* — (EX)(EY)* ...

... kovarian¢ni matice X a Y
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cov(X,X) = varX, cov(¥,X) = cov(X,¥)* = varX = (varX)* ...
. varian¢éni matice X je hermitovska.

Pro konstantni komplexni vektory a a ¢ a matice B a D odpovidajicich rozméru plati:
cov(a + BX,c+ DY) = cov(BX, DY) = Bcov(X,Y) D*.

UX=Y
var(a + BX) = cov(a + BX,a+ BX) = cov(BX, BX) = Bvar(X) B*.
Ub* =B
0 < var(b*X) = b"varX b= varX > 0 ... varian¢ni matice je pozitivné semidefinitni.

Yx je tedy celkem hermitovské a pozitivné semidefinitni a ma proto realnd nezaporna vlastni cisla A;.

1 1 11
Ziejmé existuje matice X3, jejiz vlastni ¢isla jsou A? a pfitom plati: Yx = X3 X2,

Dale plati
cov(D o, Ky, >0, V) =57, > cov(¥X,, Y) a odtud specialné:
var(X 4+ V) = varX + cov(X,Y) 4+ cov(Y,X) + var¥ = varX + 2Re cov(X, Y) + var¥.

1.6. Normadlni rozdéleni a rozdéleni z néj odvozena.

1. Normadalni rozdéleni:
X ~ N(u,0%), p=EX, 0 =varX ...
. realnd ndhodn4 velicina s normalnim (gaussovskym) rozdélenim;

flx) = ( 271'0')_16_£%L ... hustota ndhodné veliciny X;
O(t) := Be''X = eith=39"1"  charakteristicka funkce nahodné veli¢iny X;
U~ N(0,1) ... standardizované normélni rozdéleni ndhodné veli¢iny U;
oy = F71(a) ... a-kvantil pro U, kde F(z) = f_xoo f(t) dt znaci distribuéni funkci U;
K~ No(p, V), p=EX, V =varX ...
. redlny ndhodny vektor s n-rozmérnym normalnim rozdélenim,;
fl®)=( (271')"|V|)_1e_%("3_“)TV_1(‘”_“) ... n-rozmérna hustota ndhodného vektoru X;

D, (t) := Eeit'X = ¢it"u-3t"Vt  charakteristickd funkce nahodného vektoru X
U~ Np(0,1) ... standardizované normalni rozdé&leni ndhodného vektoru U.
Plati

X ~N(u,0?) = a+bX ~ N(a+bp,b*?) pro a,b e R;
X~ Np(p,V) = a+ BX~ Npy(a+ Bu, BVBT) pro a € R™ a matici B = By, x, nad R.

2. Rozdéleni x*(n):
Necht U; ~ N(0,1) pro ¢ = 1,...,n jsou stochasticky nezavislé, pak nadhodn4 veli¢ina
C =57 U?~x*(n) mé Pearsonovo “chi kvadrat” rozdéleni o n stupnich volnosti;

Xa(n) ... a-kvantil pro C.
Plati
Ci ~ x*(n;) proi = 1,..., mstochasticky nezévislé = C=3""" C; ~ x*(ni+na+- - +ny).

3. Studentovo t rozdéleni:
Necht U ~ N(0,1) a C' ~ x?(k) jsou stochasticky nezavislé, pak ndhodn4 veli¢ina

T = -2 ~ t(k) m4 Studentovo t rozdéleni o k stupnich volnosti;

\/Clk

to(k) ... a-kvantil pro T

4. Fisher-Snedecorovo I rozdéleni:
Necht C7 ~ x?(n1) a Cs ~ x%(ns) jsou stochasticky nezdvislé, pak ndhodn4 veli¢ina

_ Cifm
F= Co/na

~ F'(n1,n2) ma Fisher-Snedecorovo I rozdéleni s n; a ny stupni volnosti;

Fa(ni,n2) ... a-kvantil pro F.
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1.7. Prostor L2(2, A, P).

L2(Q2, A, P) definujeme jako mnozinu vSech (komplexnich) ndhodnych veli¢in nad tymz pravdépo-
dobnostnim prostorem (€2, A, P), které maji konecné druhé momenty (resp. rozptyly - viz déle 1.11),
tj. L2(Q, A, P) := {X | X ndhodn4 veli¢ina nad (2, A, P), E|X|? < co}.

Poznamenejme, ze do tohoto prostoru zahrnujeme také vsechny konstanty z C, které povazujeme
za nahodné veli¢iny s nulovym rozptylem.

Véta 1.8. L»(Q,A, P) je Hilbertuv prostor se skaldrnim soucinem (X,Y) = EXY a normou
1X]l2 = (X, X) = VEIX].

Diikaz. Lo(§2, A, P) je obdobou funkcionalniho prostoru Ls(J) tvofeného funkcemi absolutné integro-
vatelnymi v kvadratu na intervalu J C R. Totiz E|X|* = [, |X(w)|* dP(w), takze namisto s Lebes-

gueovym integralem pracujeme s obecnéjsim pojetim integralu, kde Lebesgueova mira je nahrazena
pravdépodobnostni mirou P:

e Skaldrni souéin (X,Y) existuje a je koneény pro kazdé X,V € L2(Q, A, P), jak snadno
nahlédneme z nerovnosti

AXY | = (X[ + Y] = (IX] = [YD?* < (IX]+ YD) + (1X] = YD) = 2(1X* + [Y]?),
odkud uzitim |Y| = |Y| dostavame
— 1
XY < (X1 + Y1),
takze
_ _ 1
EXV < [ X@TEIaP@ < 5 | [ KPP+ [ Vel are)] <.
Q Q Q
e 15(Q, A, P) je vektorovym prostorem. Je uzavieny na nsobeni skalary ¢ € C, nebot E|eX|? =

|e]?E|X|? < co. Uzavienost vzhledem ke séitani plyne z:

IX+YPE<(X|+ Y] = [ XP+2XY [+ Y= EX + Y] <E[X|*+ 2BE|XY]| + E[Y]? < cc.

vvvvvv

zcela analogicky jako v pfipadé funkciondlnfho prostoru Lo (J). Podrobnosti lze nalézt napiiklad
v monografii [1, §2.10].

O

Dusledek 1.9 (Schwarzova nerovnost).

[EXY|, [EXY|<||IX]|2]IY]l2 = VEIX2PVEY ]2, X,Y € Ly(Q,A, P).
Dusledek 1.10. X € L3(Q,A, P) = EX existuje.
Dukaz.
|[EX| = |E(1.X)| < E|1]2VE|X |2 = VE|X]? < 0.
———
1

O

Dusledek 1.11.
X, Ye€Li(QAP) = X—EX, Y —EY € L({2, A, P)

(X —-EX, Y —-EY)=E(X —EX)(Y —EY) = cov(X,Y)
existuje a splnuje Schwarzovu nerovnost

lcov(X,Y)| < /E|X —EX|2\/E[Y — EY|? = oxoy.

Dusledek 1.12.
cov(X)Y
p(X,Y) = { OX0Yy pro Oz0y ;é 0
0 pro o,0,=0
Jje tzv. korelaéni koeficient ndhodnych veli¢in X a Y, pro néjZ plati [p(X,Y)| < 1 a specidlné
—1 < p(X,Y) <1 v pfipad€ redlnych ndhodnych velicin X a Y.
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Pozndmka . Nahodné veli¢iny X|Y € L2(£2, A, P) se nazyvaji nekorelované, jestlize p(X,Y) = 0.
Vzhledem k 1.11 je nekorelovanost ekvivalentni s cov(X,Y) = 0, tj. s ortogonalitou centrovanych
velicin X — EX aY —EY v Ly(Q2, A, P).

p(X,Y) = [p(X;,Y}))i; je tzv. vzajemna korelaéni matice ndhodnych vektora X a V.

p(X,X) = [p(Xi, X;)]s ; je tzv. korelaéni matice ndhodného vektoru X.

POZOR! Nekorelovanost indikuje neexistenci stochastické zavislosti pouze lineirniho typu.
Tedy plati

X, Y stochasticky nezavislé = XY nekorelované, avsak nikoliv naopak:

X, Y nekorelované % X,Y stochasticky nezavislé.



