Symetricka nekoneéna jednorozmérna nahodna prochazka [Karlin-Taylor]

Jedna se o Markoviv fetézec, jehoz stavy tvoii mnozina celych Cisel a plati:
1
Pij+1 = Pij—1 = 2"

Jedna se o nerozlozitelny fetézec s periodou 2. Pro prsti pfechodu plati'

(2n) _ 2n (1)n (1)n _ 2n 9=2n _ (2n)! 92
pii = . . = . = —2 .
n )\ 2 2 n (n!)
P =0, n=012,...,.
Vypocet zalozime na tomto postupu:
Uzijeme Stirlingiiv vzorec nl=n""/2mn, takze odtud (2n)!=(2n)*e~*"/4mn
Mame

o (20 (2n)*"e2"/4mn g0 _ (2n)*"e~2"J4mm 22_ 1 onsw .
L (n"e_n \/ﬁ)z n?"e~?"2mn Jmn

Odtud plyne jednak, ze OZolpii(") =00 asoucasné, ze lim,_, p;(n)=0
n=0

Vsechny stavy nesymetrické nekoneéné nahodné prochazky jsou tedy trvalé nulové.

Nesymetricka nekonecna nahodna prochazka
Jedna se o Markovuv fetézec, jehoz stavy tvoii mnozina celych ¢isel a plati:

Pij+1 =P - Pijs =(1-p) .
Jedna se o nerozlozitelny fetézec s periodou 2. Pro prsti pfechodu plati?
2n 2n!
pii(zn) = ( n J-Pn-("— P)n = —2-Pn-(1 - P)n

(nt)

p, ™ =0 , n=012,...,.

' Navrat do daného stavu je mozny vzdy jen po sudém poétu kroku (2n), pfiéemz musime uginit pravé n

2n
krokti doprava a n krok( doleva. Pocet takovychto moznosti je dan pravé kombinaénim ¢islem ( j
n
* Navrat do daného stavu je mozny vzdy jen po sudém poctu krok (2n), pfiéemz musime u€init pravé n

2n
krok( doprava a n krok( doleva. Pocet takovychto moznosti je dan pravé kombinaénim ¢islem [ j
n



S vyuzitim Stirlingova vzorce nl~n"e "+/2mn, resp. (2n)!~ (2n)*""e~*"\/4mn mame

(2n) _ (2n) e 2" \/4mn o (1—p)" = _(2n)e™2J4mn o"
(n o n\/—)Z n2n —2n2
() _ 2%"24/mn o" (1= p)" = _
Pii o (1-p)" = \/—p (1-p)" = \/—p (1-p)"
o (1—p) = 2" -2=20)" _[4p(1-p)f
J_ Jm Jmmn

Maximum vyrazu p(1—p) pro p €(0,1) je -jak znamo- % nastava v bodeé p = %

i (1-p)" = pro n>o

(2n)

Pii

Hodnota vyrazu 4p(1—p) proto nemuze byt vétsi nez 1. Plati tedy

o (2 [4p(-PI'
i Jmn r

Zbyva vysetfit, zda plati ZP..( ) = 0| nebo ZP..(") <o k prokazani, zda stavy jsou
n_

trvalé nulové nebo pfechodné.

aztoho plyne limp_s p;i?™ =0

Ukézali jsme, Ze v pfipadé p=1/2 jsou vSechny stavy trvalé nulové.

Pro p = 1/2 jde o vySetfeni konvergence fady '/ 2¢".n~!/?

d’Alembertovo podilové kritérium:

an.1 =1t_1’2c'"+1.(n+1)_1/2 _ c(n)!’? =c( n )1/2=c(1— 1 )”2
a, n_”zc"(n)_”z (n+1)1l2 1n+1 ! n+1

pro ¢ <1. Uzijeme

a1 1 \1/2
Odtud Iimn_mﬁzlimn_mc.@—n—ﬂj =c<1,

1/2
protoze Iimn_,w(1—$) =1. Rada Zp..(") ma tedy konecny soucet, coz
n_

znamena, ze vSechny stavy Markovova fetézce predstavujiciho nesymetrickou
nekonec¢nou nahodnou prochazku jsou prechodné. O.



Svymetricka nekonecna dvourozmérna nahodna prochazka

Uvazujme tentokrat nekoneénou nahodnou prochazku ,po celych Eislech* ve
dvoudimenznim prostoru. Castice, jejiz pohyb sledujeme, se mlize pohybovat
kromé sméri “doprava“ a “doleva“ také ve smérech “nahoru“ a “dolu"“.
Predpokladame (jde-li o symetrickou prochazku), ze pohyb do vSech étyi sméri je
stejné pravdépodobny. Vysetfovani tohoto retézce (stav je dan celo€iselnou
souradnici ve dvourozmérném prostoru) mGizeme zacit (pro jednoduchost) v pocatku.

2n

Pfi stanoveni pravdépodobnosti pgy“" uvazujeme veSkeré moznosti navratu do
vychoziho stavu (poc¢atku). Navrat do ného je mozny vzdy tehdy, jestlize u€inime
stejny pocet kroki doleva jako doprava (feknéme i) a stejny pocet krokl nahoru
jako doli (feknéme j ). Budeme tedy analyzovat pocet kroku 2i+2j=2n.

Ziejmé plati pgo2"*1=0, protoze po lichém poétu krokl navrat do vychoziho

stavu zaznamenat nemizeme. Spocéteme tedy prvky posloupnosti pq, kde

p00(2n+1) =0 n=0,123,..
2n
(2n) _ (2n)!(1 123
poo i,j,i%j:n i'l'j' j' 4 n yhayDynn

Cislo (slozené zfaktoriald) v sumaci nam udava podet vSech moznych cest,
kterymi je mozné provést pohyb i posuni doleva a doprava a sou¢asné j posunti

nahoru a dold. Pravdépodobnost kazdého takového kroku je (stejna) 1/4 . Schéma
odpovida tvaru pravdépodobnostni funkce multinomického rozdéleni.

Vynasobenim ¢itatele i jmenovatele vyrazem (n!)?> dostaneme

2n 2n
(2n) _ M(l] =(1) n)( n _
Poo i,j,Ej:ni!i! jljtnini| 4 2) Zliflnzi) MTY23-

Pritom plati
n n 2n v ,
3 []( J =[ ] , takze mame
i=o\ ! n—i n

2n 2
(@) _( 1) (2" _
Poo (4] [ n ] n 1,2,3,..

S vyuzitim Stirlingova vzorce pak dostaneme

P ~ L n=123,...
TN

Odtud je ziejmé, Ze plati jednak limy_ye p;i“™ =0, jednak §pii(n) =003, z éehoz
n=0

plyne, ze a stav 0 retézce (stejné jako kterykoliv jiny stav fetézce se vSemi souslednymi
stavy) je trvaly, nenulovy.

’ Chovani fady je aZ na konstantu rovnocenné chovani harmonickeé rady 1/n , ktera diverguije.



Symetricka nekonecna trojrozmérna nahodna prochazka

Tentokrat rozsSifime uvazovani na tfirozmérnou nekoneénou nahodnou prochazku
,po celych éislech“. Castice, jejiz pohyb sledujeme, se mize pohybovat kromé
sméru “doprava“ a “doleva“ a “nahoru”“ a “doll“ jesté ve smérech ,,dopredu” a
»dozadu®. Opét predpokladame (jde-li o symetrickou prochazku), Ze pohyb do vSech Sesti
sméru je stejné pravdépodobny. VySetfovani tohoto retézce (stav je dan
celoCiselnou soufadnici ve tfirozmérném prostoru) zaéneme opét v pocatku.

Vzhledem k nemoznosti navratu do vychoziho stavu po lichém poétu krokd i
v tomto pripadé plati

Poo?™tV =0 n=0,1,23,.. , zatimco
Pravdépodobnost navratu do po¢atku po sudém poctu kroku je rovna
2n
(2n) _ (2n)! ( 1) _
p - Z e o o = 7 S ~ n—1,2,3," .
%0 ij0<i+jen it (N —i-(n-i- )6

Z kazdého poctu krokl 2nucinime i krok( doprava, j krokli nahoru, n—i—j kroku
dopfedu, i krokl doleva, j kroku doli, n—i—j kroku dozadu. VSechny kroky

¢inime se stejnou pravdépodobnosti 1/6. Pfislusny vyraz v sumaci udava pocet
vsech moznych takovychto kombinaci.

Vypocet této pravdépodobnosti je tentokrat dost obtizny a Ize jej nalézt v knize
Karlin-Taylor na str. 68-69. Mj. se v pribéhu odvozeni vyuziva prepisu (nasobenim

2n
Gitatele a jmenovatele (n!)? a ,odfaktorizovani lenu (E] )

2 2n
W haZ el (5) ™"
p = > Py e v I n=123,...
00 220 n )i iocivjenl Biln—i-j) | (3

Nasledné se vyuzije skute¢nosti, ze plati

2 n
1
2 [;} (1) =1 n=123,...
ijo<i+jenlilf(n-i-j)| \3

(ide o souéet vSech élend tfirozmérného multinomického rozdéleni), pfiéemz hodnota p002“

. T 2n _
se da shora omezit vyrazem pgo®" <C,, i( ](l) n=123,.., vV némz se

22n n 3n
v . n!
¢len c, urci jako Cn =MaX; j o<i+ an{m}
DalSi vypoéty vedou k omezeni hodnoty levé strany shora vyrazem
! 2
poo2" = e "j n=123,. .

G



Uplatnénim Stirlingova vzorce lze ukazat, ze prava strana této nerovnosti je
asymptoticky ekvivalentni vyrazu

Odtud je ziejmé, ze sice opét plati -,ale predevsim -,

protoze soucet vysledné nekoneéné rady je evidentné koneény. Znamena to tedy,
Ze v pripadeé tfirozmérné symetrické nahodné prochazky je (na rozdil od jedno a
dvourozmérné) sledovany stav (ostatné stejné jako vSechny ostatni) prechodny.



