Priklad 5 se 3 kamerami Uvazujme nasledujici problém se zasobami:

Mame obchod s foto- a optickymi pristroji, ktery mj. prodava urcity typ kamer .
Objednavky tohoto typu se uskuteéiuji jednou za tyden, vidy v patek. Necht
nahodné veli¢iny D,,D,,D;,.., ... pfedstavuji poptavku po kamerach (vyjadienou
poctem nakoupenych kust) tohoto typu béhem prvniho tydne, druhého tydne, ....

Predpoklada se, ze D; jsou nezavisle a stejné rozdéleni nahodné veliciny, které
maji néjaké znamé pravdépodobnostni rozdéleni. Necht” X, predstavuje pocet
kamer pfi zahajeni prodeje, X, je pocet kamer na konci prvniho tydne, X, je pocet
kamer na konci prvniho druhého, a tak dale. Predpokladejme, ze na pocatku jsou
v prodejné tfi kamery, tj. X, =3. V sobotu vecer obchod provede objednavku, a

pres vikend se uskuteéni dodavka objednaného poétu kamer, ktera se do prodejny
dostane v pondéli pied zahajenim prodeje..

Obchodnik uplatiiuje nasledujici (s,S) objednavkovy rezim: tento rezim spociva
v objednavani S jednotek, kdykoliv zasoba kamer klesne pod s ((S > s). Jestlize je
hladina zasob s nebo vétsi, neobjednava se nic.

Obchod uskutec¢nuje nasleduijici (s,S) objednavkovou politiku':

Jestlize je pocet kamer uréenych k prodeji mensi nez s =1 (zadna kamera neni na
skladé), obchod objednava (az do vyse) S =3.

Jinak, obchod neobjednava (je-li néjakd kamera na skladé , zadna objednavka se
neuskute¢ni). Predpoklada se, ze nerealizované obchody jsou ztracené, jestlize
poptavka prevysi dostupné zasoby?2.

Zrejmé posloupnost nahodnych veli¢in {Xt},t=0,1,2,.. je stochasticky proces.
Mozné stavy procesu jsou cela €isla 0,1,2,3 predstavujici mozné poéty kamer v
prodejné na konci tydne.

Vskutku, nahodné proménné X, jsou zfejmé zavislé a mohou byt vyhodnoceny
iterativné=rekurzivné pomoci vyrazu

X¢rq =max{(3-D,4)0} ,pokud X, <1.

X¢pq =max{(X; —D,41)0} , pokud X, >1.pro t=012,..
Jak je ziejmé, stav na konci tydne je dan stavem na poéatku X, resp. 3, coz je velikost pIné
dodavky pfi pfedtim vyprodané zasobé minus objem prodeje uskuteénéného v t+1 tydnu D, 4 .

Tento pfiklad je pouzit pro ilustrativni )icely vicekrat v pribéhu nasledujiciho vykladu. Sekce
15.3 dale definuje typ stochastického procesu uvazovaného v této kapitole.

" Malé s oznacuje pocet kamer na skladé, velké S pocet objednavanych kamer.

* Rozuméno, to, Ze neuspokojeny zakaznik uz do obchodu pozdéji nepfijde (kameru si koupi jinde)



Pocatecni stav znamena 3 kamery na skladé: X, =3. Pfedpokladejme, Ze se

nakupy vyvinou tak, Ze na konci 1. tydne mame 2 kamery a na konci druhého tydne
zustane 1 kamera: X;=2,X, =1. Na konci 3.tydne, béhem kterého se proda

posledni treti kamera, nebude v prodejné nic: X; =0, pak se na konci tydne

nakoupi 3 kamery. V nasledujicim 4.tydnu se nic neproda, takze stav na konci
nezméni X, = 3.V patém tydnu se prodaji 2 kamery, takze na jeho konci bude stav

X5=1

Tedy: doba prvniho prechodu ze stavu 3 do stavu 1 jsou 2 tydny,
doba prvniho prechodu ze stavu 3 do stavu 0 jsou 3 tydny,
doba prvniho navratu ze stavu 3 do stavu 3 jsou 4 tydny,
doba prvniho navratu ze stavu 3 do stavu 2 je 1 tyden,

zatimco: stfedni doba prechodu ze stavu 3 do stavu 1 jsou (2+5)/2=3,5 tydne,
stfedni doba prechodu ze stavu 3 do stavu 0 jsou 3 tydny,
stfedni doba navratu ze stavu 3 do stavu 3 jsou 4 tydny,
stfedni doba navratu ze stavu 3 do stavu 2 je 1 tyden,

(to vse, pokud by proces jiz dale nepokracoval a pokud bychom nespecifikovali rozdéleni).

V prikladé 5 se 3 kamerami, rozdéleni pravdépodobnosti doby prvniho prechodu
ze stavu 3 do stavu 0 Ize ziskat nasledovné:

fa) =Pg' = 0,080
f0'?) = 0,249 — 0,080.0,080 = 0,243
Pro pevnaiaj, jsou fij(“) nezaporna Gisla, takova, ze
5 £ <1
n=1
Bohuzel vSak tento soucet muze byt ostfe mensi nez 1, coz znamena, ze proces,
ktery je na pocatku ve stavu i nemusi nikdy dospét do stavu j3.

Pokud se tento soucet rovnd 1, pak fij(") mize byt chapano jako
pravdépodobnostni rozdéleni nahodné velic¢iny doba prvniho prechodu (ze stavu i

do stavu ).
V prikladé 5 s kamerami — ackoliv vSechny stavy jsou trvalé (jak bude dale

ukazano), neni a2 tak snadné ukazat, ze Yf™ =1.
n=1

’ Tak tomu bude, neni-li stav j dosazitelny ze stavu i.



Vratime-li se k prikladu se zasobami kamer, je ziejmé, ze {Xt}, kde X je pocet
kamer na skladé na konci t-tého tydne (pfedtim, nez se obdrzi objednavka) je
Markovsky retézec. Nyni uvazme, jak ziskame (jednokrokové) pravdépodobnosti
prechodu, tj. prvky (jednokrokové) matice prechodu:

Poo Po1t Po2 Pos

Pio P11 P12 Pg3

P2o P21 P2 P2

P30 P31 P32 P33

za predpokladu, ze kazdé D, ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A=1.
Abychom ziskali py, je nutné vyhodnotit P{Xt =0/X_4 =0}. Jestlize X;_;=0,
potom X, =max{3 —D,;0}. Tedy, jestlize X, =0, pak poptavka béhem tydne musi
byt 3 nebo vice.* Odtud p,, =P{D, >3}. Tato pravdépodobnost prechodu je

pravé pravdépodobnost, ze Poissonovska nahodna veli¢ina Dt s parametrem A =1
nabude hodnotu 3 nebo vice, coz je ziskatelné z tabulky A54, takze p, = 0,08.

P=

P10 =P{X, =0X,_, =1} mze byt ziskana podobnym zptisobem: Jestlize X, =1,
pak X, =max{1—D,;0}. Abychom méli X, =0, poptavka béhem tydne musi byt 1
nebo vice. Tedyp,y = P{;D>1}=0,632 (opétz tabulky A54).
Abychom uréili py =P{X, =1X,_, =2}, zaznamenejme, ze X, =max{2—D,;0} ,
jestlize X;_4=2 . Tedy, jestlize X; =1, potom poptavka béhem tydne musi byt
presné 1. Odtud py =P{D, =1}= 0,368 . ( opét z tabulky A54).
Hodnoty distribuéni funkce nahodné velié¢iny s Poissonovym rozdélenim s parametrem A =1
P(Z; <0)=0,368, tj. P(Z; =0) = 0,368 (zaporné hodnoty se nenabyvaji) P(Z; > 0) = 0,632
P(Z, <1)=0,736, odtud P(Z, =1)=0,736— 0,368 = 0,368 , P(Z, > 1) = 0,264
P(Z, <2)=0,920, odtud P(Z, = 2) = 0,920 — 0,736 = 0,184 , P(Z, > 2) = 0,080
P(Z, < 3)=0,981, odtud P(Z, = 3) =0,981—0,920 = 0,061 , P(Z, > 3)= 0,019

0,080 0,184 0,368 0,368

0,632 0,368 0 0

0,264 0,368 0,368 0
0,080 0,184 0,368 0,368

X¢pq =max{(3 —Dy,4)0} ,pokud X, <1.
X1 = max{(X; =Dy 1)0} , pokud X;=1. pro £=0,12,..

dostaneme P=

* Aby se zasoba do konce tydne zcela vyprodala.



Komentar k vypoctu jednotlivych prvki matice P :

Pyo vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne zasoba vyéerpana, pak se nakoupi na jeho konci
3 kamery a ty se béhem tydne vSechny vyprodaji (takze poptavka byla D, >3 ).
P{D; > 3}=1-0,920 = 0,080

Py¢ vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne zasoba vycerpana, tudiz se nakoupi na jeho konci
3 kamery a béhem t-tého tydne se prodaji 2 kamery (takze poptavka byla D, =2 ).
P{D, =2}=0,184

Py, vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne zasoba vyéerpana, tudiz se nakoupi na jeho
konci 3 kamery a béhem t-tého tydne se proda 1 kamery (takZze poptavka byla D; =1 ).
P{D; =1}=0,368

Py3 vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne zasoba vyéerpana, tudiz se nakoupi na jeho

konci 3 kamery a béhem t-tého tydne se neproda zadna (takze poptavka byla D, =0 ).
P{D, = 0}=0,368

Pso vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne 1 kamera, nic vice se neobjedna a v nasledujicim
tydnu se ta jedna kamera vykoupi D; >1). P{Dt > 1}= 1-0,368 = 0,632

P,4 vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne 1 kamera, nic vice se neobjedna a v nasledujicim
tydnu se ta jedna kamera neproda (takze poptavka D; = 0 ). P{Dt = 0}= 0,368
P, vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne 1 kamera, nic vice se neobjedna. V dal$im tydnu

se pocet kamer bez objednani zvysit nemize. Takze P{X; = 1,X,4 =2}=0

P;5 vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne 1 kamera, nic vice se neobjedna. V dal$im tydnu
se poget kamer bez objednani zvysit nemize. Takze P{X, =1,X(,4 =3}=0

P,y vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne 2 kamery, nic se tedy neobjedna a v nasledujicim
t-tém tydnu se ty dvé kamery vykoupi D; >2). P{Dt > 2}= 0,264 .

P,4 vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne 2 kamery, nic se tedy neobjedna a v nasledujicim
t-tém tydnu se jedna z nich vykoupi D, =1). P{Dt = 1}= 0,368.

P,, vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne 2 kamery, nic se tedy neobjedna a v nasledujicim
t-tém tydnu se Zadna neproda D; =0 ). P{Dt = 0}= 0,368 .

P,3 vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne 2 kamery, nic se tedy neobjedna. V nasledujicim

t-tém tydnu tedy stav kamer nemuze byt vyssi nez 2. P{Xt =2,X¢41 = 3}= 0.

P5o vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne 3 kamery, nic se tedy neobjedna a v nasledujicim
t-tém tydnu se vechny ti kamery vykoupi D, >3 ). P{Dt > 3}= 1-0,920 = 0,080 .



P;; vystihuje situaci, kdy jsou na konci t-1 tydne 3 kamery, nic se tedy neobjedna a
v nasledujicim t-tém tydnu se dvé z nich prodaji D, =2 ). P{Dt = 2}= 0,184 .

P;, vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne 3 kamery, nic se tedy neobjedna a v nasledujicim
t-tém tydnu se jedna z nich proda D, =1). P{D, = 1}=0,368.

P53 vystihuje situaci, kdy je na konci t-1 tydne 3 kamery, nic se tedy neobjedna a v nasledujicim
t-tém tydnu se z4dna neproda D, =0. P{D, =0}=0,368 .

V prikladé 5 s kamerami pocate¢ni stav znamena 3 kamery na skladé: X, =3.

Predpokladejme, ze se nakupy vyvinou tak, ze na konci 1. tydne mame 2 kamery a
na konci druhého tydne zlstane 1 kamera: X, =2,X, =1. Na konci 3.tydne, béhem

kterého se proda posledni treti kamera, nebude v prodejné nic X; =0, pak se na

konci tydne nakoupi 3 kamery. V tomto 4.tydnu se nic neproda, takze stav na konci
nezméni X, = 3.V 5. tydnu se prodaji 2 kamery, takze na konci bude stav X; =1

Vypocétéme pro dany priklad matici pravdépodobnosti prechodu po dvou krocich.

0,080 0,184 0,368 0,368)(0,080 0,184 0,368 0,368

p(2) _p2 _ 0632 0368 0 0 .0,632 0368 0 0

0,264 0,368 0368 0 0,264 0,368 0368 0

0,080 0,184 0,368 0,368 /| 0,080 0,184 0,368 0,368
0,249 0,286 0,300 0,165
0,283 0,252 0,233 10,2330
0,351 0,319 0,233 0,097
0,249 0,286 0,300 0,165

Takze pokud je na konci tydne v obchodé jedna kamera, pak s pravdépodobnosti 0,283 nezbude

o dva tydny pozdéji na skladé kamera zadna P10(2) =0,283. Podobné, pokud jsou na konci
jednoho tydne v obchodé 2 kamery, budou o dva tydny pozdéji v obchodé pravé 3 kamery

s pravdépodobnosti 0,097 P23(2) = 0,097 . Pravdépodobnost toho, Ze za stejného vychoziho

stavu dojde béhem dvou tydnu k GpInému vyprodani kamer, je ziejmé 0,351. on(z) = 0,351

Matice pravdépodobnosti prechodu po ¢tyfech krocich bude vypadat takto

0,249 0,286 0,300 0,165 )( 0,249 0,286 0,300 0,165
pld) _pt _ 0,283 0,252 0,233 0,2330 || 0,283 0,252 0,233 0,2330 |
10351 0319 0233 0,097 [| 0,351 0,319 0,233 0,097 |

0,249 0,286 0,300 0,165 )\ 0,249 0,286 0,300 0,165
0,289 0,286 0,261 0,164
0282 0,285 0,268 0,166

10,284 0,283 0,263 0,171
0,280 0,286 0,261 0,164



Takze pokud je na konci tydne v obchodé jedna kamera, pak s pravdépodobnosti 0,282 nezbude

o étyfi tydny pozdéji na skladé kamera zadna P10(4) = 0,282 . Podobné, pokud jsou na konci
jednoho tydne v obchodé 2 kamery, budou o étyfi tydny pozdéji v obchodé pravé 3 kamery

s pravdépodobnosti 0,171 P23(4) =0,171. Pravdépodobnost toho, Ze za stejného vychoziho
stavu dojde béhem 4 tydnu k GpInému vyprodani kamer, je ziejmé 0,284, nebot P20(4) =0,284.
Pravdépodobnosti prfechodu po jednom nebo po n-krocich jsou podminéné
pravdépodobnosti. pij(“) = P{Xn =jX, = i} .

Pokud bychom potiebovali urcit nepodminéné pravdépodobnosti, musime
specifikovat pravdépodobnostni rozdéleni poéateéniho (vychoziho) stavu. Nazvéme
ho Qy, (i) , kde

Qy, () =P{Xo =i} proi=0,1,2,...,M.
Pak zfejmé plyne
P{Xn =1} =Qx, (O0po;™ +Qx, (o™ +Qx, (2p2;"™ + ...+ Qx,, M)ppy™

V prikladé 5 s kamerami_ jsme ug€inili pfedpoklad, ze pocatecni stav byl dan 3
kamerami v prodejnim skladé. Takze

Qy, (0)=Qx, ()=Qx,(2)=0 asoucasné Qy (3)=1.
Vektor poéateénich pravdépodobnosti ma tedy rozdéleni
p(0)=0,,=0 0 0 1)
Tedy nepodminéna pravdépodobnost toho, ze budou i po dvou tydnech v prodejné
pravé 3 kamery je 0,165, nebot’
P{X, =3}=(1)p5"

Alternativa: Pokud bychom na pocatku na rozdil od pfijatého vychoziho stavu pfijali
rovnhomérné rozdéleni pravdépodobnosti vSech stavi tj. Qy ) ()=1/4 , dostali

bychom
1 1 1 1
P{X; =3}= (z).onss + (Z)'°’233 + (z).0,097 + (Z).ones =0,165

Poznamka: Okolnost, ze tentyz vysledek (nezavisle na pfijatém vychozim rozdéleni prsti
p(0)=0,,) byl ziskan pouzitim dvou zcela odliSnych pocatecnich rozdéleni

pravdépodobnosti je €isté nahodna.



Distribu¢ni funkce Poissonova rozdéleni s parametrem A je dana vztahem
0 k —
P(X=k)=Y A exp(=h) . Pak zfejmé
k=0 k!
Distribuéni funkciPoissonova rozdéleni s parametrem 1 ze zapsat jako
0 k -
P(X=k)= % I".exp(—1)
k=0 k!

Spoctéme nékteré hodnoty pfislusné pravdépodobnostni funkce tohoto rozdéleni

0 —
P(X=0)= Texp(=1) _1_ 0,3679
0! e
1 —
P(X=1)= 1-%;(1) _ g — 0,3679

2 -—
p(x=2)=1-%i(1)=2_1=0,1339

4 -—
P(X = 3)= 1'%;(1) = é — 0,0613 .... atd.

DalSi pokrac¢ovani Prikladu 5 s kamerami - stredni doba prechodu

V priikladé se zasobami kamer mohou byt tyto rovnice pouzity ke spocteni
ocekavané doby, béhem které zasoba kamer dojde, pokud proces zacne tehdy,
jsou-li na prodejné tfi kamery. Muze byt pfitom ziskana tzv. oCekavana/stiedni
doba prvniho prechodu p 4, (ze stavu 3 do stavu 0).

Pro vypocet stfednich dob prechodu Ize u ergodického fetézce uzit tento postup:
Resime soustavu rovnic tvaru

Hij = 14 Pig-Hyj + Piz-Hzj + Pis-M3; , neboli

M
uij - 1+ Z pik'l"lkj y matiCOVé tedy
k=1,k=]
M=1+PM
M1 M2 e Mim P11 P12 - Pm | M1 M2 - Him
21 H22 e Ham | _| P21 P22 - Pam (| M21 P22 e Ham
Mm1 HMm2 - MMM Pm1 Pm2 - Pmm/\HM1 Hm2 - MMM

Pokud predpokladame, ze jsou vSechny stavy trvalé, (jak bylo dfive ukazano), pak
soustava rovnic vede k vyrazim



Hio = 1+ Pi1-Hyo +Piz-Ma + Pi3-H3g , jmenovité
H3p =1+ P3qH19 +P32-H20 +P33-H30
Mao =1+ PaqH1g + P22-M2 + P23 M3

Mo = 1+ Pqg-M1g + P12-H20 + P13-H30

neboli po dosazeni pravdépodobnosti p,; z MPP:

Mg =1+ 0,184 + 0,368.u5 + 0,368.15,
Moo =1+ 0,368.149 + 0,368.1
“10 - 1 + 0,368.“10 y

protoze mj. Pa3,P12,P13 =0
Simultanni reSeni této soustavy rovnic je nasleduijici

p10 = 1,58 pzo = 2,51 p30 - 3,50 .

takze ocekavana doba, nez se vyCerpa zasoba kamer, pokud byly na pocatku
v prodejné 3 kamery, je 3,50 tydne.

Pfi provadéni téchto vypocti dostavame soucasné ocekavané doby p,y a py ,
coz jsou doby (v tydnech), béhem kterych by doslo k vyéerpani poc¢ateéni zasoby,
pokud by tato poc¢ate€ni zasoba byla 2 , resp. 1 kamera.

V prikladé s kamerami pocatec¢ni stav znamena 3 kamery na skladé: X, =3.

Predpokladejme, ze se nakupy vyvinou tak, ze na konci 1. tydne mame 2 kamery a
na konci druhého tydne zustane 1 kamera: X, =2,X, =1. Na konci 3.tydne,

béhem kterého se proda posledni treti kamera, nebude v prodejné nic: X; =0,

pak se na konci tydne nakoupi 3 kamery. V nasledujicim 4.tydnu se nic neproda,
takze stav na konci nezméni X, =3.V patém tydnu se prodaji 2 kamery, takze na

jeho konci bude stav X; =1



