1.13 Regularni Markovovy retézce

Definice 15 Matici pravdépodobnosti pfechodu nazveme regularni, je-li P" pro
uréité kone¢né n bez nulovych prvki. Zaroven plati, ze matice P je regularni,
jestlize neni rozlozitelna na tvary (A), (B),(C).

Lze dokazat, ze matice P konverguje pfi n - co k limitni matici typu

a, a; .. ay
A= a3 a; .. ay |
(ap Ay .. ay]
jejiz fadky tvofi shodné Fadkové vektory a=(a, a; ... ay), které nazyvame

limitni stacionarni vektory

Véta9 Pro regularni matici P plati tyto zakladni vlastnosti:

T1. Je-li P regularni, A je limitni matice a a je limitni vektor, pak s rostoucim n se
p.P" blizi k a, at' je vychozi vektor p jakykoliv: lim ,_.pP" =a.

T2. vektor a jediny, pro ktery plati a.P =a; je tedy uréen jednoznacné.

T3. Plati,ze PA=AP=A.

Limitni vektor a je mozné ur¢it nasledujicim zpiisobem:

Predpokladame-li, ze se v pfipadé regularnich rfetézcii mohou vSechny stavy
v budoucnosti stale vyskytovat, tj. plati 0<p; <1, existuje limitni rozdéleni

absolutnich pravdépodobnosti vektoru p(n) . Potom plati
(1.34) lim,_ . p(n)=lim,_,p(n—-1)=a,kde

vektor a=(a; a, ... ay) je limitni stacionarni vektor. Slozky vektoru a lze

interpretovat, jako podily (z celku 1) z celkové doby, kterou systém stravi ve
stavech 1,2,....,M v pribéhu dost dlouhého ¢asového obdobi.

Protoze plati

(1.35A) p(n) =p(n-1).P,
muzeme po limitnim pfechodu tento vztah psat ve tvaru
(1.35B) a=aP.

Rovnice této soustavy o M neznamych a, a, ... ay jsou linearné zavislé a

proto nelze bez dalSiho nalézt jediné reSeni. Nalézt jednoznacéné feSeni nicméné
umoznuje zavedeni dalSi pfirozené podminky, ktera plyne z toho, ze stacionarni

pravdépodobnosti stavli tvofi Uplnou soustavu jevd, tj. podminky %ai =1.
i=1



Vypocéty stacionarnich pravdépodobnosti a, a, ... ay ziskame tedy feSenim
soustavy rovnic

Poo Po1 - Pom
(80 a - ay)=(a, a; .. ay) Po- P P » Fesp.

Pmo Pm1 - Pwum

M
(1.35C) a; =_Zoajpji .

j:
s dodate¢nou podminkou %ai =1.

i=1

Dodatek:
T3*. Pro limitni vektor a a libovolnou n-tou mocninu matice prsti prechodu P plati

aP" =a.
Ovéreni vlastnosti T3*: Protoze podle (1.35B) plati aP = a dostaneme postupné :
aP" =aPP"" =aq.P"' =aPP"” =aP"” =aP' =a o.

DuleZitd poznamka:
. ey . . , M . .
Pro limitni matici 4 plati kz ajs =1 asoucasne a; =a;, pro ij,s =1,2,..M (shoda
=]
po fadcich)
2], = § = S agsag = 4% ]y , tedy matice 4° ma rovnéz stejné Fadk
A7y = Zlajsask = Zlaksask =|4° |;; , tedy matice 4 ma rovnez stejne radky.
s= s=
RozsSifenim mame:

M M . . vy . s
[A”]jk = Zlajsan_Jsk = Zlaksan_]Sk :[A”]kk , tedy matice 4” ma rovnéz stejné
s= s=

radky.

Pro limitni matici A tedy plati 4" = 4 .



V prikladé 5 se zasobami max. 3 kamer' Ize ukazat, ze matice pravdépodobnosti
prechodu po 8 krocich P® ma tvar:

(0,286 0,285 0,264 0,166)
0,286 0,285 0,264 0,166
0,286 0,285 0,264 0,166

10,286 0,285 0,264 0,166

Zaznamenejme pozoruhodnou skute¢nost, Zze kazdy ze ¢tyf fadki ma (po
zaokrouhleni) identické prvky. To znamena, ze pravdépodobnost toho, ze systém je
po 8 tydnech ve stavu ; se zda byt nezavisla na pocate¢nim stavu zasob ! Jinymi

slovy, jevi se, ze existuje néjaka limitni pravdépodobnost, Zze systém bude ve stavu
j po velkém poctu prechodl a ze takovato pravdépodobnost je nezavisla na

pocatecnim rozdéleni pravdépodobnosti stavil. Tento dulezity vysledek vztazeny
k dlouhodobému chovani urditych Markovovych retézcli s koneénym poctem stavi
nyni ukazeme: Hodnoty vektoru limitnich pravdépodobnosti = ;

Markovova fetézce jsou rovny prevracenym hodnotam strednich dob navratu
pfislusného stavu, tj.

(1.36) ; =i pro j=0,1,...,M.

Hj
Pojem stacionarni vtomto pfipadé znamena, ze pravdépodobnost toho, ze se
proces nachazi v uréitém stavu, feknéme j, po velkém poctu prechodlii sméfuje
khodnoté m; , ktera je nezavisla na pocatecnim rozdeleni pravdépodobnosti

vyskytu stavi. Je dulezité dodat, ze stacionarni pravdépodobnost neznamena, ze
se proces usidli vjednom stavu. Naopak, proces pokracuje v uskuteéiovani
piechodl ze stavu do stavu a v jakémkoliv kroku 7 je pravdépodobnost pfechodu
ze stavu do stavu stale p;;.

P =p8 =p4 p* =

v
-

Limitni m; mohou byt také interpretovany jako stacionarni pravdépodobnosti
(nezaménovat se stacionarnimi pravdépodobnostmi pfechodu). Jestlize poéateéni
absolutni pravdépodobnost toho, Ze jsme ve stavu j je ; (t]. P{X0 =j}=1'rj pro
vSechna j, pak absolutni pravdépodobnost vyskytu procesu ve stavu v ¢ase
n=12,.. ..je také dana témito m; tj. P{X, = j} =,

Zminme, ze stacionarni pravdépodobnosti sestavaji zM+2 rovnic pro M+1

neznamych. Protoze existuje jediné feSeni, pfinejmensim jedna rovnice musi byt
redundantni a muze tedy byt Skrtnuta. Nemuze to ale byt rovnice

M
Z.ITJ =1 ’
i=0

'V této Easti textu jsou stacionarni pravdépodobnosti vySe zavedené jako a j znaceny T;



protoze feseni ; =0 by evidentné také vyhovovalo ostatnim M+1 rovnicim. Dale:

feSeni kterychkoliv jinych M+1 stacionarnich rovnic je jednoznaéné az na
multiplikativni konstantu, pficemz pravé diky zminéné posledni rovnici je toto
reSeni ,.tlaéeno” k tomu, aby Slo o pravdépodobnostni rozdéleni.

V piikladé se zasobami kamer mohou byt rovnice stacionarniho stavu vyjadieny jako
Mo =Tg.Pgo +M4-Pgg +M2.P2g + 1303
My =TgPoq +T1.Pyq + 15021 + 3.0
(1.37) Ty =MoPoz ¥ MPya +MpPp +M3.Pp3;
M3 =Tg.Po3 + 1Pz +My.P33 +M3.P33
1=my+m +1, +,
Dosazeni konkrétnich hodnot za p;; do téchto péti rovnic vede ke vztahim
m, =(0,080)1, +(0,632)™, +(0,264)1, +(0,080)1T,
m, =(0,184)1, +(0,368)m, +(0,368)™r, +(0,184)1,
(1.38) m, =(0,368)1, + +(0,368)1r, +(0,368)1,
m, =(0,368)m, + +(0,368)15
1=my+m +m, + 1,
(Algebraické) reseni téchto ¢tyr rovnic vede k simultannimu reSeni

m, =028 m =028 1w,=0,264 1;=0,166

kteryzto vysledek je jiz (tém&f) shodny s vypoctem prvki matice P® . Takze po
mnoha tydnech provozu prodejny se pravdépodobnosti vyskytu zadné, jedné,
dvou a tfi kamer v prodejné budou priblizovat k hodnotam 0,285, 0,285 0,264 a
0,166. Odpovidajici stiedni doby navratu [expected recurrence times] jsou :

1
=— =351 tydnu
Moo ™ y

Myq = U 3,51 tydnu
LLE

1
= =379 tydnu
H22 , y

1
=—=6,02 tydnu
H33 = y



Interpretace tohoto vysledku je nazorna: Priimérna doba v tydnech , kdy se proces
vrati ze stavu Upiného vyprodani kamer do téhoz stavu je 3,51 tydni. Shodou
okolnosti jde o stejnou dobu, ktera predstavuje primérnou dobu uplynulou od
stavu 1 kamera na prodejné do stejného stavu. V pfipadé navratu do stavu 2 kamer
(ze stejného vychodiska) je tato doba jiz 3,79 tydnu, zatimco primérna doba navratu
do stavu plné zasoby 3 kamer, pokud ho sledujeme opét ze stejné “plného stavu“
nepatrné presahuje 6 tydnu.



1.14 Fundamentalni matice regularniho retézce

Pomoci limitni matice 4 definujeme fundamentalni matici reqularniho retézce, ktera umoznuje
stanovit stfedni dobu prvého prechodu do uréitého stavu . U regularniho retézce je stredni doba
setrvani v systému neomezena, nebot’ kazdy stav se miize opakovat libovolné ¢asto.2 Proto tato
charakteristika neni zkoumana. Fundamentalni matici regularniho fetézce Z definujeme takto:

(1.41) Z=[1—(P—A)]"=1+§(P"—A)

Pro vyraz [1 - (P - A)]_I Ize pouzit rozvoje [ + (P - A) + (P - A)Z +.... , konverguji-li
mocniny (P - 4)* k nule. Tato podminka je spinéna, protoze P" — A. Déle je mozno dokazat
platnost vztahu (P — 4)" = P" — 4" = P" - 4 atudiz i vztahu (1.41).

Fundamentalni matice Z ma fadu vlastnosti, kterych Ize vyuzit pfi zkoumani stfedniho poctu
prichodu procesu urcitym stavem.

Uvedme nékteré vlastnosti fundamentalni matice Z: Véta 9 s tvrzenimi
T4 PZ=ZP
Dukaz vlastnosti T4 (DM)

Pz :P[1+ 5 (P —A)} =p+5 (P —PA):[H 5 (P —A)}P = 7P
n=1 n=1 n=1

v diisledku toho, Ze plati komutativitaV3 : AP = PA a.
TS5 Z.E=¢ ,kde & je sloupcovy vektor, jehoz slozky jsou tvofeny samymi jednickami.
Dukaz viastnosti T5 (DM)

ze=| 1+ £(p - a) =+ Bl - al | = e+ Elpre-ae) =+ E-o)=
M M
Pro j-ty prvek vektoru v=AE plati: v, = Ya,.1=1.%a, =1,tedy A5=¢
’ k=1 k=1
M M
Pro j-ty prvek vektoru w = P"¢ plati: w;, = ¥ p™ . 1=1.5 p™ s =1,tedy P"E =¢
k=1 k=1

(protoze jak matice P”, tak limitni matice .4 maji jednickové fadkové soucty). a.
T6 a.Z = a pro fadkovy vektor a . Dikaz vlastnosti T6 (DM)

aZ =a[l -(P-A4)| ' =al +a gj(P" —A)=a+ g(aP" —aA)=a+ g(a—a)=a ,

n=1 n=1 n=
protoze a4 = a (vlastnost limitni matice) a stejné tak aP” =a. O.
T7 I1-7Z=A-PZ

Duakaz viastnosti T7 (VK)

(1-P)z=(1- P).[l +(P-4)+ (P2 - A)+ J =(1-P)+(P-4)+ (P2 - A)+ (P3 - A)+
—-pP(P-4)-P\P? -4)-..=1-P+(P-4)=1-4

Prevedenim ¢len(i na pfislusné strany rovnice ziskame vztah / —Z = A — PZ. O O

2 To je nespravné fe¢ené a neodpovida to pojmu trvalého stavu ! Misto toho by mélo byt feéeno, Ze vidy
existuje kladna pravdépodobnost prechodu do trvalého stavu v jakkoliv vzdalené budoucnosti.



Stredni doba prvniho prechodu v regularnim fetézci

Pri realizaci regularniho fetézce se mohou pribézné v ¢ase vyskytovat vSechny stavy. Proto
nabyvaji vyznamu charakteristiky udavajici stredni dobu prvého prechodu do urcitého stavu.

Oznacme stredni dobu prvniho pfechodu ze stavu i do stavu k jako m1,, . Stfedni dobu prvého
~prechodu” pro pfipad i = k (jde vlastné o stredni dobu prvého navratu) miizeme vyjadfrit jako

M
(1.42) my; =1.p; + képikmki :

Setrva-li proces s pravdépodobnosti p; ve stavu i, stravi zde jednu Casovou jednotku (s
pravdépodobnosti p,; ). Prejde-li s pravdépodobnosti p; do stavu & trva prvni navrat (prvni
pfechod z k do i) vpriméru my;. V ostatnich pfipadech mizeme stfedni dobu prvniho
prfechodu z i do j vyjadfit jako

M
(1.43) m; = 1p, +k§[p,.km,g. +1.py, |, kde
J

prechod ze stavu i do stavu ; muze s pravdépodobnosti Djj probéhnout hned v prvém kroku

(za jednu Casovou jednotku) nebo vSemi moznymi kombinacemi z i do k, a to bud vjednom
kroku nebo ve vétsSim poctu krokl. Upravou rovnice (1.43) miizeme piejit na tvar

M M
(1.43A) mip = 2 pimig 1= X pimy =+
] =

Vyjadfime-li stfedni dobu prvého pfechodu mezi jednotlivymi stavy systému pomoci maticového
vyjadfeni, dostavame
(1.44) M=P\M-M")+E kde M" e

matice obsahuijici jen diagonalni prvky matice A/ a E je matice tvofena samymi jedni¢kami.
Lze tedy psat

mpp o mpy o .. Mg P11 P12 - Pim 0  mp .. myy I 1
My My . May |_| P21 P22 - Pay |[Mm2a 0 .ompp| (1
mM] mM2 mMM pM[ pMZ pMM mM] mM2 0 ] ] ]

Vyjadfime-li M v explicitnim tvaru, dostaneme

(1.45) M=1-Z+EZ"|M" kde

matice Z je matice obsahujici pouze diagonalni prvky fundamentalni matice Z . P¥i stanoveni

prvki diagonalni matice /™ uzijeme vztah m;; =1/a; ,kde a;; jsou slozky limitniho vektoru

a.

Vypocéty jednotlivych charakteristik ukazeme dale na prikladé:



Priklad Trh prace VK pfiklad 2.3
Pri analyze pracovniho trhu mohou jednotlivi pracovnici bud’

- pracovat ve své vlastni profesi

- pracovat v jiné profesi

- ocitnout se mezi nezaméstnanymi

Piii statistickém sledovani souboru pracovnik(i se ukazalo, ze béhem jednotlivych
mésict doslo ke zménam mezi jednotlivymi nasledovné:

Ve své profesi pracovalo i v nasledujicim mésici 80% pracovnikl, 10% preslo
k jinym povolanim a 10% se stalo nezaméstnanymi. Z pracovnikl pracujicich mimo
svou profesi piislo 10% v nasledujicim mésici ke své profesi, 70% zustalo i nadale
pracovat mimo svou profesi a 20% pfiSlo v nasledujicim mésici o praci.
Z nezaméstnanych naslo praci ve své profesi 5% osob, 30% nezaméstnanych
ziskalo praci mimo svou profesi a 65% zlstalo i v dalSim mésici nezaméstnanymi.

Ze zadani ulohy plyne, Ze matice pravdépodobnosti prechodu ma tvar

08 01 01
P=101 07 02
005 03 0,65

Ulohou je stanovit limitni matici 4, fundamentalni matici Z a matici stfednich dob
prvého prechodu A .

Ze zadani ulohy je zfejmé, ze matice pravdépodobnosti pfechodu P je regularni.
Limitni vektor a stanovime feSenim soustavy rovnic a.P=a ,kde a=(a; a, aj3)

s respektovani podminky a; +a, +a; =1 . pro stanoveni limitniho vektoru a
dostaneme po dosazeni prvk(i matice P soustavu rovnic:
08a,+0,la, +0,05a, =a,
0,la, +07a,+03a;, =a,
0,la,+02a, +065a, =a;
a,ta,+ta; =1.
Jednu z prvnich tfi rovnic vynechame a spolu se étvrtou rovnici feSime pro
neznamé a;,a,,a;. Dostaneme limitni vektor @ =(0,28125 0,406245 0,3]25)
Limitni matice 4 ma pfirozené vSechny radky stejné: Jsou tvoreny prvky limitniho
vektoru, tedy
0,28125 0,40625 0,3125
A=[028125 040625 0,3125 |.
0,28125 0,40625 0,3125



K vypocétu fundamentalni matice Z pouzijeme vztah (1.41), kde

Zde je vidét, ze ne vSechny prvky fundamentalni matice z musi byt kladné. Matice
Z totiz jistym zplisobem zachycuje ,,odchylky” od limitni matice 4.

Matici As stiednich dob prvého prechodu do stavl 7,2,3 dostaneme uzitim vztahu
(1.45) M=(1-Z+EZ )M" ,vnémz

I je jednotkova matice, z*, 1" jsou matice obsahujici jen diagonalni prvky matice
M a E je matice tvofena samymi jednickami, konkrétné tedy

1 0 0 . 0.28496 0 0
I=lo 1 o|l.E=|1 1 1lZ"=| o 16855 0 |.
0 0 I . 0 0 17773

Pii uréeni prvku diagonalni matice M* na hlavni diagonale vychazime z toho, Ze pro
stfedni doby prvého navratu m,; plati m; =1/q; , kdea; jsou slozky limitniho
vektoru « . Dosazenim pfislusnych matic do vztahu (1.45)

M=1-z+Ez"|m*
dostaneme matici strednich dob prvého prechodu M ve tvaru

Jestlize tedy pracovnik pracuje ve své profesi (stav 1), pak v priméru za 8 mésic
se stane nezaméstnanym.

Aparatu, ktery poskytuje teorie Markovovych retézcu, Ize ¢asto s uspéchem vyuzit
pii projektovani systémui fizeni zasob. Postup prezentujeme na dal$im pfikladé:
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