Obsah

1 Cisla 6
1.1 Redlnd ¢isla . . . . . . . ... o 6
1.2 Zapis redlnych ¢isel v desitkové ¢iselné soustave . . . . . .. .. . .. 8

1.2.1  Z&pis raciondlniho éisla. . . . . . .. ..o 8
1.2.2 Traciondlni éisla . . . . . . .. .. oo 8
1.2.3 Aproximace ¢isel. . . . .. ... 9
1.2.4  Vlastnosti redlnych ¢éfsel . . . . ... ..o o0 10
1.2.5 Vlastnosti uspotadéani realnych ¢isel. . . . . . . ... ... .. 11
1.2.6  Zavedeni absolutni hodnoty realného ¢isla. . . . . . . . . . .. 12
1.3 Maximum, minimum, supremum a infimum mnoziny realnych ¢isel . . 14
1.3.1 Symboly oo, —o0 . . . ..o 16
1.3.2  Zavedeni pojmu interval, a pojmu okoli bodu. . . . . . .. .. 17
1.4 Komplexni¢isla . . . . . ... .. oo 18
1.5 Pripomenuti dulezitych vzorcu pro poc¢itani s ¢isly. . . . . . . . . .. 22

2 Zakladni pojmy linearni algebry 23
2.1 Uvod do maticového poCtu . . . . .. 23
2.2 Relace mezi maticemi . . . . . . .. .. ... 26
2.3 Zakladni operace s maticemi . . . . . . . ... ... L. 27
2.4 Specialni matice a pravidla pro pocitani s maticemi . . . . . . .. .. 35
2.5 Systémy linearnich algebraickych rovnic, avod . . . . . . . .. .. .. 38
2.6 Zavedeni pojmu inverzni matice . . . . . ... ... 42
2.7 Ukéazka formulace tlohy linearniho programovani. . . . . . . . .. .. 44

1



Linearni prostor 47

3.1 Aritmeticky vektorovy prostor. . . . ... ... 47
3.2 Linearni nezavislost vektoru . . . . . . . ... ... ... ... ... 48
3.3 Elementarni transformace . . . . . .. .. ... ... 51
3.4 Transformace matice na matici schodovitého tvaru. . . . . . . . . .. 53
Metody teSeni systému linearnich algebraickych rovnic 61
4.1 Resenf nékterych typt systémi linedrnich rovnic . . . . . . . . . . .. 61
4.2  Ekvivalentni systémy rovnic. . . . .. ..o 67

4.2.1 Prtevod systému linearnich rovnic na ekvivalentni systém rovnic. 67

4.3 Gaussova eleminacéni metoda. . . . . . .. ... 75
4.4 Jordanova elimina¢én{ metoda. . . . . . . . . . ... .. ... ... .. 77
4.5 Jordanova metoda na feSeni maticové rovnice A X =B . .. ... .. 78
Determinanty 83
5.1 Zavedeni pojmu determinantu matice . . . . . . . ... ... L. 83

5.2 Vypocet determinantu rozvojem podle libovolného tadku, resp. sloupce 88

5.3 Hodnota determinantu matice B vzniklé z matice A. . . . . . .. .. 93
5.4  Vypocet hodnoty determinantu z horni schodovité matice. . . . . . . 96
5.5 Pouziti determinantu . . . . . ... 100
5.6 Cramerovo pravidlo . . . . . . . . . ... ... 100
5.7 Piimy vypocet inverzni matice pomoci determinanta . . . . . . . . . 103
Vztah mezi volnymi a aritmetickymi vektory 106
6.1 Zavedeni volnych vektoru. . . . . .. ... ... L 106
6.2 Skalarni soucin, norma a vzdélenost ve vektorovém prostoru . . . . . 110
6.3 Zavedeni Euklidova prostoru E,, . . . . . . ... ... 114
Pojem funkce, zakladni pojmy 119
7.1 Mnozina, konstanta, proménnd . . . . .. .. ... 119
7.2 Zobrazeni. . . . . . .. 121
7.3 Pojem funkce a nékteré jeji vlastnosti . . . . . .. ... 125
7.4 Redlna funkce realné proménné . . . . . ... .. 130



7.4.1 Funkce monotonni, funkce sudé a funkce licha . . . . . .. ..

7.4.2 Funkce slozend a funkce inverzni . . . . . . . . . . . . .. ...

8 Limita a spojitost funkce jedné proménné
8.1 Limita funkce jedné proménné v daném bodé . . . . . . . . . ... ..
8.2 Spojitost funkce jedné proménné v daném bodé . . . . .. ... ...
8.2.1 Limita a spojitost funkce vytvorené pomoci dvou funkei. . .
8.2.2 Limita a spojitost slozené funkce v daném bodée . . . . . . ..
8.2.3 Spojitost inverzni funce . . . . . .. ...

8.3 Shrnuti, ulohy . . . . . . ...

9 Elementarni funkce.

9.1 Polynom a racionalni lomend funkce . . . . . . . .. .. ... ...

9.1.1 Kontrolni dlohy - polynom a racionédlni funkce . . . . . . . ..

9.1.2 Zavedeni odmocnin . . . . . .. ...
9.2 Funkce /T . . . ...
9.3 Mocniny s raciondlnim exponentem . . . . . .. .. ..o
9.4 Mocniny s realnym exponentem . . . . . . ...
9.5 Exponencidlni funkce a logaritmus . . . . . . ... ... ...
9.6 Trigonometrické funkce . . . . . ... 0oL

9.7 Uhel v obloukové mife. . . . . . . o o

10 Derivace realné funkce realné proménné
10.1 Zavedeni pojmu derivace funkce . . . . . . . ... ...

10.2 Derivace elementarnich funkei . . . . . . . . . . .. ...

10.3 Shrnuti, dlohy . . . . . . . . ...

11 Pouziti derivaci
11.1 Funkce spojité na intervalu . . . . . . . . .. ... ...
11.2 Véty o funkcich spojitych na intervalu {(a,b) . . . . ... ... . ...
11.3 Funkce monoténni na intervalu a lokalni extrémy . . . . .. .. . ..
11.4 Absolutni extrémy . . . . . . . . ...

11.5 Konvexita a konkdvnost funkce . . . . . . . . . . . . ... .. ...

142
143
151

. 153

159
160
160

163
163
174
175
176
178
181
183
187
187

198
198
212
231



11.6 Hledani kofenu rovnice f(z) = 0 ,,metodou puleni intervalu“
11.7 Vypocet nékterych typu limit . . . . .. ... .. ... ..
11.8 Prubéh funkce . . . . . . . ..o
11.9 Diferenciédl a Taylorova véta . . . . . .. .. ... .. ...

11.10Shrnuti a dlohy . . . . . . .. ...

12 Funkce vice proménnych
12.1 Parcidlni derivace . . . . . . . . . . .. ...
12.1.1 Totdlni diferencial . . . . . . . . . . . . . . . . ...

12.2 Extrémy funkci vice proménnych . . . . .. .. ... ...



Masarykova univerzita
Ekonomicko—spravni fakulta

Matematika
studijni text

Miloslav Mikulik, Lubo$ Bauer, Markéta Matulova

Brno 2010



Kapitola 1
Cisla

Kazdy &tendf tohoto textu pracuje s &isly. Prace s &isly je mu samoziejmosti, avsak
malokdo si uvédomuje, jak je pojem ¢&isla obtiZzny. Pfesné zavedeni pojmu &isla se vymyka
nasim mozZnostem. Tuto kapitolu je proto mozné chapat jen jako pfipomenuti vlastnosti
Cisel a jako pokus o vytvoreni ndhledu na jeden zpiisob zavedeni pojmu &isla. V této kapi-
tole uvedeme téz nékolik pfipominek k numerickym vypoltim a zopakujeme si nékteré
tkony s redlnymi &isly. Zopakujeme si téZ zavedeni komplexnich &isel. Souéasti vykladu
je nékolik ptikladd. Pokud né&kdo bude mit potiZe s jejich FeSenim, doporuluji sbirky
pfikladi ze stfedoskolské matematiky.

1.1 Realna cisla

Historicky zacali lidé pouZivat napted pFirozena &isla. Vyjadfuje se jimi polet prvki
kone¢né mnoziny i poradi odpocitavanych objektl. V matematické literature neni po-
jem mnoZina pfirozenych &isel chdpan jednotné. Néktefi autofi zafazuji do mnoZiny
pfirozenych &isel i nulu. V dal$im budeme pod mnoZinou pfirozenych &isel rozumét jen
mnozinu &isel 1,2,3,...; budeme ji znadit N.

Na mnozing N je zavedena relace ,<" (men$i nebo rovno) a jsou zavedeny operace

setitani, oznalena ,,+", a nasobeni, oznalend ,-"“. Jestlize a,b € N a existuje takové
Cislo ¢ € N, pro néz plati a = b + ¢, oznalime ¢ = a — b. Je tedy mezi nékterymi prvky
z N definovana operace ,,—“, nazveme ji ode&itanim. PoZadavek proveditelnosti této

operace pro viechna a, b € N vede k zavedeni 0 a celych zdpornych &isel —1, -2, —3, .. ..
Mnozina N sjednocend s mnoZinou {0} a mnoZinou celych zdpornych &isel se znati Z a
nazyva mnoZinou celych &isel. Operace ,,+, —" a uspofadani , <" definované na mnoziné
pFirozenych &isel se rozsifuji na celou mnozZinu Z. Na mnoZiné Z je pak definovana
operace ,—". (Zavedeni celych &isel umoZiiuje pracovat nejenom s hotovosti, ale i s
dluhy.)

p

Necht p,q € Z, q # 0. Jestlize existuje x € 7Z tak, 2e p = ¢ - x, pideme z = o resp.



x = p : q. Operaci ,,:" nazyvdme délenim. Aby déleni &isla p &islem ¢, ¢ # 0, bylo
vzdy proveditelné, rozsifuje se mnoZina Z na mnozinu Q, zvanou mnoZina racionalnich
Cisel. Operace ,,+, —,-" a uspo¥adani, definované na mnoziné Z, rozsifujeme na celou
mnoZinu Q. Na mnoZing€ Q je pak definovano i déleni &isla p &islem ¢ pro vSechna
p,q € Q, ¢ # 0. MnoZinu Q nazyvdme mnoZinou racionalnich ¢&isel a operace ,,+, —, -, :“
nazyvame racionalnimi operacemi. Racionalnim &islem je tedy kaZdé ¢&islo tvaru g, kde

pq€Z, q#0.
Jestlize g,g € Q, potom }50 = =, jestlize ps = rq. NapF. § — % Kazdé celé &islo a € Z
s

4
|ze zapsat ve tvaru . (Zavedeni racionalnich &isel umoZiiuje potitat i s &astmi celku.)

s

Zaved me si nyni &iselnou osu.

Ciselna osa. UvaZujme p¥imku s danym bodem 0, nazveme jej potatkem. Jisty smysl
pfimky zvolime jako kladny. Zvolme déle Gsetku, jeji délku oznacime jako jednotku.
V textu budeme tuto pfimku kreslit ve vodorovné poloze a za jeji kladny smysl| volime
smér zleva doprava. Ke kazdému raciondlnimu &islu pfitadime na této pfimce bod takto:
ke kazdému ptirozenému Cislu n ptiradime bod, ozname jej n, a to tak, Ze zvolenou
jednotku naneseme od pocatku n-krat v kladném smyslu, to jest doprava. Ke kazdému
celému zapornému &islu m ptiradime bod, oznaéme jej m, a to tak, Ze zvolenou jed-
notku naneseme od pofatku (—m)-krat v zdporném smyslu, to jest doleva. Cislu 0
ptitadime potatek. Necht § je raciondlni &islo, které neni celym &islem. Bez Gjmy na
obecnosti lze ptedpokladat, 2e p € Z, q € N, q # 0. Usetku, jejiz délku jsme zvo-
lili za jednotku, rozdélme na ¢ stejnych dilkd. Je-li p > 0, naneseme p téchto dilkd
doprava, je-li p < 0, naneseme (—p) téchto dilki doleva. Obdrzeny bod ozna&ime ’5’.
Jsou-li g, * takova raciondlni &isla, Ze ps = rq, potom je jim ptifazen tentyZ bod. Cisla

§, ~ jsou zépisy téhoz raciondlniho Cisla, nap¥. zapisy % % predstavuji totéZ racionalni
&islo. Oznaéme QQ mnoZinu vSech bodi pF¥ifazenych naznalenym zplsobem k raciondInim
¢

s

islim. Uvedenou p¥imku nazveme ¢&iselnou osou. Neni podstatny rozdil mezi bodem
z mnoziny Q a raciondInim ¢&islem, k némuz byl bod p¥ifazen. Budeme tedy pouZzivat
pojem bod § a raciondlni &islo § ve stejném vyznamu. Na obr. 1.1 jsou vyzna&ena &isla

—2,-1,0,1,2,3,4 a &slo 1.

|

[\

|

—

o

—

<
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Obrazek 1.1: Ciselna osa

Jestlize k Cislu p je p¥ifazen bod na &iselné ose nalevo od bodu p¥itazenému k &islu ¢, je
p < q, resp. ¢ > p. Budeme pak Fikat, Ze &islo p je mensi neZ &islo ¢, resp. Ze &islo g je

v Ve

Vet nez &islo p. Rekneme, %e p < ¢, je-li p < ¢ nebo p = ¢.
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1.2 Zapis realnych cisel v desitkové ciselné sous-
tave

K zapisu &isel v desitkové soustavé pouZivdme deset symboli (cifer) 0,1,2,3,4,5,6,7,
8,9 a pfipadn& desetinnou &irku (v zahraninim textu a p¥i praci na pot&itadi &asto
desetinnou tetku). Tak nap¥.

3,15 (1.1)

je zkraceny zapis &isla 3+1-10"1 4 5-1072-. Tomuto &islu odpovida na &iselné ose bod
leZici mezi bodem ,,3“ a ,,4". Vzdalenost mezi ,3" a ,4" rozdélime na 10 dilkli — jeden
dilek ma délku 1—10 a od ¢&isla ,,3" naneseme jeden tento dilek napravo — dostaneme bod
na &iselné ose odpovidajici ¢islu 3, 1. Dilek délky % rozdélime opét na 10 dilkd — jeden
dilek ma pak délku —X~. 5" téchto dilkii naneseme od bodu , 3, 1" napravo. Dostaneme

100" "
tak bod, ktery odpovida bodu ,,3,15."

1.2.1  Zapis racionalniho cisla.

KaZdé nenulové raciondlni &islo Ize zapsat ve tvaru +§ nebo —%, kde p,g € N, g # 0.
Délenim &isla p &islem g podle znamého algoritmu dostaneme kde sgn je znaménko ,,+“,
nebo ,,-“, n je pfirozené &islo nebo nula, ,,, " je tzv. desetind ¢arka a aq, as, . .. jsou cifry
,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9"

Nap¥. a) % =0,75 b) % = 0,333... Lehce nahlédneme, Ze zdpis kazdého raciondlni-
sho &isla se vyznaluje tim, Ze bud'to

e za desetinou ¢arkou je koneny polet nenulovych cifer nebo

e existuje takovd usporadand skupina Cisel, Ze za kazdou takovou skupinou Cisel
bezprostfedn& nasleduje opét tato skupina &isel. Takovéto &isla se nazyvaji period-
icka. Zapis je mozné provést tak, Ze nad prvnim vyskytem opakujici se skupiny se
da pruh a dal$i navazujici skupiny se nepisi. Tedy naho¥e uvedené &islo % =0,333...
|ze zapsat jako 0, 3.

Ke kazdému raciondlnimu &islu odpovidd na &iselné ose bod (Tak jak jsme to vidéli s
Cislem ,,3,15".

1.2.2 TIracionalni ¢isla

Lze ukdzat, Ze délku uhlopficky Ctverce o strané , 1" nelze vyjadfrit jako raciondlni &islo.
To znamena, Ze neexistuje takové raciondlni &islo ,,u”, jehoZ druhd mocnina je je rovna
,2" (viz.1.1). Tento nedostatek odstranime zavedenim tzv. iraciondlnich ¢isel. Ira-
cionalnim &islem budeme rozumét op&t symbol (1.2),av3ak takovy, Ze za desetinou ¢arkou
je nekoneéné mnoho nenulovych cifer a neexistuje v tomto zapisu takova uspofadana



s

isel, Ze za kazdou takovou skupinou &isel bezprostfedné nasleduje opét tataz
isel. To znamena, Ze zépis (1.2) nepredstavuje &islo raciondlni. Jestlize

skupina
skupina

0X K

T =Sgn n,a1as...0y ..., (1.2)

VARYs v/

je iracionalni &islo,potom pro kazdé n lezi &islo x mezi racionalnimi &isly
Ty = SgN N, A1Q3 . . .Gy, Ty = SGN N,A103 ... 0y, ... Gyek + LS, (1.3)

kde k je nejmensi takové pFirozené &islo, Ze a,,1x ¢ {0,9}. Mensi z &isel (1.3), oznatme
je x4 nazveme dolni aproximaci iraciondIniho &isla x a vétsi z téchto &isel, oznalme je
xp, nazveme horni aproximaci &isla x. LeZi tedy &islo x mezi dvéma racionalnimi &isly,
jejichZ vzdalenost je |z, — x4]. S rostoucim n se &isla z4, xj, ,, p¥iblizuji* k bodu, ktery
odpovida iraciondlnimu &islu. V dal$im nebudeme délat rozdil mezi bodem na &iselné ose
a redlnym bodem.

1.2.3 Aproximace cisel.

Uved me si n&kolik pozndmek k aproximaci &isla = &islem 7. Rozdil & — 2 nazyvdme
absolutni chybou aproximace x. V redlnych situacich tuto chybu nezname, ale &asto
ji miZeme odhadnout. Odhadem absolutni chyby rozumime &islo & > 0, pro né&Z plati
|z — x| < 6.

Jestlize x je iraciondlni &islo v desitkové soustavé a v jeho zdpise ponechame jen prvnich
n cifer za desetinnou &arkou, dostaneme racionalni &islo z, pro nez plati |[x — | < 107",

Ptedpokladejme, Ze pfi méfeni vzdélenosti dvou mist A, B, kde A je misto v Praze a
B je misto v Brné, se dopustime chyby nejvySe 1 m. Podobné& predpokladejme, Ze pfi
méfeni délky obdélnikové mistnosti se dopustime rovnéz chyby nejvyse 1m. Je zfejmé,
Ze stejny odhad chyby méfeni nelze pouZit ke srovnani pfesnosti metody méreni.

N7

K posouzeni , kvality" aproximace se pro x # (0 pouZiva &asto tzv. relativni chyba,

definovand vztahem
T —T

X

Cislo 6 > 0, pro néz plati

nazyvdme odhadem relativni chyby.

Pri numerickych vypoctech jsme v jistém okamZiku nuceni ¢&isla iracionalni, s nimiZ se
pracuje, aproximovat Cisly raciondlnimi. Provadime-li vypocty na kalkulacce, nebo na
pocitaci, nemame k dispozici ani mnoZinu vSech raciondlnich Cisel. Pracuje se jen s Cisly
dané reprezentace v daném rozsahu. Vysledek raciondini operace (+,—,-,:) s t&mito
Cisly se aproximuje podle zabudovaného kritéria opét Cislem dané reprezentace. Tim,
Ze nepracujeme s presnymi Cisly, alae jenom s jejich apoximacemi, mize vést k velkym



chybam. Je tomu tak predevsim p¥i déleni velice malymi &isly. IraciondInim F¥islim &asto
pfifazujeme symboly, napf. 7 a teprve k zavéru, jeli to elné, provadime aproximaci
racionalnimi &isly.

1.2.4 Vlastnosti realnych cisel

MnoZinu vSech racionalnich  Cisel,  sjednocenou s mnoZinou Cisel ira-
ciondlnich,nazyvame mnoZinou redlnych cCisel a budeme ji znalit R. Aritmetické
operace ,+ — secitani, - —odecitani, . —ndsobeni a ; déleni pro racionadlni &isla
rozsitujeme i na Cisla realnd. RovnéZ Ize rozsitit relaci < na mnoZinu vsech redlnych
&isel. “ (Zavedeni je moZno provést vyuZitim dolni a horni aproximace aproximace
iraciondlnich &isel.)

Uved me v8ak napted zakladni vlastnosti takto zavedenych redlnych &isel. Ddle uvedené
vlastnosti je moZno pouzit k axiomatickému zavedeni redlnych &isel takto. MnoZinu R, na
niZ jsou zavedeny operace ,,+,-" a uspofadani < s nasledujicimi vlastnostmi, nazyvame
mnozinou realnych Cisel.

Zakladni vlastnosti realnych cisel

R1) (x4 y)+2z=z+ (y+ z) pro véechna z,y,z € R.
R2) v +y =y + x pro kazdé x,y € R.
R3) Existuje prvek 0 € R tak, Ze pro kaZdé x € R platiz + 0 = .
Ke kaZdému x € R existuje prvek —z € R tak, Ze v + (—z) = 0.
R5) (z-y)-z=a-(y-z) pro vSechna x,y, z € R.
R6) -y =1y x pro kazdé x,y € R.
R7) Existuje prvek 1 € R tak, Ze pro kaZzdé x € R platix -1 = x.
R8) Ke kaZdému x € R, x # 0 existuje prvek x=! € R tak, Zex - 2% = 1.
(R9) z-(y+2)=(z-y)+ (x-2) pro vdechna x,y, z € R.
(R10) Usporddani < je linedrni.
(R11) Je-liz,y,z e R, x <y, pakx + 2z <y + z.
(R12) Je-liz,y,z e R, x <y, 2>0, pakx-z2<y-z.
(R13) Jsou-li X C R, Y C R neprazdné mnoZiny a plati-li x < y pro kaZzdé x € X a
kaZzdé y € Y, pak existuje a € R tak, Ze v < a <y pro kaZzdé x € X a kaZdé
yey.

Py
~
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1.2.5 Vlastnosti usporadani realnych ¢isel.

Ze ,zakladnich vlastnosti redlnych &isel“ dostavame tuto vétu.

(1.4)

(1.5)

Véta 1.1. (Nerovnice) Pro libovolna &isla x,y, z, u plati

Je-liz <y,z<wu, potomz+ 2z <y+u.

Slovy: Levé i pravé strany souhlasnych nerovnic miZeme selist.

Je-lix <y,z2>0, pakx-2<y-z.

Slovy: Nédsobime-Ii obé strany nerovnice tymZ kladnym &islem, smysl nerovnice
se nezméni.

Je-li0<x<y,0<z<wu, plati0 <x-z<y-u.

Je-lixz <y,z<0, potomzx-z>1y-z.

Slovy: Nasobime-li obé& strany nerovnice tymZ zapornym Cislem, zméni se smysl
nerovnice.

Je-li 0 < x <y, plati 0 < % < %

Slovy: JestliZe v nerovnici mezi kladnymi &isly pFejdeme k reciprokym hodnotam,
zméni se smysl nerovnice.

Diikaz: Dokazeme jen (1.7). Dilkazy ostatnich tvrzeni pfenechdvam &tendfi. Necht tedy

r <y, z<O0O.

P¥i¢teme-li na ob& strany vztahu z < 0 &islo —z, dostdvame podle (R11)

0< —z.

Nésobenim vztahu z < y &slem —z dostdvame podle (1.6)

—xz < —yz.

P¥i¢tenim zz + yz na obé strany této nerovnice dostavame

yz < xz, tojest xz>yz. 0

P¥iklad 1.1. V R ¥este nerovnici

22 +1< 51— 2. (1.9)

Reseni. Na ob¥ strany (1.9) pFipotitejme —2z 4 2. U¥itim (R11) dostdvame

3 < 3. (1.10)

Nasobenim (1.10) &islem 5 dostavame

x> 1.

Tedy nerovnici (1.9) vyhovuji viechna &isla x > 1.
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1.2.6 Zavedeni absolutni hodnoty realného c¢isla.

Zopakujme si zavedeni pojmu absolutni hodnota realného &isla.

Definice 1.1. (Absolutni hodnota realného ¢isla)
Necht x € R. Polozme
| = x, je-lixz >0,
R je-li z <0.

Cislo |x| nazveme absolutni hodnotou &isla x.

Pfiklad 1.2. a) | — 4| = 4. PoloZime-li x = —4, je x < 0, takZe podle definice je
4] = |z = —(—2) = —(—4) = 4

b) |z — 2|, kde x je redlné se uri takto: Je-li x —2 > 0, to jest, jestlize x > 2, je
|z —2| =x—2.V p¥ipadg, Zze z — 2 < 0, to jest, jestlize x < 2,je |z —2| = —(z—2) =
2 —x. Tedy
_J =2 prox > 2,
|I_2|_{ 2—x prox < 2.

s 7 v

Pro absolutni hodnotu redlnych &isel plati vztahy uvedené v nasledujici vé&té. Jejich dikazy
pfenechavame &tendfi.

Véta 1.2. (Pravidla pro absolutni hodnoty)
Necht x,y,a,e € R, € > 0. Potom plati
|z] >0 (1.11)
r <|z|,—z < |z (1.12)
2] = | — x| (1.13)
2] = [yl <l +y| <[]+ y] (1.14)
|z -yl =[] - [y| (1.15)
2] = {5 proy #0 (1.16)
|t —al<e<=a—ec<zr<a+te (1.17)

Poznamka 1. Pro viechna z,y € R polozme

p(x,y) = |z —y|

je p(x,y). Cislo o je vzdalenost bodti z, .

Poznamka 2. Jsou-li a,¢, kde ¢ > 0, pevna &isla, potom |z — a| v (1.17) znameng,
Ze x je od bodu a vzdédleno o méné nez . Ponévadz body a — ¢, a + ¢ jsou od bodu a
vzdaleny pravé o ¢, leZi x mezi body a — ¢, a+¢, tedy plati a —e < & < a+ ¢ (viz obr.
1.2).
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a—¢ a x a-+e

Obrazek 1.2: K poznamce 2.

P¥iklad 1.3. V R feSte nerovnici

20— 1< |z —2| <3z +2. (1.18)

ReSeni. Reseni rozdélme do dvou &asti

a)

Necht z — 2 > 0. Potom |z — 2| = 2 — 2. Ddle je
x> 2. (1.19)
Ze vztahu
20 —1<ax—2
dostavame
T < —1. (1.20)
Ze vztahu
T—2<3r+2
dostavame
2r > —4,
tedy
T > —2. (1.21)

Vztahy (1.19), (1.20), (1.21) vyzna&ime na &iselné ose.

| |
T
-3 -2 -1 0 1 2 3

Vidime, Ze pro x > 2 nema rovnice feSeni.
Necht 2z — 2 < 0. Potom |z — 2| = —z + 2. Podle predpokladu je
r <2 (1.22)
Ze vztahu (1.18) pro tato x dostdvame
20 -1 < —x + 2.

Odtud dostavame
3x < 3,
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t].

x < 1. (1.23)

Ze vztahu
—(x—2)<3x+2

dostdvame

4x > 0,
tj.

x> 0. (1.24)
Ze vztahii (1.22), (1.23), (1.24) dostavame

0<zx<l.

Dané lloze tedy vyhovuji vechna &isla, pro néz plati

0<x<l.

1.3 Maximum, minimum, supremum a infimum
mnoziny realnych cisel

Zaved me si n&kolik pojmii spojenych s mnoZinami redlnych &isel.

Ohraniéené mnoziny. Necht M C R. Rekneme, Ye mnoZina M je shora ohraniena,
jestlize existuje takové &islo h, Ze

reM = x<h.
Cislo A nazyvdme hornim ohrani¢enim mnoZiny M.

Podobné tekneme, Ze mnoZina M je zdola ohraniend, jestliZe existuje takové redlné
&islo d, Ze
reM = z>d.

Cislo d nazyvdme dolnim ohrani¢enim mnoZiny M.

Jestlize mnozina M je shora i zdola ohranilend, fikdme, Ze je ohranicena.
Jako p¥iklad uved me mnoZinu
1
M={xeR:2=—, kden € N}.
n

Ztejmé hornim ohrani¢enim mnoZiny M je kazdé redlné &islo h > 1 a dolnim ohrani¢enim
mnoziny M je kazdé &islo < 0.

Zaved me si dale pojmy maximum, minimum a pojmy suprémum a infimum mnoZiny
realnych ¢isel.
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Maximum c¢iselné mnoziny

Rekneme, Ze ¢&islo x.,.. je maximum ¢&iselné mnoZiny M, jestliZe
1. o € M,
2. jestlize x € M, potom x < Xyax.

Piseme x . = MAX T, reSP. Tpax = MAX M. JestliZe takové ¢&islo neexistuje, Fikame,
S

Ze mnoZina M nemd maximum.

To znamena, Ze x ., je hornim ohranienim mnoziny M, které do do M patfi.

Minimum ¢iselné mnoziny

Rekneme, Ze &islo i Jje minimum ¢iselné mnoZiny M, jestliZze
1. Tin € AJ;
2. jestlize x € M, potom x > xyiy.

Piseme v, = mlz\r} x, resp. Tmin = min M. JestliZze takové Cislo neexistuje, Fikame,
S

Ze mnoZina M nemd minimum.

To znamenad, Ze x,;, je dolnim ohrani¢enim mnoziny M, které do do M patfi.

Jako ptiklad uved me dv& mnoZiny U,V reélnych &isel

1
U = {:L‘E]R:x:ﬁ, kde n € N}, (1.25)
V = {zeR:z2<2Az>0}. (1.26)

Ztejmé max x = 1, min x neexistuje, maxx = 2, minx = 0.

zelU zeU eV eV
Vsimnéme si, ze podle definice je maximum (minimum) ¢iselné mnoziny
M jejim prvkem.

Uvedme si dva podobné pojmy: supremum a infimum &iselné mnoZiny. Tyto pojmy
posluchadi nékdy mylné& zaménuji s pojmy maxima a minima &iselné mnoziny.

JestliZze mnoZina M je shora ohranicena, potom existuje jeji nejmensi horni ohrani&eni,
oznacme je supM, a nazveme je suprémem mnoZiny M. Toto ¢&islo, na rozdil od
maxima mnoZiny, nemusi patfit do mnoZiny M.

Jako p¥iklad uved me mnoZinu M={0,9; 0;99; 0.999, ...} Lehce nahlédneme, Ze tato
mnoZzina je shora ohrani¢ena — jejim suprémem je ziejmé ¢&islo ,1". Toto ¢&islo neni
maximem mnoZiny M, nebot nepatfi do M.

Jestlize mnoZina M je zdola ohrani¢ena, potom existuje jeji nejvétsi ohrani¢eni zdola,
oznac¢me jeinfM, a nazveme je infimem mnoZiny M. Toto Cislo, na rozdil od minima
mnoZiny, nemusi patfit do mnoZiny M.
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Jako p¥iklad uved me mnoZinu M={0,9; 0;09; 0.009, ...} Lehce nahlédneme, Ze tato
mnoZina je zdola ohraniena — jejim infimem je zfejmé &islo ,,0“. Toto &islo neni minmem
mnoZiny M, nebot nepat¥i do M.

VSimnéme si, Ze sup M a int M nemusi byt prvky mnoZiny M. Jestlize plati G =
sup M € M, potom G je maximem mnoziny M. Podobné, plati-li ¢ = inf M € M,
potom ¢ je minimem mnoZiny M.

1.3.1 Symboly oo, —00

Rozsifeni mnoziny realnych &isel o dva symboly co, —co. MnoZinu redlnych &isel R
nyni rozsifime o dva symboly 0o, —oo, (misto oo Ize pséat i +00) (¢teme (plus) nekoneéno
a minus nekoneno). MnoZzinu R U {—o00, 00} budeme znatit R*. Symboly —oo, 00
nazyvame nevlastnimi &isly. (N&kdy z diivodu struénosti pouze &isly.) Stejn& jako misto
terminu realné Cislo lze pouZit termin bod x, lze mluvit o bodech oo, resp. —oo.

PoloZme z < oo pro viechna x € R. JestliZe mnozina M C R neni shora ohranicen3,
poloZime
sup M = oo.

Nevlastni ¢islo oo je nejmensi horni ohrani¢eni mnoZziny realnych &isel.

PoloZzme x > —oo pro viechna x € R. Jestlize mnozina M C R neni zdola ohranicena,
poloZzime
inf M = —o0.

Nevlastni ¢islo —oo je nejvétsim dolnim ohrani¢enim mnoZiny p¥irozenych &isel.

Neékteré racionalni operace rozsifime i na nevlastni ¢isla —oo, oo a to takto.

Definice 1.2.
Necht a € R, potom definujeme

a+ 00 =00, 00+ a =00

o0 + 00 = 00

a—00=—00, —00+a=—00
—00 — 00 = —00

@ J—

<=

00 - 00 = 00

00 - (—00) = —00

—00 + 00 = —0Q

—00 - (—00) = o0
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0o, je-lia>0
a- 00 = -
—00, je-llia<0

—o0, jelia>0
0o, je-lia<0

a-(—o0) = {
Poznamka. Vsimnéme si, Ze nékteré operace, napfiklad

+o00
_ _ —_— 0. 0-(—
00 — 00, —00 + 00, T’ 00,0 - (—00),

jsou nadale nedefinované.

1.3.2 Zavedeni pojmu interval, a pojmu okoli bodu.

Necht a,b € R, a < b. MnoZinu vdech € R, pro n&Z plati a < x < b, budeme
zapisovat jako (a,b) a nazyvat uzavfenym intervalem o koncovych bodech a,b. Cislo a
(b) nazyvdme levym (pravym) koncovym bodem intervalu {a, b).

MnoZinu vdech = € R, pro néZ plati a < z < b, budeme zapisovat jako (a, b) a nazyvat
otevienym intervalem o koncovych bodech a,b. Cislo a (b) nazyvdme levym (pravym)
koncovym bodem intervalu (a, b).

MnoZinu viech = € R, pro né&z plati a < z < b (a < x < b), budeme zapisovat jako
(a,b) ((a,b)) a nazyvat zleva uzavienym (otevienym) a zprava otevienym (uzavienym)
intervalem o koncovych bodech a,b. Cislo a nazyvéme levym a &fslo b nazyvame pravym
koncovym bodem intervalu (a,b) ((a,b)).

MnoZinu v3ech &isel z € R, pro néZ plati a < x < o0 (a < < ), budeme zapisovat
jako (a,00) ((a,00)) a nazyvat zleva uzavfenym (otevienym) intervalem o koncovych
bodech a, 0. Bod a budeme nazyvat levym a bod oo jeho pravym koncovym bodem.

MnoZinu viech &isel x € R, pro né&Z plati —co < z < a (—o0 < = < a), budeme
zapisovat jako (—o0, a) ((—o0,a)) a nazyvat zprava uzavienym (otevfenym) intervalem
o koncovych bodech —oo,a. Bod —oo budeme nazyvat levym a bod a jeho pravym
koncovym bodem.

MnoZinu viech redlnych &isel x miZeme zapsat jako (—o0,00) a nazyvat intervalem o
koncovych bodeh —oo, cc.

Vsimnéme si, Ze levy koncovy bod kaZdého intervalu je mensi nez jeho pravy koncovy
bod. Kdybychom v definici intervalu (a, b) nahradili poZadavek a < b pozadavkem a < b,
zahrnuli bychom pod pojem intervalu téZ jednobodovou mnoZinu, obsahujici jediny prvek
a, kterou bychom mohli zapsat jako (a, a). Na obr. 1.3 jsou vyznaleny uvedené intervaly.

Okoli bodu. Zavedme si jeét& pojem okoli bodu a € R. Necht a € R, § € R, § > 0.
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' ' (a,b)

2 < (a,b)

2 ' (a,b)

' < (a,b)

+ {a,00)

> (@, 00)
+ (=00, a)
¢ (=00, a)

(o0, 00)

Obrazek 1.3: Intervaly.

Potom interval (a, a+¢) budeme nazyvat pravym d—okolim bodu a a budeme jej vét3inou
znatit Uy (a). Tedy Uy (a) = {(a, a+4). Kvili zkrdceni zapisu jej Ize n&kdy oznatit struéng
Ut (a).

Necht a € R, § € R, § > 0. Potom interval (a — 4, a) budeme nazyvat levym d—okolim
bodu a a budeme jej vétSinou znatit Uy (a). Tedy Uy (a) = (a — 9, a). Kvili zkraceni
zépisu jej Ize n&kdy oznalit stru¢né& U~ (a).

Necht a« € R, 6 € R, 6 > 0. Potom interval (a — d,a + &) budeme nazyvat d—okolim
bodu a a budeme jej vétinou znalit Us(a). Tedy Us(a) = (a — §,a+ ). Kvdli zkraceni
zépisu jej lze n&kdy oznatit struéné U(a).

Necht k € R. Potom mnoZinu (k,00) nazyvdme k-okolim bodu oo a zna&ime Uy (o0),

nebo struén& U(oo). Podobn& mnoZinu (—oo, k) nazyvame k-okolim bodu —oco a znaéime
Uk(—00), nebo struéné U(—o0).

1.4 Komplexni ¢isla

Rada matematickych dloh neni ¥eSitelnd v oboru redlnych &isel. Nap¥. neexistuje redlné
&islo x, pro n&Z je 22 = —1. To znamen4, Ze rovnice 22 + 1 = 0 nemd v oboru redlnych
Cisel YeSeni. Tato a celd ¥ada jinych dloh nas inspiruje k zavedeni komlexnich Zisel.
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Definice 1.3.
Ozna&me C mnoZinu usporadanych dvojic redlnych &isel (x,y), na niZ jsou zavedeny

operace selitani ,,+" a ndsobeni ,,-“ s té€mito vlastnostmi: Pro ay,as,b;,00 € R
polozime

(CLl, (12) + (bl, bg) = (a1 + bl, a9 + bz), (127)

(al, (1,2) : (bl, bg) = (a1b1 — CLQbQ, a1b2 + agbl). (128)

Mnozinu C nazveme mnoZinou komplexnich &isel, jeji prvky nazyvame komplexnimi
Cisly.

Je-li z = (a,b) € C, Ize psat
Cislo (c,0) lze zkrdcen& oznatit jako ¢ pro kazdé ¢ € R. Symbol (¢,0) oznaluje tedy
redlné &islo. Cislo (0, 1) ozna&ime symbolem i a nazveme imagindrni jednotkou.

Potom (1.29) Ize zapsat jako
z = a+1b. (1.30)
Jestlize z = a +ib € C, potom &islo a nazyvame jeho redlnou &asti a zna&ime ji R(z),

b nazyvame imagindrni &3sti a znatime (z). Je tedy

R(a+ib) = a, S(a + ib) = b.

Necht z = a+ib € C. Potom &islo a — ib nazyvdme &islem komplexné& sdruZenym k &islu
z. Budeme jej znadit z. Tedy z = a — ib.

Vzhledem k definovani sou¢tu a soutinu &isel (ay,bq), (az, be) dostavdme

(CL1 -+ Zb1) + (ag + Zbg) = (a1 + CLQ) —+ Z(b1 -+ bg),
(ay +iby) - (ag + ibe) = (aras — biby) + i(a1be + asby).

Ptiklad 1.4. (2+3) 4+ (4—i)=6+2i
(2+30) - (4—1d) =11+ 10i

Lze ukazat, Ze operace s¢itani a nasobeni komplexnich &isel maji tyto vlastnosti
(1) (214 22) + 23 = 21 + (22 + 23) pro kazdé 2y, 25, 23 € C,
(2) 21 + 22 = 29 + 21 pro kazdé zy, 29 € C,
(3) Pro 0 =(0,0) € C plati z + 0 = z pro v8echna z € C,
(4) Ke kazdému z € C existuje —z € C tak, Ze z + (—z) = 0,
()
(6)

6

(21 29) - 23 = 21 - (29 - 23) pro kazdé 21, 29, 23 € C,
21+ 29 = 2o - 21 pro kazdé z;,, € C,
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(7) Pro1=(1,0) € C a pro kazdé z € C plati 1 - z = z,

(8) Ke kazdému z € C, z # 0 existuje 2! € C tak, 2e z- 271 =1,

(9) 21 (22 + 23) = (21 - 22) + (21 - 23) pro kaZdé zy, 29, z3 € C.
Vidime, Ze operace selitdni a nasobeni komplexnich &isel maji vlastnosti, které jsme
uvedli u redlnych &isel na strané 10. Komplexni &isla v3ak nejsou linedrné usporadana.

Komplexni ¢isla se zndzoriuji jako body v roving, ve které je zavedena kartézska soustava
soufadnic, nazyva se Gaussovou rovinou. Kazdé komplexni &islo z = x + iy se v ni
znézorfiuje jako bod o soufadnicich x,y, tedy jako [z, y].

Na obr. 1.4 je graficky znazornén soulet dvou komlexnich &isel.

Y

az + bo

bo

az

bl ar ay+ b1

Obrazek 1.4: Soucet dvou komplexnich ¢isel.

’

Na obr. 1.5 je vyznaleno komplexni &islo z a k nému komplexné sdruzené &islo Z.

Y

Worz =a+ib
X

Obrézek 1.5: Komplexné sdruzend ¢isla.

Absolutni hodnota komplexniho ¢&isla. Necht z = a 4 ib € C. Potom ¢&islo v/a? + b?
nazyvame absolutni hodnotou komplexniho Cisla z a zna&ime ji |z|. Je tedy |a + ib| =
va? + b2, Je to vzdalenost bodu [0, 0], [a, b].
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a4

Pt¥iklad 1.5. Urcete redlnou a imaginarni &ast komplexniho &isla

1+
z= .
3—4i

Reseni. Zlomek, jimZ je komplexni &islo z definovano, rozsitime &islem komplexné
sdruzenym k &islu ve jmenovateli, to jest &islem 3 + 4¢. Dostaneme
(14 2i) - (3 + 44) —5410¢

= to jest =
T B4 Bra)y o7 25

Jetedy R(z) = 1,8z = 2.

Z vykladu je zfejmé, Ze redlnd Cisla jsou podmnoZinou komplexnich &isel, tedy R C C.
Komplexni &isla, kterd nejsou redlna, nazyvdme imaginarnimi. Rozdéleni komplexnich
Cisel 1ze schematicky znazornit takto:

Komplexni C

cisla
Imaginarni Redlna R
Cisla cisla

o

Iracionalni Raciondlni Q

cisla cisla
Necel4 raciondlni ..,
. Celd ¢isla | 7
¢Gisla,
Celd zaporna Nula Ptirozenda N
Cisla 0 ¢isla

Zaved me si jesté celotiselné mocniny komplexnich &isel nasledovné.

Necht a € C,n € N. Polozme

a*=g-a-----a-a, (1.31)
—_—
_ 1
a "= —, pro a# 0, (1.32)
an
a®=1, proa#0, (1.33)
0" = 0. (1.34)

Pro celotiselné mocniny komplexnich &isel plati tato pravidla.
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Necht a,b € C,r,s € Z. Potom plati

a-a® = a™"* (1.35)

a":a® = a7’ (1.36)
(a")® = a"* (1.37)

(@-b)" = a"-b" (1.38)
a\" a”

pokud ma leva strana vyznam.

1.5 Pripomenuti dulezitych vzorcu pro pocitani
s cisly.

n—faktorial. Cislo n! (¢teme ,,n faktorial*) definujeme takto:

ol =1,
nl=1-2----. n pron € N.

Kombinagni &islo. Necht n € N, k € {0} UN. Definujeme

(1) = "mm

[Diilezité vzorce] Necht a,b € C, n € N. Potom plati

a® — b = (a —b)(a* + ab + b%)
a®+ b = (a+b)(a® — ab+ b?)

(a+b)* = a® + 2ab + b* (1.40)
(a —b)? = a® — 2ab + b* (1.41)
(a—b)(a+b) =a®>—V (1.42)
(a+0b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b’ (1.43)
a—b)* =a*— 3a%b+ 3ab® — b* (1.44)

(1.45)

(1.46)

Binomicka véta

n __ n n n n—1 n n—kik n n
(a+0b) —(O>a +<1)a b+ —l—(k>a b" + +<n)b
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Kapitola 2
Zakladni pojmy linearni algebry

V této kapitole se zavadéji pojmy linedrni algebry jako je matice, operace s maticemi,
zapis systému linearnich rovnic v maticové notaci a pojem matice inverzni.

2.1 Uvod do maticového poctu

V dennim Zivoté se &asto setkavame s rliznymi tabulkami &isel. Jednd se vlastn& o skupinu
Cisel zapsanych do nékolika ¥adkid a nékolika (t¥eba jiného pottu) sloupcti. Jako p¥iklad
si uved me nasledujici tabulku.

Vi Va V3 | Vs
tuk 0,00 0,4 0,3 0,6 0,6
kakao 0,05 0,2 0,1 0,1 0,0
cukr 0,10 0,2 0,2 0,1 0,2

Y

Tabulka 2.1: Tabulka pro vyrobu v ¢okoladovné

Tato tabulka charakterizuje vyrobu v ¢okoladovné p¥i vyrobé 5 druhii vyrobki, oznaenych
jako Vi, Vo, V3, Vi, V5. V nasem prikladé se uvadi spotfeba surovin Sy, S5, S3, to jest po
tadé tuku, kakaa a cukru v kg na 1kg kazdého z vyrobkl Vi, ..., Vs. Nap¥. pfi vyrobé
1 kg vyrobku V5 spotfebujeme 0,4 kg tuku.

Vynechdme-li zahlavi v tabulce, jedna se o usporddanou skupinu 15 &isel, zapsanych do
ti ¥adkd a péti sloupcli. Pro takové uspofadané skupiny &isel si zavedeme nasledujici
definici pojem matice.

23



Zavedeni pojmu matice. Matici typu (m,n) budeme rozumét kaZdou
uspordadanou skupinu m-n redlnych Cisel resp. funkci, definovanych na néjaké mnoZziné,
zapsanych do m Fadki a n sloupci. KaZzdé z téchto Cisel, resp. kaZdou z téchto
funkci, budeme nazyvat prvkem matice. Abychom vyznadili, Ze tato ¢&isla, resp. funkce,
vytvareji matici, budeme tuto skupinu &isel davat do kulatych zavorek.

V dal$im se omezime na matice, jejiz prvky jsou Cisla.

Oznacovani. Matice budeme oznalovat vétSinou velkymi tuéné vytist&nymi pismeny,
napt. A. Prvek matice umistény v jejim i—tém ¥adku a v j—tém sloupci, budeme vé&tSinou
oznatovat malym pismenem, odpovidajicimu oznadeni matice, s indexy %, j, umisténymi
u jeho dolniho pravého rohu. Tedy a; ; bude znatit prvek matice A v jejim i—tém ¥adku
a v j—tém sloupci. Pokud nemize dojit k chybé, Ize ¢arku mezi indexy vynechat.

P¥iklad 2.1. Vy3e uvedenou tabulku vyznacime tedy jako matici typu (3, 5) nasledovné:

0,00 0,4 0,3 0,6 0,6
A= 005 0,2 0,1 0,1 0,0 |. (2.1)
0,10 0,2 0,2 0,1 0,2

V této matici je napf. az3 = 0,1;a;3 = 0, 3.

Zapis obecné matice A typu (m,n). Matici A typu (m,n) miZeme tedy zapsat
takto

ay 1 Q12 ... Q15 ... A1np-1 A1n
A= ;1 Q2 ... Qij ... Gin—1 Ain . (22)
m,1 Gm2 -+ Amji .. AGmn—1 Amn

Jestlize matice A je typu (1,n) , to jest, jestlize

A= (a171 arz ... al,n), (23)
potom ji nazyvame téZ ¥adkovym vektorem. Budeme jej vétSinou oznalovat tuéné vytisténym
malym pismenem. PonévadZ u v8ech prvki je prvni index stejny, roven 1, Ize jej vétSinou
vypoustét. Misto nahofe uvedené matice(2.3) miZeme tedy psét

a=(a ay ... ap).

Prvky tohoto ¥adkového vektoru budeme nazyvat slozkami vektoru. Tedy a; je i—td
slozka vektoru a.
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Podobné, jestlize matice A je typu (m, 1) , to jest, jestlize

a1

a2 1

am,l

potom ji miZeme nazyvat téZ sloupcovym vektorem. Budeme jej vétSinou oznalovat
tuné vytisténym malym pismenem. Ponévadz u vSech prvkii je druhy index stejny, roven
1, budeme jej v&tsinou vypoustét. Misto (2.4), miZeme tedy psat

ai

a2

am

Radky matice typu (m,n) jsou ¥adkovymi vektory a sloupce matice jsou sloupcovymi
vektory.

P¥iklad 2.2. V nasledujicim p¥iklad& je A matici typu (2, 3), vektor b je ¥adkovy vektor
se 4 slozkami, ¢ je sloupcovy vektor se 4 slozkami.

1
15 3 -2

A:( ),b:(16 54), c=
4 5 7 3
5

Je tedy napt. as3 = 7.

P¥iklad 2.3. Oznatme Di, Dy mista, z nichZ se provadi rozvoz do mist 7y, Z5, Z3.
Oznatme ¢;; ndklady v K& na dopravu 1 tuny zboZzi z mista D; do mista Z; pro i =
1,2; j=1,2,3. Z &isel ¢;; utvofime matici, nap¥.

2000 1500 1800
- . (2.6)

~\ 800 50000 1000

Jde o matici typu (2, 3). V této matici je nap¥. ¢; 3 = 1800, to znamend, Ze ndklady na
dopravu jedné tuny zboZi z mista DDy do mista Z3 jsou 1800 K&.
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Priklad 2.4. Uved me matici popisujici cenu v $ t¥ druhl zboZi Vi, V5, Vs ve &tyfech
riznych zemich Zy, Z,, Z3, Z,.

230 450 100
200 420 90

C= . (2.7)
210 430 80
235 435 05

Zde ¢;; znadi cenu zboZi V; v $ v zemi Z;. Ponévadz cy3 = 90, je cena zboZi V3 v zemi
Z5 rovna 90 $.

Uved me jest& p¥iklady matic, které obsahuji jenom jeden ¥adek, tedy p¥iklady ¥adkovych
vektor(.

P¥iklad 2.5. UvaZujme vyrobni zdvod, v jehoZ dvou provozovnach se vyrabégji stejné
CtyFi rlizné vyrobky, oznaéme je Vi, Vs, V3, V4. Oznaéme a; polet vyrobkid V;, které se
maji denné vyrobit v prvni provozovné a b; polet vyrobki V;, které se maji denné& vyrobit
v druhé provozovn&. Potom vektor @ = (a1 as ag a4) charakterizuje denni vyrobni plan
prvni provozovny a vektor b = (b; by by by) charakterizuje denni vyrobni plan druhé
provozovny. Je-li tedy nap¥.

a=(1586), b=(4612), (2.8)
potom napf. as = 5 znamena, Ze prvni provozovna ma denné vyrobit podle planu 5

vyrobkl V5. Druha provozovna ma podle planu vyrobit téchto vyrobkl b, = 6.

Zatim jsme pouze uvedli zplsob zapisu usporadané skupiny &isel, se kterymi je vhodné v
dal$im pracovat jako s celkem. V dalsim budeme vétSinou odhlizet od vécného vyznamu
jednotlivych prvkl matic a ukdZzeme moZnosti, jak Ize s maticemi pracovat.

2.2 Relace mezi maticemi

Mezi maticemi téhoZ typu si zavedeme ndsledujici relace. Necht A, B jsou matice tého?
typu (m,n).

Rekneme, ¥e matice A je men3i nebo rovna matici B, a piSeme A < B, jestlize a;; < b;;
provdechnat=1,2,....m, j=1,2,...,n.

Rekneme, Ye matice A je men¥i ne? matici B, a piSeme A < B, jestlize a;; < b;; pro
viechnai=1,2,....m, j=1,2,... n.

Rekneme, ¥e matice A je v&tsi nebo rovna matici B, a pieme A > B, jestlize a;; > b;;
provdechnat=1,2,....m, j=1,2,...,n.

Rekneme, e matice A je v&ti ne? matice B, a piseme A > B, jestlize a;j > b pro
vdechnai=1,2,...,m, j=1,2,...,n.
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Rekneme, Ye matice A je rovna matici B, a pieme A = B, jestlize a;; = b;; pro
vechnai=1,2,...,m, j=1,2,...,n.

Priklad 2.6. Necht

1 2 -3 8 2 —2
A=|20 3|, B=[30 3
2 2 -5 2 2 0

Presvédéte se, 2e A < B.

P¥iklad 2.7. P¥Yesv&d&te se, e mezi maticemi A, B |, kde

12 -3 2 0 -3
A=|20 3|, B=|258 3
2 2 -5 00 0

neplati Zadnd z relaci <, <, >, >, =.

2.3 Zakladni operace s maticemi

Zaved me si tyto operace s maticemi.

Zatnéme s nékolika motiva&nimi ptiklady. Nahote v ptikladé 2.5 jsme uvaZovali vektory
a a b, dané vztahy (2.8). Vektor a predstavuje denni vyrobni plan prvni provozovny
a b predstavuje denni vyrobni pldn druhé provozovny. Necht a; je denni pldn vyroby
vyrobku V; v prvni provozovné a b; je denni plan vyroby vyrobku V; v druhé provozovné
pro v = 1,2,3,4. Jestlize se ve vyrobnim zdvodé& vyrdbéji uvedené vyrobky pouze v
téchto dvou provozovndch, pak denni plan vyroby vyrobkid Vi, Vs, Vs, V) celého zavodu
predstavuje zfejmé
c=(511928),

kde ¢; = a; + b;, je denni plan vyroby celého zdvodu vyrobku V; pro i =1, 2, 3, 4. Jevi
se proto uzite¢nym oznalit vektor ¢ jako soucet vektorii a a b.

P¥iklad 2.8. Necht podnik vyrabi vyrobky V;, V5, V3 ve dvou provozovnéch. Plan vyroby
vyrobkd Vi, Vs, V3 v prvni provozovné podniku je pro jednotlivé kvartaly charakterizovan
matici A a vyroba ve druhé provozovné je pro jednotlivé kvartaly charakterizovana matici
B. Ob& matice jsou typu (4,3). Necht prvek a;; matice A udévad planovany potet
vyrobkil V; v i—tém kvartdlu v prvni provozovné. Analogicky vyznam ma prvek b; ; matice
B. Tedy

11 Gi12 A13 bl,l 51,2 b1,3

2,1 A22 G23 52,1 52,2 b2,3
A= ., B=

a31 0azz Aa33 53,1 b3,2 b3,3

a41 Q42 Q43 b4,1 b4,2 ba3
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Pokud zavod vyrabi uvedené vyrobky pouze v téchto dvou provozovnach, lze charakter-
izovat pldn vyroby vyrobki Vi, Vs, V3 celého podniku pro jednotlivé kvartdly matici C,
jejiz prvek c; j = a; ; + b; ; predstavuje pldn vyroby vyrobku V; v i—tém kvartdlu celého
podniku. Tedy

a1qg+bi1 a12+big aiz+bis

azq +ba1 asa+bao ass+bas

agy+bs1 az2+bs2 aszz+bs;

ag1 +by1 g +bia asz+ b3

Z téchto ptikladl je patrno, Ze ma smysl definovat soucet dvou matic A, B téhoZ typu
podle nasledujici definice.

Definice 2.1. (Soutet dvou matic)
Necht matice A, B jsou téhoZ typu (m, n). Sou¢tem matic A a B budeme rozumét
matici C typu (m,n), pro jejiz prvky ¢;;, i =1,...,m, j=1,...,n, plati

Cij = Qij + bij.

Pro operaci seéitani matic budeme pouZivat symbolu ,,+". Piseme pak C = A + B.

Priklad 2.9. Necht A, B jsou matice typu (3,3)

1 0 =3 7 2 -1
A= 6 1 3 B=]35 0
-2 0 -3 1 5 2

Potom matice C = A + B je

1 0 =3 7 2 -1 8 2 —4
C = 61 3+ 35 0 = 96 3
-2 0 =3 15 2 -1 5 —1

Nasobeni matice &islem. V piikladg 2.4 jsme uvedli matici C. Cislo ¢;,j v ni zna&i cenu
v $ vyrobku V; v zemi Z;. Chceme-li vyjadfit cenu jednotlivych vyrobkid v uvaZovanych
zemich v K¢, stadi nasobit kazdy prvek matice C stejnym &islem, danym kurzem dolaru.
Vzniklou matici ozna¢ime D.
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To nds motivuje k zavedeni definice souinu &isla a matice takto:

DefiniceA 2.1. (Soutin &isla a matice)
Necht A je matice typu (m,n) a « je redlné &islo. Potom sou¢inem matice A a &isla
a rozumime matici C, pro jejiz prvky c; ; plati

Gj=a-a;; pro t=1....m, j=1...,n.

Pro nasobeni matice &islem budeme pouZivat symbol ,-“. PiSeme pak C = « - A.
Symbol - Ize vynechat.

Priklad 2.10. Necht a = 3 a necht A je matice typu (3,3)

1 0 =3
A= 6 1 3
-2 0 -3
Potom
1 0 -3 3 0 =9
C=a-A=3- 6 1 3 |= 18 3 9
-2 0 -3 -6 0 =9

| DefiniceA 2.2.
| Necht A, B jsou matice téhoZ typu. Potom definujme A— B jako matici A+(—1)-B.

Soutin dvou matic. Zaved me si je$t& definici sou¢inu dvou matic. Za&neme s p¥ikladem.
UvaZujme matici

0,00 0,4 0,3 0,6 0,6
A= 005 0,2 0,1 0,1 0,0 |. (2.9)
0,10 0,2 0,2 0,1 0,2

V ni a;; znadi spotfebu v kg i—té suroviny S; na vyrobu jednoho kilogramu j—tého
vyrobku V;, 0 =1,2,3, j = 1, 2, 3, 4, 5. ZapiSme tuto matici obecng.

11 A1z Aar3 ai4a Qais
A= Q21 A22 A23 A24 Q25 . (210)

@31 aAz2 G33 A34 G35

Ma-li se vyrobit x; kg vyrobku Vj, spotfebuje se pfi jeho vyrobé a; ; - x; kg suroviny ;.
UvaZujme ptipad, Ze chceme vyrobit vyrobky Vi, V5, V3, Vy, Vi v mnoZstvich xq, xo, x3, 24, x5
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v kg a Ze chceme urdit spotfebu suroviny S; pro nékteré i = 1, 2, 3. Oznaéme ji y;. Po-
tom y; je souctem &isel a; ;- x;, j =1, 2, 3, 4, 5. Tedy

Yi = Qi1 - T+ Qi Ty + A3 T3+ Gig - Ty + A5 Ts.

Ozna&me tedy x sloupcovy vektor o péti slozkdch, v némZ x; udavd poZadované mnoZstvi
vyrobku V; v kg. Budeme jej nazyvat vektorem vyroby. Ozna&me y sloupcovy vektor o
tfech slozkach, v némz y; vyjadfuje mnoZstvi suroviny S; v kg pottebné k vyrobé vyrobki
Vi, 5 =1,2,3,4,5 v pozadovanych mnoZstvich z;. Nazveme jej vektorem spotteby. Tedy

T
T2 U1
x=\| x3 |, y=1 v |. (2.11)
Ty Ys
Zs
Oznaéme
Yi = a;1 -1 4+ Q;2 - T2 + a;3 - I3 -+ Q4 - Ty + ;5 Ts, 1= 1, 2, 3. (212)

Budeme Fikat, Ze vektor y je sou¢inem matice A a vektoru x a budeme psat

y=A-x.
Pro vektor vyroby
250
120
x=| 150
85
80

a matici
0,00 0,40 0,3 0,6 0,60

A= 005 0,20 0,10 0,10 0,00
0,10 0,20 0,20 0,10 0,20

dostavame

y1 = 0,00-250+0,4-120+40,3-150+ 0,6 -85+ 0,6 - 80,
y2 = 0,05-250+0,2-120+0,1-150+0,1-85+ 0,0 - 80,
y3 = 0,10-250+0,2-120+0,2-150+0,1-85+ 0,2 - &0.
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Vy¢islenim obdrzime y; = 192, y, = 60, y3 = 103. Tedy

192.0
y=1| 600
103.5

Tento ptiklad nds inspiruje k zavedeni pojmu soucinu dvou matic A, B touto definici.

DefiniceA 2.3. (Soutin matic)

Necht A je matice typu (m,k) a B je matice typu (k,n). Potom sou¢inem matic
A a B v tomto potadi je matice C typu (m,n) pro jejiZ prvky c;j,i=1,...,m, j =
1,...,n, plati

Cij = Q51 - blj + a;o - ij et ag - bkj' (213)

Piseme pak C = A - B.

Poznamka 1. Ze vztahu (2.13) je patrno, Ze pro vypotet prvku c;; matice C' (tj. prvku
v i—tém Fadku a v j—tém sloupci matice C' pouzivdme ity Fadek

(ai,l Ai2 ... a,i,k) (214)
matice A a j-ty sloupec matice B

by
b .
I (2.15)

bk j

Rikdme, Ze c;.; je skaldarnim sou&inem ¥adkového vektoru (2.14) a sloupcového vektoru
(2.15).

Poznamka 2. Vztah (2.13) Ize zapsat takto

k oy VUV .
Zde symbol > ", a;, - b, ; znamena, Ze se provadi selitani ¢leni, které dostaneme tak,
Ze do vyrazu za symbolem » dosazujeme postupn& r = 1,... k.

Poznamka 3. Pro soudin dvou matic budeme pouZivat opét symbolu ,-“. To neni na
zavadu, nebot ze souvislosti je vzdy patrno o jaké nasobeni se jednd. Budeme tedy psat

C=A-B.
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Poznamka 4. VSimnéme si, Ze polet sloupcli v matici A je stejny jako je pocet ¥adki
v matici B. Kdyby tomu tak nebylo, nebylo by moZno aplikovat vzorec (2.13).

Pt¥iklad 2.11. Ur&ete matici C' = A - B, jestliZe

1 -3
12 3 4
2 -5
A=|l0785 |, B=
8 3
4329
1 1

Ponévadz A je matice typu (3,4) a B je matice typu (4,2), Ize vypolist soutin C =
A - B. Podle (2.13) dostavame

25 0
C=| 73 -6
17 —12

Nap¥. prvek co 1 dostaneme jako skaldrni sou¢in druhého Fadku matice A, to jest Fadkového

vektoru
(0 7 8 5)

a prvniho sloupce matice B, to jest sloupcového vektoru

Vypoctem dostavame

Poznamka 5. Obecné& matice A - B neni rovna matici B - A. Dokonce miiZe nastat
pFipad, Ze A - B existuje, avSak B - A neexistuje. JestliZe pro néjaké matice A, B
plati

A-B=B-A,

potom matice A, B se nazyvaji zamé&nitelné.

P¥iklad 2.12. Je-li nap¥. matice A typu (3,4) a matice B je typu (4, 3), potom A-B
je matice typu (3, 3). Aviak B - A je matice typu (4,4). Jsou tedy matice A-B, B- A
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riznych typt a tedy, aniZ bychom jejich soudiny poditali, vidime, Ze jsou navzajem riizné.
Matice A, B nejsou tedy v tomto p¥ipadé€ zaménitelné.

Priklad 2.13. Necht
1 2 -1 3
A= B = .
(o) =)

13 8 10
A -B= , B-A= .
19 1 2
Vidime, e A- B # B - A, takZe tyto matice A, B nejsou zamé&nitelné.
Priklad 2.14. Necht

A:<8 10) B:( 1/3 —5/3).
1 2 —1/6  4/3

10
A.B:B.A:< )
01

Dané matice A, B jsou tedy zaménitelné.

Potom

Pro tyto matice plati

Matice transponovana.

DefiniceA 2.4. (Matice transponovana)

Necht A je matice typu (m,n). Potom matici, jejiZ i—ty Fidek je roven i—tému
sloupci matice A, i = 1,2,...,m, nazyvame matici transponovanou k matici A a
budeme ji zna&it AT. Matice AT je tedy typu (n,m).

P¥iklad 2.15. Necht
1 2 3
A= .
4 5 6

Potom
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O transponované matici souinu dvou matic plati tato véta.

Véta 2.5. (Transponovana matice sou&inu matic)
Necht A, B jsou takové matice, Ze existuje A - B. Potom plati

(A-B)T = BT . AT,

Dukaz: Dikaz prenechavam &tendfi.

Submatice. Zaved me si pojem submatice nasledujici definici.

DefiniceA 2.6. (Submatice)

Necht A je matice typu (m,n) a necht w = (iy,...,i,) je takovy vektor, Ze 1 <
i1 < ig < -+ < i, < m. Ddle necht v = (ji,...,J,) je takovy vektor, Ze 1 < j; <
Jo < -+ < jqg < n. Potom matici, kterd vznikne z matice A vypusténim Fadkii s
Fadkovymi indexy, které jsou sloZzkami vektoru w a vypusténim sloupcii matice A se
sloupcovymi indexy, které jsou sloZkami vektoru v, nazyvame submatici matice A a
znacime ji Ay, resp. Ay,. Tedy napt.A; ; znali submatici, kterd vznikne z matice
A vypusténim i—tého Fadku a j—tého sloupce.

Priklad 2.16. Necht

1 2 4 5
A= 57 2 -1
410 2

Potom vypusténim druhého ¥adku a druhého a &tvrtého sloupce matice A dostaneme

submatici B = Ay (2 4). Je tedy
1 4
B = )
4 0

Zavedeme si jeSté toto oznalovani

Oznaceni.
Necht A je matice typu (m, n). Potom A(i, :) bude zna¢it jeji i—ty Fidek a symbol
A(:,j) bude znatit jeji j—ty sloupec.
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Vyznam symbolid ,,=, := .%

Symbol ,, = “ znamend, Ze leva strana, tj. vyraz nalevo od rovnitka, se rovnd pravé
strané, tj. vyrazu napravo od rovnitka. NapF.

1 24 5
A=| 5 7 2 —1
410 2

“

znacdi, Ze A je matice, jejiZ prvky jsou uvedeny napravo od , =

Naproti tomu symbol ,, := " znaci, Ze proménné nalevo od tohoto symbolu se pFiradi
hodnota vyrazu napravo od tohoto symbolu. Nap¥.

A= A+B (2.16)

znaci, Ze vysledkem tohoto pfFifazeni bude matice A, ktera vznikne ze sou¢tu matice
A a matice B, pred pfifazenim.

Upozornéni. Vztah (2.16) neni moZno chapat jako rovnici, nelze tedy nap¥.pFevést
matici A z pravé strany na levou — vzniklo by 0 = B. V literatufe se vétsinou misto
, ‘= " piSe jenom , =" a rozliSeni se ponechavd na kontextu.(V textu tomu bude
rovné? tak.)

2.4 Specialni matice a pravidla pro poc¢itani s mat-
icemi

Ctvercova matice. Matici A typu (n,n) budeme nazyvat &tvercovou matici Fadu n.
Misto ¢tvercova matice ¥adu n stadi fikat matice ¥adu n, ponévadz o ¥adu matice mluvime
jen u &tvercovych matic.

Nap¥. matice

1 2 3
A=| 4 56
789

je ¢tvercova matice ¥adu 3.

Nulova matice. Matici typu (m, n) budeme nazyvat nulovou matici typu (m, n), jestlize
v8echny jeji prvky jsou rovny nule. Nulovou matici budeme znacit 0.
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P¥iklad 2.17. Matice
0000

0= 0000
0000
je nulova matice typu (3,4).

Hlavni a vedlejsi diagondla v matici. Necht A je matice typu (m,n). Budeme ¥ikat,

ze jeji prvky a;,i = 1,2,...,m lezi na hlavni diagondle a jeji prvky a;;, pro néz je
1+75=n+1,1=12 ..., m, lezi na vedlejsi diagonale.
Priklad 2.18. Necht
1 -2 31
A= 0 -3 85
-5 0 4 2

Potom prvky ,, 1, -3, 4" lezi na hlavni diagonadle a prvky ,, 1, 8, 0" leZi na vedlejsi diagonale.

Rekneme, e ¢tvercovad matice E ¥adu n je jednotkova, jestlize véechny prvky na hlavni
diagondle jsou rovny &islu 1 a v8echny ostatni jeji prvky jsou rovny 0. Chceme-li zdiraznit
jeji ¥ad n, oznalime ji E,,.

P¥iklad 2.19. Matice
1 00

010
001
je jednotkova matice ¥adu 3.

Diagonalni matice. Rekneme, Ze ¢tvercova matice A je diagonalni, jestliZze vSechny jeji
nenulové prvky leZi na hlavni diagondle.

Priklad 2.20. Matice
1 00

A = 0 20
00 3
je diagonalni matici.

Horni trojihelnikova matice. Rekneme, e ¢tverova matice A ¥adu n je horni trojihelnikovou
matici, jestlize v8echny jeji prvky pod hlavni diagonalou jsou rovny 0.

Dolni trojihelnikova matice. Rekneme, e ¢tvercova matice A ¥adu n je dolni trojahelnikovou
matici, jestlize v8echny jeji prvky nad hlavni diagonalou jsou rovny 0.

Horni schodovita matice. Necht A je matice typu (m,n). Rekneme, Ye matice A je
horni schodovita matice, jestlize existuje takové pfirozené &islo h < n, ze ke kaZdému
faddkovému indexu 7, 1 = 1,2, ..., h, existuje nejmensi sloupcovy index s; tak, Ze a; s, # 0
as; < 89 < ...< sy azbyvajici ¥adky h+ 1,...,m jsou nulové.
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P¥iklad 2.21. Matice

1 234567
A=1 001 2 3 4 5
000O0O0O029

je horni schodovitou matici. V tomto ptikladé je zftejm& s; = 1,50 = 3,53 = 7.

Poznamka. Schodovitou matici miZeme definovat ekvivalentné takto. Matice A typu
(m,n) je horni schodovitd matice, jestlize pro kazdé dva ¥adkové indexy p, g matice A
plati:

m Necht p-ty ¥ddek matice A je nenulovy a ¢-ty ¥adek matice A je nulovy, potom
p<q.

m Necht p-ty a g-ty ¥édek matice A jsou nenulové a necht a,, je prvni nenulovy
prvek matice A v p-tém ¥adku a a,, je prvni nenulovy prvek v g—tém ¥adku
matice A. Jestlize p < g, potom je s, < s,,.

B PonévadZ budeme mluvit jen o hornich schodovitych maticich, mizZeme slovo
»horni* vynechdvat.

Pravidla pro pocitani s maticemi. Pro zavedené operace s maticemi plati vztahy
uvedené v ndsledujici vété.

Véta 2.7. (Pravidla pro pocitani s maticemi)
Necht A, B, C,0 jsou matice téhoZ typu, kde O je matice nulovd, a necht o, 3 € R.
Potom plati
A+B = B+A, (2.17)
(A+B)+C = A+ (B+0C), (2.18)
A+0 = A, (2.19)
A-A = 0, (2.20)
1-A = A, (2.21)
a-(B-A) = (a-5) A, (222)
(a+p)-A = a-A+(-A, (2.23)
a-(A+B) = a-A+a-B. (2.24)

Dukaz: Provedeme pouze dikaz vztahu (2.17). Ostatni vztahy se dokazuji analogicky.

Prvek v i—tém Yadku a j—tém sloupci matice na levé stran& vztahu (2.17) je roven a;;+b;;
a prvek v i—tém ¥adku a j—tém sloupci matice na pravé strané vztahu (2.17) je roven
b;; + ai; pro vdechna i, j. Plati tedy (2.17). 0
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Véta 2.8. (Pravidla pro potitani s maticemi)
Necht typy matic A, B, C, 0 (nulovd matice), E (jednotkovd &tvercovd matice)
Jsou takové, Ze operace ve vztazich (2.25)—(2.30) maji vyznam. Potom plati

0-A = 0, A-0=0, (2.25)
E-A = A, (2.26)
A-E = A, (2.27)
(A-B)-C = A-(B-O), (2.28)
(A+B)-C = A-C+B-C, (2.29)
C-(A+B) = C-A+C-B. (2.30)

Poznamka. JestliZze pro matice A, B plati A- B = 0, nemusi byt Zddna z matic A,

B nulovou matici.
10 0 0 00
00) \3z2/) \oo)

2.5 Systémy linearnich algebraickych rovnic, avod

Napf¥.

UvaZujme vyrobu &tyf vyrobkid Vi, Vo, Vs V. K jejich vyrobé jsou potfebné suroviny
Sy, 52, .53. Jejich mnoZstvi v kg potfebné pFi vyrobé jednoho kilogramu kazdého z vyrobkdi
Vi, Vo, V3, V4 je uvedeno v nasledujici tabulce. Ve sloupci oznaéeném pismenem Z jsou
uvedena mnoZstvi 7y, Z,, Z3 jednotlivych surovin Sy, Ss, S5, kterd se maji spotfebovat.
Budeme se zabyvat tlohou ur&it mnoZzstvi jednotlivych vyrobkl Vi, V5, V3, V) v kg tak,
abychom zcela spotfebovali suroviny 51, S5, .53, jejichz mnoZstvi jsou uvedena v tabulce
ve sloupci Z.

| | v [ V% | W [ W z
S, 0,0 0,4 0,3 0,6 5
Sy 0,2 0,2 0,1 0,1 2
Sy 0,1 0,2 0,2 0,1 3

Ozna&me postupné 1, x5, x3, x4 hledand mnoZstvi v kg vyrobkid Vi, Vs, V3, Vy. K jejich
vyrobé by se potfebovalo
0,41’2 + 0,31‘3 + 0,6?[74

kg surovin S,
0,21’1 +O,23§’2 +0,1$5+O,1£L‘4
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kg surovin S5 a
0,1[E1+O,2I2+0,2[E3+0,1J]4

kg surovin Sj.

Jestli se maji suroviny Sy, S5, S3 pIné spotfebovat, musi se vyrobky Vi, V5, Vi, V, vyrabét
v mnozstvich x1, zo, x3, x4, kterd spliiuji tyto podminky:

0,425+ 0,323+ 0,624
0,2I1+0,2ZL’2+0,11’3+0,1[E4 = 2 (231)
0,1x1+0,2£2+0,2x3+0,1x4 =

Kazda z téchto podminek p¥edstavuje rovnici pro neznamé veli¢iny z1, xo, x3, x4. KaZzda
z nich je tvaru

a;-x1+ay-To+...+a, x, =0b. (2.32)

V rovnici (2.32) 1,9,...,2, jsou nezndmé a ai,as,...,a, jsou (v&tsinou) znama
¢isla, nazyvdme je koeficienty rovnice. Koeficient a; je koeficient u neznamé z;. Cislo
b nazyvdme pravou stranou. Rovnici (2.32) nazyvdme linedrni algebraickou rovnici o
nezndmych x1,...,x,. Ponévadz v linedrni algebfe, kterou probirdme, pojedndvame
jenom o algebraickych rovnicich, budeme uZivat zkraceného pojmenovani,, linedrni rovnice “.

P¥i ¥eSeni tloh vétSinou se pracuje s vice rovnicemi. Jestlize koeficienty v téchto rovnicich
jsou obecna ¢&isla, miZeme je odlisit od sebe tak, Ze v i—té rovnici oznalime koeficient u
Zj; napr. a; ;.

Potom systém (misto systém muiZeme ¥ikat téZ soustava) m linedrnich algebraickych

rovnic o n neznamych z1, x», ..., x, lze zapsat takto:
a1r1 + aipry + -0+ aipT, = b
2171 + Q9% + -+ aunx, = by
) . (2.33)
Qm,1T1 + Q222 + -+ AmnTn = bm
Zdea;;, i =1,...,m, j =1,...,n,znati koeficient u nezndmé z; v i—té rovnici, druhy

index j ozna&uje slozku nezndmého vektoru x). Cislo b; nazyvame pravou stranou i—té
rovnice.

Ozname A matici

ai ) s a1 n
as1 a2 2 ce a2 n

A=| Tl (2.34)
Qm,1 Am,2 Tt Qm,n
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Nazyvame ji matici soustavy systému (2.33). Vektor

T

T2
T = ,

Tn

nazyvdme vektorem neznamych a vektor

by

by
b= _

bim

nazyvame vektorem pravych stran.

Lehce nahlédneme, Ze systém linedrnich algebraickych rovnic (2.33) Ize zapsat uZitim
tohoto oznaceni jako

A-x2=05b (2.35)

Skute&n&, matice A je typu (m,n),  je typu (n, 1), takZze A - x je matice typu (m, 1).
Rovnice (2.35) znamend, Ze kazda slozka vektoru A - x je rovna odpovidajici sloZce
vektoru b. Porovnanim i—tych slozek téchto vektorli dostdvame i—tou rovnici systému
(2.33).

Matice, ktera vznikne z matice A pfidanim vektoru b jako dal$iho sloupce, se nazyva
rozsifenou matici systému rovnic (2.33).
Znatime ji (A|b). Je tedy

ay1 Q1.2 s A1 n | by

21 a2 2 Tt asn | by
(Ab) =] .

Qm,1 Am,2 e Amn | bm

Pt¥iklad 2.22. UvaZujme systém linedrnich algebraickych rovnic

r1 + 3.972 - 31’5 = —12,

4xry 4+ bxry + 223 = —6. (2.36)

Oznalme-li A matici soustavy tohoto systému rovnic, b vektor pravych stran a x vektor
neznamych tohoto systému rovnic, je

T

13 -3 ~12
A= . b= R
45 2 —6

xs



Matice rozsifend je rovna

<1 3 —3—12)
(Alp) = .
45 2] —6

Dany systém rovnic lze tedy zapsat jako

A-xz=0b.

Zaved me si nyni pojem ¥edeni systému linedrnich rovnic.

Definice 2.2.

Vektor Y%z nazveme Ye$enim systému linedrnich rovnic

A-x=0>,

jestlize A -% =b. (To jest, jestli vektor % vyhovuje rovnici A - & = b).

Vratme se k pfikladu 2.22. Oznagme

3 0 3
e=| 4|, Z=| -2, =10
1 2 1

0
A-'r=b A =0, A-3:v:<14>7éb.

Jsou tedy vektory 'z, % Yeenim uvaZovaného systému (2.36), avdak *z neni jeho Fedenim.

Lehce se presvéd¢ime, Ze vektor

6—-3-c
r=| —6+2-c
c

je FeSenim uvaZovaného systému rovnic (2.36) pro kazdé redlné c.

P¥iklad 2.23. UvaZujme systém linedrnich rovnic

I1—2I2 == 3, (237)
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Tento systém rovnic nema ¥eSeni. Skutetné, predpokladejme, Ze «a, 3 jsou takova ¢&isla,
Ze x1 = «a, x5 = [ vyhovovuji prvni rovnici, tedy, Ze plati

a—2-05=3.
Potom by bylo
2-a—4-=6
ane2-a—4-p =25, takze r1 = «, x3 = [ nevyhovuje druhé rovnici.

Poznamka. Pozdéji budeme Fesit obecné otazku, kdy systém linedrnich rovnic ma jedno
feSeni, kdy ma nekonetné& mnoho ¥eSeni a kdy nema viibec Zadné feseni.

2.6 Zavedeni pojmu inverzni matice

V linedrni algebfe ma velky vyznam pojem inverzni matice k dané matici. Tento pojem
si nyni zavedeme nasledujici definici. Pozdéji si fekneme néco o existenci inverzni matice
k dané matici a sezndmime se s ¥Yadou vlastnosti inverznich matic a nau¢ime se nalézt k
dané matici matici inverzni.

Definice 2.3. (Inverzni matice)
Matice B se nazyva inverzni k matici A, jestlize

B-A=A-B=E. (2.39)

Matici inverzni k matici A budeme zna&it A,

Véta 2.9. (Vlastnosti inverzni matice)

Necht je ddna matice A a necht k ni existuje matice inverzni A~'. Potom plati
a) Matice A a matice A" jsou ¢tvercové matice tého Fadu.

b) Inverzni matice A~ je jednozna¢né& uréena.

¢) K matici A™" existuje matice inverzni a plati (A™')"! = A.

d) Jestlize A, B jsou &tvercové matice téhoZ Fadu n a jestli k nim existuji matice
inverzni A™', B™', potom k matici A - B existuje matice inverzni a plati
(A-B)"'=B"'- A"

a) Toto tvrzeni je bezprostfednim disledkem (2.39).
b) Necht B, C jsou inverzni k A. Potom

A-B=B A=E, A-C=C -A-=E.

Odtud
C=E-C=(B-A)-C=B-(A-C)=B-E=B.

Tedy B=C.
c) Toto tvrzeni je bezprostfednim disledkem definice inverzni matice.
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d) Podle vét 2.7, 2.8 plati
(B'A™Y.(AB)=B '(A'A)B.
Pondvad? A~'A = E, dostavdme odtud
(B'A™Y.(AB)=B ' E-B=B 'B=E.

Podobné dokaZeme, Ze
(AB)- (B'A™H)=E.
Je tedy B~ A~ inverzni matici k matici AB. 0

Uved me si zde v&tu o YeSitelnosti a jednoznaZnosti fedeni systému linedrnich rovnic, za
predpokladu, Ze k matici soustavy existuje matice inverzni.

Véta 2.10. (Reseni systému A - x = b pomoci inverzni matice A™').
Necht
A-x=0b (2.40)

Jje systém n linedrnich rovnic o n neznamych, kde A je Ctvercova matice soustavy
¥adu n a b je vektor pravych stran typu (n,1). Necht k matici A existuje matice
inverzni A~*. Potom systém rovnic (2.40) ma pravé jedno FeSeni x, které Ize urlit
vztahem

x=A"'.b (2.41)

Dukaz: Jak jiz bylo d¥ive dokazano, inverzni matice A je uréena jednoznaéné. Vynasobime-
li (2.40) matici A™" zleva, dostdvame

At (A x)=A"b (2.42)

Vzhledem k vété 2.8 plati
(AH A)-x=A"""b.

Ponévad? (A™'- A) = E a E - x = x, dostdvame odtud (2.41).

DokaZme je$t& jednozna&nost YeSeni. P¥edpokladejme, Ze existuji dvé Yedeni 'x,? = systému
(2.40). Potom
A-lz=b A x=».

Odectenim téchto vztahi dostavame
A-(fz—2x)=0.
Vynasobenim tohoto vztahu matici A~* zleva dostavame
lg =2z =0,

takZe



Ma tedy systém A - x = b pravé jedno Feseni. 0
Poznamka. Problematiku jak uréit matici inverzni k dané matici, budeme YeSit pozdéji.

Pt¥iklad 2.24. Naleznéte Feseni systému linedrnich rovnic

A-x =0, (2.43)
jestlize
1 5 2 26
A=1]1 3 4 11|, b= 39
01 4 78
a znate-li k matici A matici inverzni
_5 6 1
13 13 13
—1 4 4 5
A7 =1 5 T T
1 1 11

5 6 1
13 13 13 26
_ 4 4 _ 5
T = 13 39 39 39
1 L e} 78

Vypoétem dostdvame

2.7 Ukazka formulace tlohy linearniho programovani.

(Ulohu nebudeme Ye¥it!!)V této kapitole popsany aparat maticového poltu pouZijeme
nyni k matematické formulaci nasledujici dlohy, kterd pat¥i do dloh linedrniho pro-
gramovdani. Tyto ulohy jsou velice vyznamnou aplikaci linedrni algebry. Ulohy tohoto typu
se Fesi vétSinou pomoci pocitalll a k jejich FeSeni jsou vypracovany specidlni programy.
My se nebudeme zde zabyvat otazkou jak se ¥esi, ale jenom otdzkou, jak se da dloha
matematicky formulovat a jak se p¥ipravi data pro vstupni hodnoty téchto programd.

P¥iklad 2.25. Cokolddovna vyrdbi 5 druhii vyrobkii. Jsou to vyrobky, které oznatime
Vi, Vo, V3, Vi, V5. K vyrobé potfebujeme suroviny tuk, kakao a cukr. Tyto suroviny jsou k
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dispozici v omezenych mnoZstvich, v uvedném poradi 1500 kg, 300 kg, 450 kg na jeden
den. Spotfeba surovin v kilogramech na 1kg vyrobku je dana tabulkou 2.1 na strané
23. Odbytové ceny jednotlivych vyrobkl v uvedném potadi jsou 20 K&, 120 K&, 100 K¢,
140 K&, 40 K&. Ukolem je stanovit takovy denni vyrobni plan, aby hodnota vyroby byla
maximalni. Vyrobky jsou vyrdbény technologicky nezdvisle na sob& navzdjem. Vyroba
se tedy uskuteciiuje ve formé péti vyrobnich procesi, které viak nejsou navzdjem zcela
izolované, nebot spole¢n& spottebovavaji vyrobni zdroje, jeden proces na tkor druhého.

Matematicka formulace tlohy. Pro t¢ely matematické formulace zaved me 5 nezdvisle
proménnych: z; necht oznatuje mnoZstvi vyrobku V; v kg, jeZ bude vyrabé&no za den, kde
j=1,2,3,4,5. Hleddme tedy hodnoty z; > 0, j = 1,2, 3,4, 5, vyhovujici nerovnostem

0,4z, + 0,3z3 + 0,64 + 0,65 < 1500
0, 05.1'1 + 0, 21’2 + 0, 11‘3 + O, 1.1'4 S 300 (244)
0,10z, + 0,2z + 0,223 + 0,1y + 0,225 < 450

Vime, Ze pfi vyrobé& x; vyrobkl V;, j =1,2,3,4,5, bude odbytovd cena vyroby rovna
z = 2021 + 12029 4 10023 4 14024 + 4025. (2.45)

Nasi dlohu miZeme tedy formulovat takto : Naleznéte takovd nezdpornad &isla z;, j =
1,2,3,4,5, kterd vyhovuji nerovnostem (2.44) a pro n& funkce (2.45) nabyva svého
maxima.

Tato uloha je tedy popsana matici A, vektorem m mnoZstvi surovin a vektorem b
odbytovych cen vyrobkii a vektorem x poltu vyrobki

20
0,00 0,4 0,3 0,6 0,6 1500 190
A=1]005 02 01 01 00 |, m=1{ 300 ], »°=1| 100 |,
0,10 0,2 0,2 0,1 0,2 450 140
40
T
X2
r = XT3
Ty
Ts
Potom (2.44) Ize zapsat jako jako
Ax <m (2.46)
a funkce (2.45) lIze zapsat jako
z2=b-x. (2.47)

Nasi dlohu miZeme vyslovit takto: Nalezn&te vektor & > 0 vyhovujici (2.46), ktery
minimalizuje funkci (2.47).
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Matice A, vektory m, b a poZadavek, Ze vektor
T __
Tr = (.’L‘l,ZUQ,.T?,, 1]4,{['5) 2 07

jsou vstupnimi udaji programu, kterym se vypocet realizuje. Dostdvame

1 =0, x9 =0, 3 = 1000, x4 = 2000, z5 = 0.
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Kapitola 3

Linearni prostor

3.1 Aritmeticky vektorovy prostor.

V minulé kapitole jsme si zavedli pojem sloupcového a fadkového vektoru jako zvlastni
p¥ipad matic — totiZ sloupcovy vektor jako matici typu (n,1) a ¥adkovy vektor jako
matici typu (1,n). Tedy vektory miZeme chapat jako prvky mnoZiny R™, tj. mnoZiny
usporaddanych n—tic redlnych ¢&isel, kde n € N. Znadime je malymi, tu¢né vytisténymi
pismeny. Cislo na i—té pozici vektoru a nazyvame jeho i—tou slozkou a v&tsinou oznatovat
jako a;. Nebude-li nic feteno, budeme predpokladat, Ze se jedna o sloupcové vektory. O
jaké vektory se jednd, bude Casto vidét ze zapisu, aniz bychom zdiiraziiovali, Ze se jedna
o sloupcové, resp o ¢adkové vektory. Pfipomernime si, Ze je-li a sloupcovy vektor, po-
tom a’ je ¥adkovy vektor se stejnymi slozkami. P¥ipomefime si, Ze soutet dvou vektor(i
znalime symbolem ,, + " a nasobeni redlnymi &isly te¢kou - “, kterou, nemize-li dojit
k omylu, Ize vynechat. Tedy nap¥., jestliZze

a1 by

ap b,

potom jejich sou¢tem a + b je ¢ € R", pro néz plati
a; + by
c=a+b= : ,
an, + by,
a je-li @ € R, potom souinem «.a rozumime d € R", pro néz plati
a.aq
d=a.a= : ,

o.ay,
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MnoZinu R™ spole¢né s témito operacemi ,, +, . “ budeme znacit V,, a nazyvat
aritmetickym vektorovym prostorem.

Vektorovy podprostor Necht P C R" a necht plati: jestlize a,b € P a o € R,
potom i a+ b € P a.a € P. Budeme fikat, Ze na P je definovdn aritmeticky
podprostor prostoru V,,. Budeme jej znatit P. Casto budeme o n&m mluvit prost&
jako o vektorovém prostoru.

Oznateni. Misto a € P Ize psat a € P. Misto a + (—b) lze psat a — b.

3.2 Linearni nezavislost vektoru

UvaZujme systém linedrnich algebraickych rovnic
ai71$1+...+ai7n$n :bi; 1= 1,...,m, (31)

v némz x1,..., T, jsou neznamé a a; ;,b;,1 = 1,2,...,m, j=1,2,,n. jsou dand &isla.
P¥i jeho analyze je zapot¥ebi zji$tovat, zda
B nékterd z rovnic systému neni v rozporu s jinymi rovnicemi tohoto systému
B zda kaZdd z rovnic ddva nové poZadavky na hledané nezndmé x4, ..., z,,
B zda podminky na neznamé rovnici vyjadfeny jednotlivymi rovnicemi, je nebo neni
jiz obsaZen v jinych rovnicich systému.

P¥i téchto Gvahach je vhodné k i—té rovnici tohoto systému (3.1) p¥ifadit vektor
(am,...,ai,n,bi); i:1,2,...,m.

Soulet dvou rovnic pak miZeme realizovat pomoci souétu vektort, které jsou k t€mto
rovnicim prifazeny. Podobné ndsobeni rovnice ¢islem mizeme realizovat pomoci ndsobeni
vektoru, p¥ifazenému k této rovnici, timto &islem.

K YeSeni nahote uvedeného problému pouZijeme ddle zavddéné pojmy: linedrni kombinace
vektord (rovnic), linedrni nezavislost a linedrni zavislost vektorl (rovnic). S t&mito pojmy
se setkdme i v jinych Gvahdch.

Definice 3.1.
Necht z, ..., " jsou vektory z vektorového prostoru IP a ¢, ..., c, jsou redlna &isla.
Potom vektor

r=c'z+.. . +c,x

n,

nazveme linedrni kombinaci vektorii ‘z, ..., "x.

P¥iklad 3.1. Necht
'z =(2,3,-1), % = (5,2,6), & =(9,8,4)
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jsou vektory z prostoru V3. Ponévadz
2-(2,3,—-1)+ (5,2,6) = (4,6,—2) + (5,2,6) = (9, 8,4),

tJ.
2 + % =,

ie vektor 3z linedrni kombinaci vektort x, %¢.
J

Definice 3.2. (Linedrni nezavislost a zavislost vektorii)
Necht 'z, ..., "¢ jsou vektory z vektorovém prostoru IP. Rekneme, Ze tyto vektory
jsou linedrné& nezavislé, jestlize

ar+.. . +e,"r=0 <= ¢1=cy=...=c¢, =0. (3.2)

Jestlize vektory 'z, ..., & nejsou linedrn& nezavislé, jsou linedrné& zavislé.
Poznamka. Z nahote uvedené definice vyplyva, %e vektory ‘z,...,"r z vektorovém
prostoru P jsou linedrné zdvislé, kdyz a jenom kdyz existuji takova ¢Cisla cy,co, ..., cy,

z nich? alespofi jedno je riizné od 0, 2e c; ' + ... + ¢, " = 0.
Priklad 3.2. Ukazme, Ze vektory 'z = (1,4,—-4), & = (1,2,0), %z = (1,5, -2)
z prostoru V3 jsou linedrné nezavislé. Skuteéné, ze vztahu
-+t =0
dostavame
Cy - (1,4, —4) +cCo - (1, 2, O) +c3 - (]., 5, —2> = (0, 0, 0),
to jest
(Cl + cy + C3, 461 + 202 + 503, —461 + OCQ - 203) = (0, 0, 0)

Aby rovnost mezi témito vektory platila, musi koeficienty ¢, ¢, c3 vyhovovat systému
linedrnich rovnic

Cl+Ccy+cy = 0, (33)
dcy +2¢9 +bcg = 0,
—401 + 002 - 203

(3:5)

Jak se lehce pFesvédéime, ma systém rovnic (3.3)—(3.5) jediné ¥eseni ¢; = ¢y = ¢3 = 0.
Jsou tedy dané vektory linedrné nezavislé.

Poznamka. a)  Vektor 0 je linedrné& zavisly, nebot a0 = 0 pro kaZdé o € R.
b)  Vektory 'z,...,"x, n > 1, jsou linedrn& zavislé, kdyZ a jenom kdyZ alespori
Jeden z nich Ize vyjadFit jako linedrni kombinaci ostatnich z nich. (Dokazte!)
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Pt¥iklad 3.3. UkaZme, Ze vektory
(1,2,3), (~1,2,0), (1,6,6)

jsou linearné zavislé.

Lehce nahlédneme, Ze
2-(1,2,3)+ (—1,2,0) = (1,6,6).

Vektor (1,6, 6) jsme vyjadFili jako linedarni kombinaci zbyvajicich dvou vektord, jsou tedy
linedrné zavislé.

Zaved me si nyni pojem hodnosti skupiny X vektorii z prostoru V,,.

| Definice 3.3. (Hodnost matice.)
Necht X je skupina vekordi z prostoru P. Maximalni potet linedrn& nezavislych
vektor( této skupiny budeme nazyvat jeji hodnosti. Budeme ji znatit h(X).

Poznamka. Pojem hodnosti matice pouZijeme k feSeni problému ,, Ma dany systém
linedrnich rovnic YeSeni 7. Ma-li ¥eSeni, kolik je téchto fedeni?*“

Poznamka. Necht A je matice typu (m,n). Na matici A se miZeme divat jako
na usporadanou m-—tici Fadkovych vektori z vektorového prostoru V,, resp. jako na
usporadanou n—tici sloupcovych vektori z vektorového prostoru'V ,,,. Aplikovanim definice
hodnosti na ¥adky matice dostavame Fddkovou hodnost matice a aplikovanim definice
hodnosti na sloupce matice dostavame sloupcovou hodnost matice. Pozdé&ji ukaZeme,
Ze pro kaZdou matici je sloupcova hodnost rovna jeji Fadkové hodnosti. Pokud to ne-
dokaZeme a vyslovné nefekneme o jakou hodnost se jednd, budeme mit na mysli Fadkovou
hodnost.

P¥iklad 3.4. Ur&ete ¥adkovou hodnost matice

12 3 4
A=| 56 7 8
6 8 10 12

Oznaéme 'z, %, *r postupné prvni, druhy a tfeti ¥adek matice A. Tedy
o= (123 4),
x = (567 8),
¢ = (6 8 10 12).

Z¥ejmé& vektor *r je linedrn& zavisly na vektorech 'z, %, nebot

r ="z +%
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a vektory 'z, % jsou linedrn& nezdvislé. Skute¢n&, kdyby tyto vektory byly linedrn& zavislé,
byl by jeden z nich ndsobkem druhého. To znamena, existovalo by takové &islo «, Ze by
%r = o'z to jest, platilo by

(567 8)=a(l1 23 4).

Takové &islo o vak evidentn& neexistuje. Vektory x, %r jsou tedy linedrn& nezavislé.
Tedy mezi vektory 'z, %, % jsou pravé dva linedrné nezavislé vektory. Rddkova hodnost
matice A je tedy rovna 2.

| Definice 3.4. (Regularni matice)
| Necht &tvercova matice A ¥adu n ma hodnost n. Potom ji nazyvame reguldrni matici.

Ukol. DokaZte si, e horni schodovit4 matice m4 ¥adkovou hodnost rovnu pottu jejich
nenulovych ¥adkd.

Poznamka. Zjistovat hodnost matice p¥imo z definice je obti?né. Hodnost matice
budeme hledat pozdéji jejim pfevodem na horni schodovitou matici o stejné hodnosti
pomoci elementdrnich transformaci, o kterych ted pojedndme.

3.3 Elementarni transformace

1. Necht matice A je typu (m,n) a « je libovolné redlnd &isla, i € N, 1 < i < m.
Necht matice B je matice, jejiZ i-ty ¥adek je roven o ndsobku i-tého ¥adku matice
A a ostatni Fadky matice B jsou stejné jako v matice A. Potom Yekneme, Ze
matice B vznikla z matice A transformaci 71(i, ). PiSeme pak

B=T1(,a)A, resp. {ri=ar;}A=B.

Piiklad. Necht

1 2 3 4
A=|5 6 7 8 (3.9)
0 10 11 12

Oznaéme B matici, kterd vznikne z matice A tak, Ze jeji druhy ¥adek vynasobime
Cisle, ,—3" a ostatni Fadky ponechame beze zmény. Dostaneme

1 2 3 4
B=T1(2,-3)A=| —15 —18 —21 —24
9 10 11 12
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Tuto transformaci Ize zapsat téZ takto

{TQ = —3.7“2}14 = B.

. Necht matice A je typu (m,n) a a,8 # 0 jsou libovolnd redlnd &isla, 4, j jsou
pfirozend &isla 1 < i,5 < m,i # j Oznaéme B tu matici typu (m,n), jejiz j—ty
Fadek je roven soultu a-ndsobku i-tého Fadku matice A a [3-ndsobku j-tého ¥adku
matice A a ostatni Fadky jsou stejné jako u matice A. Potom Yekneme, Ze matice
B vznikla z matice A transformaci 72(i, «; j, §). PiSeme pak

B =T2(i,a;5,8)A, resp. B ={r;=ar; +f.r;}A.

Piiklad.Necht

1 2 3 4
A=|5 6 7 8 |. (3.10)
9 10 11 12

Oznatme B matici, kterd vznikne z matice A tak, Ze ¥adek ,,2", vyndsobeny
Cislem,,-4" pFipolitdme k Fadku ¢&. ,3" vyndsobenému ¢&islem ,5“ a ostatni ¥adky
matice B jsou stejné jako v matici A. Tedy matice B je matice, kterd vznikne
transformaci 72(2, —4; 3,5) A. Dostavdme

1 2 3 4
B=T22-435A=| 5 6 7 8
25 26 27 38

Tuto transformaci Ize zapsat téZ takto

B = {7”3 = 4.7"2 + 5.7’3}A.
. Necht matice A je typu (m,n) a 4,j jsou p¥irozend &isla 1 < i,j < m,i # j
Oznatme B tu matici typu (m, n), kterd vznikne z matice A, vzdjemnou vyménou

jejiho i-tého Fadku s j-tym Fadkem. Potom fekneme, Ze matice B vznikla z matice
A transformaci T 3(i; j)A. Piseme pak

B =T3(i;j)A, resp. B ={r; < r;}A.

Piiklad.Necht

1 2 3 4
A=|5 6 7 8 |. (3.11)
9 10 11 12
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Ozna&me B matici, ktera vznikne z matice A tak, Ze ¥adek ,,2" matice A vyménime
s fddkem &. ,,3" matice A a ostatni fadky matice B ma stejné jako v matice A .
Potom ¥ekneme, Ze matice B, vznikne z matice A transformaci 73(2;3)A. Tedy

1 2 3 4
B=T3(2;3)A=| 9 10 11 12
5 6 7 8

Tuto transformaci Ize zapsat téZ takto

B :{T2<—>T3}A.

3.4 Transformace matice na matici schodovitého
tvaru

UkaZeme si nyni transformaci matice A elementarnimi transformacemi na horni schodovi-
tou matici B. Tuto transformaci vyuzijeme

e pfi zjidtovani hodnosti matice

e na analyzu FeSitelnsti systému linearnich rovnic a odvozeni eliminaéni metody na
feSeni systému linedrnich rovnic

e na vypocet hodnoty determinantu.

Ve vykladu pouZivame oznadeni:

A ... proménna pro matici. Na za¢atku je ji pfifazena matice, kterou mame transformo-
vat na horni schodovitou matici. V jednotlivych krocich bude tato matice transformovana
sama na sebe.

m ... polet Fadkd matice A

n ... polet sloupch matice A

Postupné pro ¢ = 1,2, ... budeme provadé&t nasledujici ukony.
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Bod 1.
Bod 2.

Bod 3.

Bod 4.

Bod 5.

Bod 6.

ZACATEK

1=1

Budeme vytvéret i-ty ¥adek hledané matice schodovitého tvaru.
K &islu 7 uréime nejmensi poradové Cislo sloupce matice A, v jehoZ ¥adcich 7,7 +

1,...,m je alespoii jeden nenulovy prvek. Toto pofadové &islo sloupce oznaéme
Si.
Zvolme p € {i,...,m}, pro neZ je a, s, # 0. (je-li takovych p vice, zvolime jedno

z nich).Zvoleny p-ty ¥adek matice A nazveme hlavnim Fadkem.

Je-li p # 4, vyménime navzajem p-ty a i-ty ¥adek matice A. Vyménu té&chto dvou
fadkid provedeme transformaci A := T3(i,p)A. Po této vym&né je i-ty ¥adek
hlavnim ¥adkem. Je-li p = 1, je jiz i-ty ¥adek hlavnim ¥adkem. Vyména ¥adki se
tedy neprovadi.

Provedeme nyni takové elementarni transformace, aby po jejich realizaci byly prvky
@iy1,s;5- - - Am,s, TOvny 0. Toho dosdhneme napf. elementarni transformaci

a) A:=T2(i,—ajs;j,a;s)A pro ty indexy j =i+ 1,...,m pro néZ a;,, # 0,
nebo transformaci

b) A = T2(i, ﬂjfi ; J, 1)A pro ty indexy j =i+ 1,...,m pro néZ a;,, # 0,

Qi s

Jestlize matice A neni jesté ve schodovitém tvaru, poloZme ¢ = ¢ + 1 a p¥ejdeme
zpét na Bod 1. Je-li A jiZ schodovitého tvaru, je vypocet ukonéen.

Priklad 3.5. Matici

013 2 3
026 41
00012
013 2 4

transformujte na horni schodovitou matici uZitim elementarnich transformaci.

ResSeni. PoloZzme

2
4 .
) .,V nasem pfipadé je m =14, n=>.
2

= N = W

1 3
2 6
00
1 3

o O O O

V nasledujicim popisu vypoctového postupu bude oznaleni Bod 1-,...,Bod 6-% zna-
menat Ukony Bod 1, ..., Bod 6 pro dané i.
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Bod 1-1
Bod 2-1

Bod 3-1

Bod 4-1

Bod 5-1

ZACATEK

Budeme vytvatet i-ty (prvni) ¥adek hledané schodovité matice.

K &islu i (to jest k &islu i = 1) ur&ime nejmendi pofadové &islo sloupce, v jehoZ
Fadcich 4,...,m (to jest v jehoZ ¥adcich 1,2,3,4) je nenulovy prvek. Je to druhy
sloupec. PoloZime tedy s; = 2 (tj. 51 = 2).

Zvolime hlavni ¥adek. V s;,—tém sloupci (to jest ve 2. sloupci) jsou nenulové prvky
v fadcich 1,2,4. Z nich zvolime jeden. Jeho poradové &islo ozna¢ime p. Rozhod-
neme se pro fadek p = 1, ktery zvolime jako hlavni.

Ponévadz jsme zvolili za hlavni fadek p—-ty ¥fadek, kde p = 7, neprovddime vyménu
p-tého ¥adku s i-tym ¥adkem.

Provedeme nyni takové elementarni tranformace matice A, aby po jejich realizaci
byly v s;-tém sloupci (to jest ve druhém sloupci) v ¥adcich ¢ + 1,...,m (to jest v
fadcich 2, 3, 4) nulové prvky. (Prvky as o, as 2, as s eliminujeme). Toho dosdhneme
napf. elementdrnimi transformacemi

A =T20i,—ajs ; J,ais)A, proj=i+1,...,m, je-lia;,, # 0.

Ponévadz ¢+ = 1, s; = 2, m = 4, eliminaci provedeme elementdrnimi transforma-
cemi
A = 7-2(1, —Clj72 3 j, a1’2>A, pro j = 2, 3, 4.

To znamena, Ze prvek a; o pro kazdé j € {2, 3,4} eliminujeme tak, Ze hlavni ¥adek
(to jest prvni ¥adek) vyndsobime &islem (—a;2) a p¥iteme jej k j-tému ¥adku
vyndsobeného &islem a 5.
e Polozme j =i+ 1 (tedy pro j = 2) dostdvame
A = 7—2(1, —a2,2, 2, a1’2>A.
Po této transformaci je druhy ¥adek matice A roven

—2.(01323)+1-(02641)=(0000 —5)

a ostatni ¥adky matice A se neméni.

e PoloZme j = j + 1. Je tedy j = 3. Ponévadz a;,, = 0, (to jest azo = 0),
eliminaci neni tfeba provddét a prejdeme k dal$imu ¥adku.

e PoloZme j = j+1. Jetedy j = 4. Ponévad? a;,, = 1 # 0, (to jest ayo # 0,)
provedeme elementarni transformaci

A= T2(1, —Q4,2; 47 a1’2>A.
Po této transformaci je ¢tvrty fadek matice A roven

~1-(01323)+1-(01324)=(00001).
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Bod 6-1

Bod 1-2
Bod 2-2

Bod 3-2

Bod 4-2

Bod 5-2

Bod 6-2

Ostatni ¥adky matice A se neméni. Je tedy

01 3 2 3

0O 0 0 0 -5
A—

0 0 01 2

0 00O 1

Pon&vadz obdrzena matice A jesté neni horni schodovitou matici, poloZime

a prejdeme na bod Bod 1.

Je tedy © = 2. Budeme vytvaret druhy Fadek horni schodovité matice.

K &islu ¢ (to jest k &islu i = 2) uréime nejmendi potadové &islo s; (to jest s9)
sloupce, v jeho? ¥adcich i, ..., m (to jest v jehoZ ¥adcich 2, 3,4) je nenulovy prvek.
Je to &tvrty sloupec. PoloZime tedy s; =4 (s3 = 4).

Zvolime hlavni ¥adek. V s;-tém sloupci (to jest ve 4. sloupci) je v ¥adcich 2,3,4
nenulovy prvek jen v Fadku 3. Jeho potradové &islo oznacime p. Tento ¥adek zvolime
za hlavni Fadek. Je tedy p = 3.

Poné&vadz jsme zvolili za hlavni ¥adek ¥adek p, kde p # i, provedeme v matici A
vyménu ¥adku p s ¥ddkem i. (Tedy vyménu druhého a t¥etiho ¥ddku.) Dostdvame
tak matici

0132 3
0001 2
A =
0000 =5
0000 1
Provedeme nyni takové elementarni transformace matice A, aby po jejich realizaci
byly v s;-tém sloupci (to jest ve &tvrtém sloupci) v Fadcich i +1,...,m (to jest v

fadcich 3, 4) nulové prvky. (Prvky as 4, a4 4 eliminujeme.) Aviak v tomto p¥ipad&
jsou prvky as 4, as 4 rovny 0, takZe eliminaci neni tfeba provddét. Je tedy vyslednd
matice v tomto kroku

0132 3

0001 2
A=

0000 -5

0000 1

Obdrzend matice A je$t& neni horni schodovitou matici, proto poloZime

a prejdeme na bod Bod 1.
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Bod 1-3

B2-3

B3-3

B4-3

B5-3

Bod 6-3

Je tedy 7+ = 3. To znamené, Ze budeme vytvéret tteti fddek hledané schodovité
matice.

K &islu i (to jest k &islu i = 3) uréime nejmendi poradové &islo s; (to jest s3),
v jehoZ ¥adcich i, ..., m (to jest v jehoZ ¥adcich 3,4) je nenulovy prvek. Je to paty
sloupec. PoloZzme tedy s; = 5 (s3 = 5).

Zvolime hlavni ¥adek. V s;-tém sloupci (to jest v 5. sloupci) jsou nenulové prvky v
fadcich 3, 4. Z nich zvolime jeden. Jeho potradové &islo oznaime p. Rozhodneme
se pro fadek p = 4, ktery zvolime jako hlavni.

Poné&vadz jsme zvolili za hlavni ¥adek p-ty ¥adek, kde p # i, provadime vyménu
tadku p s ¥Yddkem ¢. Po této vyméné je

0132 3

0001 2
A=

0000 1

0000 -5

Provedeme nyni takové elementarni transformace matice A, aby po jejich realizaci
byly v s;-tém sloupci (to jest v patém sloupci) v ¥adcich i+1, ..., m (to jest v ¥adku
4) nulové prvky. (Prvek z, 5 eliminujeme.) Toho lze dosdhnout nap¥. elementdrni
transformaci

A = T2(3, —CL475; 4, 0,375)A.

touto trnsformci bude &tvrty ¥adek roven
5-(00001)4+1-(0000 —5)=(00000).

Je tedy

3
0
0

AN
I
o o o o

1 2 3
0 1 2
0 0 1
0000

PonévadZ obdrzena matice je jiz horni schodovitou matici, je transformace dané
matice na horni schodovitou matici jiz ukon&en.

Ponévadz obdrzena schodovita matice ma celkem t¥i nenulové ¥adky, je jeji hodnost a
tedy i hodnost zadané matice rovna 3. Tedy h(A) = 3.

P¥iklad 3.6. Urcete hodnost skupiny vektor(

'a=(10-12), %=(012-1), “*a=(013 —6).
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Reseni. Uloha je ekvivalentni s dlohou nalezeni ¥adkové hodnosti matice

Tuto

10 -1 2
A= 01 2 -1
01 3 -6

hodnost hledejme transformaci matice A elementarnimi ransformacemi na horni

schodovitou matici postupem popsanym na str. ?7.

Bod 1-1
Bod 2-1

Bod 3-1

Bod 4-1

Bod 5-1

Bod 6-1

Bod 1-2
Bod 2-2

Bod 3-2

Bod 4-2

Bod 5-2

Polozme

=1
Budeme vytvatet i-ty ¥adek (1. Fadek) schodovité matice.
K &islu i = 1 uréime nejmensi pofadové &islo sloupce matice A, v jehoZ ¥adcich
1, 2, 3 je alespori jeden prvek riizny od 0. Je to v prvnim sloupci. Poklddame tedy
S1 = 1.
Hleddme nyni ¥adek matice A, v jehoZ sloupci s pofadovym ¢&islem s; = 1 je
nenulovy prvek. To jest, hleddme p € {1,2,3}, pro né&Z je a,,, # 0. Je to pro
p = 1. Polozme tedy p = 1. Radek p = 1 volime za hlavnf.
PonévadZz p = i, neprovadime vyménu p-tého a i-tého ¥adku. Prvni Fadek je
hlavnim.
Ponévadz v8echny prvky v prvnim sloupci pocinaje druhym ¥adkem, jsou nulové
(tj. prvky a;1 = 0 pro j = 2, 3), pfejdeme k B6-1.
Matice A neni horni schodovitou matici, proto poloZime
a jdeme zpét k bodu B1.

Je tedy 7 = 2. Budeme vytvéret 2. fddek schodovité matice.

K &islu @ (tj. k &islu @ = 2) ur¢ime nejmensi pofadové &islo sloupce s; (to jest s3),
v jehoZ ¥adcich 2, 3 je nenulovy prvek. Je to druhy sloupec. PoloZime tedy s, = 2.
Zvolime hlavni ¥adek. Ve sloupci s poradovym ¢&islem s (tj. ve druhém sloupci)
hleddme index j, 7 > 7, tak, aby a;,, 7# 0. Je to pro j = 2 a pro j = 3. Zvolme
jedno z nich. Rozhodneme se pro j = 2. Polozime p = 2. Bude tedy p-ty Fadek
hlavnim ¥adkem.

Ponévadz jsme zvolili za hlavni fadek p-ty ¥adek, kde p = 7, neprovadime vzajemnou
vyménu p-tého a i-tého ¥adku. Je tedy i-ty ¥adek hlavnim ¥adkem.

Provedeme nyni takové elementarni transformace, aby po jejich realizaci byly v s;-
tém sloupci (ve druhém sloupci) v ¥adcich i +1,...,m (to jest v ¥adku 3) nulové
prvky. Toho dosdhneme nap¥. elementarni transformaci

A = T2(2, —CL372; 3, QQ,Q)A.
Vypoétem dostdvame tteti Fadek vektoru A
-1(012 —-1)4+1(013 —6)=(001 —5).

o8



Celkem dostavame

10 -1 2
A= 01 2 -1
00 1 -5

Bod 6-2 DosaZend matice A je horni schodovitd matice. PonévadZ ma t¥i nenulové ¥adky,
je jeji hodnost rovna 3, je tedy h(A) = 3.

Dané vektory 'a,’a,%a jsou linedrn& nezavislé.

P¥iklad 3.7. Ur&ete hodnost matice

o o o O
S NN O
N = N =
¢ T~ NG}
S © W W

ReZeni. V tomto prikladé naznatime pouze vysledky jednotlivych dprav bez komentate.

2

P
I
o o o o

0
0
0
0

S O N

3
3
0
0

o O =N

2 4 0 2
0 2 0 0
0 4 - 0 0
0 4 0 0

o © W w
2

2 4
01 2
2 48
0 2 4

NN
DS O W

Ma tedy matice X hodnost 2.

Transformace matice A = (B|C) na matici (E|X).
Necht B je &tvercovd reguldrni matice ¥adu n a C je matice typu (n, m). Popi¥me

algoritmus transformace této matice elementarnimi transformace na matici tvaru (E|X)

Ve vykladu pouzivdme oznaceni:

A ... proménnd pro matici. Na zaéatku je ji pfifazena matice, kterou mame transformo-
vat na pozadovany tvar. V jednotlivych krocich bude tato matice transformovana sama
na sebe.

m ... polet Fadkd matice A

n ... pocet sloupc matice A

Postupné pro ¢ = 1,2, ... budeme provadét nasledujici tkony.
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Bod 1.
Bod 2.

Bod 3.

Bod 4.

Bod 5.

Bod 6.

Bod 7

ZACATEK

Budeme vytvéret i-ty ¥adek hledané matice.

K &islu ¢ uréime nejmensi poradové &islo sloupce matice A, v jehoZ ¥adcich 7,7 +
1,...,n je alespori jeden nenulovy prvek. Toto pofadové &islo sloupce oznaéme s;.
Zvolme p € {i,...,n}, pro neZ je a,,, # 0. (je-li takovych p vice, zvolime jedno
z nich).Zvoleny p-ty ¥adek matice A nazveme hlavnim Fadkem.

Je-li p # 4, vyménime navzajem p-ty a i-ty fadek metice A. Vyménu té&chto dvou
fadkid provedeme transformaci A := T3(i,p)A. Po této vym&né je i-ty ¥adek
hlavnim ¥adkem. Je-li p = 1, je jiz i-ty ¥adek hlavnim ¥adkem. Vyména ¥adki se
tedy neprovadi.

Provedeme nyni takové elementarni transformace, aby po jejich realizaci byly prvky
ajs;»J =1,...,n, j # i rovny 0. Toho dosdhneme napf. elementdrnimi trasfor-
macemi

a) A:=T2(i,—ajs; j,ais)Aprotyindexy j =1,...,n,j # i pronéZa;,, # 0,
nebo transformaci b) A := T2(i, —2% ; j, 1)Aproty indexy j = 1,...,n,j # i,

a;

pro néz a;, # 0,

Jestlize i < n polozZme i := ¢+ 1 a jdeme zpét k Bod 1. V opa&ném p¥ipadé
jdeme k bodu (Bod 7).

Provedeme tyto transformace

A= Ti6, ) i=1,. . n

7%}

Tim je A hledanou matici.
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Kapitola 4

Metody reSeni systému linearnich
algebraickych rovnic

4.1 ReSeni nékterych typu systémi linearnich rovnic

Uloha. Reseni systému n linearnich rovnic o n neznamych s regularni horni
trojuhelnikovou matici soustavy

ReSme systém rovnic

Cz =d, (4.1)

kde C' je horni regularni trojihelnikovd matice ¥adu n, d je n—rozmérny sloupcovy vektor
a x je n—rozmérny sloupcovy vektor nezndmych. Tento systém rovnic Ize tedy zapsat
jako

i1 C2 ... Cin—1 Cin T d;
0 Ca2 ... Can—1 Con {op) ds
= (4.2)
0 0 0 Ch—1n—-1 Cn—-1n Tn—1 dn—l
0 0 O 0 Cnn Tn d,

Rozepsanim tohoto systému dostdvame
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ciar1 + cipr2 + ...+ Clp-1Tpo1 + O ClaT, = d

C22Ty + ... +  Cop1Tp1  + CopT, =  da
(4.3)

Cn—1n—1Tp—1 + Cpn—1nTn = dnfl

Cnndn = dn

Ponévadz dle predpokladu je matice C' regularni, jsou jeji prvky na hlavni diagonale riizné
od nuly. Tento systém rovnic lze ¥esit metodou, zvanou metoda zpétné substituce.

Z posledni rovnice vypocitdme x,,. Dostavame
Ty = dp/Cpn. (4.4)
Dosadime-li do p¥edposledni rovnice za z,, vypo&itanou hodnotu (4.4), dostavdme
Crno1m—1"Tn1+ Co1n - dn/Chp = dp_1. (4.5)

Odtud
Tp—1 = 1/cn71,n71 : (dnfl —Cp—1n " dn/cn,n)' (46)

KdyZ jsme jiz vypotitali x,,x,_1, dosadime tyto hodnoty do (n — 2)-té rovnice a

vypolitdme x,,_5. Timto zplisobem ddle pokra¢ujeme. Kdyz jsme jiz vypotitali z,,, x,,_1, . . .

dosadime tyto hodnoty do prvni rovnice a vypocitame zbyvajici hodnotu .

P¥iklad 4.1. Naleznéte ¥eeni systému linedrnich rovnic (jehoZ matice soustavy je horni
regularni trojihelnikovd matice).

21 4+ 3xy + x3 = 11
21’3 = 8.

Z posledni rovnice vypolitdme x3. Dostavame x3 = 4. Dosazenim této hodnoty do druhé
rovnice dostavdme
To + 8=09.

Odtud dostdvdme x5 = 1. Dosad me za x5, 73 tyto vypo&itané hodnoty do prvni rovnice
systému. Dostdvame
211 +3+4=11.

Odtud dostavame z; = 2.

Regenim zadaného systému rovnic (4.7) jsme tedy obdr¥eli
331:2, 33’2:1, 333:4.
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Uloha. ReSeni systému linearnich rovnic s regularni diagonalni matici soustavy.

Resme systém rovnic

kde C' je regularni diagonalni matice.

Rozepsanim Ize tento systém zapsat takto

C1,171 = d

C22T2 = dy

Cn—1n—1Tn-1 = dnfl
ConTn = dy.
Re¥enim tohoto systému rovnic je zfejm& vektor = C~'d, to jest

.Ti:di/C@h i:1,2,...,n.

Pt¥iklad 4.2. Naleznéte feSeni systému rovnic s diagonalni matici soustavy

2.%‘1 = 6,
31‘2 ].,
—2 T3 = D.

ResSeni. Z prvni rovnice vypocitdme x;. Dostdvame x; = 3. Z druhé rovnice vypo&itdme
xg9. Dostavdme xy = 1/3. Z t¥eti rovnice vypotitdme x3. Dostdvdme x5 = —5/2.

Uloha. Reseni systému linearnich rovnic s horni schodovitou matici sous-
tavy (4.9) typu (h,n), s hodnosti h < n.

Re¥me tedy systém rovnic

Cx =d,
ktery po rozepsani ma tento tvar.
Cls sy + oo+ ClLsyTsy + ...+ Cls,Ts, + ... FCLpT, = di
C25Lsy + ...+ Cos, Ts, + ...+ Conty, = da
(4.9)
ChspTs, + ...+ ChnTn = dp.
V né€m jsou prvky cis,,C255,---,Chs,, kde s; < sy < ...sp jsou rizné od nuly.
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Nezndmé zy, xs, ..., x, tohoto systému lze rozdélit do dvou skupin. Prvni skupina ob-
sahuje h neznamych — nazveme je zakladnimi, a druhd skupina obsahuje zbyvajicich n—h
neznamych. Toto rozdéleni nezndmych do dvou skupin neni libovolné. Musi byt takové,
Ze jestlize ¢&leny jednotlivych rovnic systému C' x = d, obsahujici zdkladni proménné,
ponechdme na levé strané a ostatni leny rovnic ddme na pravou stranu rovnic, obdrzime
systém h rovnic o h neznamych z prvni skupiny s regularni matici soustavy. Prava
strana takto vzniklého systému obsahuje nezndmé druhé skupiny — parametry. Tedy
zakladni promé&nné Ize vypodist z daného systému jako funkce nezndmych druhé skupiny
— parametr(i. Toto rozdéléni nezndmych neni jednoznaéné& uréeno. Za zakladni proménné
Ize zvolit nap¥. nezndmé z,,,i = 1,2,..., h. MnoZinu v8ech YeSeni daného systému
rovnic nazyvame obecnym resenim daného systému. Je funkci zvolenych n — h
parametrd.

Pt¥iklad 4.3. Naleznéte ¥eseni systému linedrnich rovnic

Ty + 21’2 + rs + 4.7,‘4 + x5 + 2:156 + 71’7 = 40
- 2[['3 + 5 - Ty = —8 (410)
T — 31‘7 = —15

o nezndmych z;, 1 = 1,2,3,4,5,6,7.

Reseni. Matici soustavy je horni schodovitd matice

12 1412 7
A= 00 -2 0 1 0 -1
00 0001 -3

Ozna&me b vektor pravych stran a « vektor neznamych. Potom je

T1
T2
40 T3
b= -8 |, =] my
—15 5

Ze

X

Zadany systém (4.10) rovnic lze pak zapsat v maticové notaci jako

A-x=0>b.
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Za zakladni neznamé lze volit nezndmé x1, x3, x¢. VSechny &leny rovnic obsahujici neznamé
x1, X3, Tg ponechame na levé strané a ostattni ¢leny ddme na pravou stranu. Dostavame
tak systém rovnic

r1 + x3 + 22 = 40 — 229 — 4dxy — x5 — Tx7
— 2x3 = -8 - x5 + X7 (4.11)
re = —15 + 37

Dosadime-li za nezndmé x5, x4, x5, 7 do (4.11) jakakoliv &isla, je pravou stranou takto
vzniklého systému konstantni vektor a systém prechdzi na systém 3 rovnic o tfech
neznamych x1, x3, r¢. Matice soustavy tohoto systému je reguldrni horni trojihelnikova
matice ¥adu 3. Jeho vyfeSenim dostavame hodnoty neznamych x, x3, z¢, které spolu se
zvolenymi hodnotami xo, 24, x5, x7 davaji ¥eSeni zadaného systému linedrnich rovnic.

Na neznamé x5, x4, x5, T7 se budeme tedy divat jako na parametry. Kviili zvySeni pfehlednosti
zavedeme toto oznaleni parametrii:

T9 = Cq, Ty = Co, Ty = C3, Ty = C4. (412)

Dosazenim téchto parametrd do (4.11), dostdvame

T1 + x3 + 2x¢ = 40 — 2¢; — 49 — 3 — @
— 213 = -8 — ¢ + (4.13)
xg = —15 + 3a

Z posledni rovnice vypocitame xg. Dostavame
Tg = —15 + 364.

Do druhé rovnice dosadime vypo&itanou hodnotu z¢ a vypo&itdme z3. (Dosazeni za xg
se neprojevi, nebot koeficient u x4 je v této rovnici roven 0.) Dostdvéme

T3 = 4+ 1/2C3 - 1/204.

Dosadime tyto vypot&itané hodnoty za x3, 24 do prvni rovnice systému (4.13) a vypo&itame
x1. Dostavame
I = 66 — 261 + 462 -+ 1/263 — 25/204

V&echna feseni zadaného systému rovnic (4.11) Ize zapsat takto
66 — 2c; + 4co + 1/2¢5 — 25/2¢4
C1
441/2c3 —1/2¢4
r = C2 )
€3

—15 + 3¢q4

Cy

65



kde c1, ca,c3,c4 € R jsou parametry.

Toto YeSeni Ize zapsat ve tvaru

66 —2 4 1/2 —25/2
0 1 0 0 0
4 0 0 1/2 ~1/2
T = 0 +cp- 0 + - | 1 + c3 0 + ¢y - 0
0 0 0 1 0
—15 0 0 0 3
0 0 0 0 1
Partialamt Obecné ¥efenf homogenniho systému Az = 0 ’
Fegeni systému
Az =b

Poznamka 1. MnoZinu v3ech ¥eSeni systému linedrnich rovnic A - @ = b nazyvame
obecnym feSenim. Lze ukazat, Ze toto obecné ¥eSeni je soutem obecného feseni
prislusného homogenniho systému rovnic A - @ = 0 a partikuldrniho, to jest libovolné
zvoleného jednoho FeSeni systému rovnic A -« = b, b # 0.

Poznamka 2. V nasem pf¥ipadé obdrzené obecné ¥eSeni zavisi na 4 parametrech. Zna-
mena to, Ze kazdou volbou parametr(i dostavdme FeSeni uvedeného systému linedrnich
rovnic a naopak, kaZdé feSeni daného systému rovnic dostaneme specidlni volbou parametri.

V tomto obecném YeSeni je vektor
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-2 4 1/2 —25/2
1 0 0 0
0 0 1/2 —1/2
cy - 0 + ¢y - 1 + c3 - 0 + ¢y - 0 ,
0 0 1 0
0 0 0 3
0 0 0 1

kde ¢, co,c3,c4 € R jsou parametry, je obecnym ¥eSenim systému A - x = 0, ktery se
nazyva homogennim systémem rovnic, p¥islusSnym k danému systému rovnic A - = b.

Poznamka 3. Vyjadfeni obecného Feseni systému rovnic neni jednozna¥né (kazdé vyjadfeni
oviem obsahuje tatdZ YeSeni), da se vyjad¥it v riznych tvarech.

4.2 Ekvivalentni systémy rovnic.

Definice 4.1. (Ekvivalentni systémy rovnic.)
Necht
Ax=b, Cx=d

jsou dva systémy linedrnich rovnic o n nezndmych. Tyto systémy nazveme ekviva-
lentnimi, jestlize kazdy vektor x, ktery je ¥eSenim systému rovnic Ax = b, je i
feSenim systému C'x = d a naopak, kazdé YeSeni x, které je FeSenim systému rovnic
Cx = d, je i feSenim systému rovnic Ax = b.

P¥i ¥eSeni systému rovnic Ax = b pijde o nalezeni takového ekvivalentniho systému
rovnic, ktery je moZno snadno posoudit. To znamena urdit, zda tento ekvivalentni systém
ma nebo nema FeSeni a v pfipadé, Ze ma Feseni, toto Feseni nalézt.

4.2.1 Prevod systému linearnich rovnic na ekvivalentni sys-
tém rovnic.

UvaZujme systém linedrnich rovnic
A-x=b (4.14)
Ukazme si platnost ndsledujicich pravidel P1, P2, P3, P4.
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P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

Necht « je libovolné redlné &islo # 0. UvaZujme libovoln& zvolenou i—tou rovnici
systému (4.14)
11+ ...+ T, = b (4.15)
Je evidentni, Ze vektor x vyhovuje rovnici (4.15), kdyZ a jenom kdyZ vyhovuje
rovnici
a- (a1 T4 . Qg Ty) = b (4.16)

Nahradime-li tedy v systému (4.14) nékterou rovnici jejim ndsobkem
Cislem o, a # 0, je vznikly systém ekvivalentni s danym systémem.

Necht o, B € R, 3 # 0 a necht

g T+ .ty T, = by, (4.17)
aj1 ’171+...+6Lj7n'l’n = bj, (418)

jsou dv& libovolné rovnice systému rovnic (4.14). Je opét evidenetni, Ze kazdy
vektor @ vyhovuje ob&€ma témto rovnicim, kdyZ a jenom kdyZ vyhovuje rovnicim

Qi1 T +~o-+ai,n Xy = bia (419>
(ozam + Baj,l) I 4+ ...+ (ozam -+ 6@1"”) Ly = Oébi + Bbj, s (420)

kde o, B € R, 8 # 0.

Pricteme-li tedy k -ndsobku nékteré rovnici systému (4.14) a-nasobek
jiné rovnice, o, € R, vznikne systém ekvivalentni se systémem
(4.14).

Vzajemnou vyménou dvou rovnic systému A - x = b vznikne systém
ekvivalentni s danym systémem.

Vypustime-li ze systému rovnic (4.14) rovnici tvaru

O-21+0-294+...40-2, =0,

obdrzime systém rovnic, ktery je ekvivalentni se systémem rovnic
(4.14), nebot kaZdy vektor x € V,, této rovnici vyhovuje. Tato rovnice tedy neddvd
74dné omezeni pro ¥edeni systému rovnic (4.14).

Jestlize v systému rovnic (4.14 ) je néktera rovnice tvaru

0-214+0-294+...40-2,=c¢, c#0,

nema uvazovany systém zadné FeSeni, nebot této rovnici nevyhovuje Zadny
vektor.

Tyto Gvahy miiZzeme shrnout ndsledovné.
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Véta 4.1.
Necht jsou dany dva systémy linedrnich rovnic

Ax=b, Czxz=d

o nezndmych xi, xs, ..., x,. Necht systém C x = d vznikl ze systému Ax = b
témito ukony:
T1. Libovolnou rovnici systému jsme ndsobili &¢islem riiznym od nuly.
T2. K nenulovému nasobku jedné rovnice jsme pFipocletli libovolny ndsobek jiné
rovnice.
T3. Vymeénili jsme navzdjem dvé rovnice systému.
T4. Z daného systému rovnic vypustime rovnice typu

0-z14+0-294+...+40-2, =0,

Potom systémy Ax = b, C x = d jsou navzdjem ekvivalentni

Abychom si usnadnili zapis p¥i operacich s rovnicemi, budeme pracovat jenom s koefi-
cienty rovnic a s jejich pravymi stranami. K systému rovnic

Ax =b (4.21)
pFitadime rozsifenou maticitohoto systému rovnic
(Alb) (4.22)

Souttu dvou rovnic systému (5.1) odpovidd soucet odpovidajicich ¥adki matice (4.22).
Podobné nasobeni n&jaké rovnice systému (5.1) &islem riznym od nuly odpovida nasobenf
odpovidajiciho ¥adku matice (4.22) timto &islem.

Predpoklddejme, Ze jsme k systému linedrnich rovnic
Ax =0b

prifadili rozSifenou matici soustavy tohoto systému rovnic. Potom dkonim T1, T2, T3,

s rovnicemi systému Ax = b, uvedenych ve vété 4.1, odpovidaji elementarni transfor-
mace T 1(i, ), T2(i, 5 4, 5), T3(i, 7), vypusténi rovnice odpovida vypusténi odpovidajiciho
faddku v matici (A|b). Aplikovanim téchto tkonl na matici (A|b). obdrzime matici
odpovidajici ekvivalentnimu systému k systému A x = b.

Vhodnymi elementarnimi transformacemi |ze z matice (A|b) dospét ke schodovité matici
(C|d), kterd odpovida systému Cx = d, ekvivalentnimu k systému linedrnich rovnic
Ax = b. V kapitole 7?7 jsme uvedli postup pfevodu matice na schodovity tvar uZitim
elementdrnich transformaci.

Reseni systému linedrnich rovnic Ax = b Ize timto zplsobem pFevést na fedeni systému
linedrnich rovnic se schodovitou matici soustavy. O FeSeni systému linedrnich rovnic, s
horni schodovitou matici soustavy, bylo pojednano jiz dfive.
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Postup reseni systému linearnich rovnic
Necht je dan systém linedrnich rovnic
Ax =b (4.23)

on nezndmych zy, ..., x,. Tento systém linedrnich rovnic miZeme ¥esit v téchto krocich
1. K daném systému rovnic pfifadime matici rozsitenou (A|b).
2. Uzitim vhodnych elementarnich transformaci

T1(i, o), a#0, T2(, a5 j,8), B#0, T3(i, j)

postupné aplikovanych na matici (A|b), vytvo¥ime horni schodovitou matici (F'|g).
3. Vypustime nulové ¥adky matice (F'|g). Takto vzniklou matici oznatme (C|d).
Této matici odpovida systém rovnic

Cz =d. (4.24)
4. Tento systém rovnic (4.24)
a) m3 bud'to tvar
Cls,Tsy + o+ ClLsyTsy + .. Clg, Tsp 4+ .- FCluZTy = dy
C2,55 L sy + ...+ C2.s5_1Lsp_4 + ...+ Conln = d2
(4.25)
Ch—1,5;,_1Lsp_1 +...+ Ch—1nTn = dh—l
0- Tpn = dh7
v némz &isla ¢y 4,, C2.655 -+ -, Ch—1.5, 4, dp jsou riznd od 0.
b) nebo tvar
Cls Tsy + oo+ ClgyTsy + ...+ ClLs,Ts, + ... FCipTy, = b
C255Tsy T ...+ Cog, Ts, + ...+ Conty, = do
(4.26)
ChospTsy, T -+ Chntn = dj
V N€MZ ¢y 5, C2,595 - - -, Ch,s, JSOU riznd od 0.

V ptipad€ a) nemd systém C x = d ¥eSeni, nebot jeho posledni rovnice 0 - x,, = dj,
neni splnéna pro 7z3adné x,. V tomto p¥ipadé ma matice C' hodnost h — 1 a matice
rozsitend (C'|d) hodnost h. Maji tedy riizné hodnosti.Vzhledem k tomu, Ze elementarnimi
transformacemi se hodnost matice neméni, miZeme konstatovat, Ze systém rovnic Ax=b
nema YeSeni, kdyZ a jenom kdyZ hodnost matice soustavy je mensi neZ hodnost matice
roz$ifené.

Podivejme se na pfipad b). O zpiisobu FeSeni tohoto systému jsme jiz d¥ive pojednali.
Struéné& to zopakujme. V tomto pF¥ipadé Ize nezndamé rozdélit do dvou skupin , skupinu
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h neznamych — nazveme je zakladnimi, které lze vypoclist pomoci zbyvajicich n — h
neznamych — parametr(i. Toto rozdéleni neni jednozna¢né& urleno. Mozné volby jsou
patrny z tvaru systému

Cx =d.

Jestlize &leny systému C' x = d, obsahujici zdkladni promé&nné, ponechame na levé
strané a ostatni ¢leny dame na pravou stranu, musime obdrZet systém rovnic s horni
trojuihelnikovou matici soustavy, jejiz diagonalni prvky jsou nenulové. Za zakladni proménné
|ze napt. zvolit nezndmé z,,, 7 = 1,2, ..., h a zbyvajici proménné — nazveme je parametry
a oznalime je ¢1,...,Cp_p.

Vysledek téchto Gvah shrneme do nasledujici véty.

Véta 4.2. (Frobeniova véta.)
Necht

Az =0b (4.27)

Jje systém m linedarnich rovnic o n neznamych. Potom plati:

Jestlize matice soustavy A md mensi hodnost neZ matice rozsitend (Al|b), potom
systém rovnic (4.27) nemd Fesent.

JestliZe matice soustavy A md stejnou hodnost jako matice rozsi¥end (A|b), po-
tom systém rovnic (4.27) ma Feseni. JestliZe tato spole¢nd hodnost je rovna poctu
neznamych n, potom ma pravé jedno feseni. JestliZe tato spole¢na hodnost je h < n,
potom ma nekone¢né mnoho Feseni, zavislych na n — h parametrech.

Priklad 4.4. Proved me analyzu systému linedrnich rovnic

Ax =0,
kde
0 1 —4 3
-6 =2 1 4
A= , b=
7T —4 0 2
1 0 2 1

Jedna se o systém Cty¥ linedrnich rovnic o tfech nezndmych. Analyzu ¥eSitelnosti tohoto
systému rovnic provedeme podle pfedchoziho navodu.

Utvofme roz&itenou matici (A|b) tohoto systému

0 1 —4|3
-6 —2 1|4
(Alb) = :
7T -4 0]2
1 0 2|1
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Transformujme ji na horni schodovitou matici.

T <> Ty
7‘2:6T1+T2

7’3:—7T1+7’3

To <> Ty
rs =4ry + 13

T4 =2r9 + 174

{T4:T3+6T‘4

Hledanou horni schodovitou matici je tedy matice

o o O =

o o o =

0 1 —4]3
-2 14
7T -4 0]2
1 0 2|1

0 2] 1

13| 10
—14| -5
1 —4] 3

0 2|1
1 —4] 3
0 —30| 7
0 5|16

Této matici odpovida systém linedrnich rovnic

2 T
—4 To
—30 T3
0 T4

o o o =

1o 2| 1
01 —4| 3
00 —=30| 7
00 0103

o o o = o o O =

o O = O

w

7
103

-30 7
0 103

Tento systém rovnic nema3 ¥eSeni (posledni rovnice !!!). Nema tedy ¥eSeni ani dany systém
rovnic A & = b, ktery je s timto systémem ekvivalentni.

Uved me ukazky Ye$eni n&kolika tiloh, v nich? matice soustavy neni schodovita.
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P¥iklad 4.5. Reste systém linedrnich rovnic

r1 + 229 — 33 + 14 = 1,
2r7 — ry + x3 — my = 1, (4.28)
4dxy + 39 — Drs + x4 =

W =

Reseni. K danému systému rovnic napiSeme odpovidajici rozsifenou matici soustavy

1 2 -3 1|1
Ap)=2 -1 1 -1|1]. (4.29)
4 3 =5 1|3

Tuto matici transformujeme elementdrnimi transformacemi na horni schodovitou matici.
Vypolet provedeme v nékolika krocich.

1. Prvni ¥adek zvolime jako hlavni. Budeme eliminvat prvky as;,as 1. Prvni fadek
ndsobime &islem (—2) a pFi¢teme ke druhému ¥adku. Dostaneme

1 2 -3 1] 1
(Ab)~| 0 =5 7 —3|-1
4 3 -5 1| 3

Prvni ¥adek nasobime (—4) a p¥ipotteme ke &tvrtému ¥adku. Dostaneme

1 2 -3 1] 1
(Ap)~| 0 =5 7 —3|-1
0 =5 7 —=3|-1

2. Druhy ¥adek zvolime jako hlavni. Budeme eliminovat prvek as.. Druhy ¥adek
nasobime &islem (—1) a pFipocteme ke tfetimu ¥adku. Dostaneme horni schodovi-

tou matici
1 2 -3 1 1
(Alb) ~ 0 =5 7 =3|-1
0 0 0 0 0

V této matici vypustime ¥adek obsahujici samé 0. Dostdvame tak matici, ozname ji
(Bl]c), ktera odpovida systému (4.30) Bx = c, ktery je ekvivalentni s danym systémem
rovnic (4.28).

$1+2I2—3ZL’3+ Ty = 1

- 51’2 + 7[E3 - 31‘4 = —1 (430)

Cleny téchto rovnic obsahujici nezndamé x5, x4 prevedeme na pravou stranu systému.
Budeme je povaZzovat za parametry. Zaroveri poloZime

C1 = I3, Cy = 4.
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Dostavame
xr, + 25[}2 = 1 + 3C1 — Co,
— by = —1 — Ty + 3oo.

Z posledni rovnice vypocitdme x5. Dostaneme
Ty = 1/5 : (1 + 761 — 362).

Dosadime tuto vypocitanou hodnotu z5 do prvni rovnice a vypolitdme z takto vzniklé
rovnice x1. Dostaneme

T = 1/5(3+Cl+02)

Obecnym YeZenim zadaného systému linearnich rovnic (4.28) je tedy vektor

(1/5 (3+Cl+02)
1/5 (1+7Cl —302)
xr = , kde c¢q,c0 €R.
1

Co

Toto obecné feSeni |ze zapsat ve tvaru

3/5 1/5 1/5
1/5 7/5 —3/5
xr = +cy - + ¢y - , kde c¢q,c0 €R.
0 1 0
0 0 1

P¥iklad 4.6. Naleznéte ¥eSeni systému lineadrnich rovnic

xr1 + 21’2 — 31’3 + 14 = 1
200 — X9 + X3 — X4
4.7]1 + 3372 — 5.133 + x4 = 4

I
—_

(4.31)

Reseni. K danému systému rovnic napiSeme odpovidajici rozsifenou matici soustavy.

1 2 -3 +1]1
(Ap)=| 2 -1 1 —-1]1
4 3 =5 1|4

Tuto matici soustavy transformujme elementarnimi transformacemi na horni schodovitou
matici.
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1. Prvni ¥adek zvolime jako hlavni. Budeme eliminovat prvky as 1, as 1. Prvni ¥adek
nasobime &islem (—2) a p¥i¢teme ke druhému ¥adku. Dostaneme

1 2 -3 1] 1
(Ap)~ | 0 =5 7 —3|-1
4 3 -5 1| 4

Prvni ¥adek nasobime (—4) a pfipotteme k t¥etimu ¥ddku. Dostaneme

1 2 -3 1] 1
(Ap)~ | 0 =5 7 —3|-1
0 -5 7 =3| 0

2. Druhy ¥adek zvolime jako hlavni. Druhy ¥ddek ndsobime Cislem (—1) a pfipo¢teme
ke tfetimu ¥adku. Dostaneme horni schodovitou matici

1 2 -3 1] 1
(Ab)~| 0 =5 7 —3|-1
0 0 0 0] 1

Prvni Cty¥i sloupce predstavuji matici, kterou jsme obdrzeli elementarnimi transforma-
cemi matice soustavy daného systému rovnic. Tato matice ma hodnost 2. Celd matice
pfedstavuje matici, kterd vznikla elementarnimi transformacemi rozsifené matice sous-
tavy daného systému rovnic. M3 hodnost 3. To znamend, Ze matice soustavy daného
systému rovnic mad hodnost 2 a matice rozsitend daného systému rovnic ma hodnost 3,
tedy odlinou od hodnosti matice soustavy. Dany systém rovnic tedy nema ¥eSeni.

Neexistence feSeni daného systému rovnic vyplyva i z této dvahy. Tato vyslednd matice
reprezentuje systém linedrnich rovnic

r1 + 209 — 3rs + Ty = 1,
— 5332 + 7%3 — 3])4 = —1, (432)
0'1’1 + O'IQ + 0'1’3 + O'ZE4 = 1.

Vzhledem k posledni rovnici je patrno, Ze systém nema FeSeni.

4.3 Gaussova elemina¢ni metoda.

V nasledujicim vykladu nejde o nic nového. Jde o zavedeni ndzvu pro metodu, o které
jsme jiZ obecnéji pojednali. Specialni p¥ipad uvadime proto, Ze se s timto ndzvem mizZete
setkat.

Necht A je reguldrni &tvercova matice ¥adu n, b je n—rozmérny sloupcovy vektor a  je
neznamy n—rozmérny sloupcovy vektor. Uvazujme systém n linedrnich rovnic

Az =1b. (4.33)

Tento systém rovnic (4.33) feSme takto:
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1. Matici (A|b) transformujeme elementdrnimi transformacemi na horni schodovitou
matici. Dostaneme
(Tle), (4.34)

kde T je horni trojihelnikovd matice. (Je to zvldstni p¥ipad horni schodovité mat-
ice.)
2. Redime obdrzeny systém rovnic Tz = ¢ s horni trojahelnikovou matici metodou
zpétné substituce.
Tento zpisob vypoltu se nazyvd Gaussova eleminac¢ni metoda. Tato metoda ma
mnoho variant, spo&ivajicich jak ve vyb&ru hlavnich ¥adkd (p¥i transformaci rozsitené
matice soustavy na horni schodovitou matici), tak i p¥i provadéni jednotlivych krokd
v elementarnich transformacich, jimiZz se systém rovnic (4.33) prevadi na systém rovnic
(4.34).

Ptiklad 4.7. Gaussovou eliminaéni metodou feste systém linedrnich rovnic

Ax =b,
kde
1 -3 2 1
A= 0O 5 =21, b=| 4
-2 4 1 9

Tuto matici pfevedeme elementarnimi transformacemi na matici
(Blc),

kde matice B je horni trojihelnikovd matice. Postupné dostavame

1 -3 2|1 1 -3 2|1
Ab)=[ 0 5 2[4 | ~[0 5 —2| 4|~
—2 4 1|9 0 -2 5|11
1 -3 2|1
~(0 5 —2]4
0 0 21|63

Posledni matici odpovida systém linedrnich rovnic

T —31’2 +2.733 = 1,
51’2 —21‘3 = 4,
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Tento systém FeSime metodou zpétné substituce. Z posledni rovnice vypocitame xj.
Dostavame x3 = 3. Dosadime-li tuto hodnotu do druhé rovnice a vypolitdme xs,
dostavame x5 = 2. Dosadime-li nyni do prvni rovnice vypoc&itané hodnoty x5, xo, dostdvame
z ni 1 = 1. Je tedy hledanym ¥eSenim vektor

4.4 Jordanova eliminac¢ni metoda.

V nasledujicim vykladu pojedndme o metodé zaloZené na specidlné cilenou elementarni
tranformaci rozsi¥ené matice soustavy. (Popis algoritmu je na str. 79.)

Necht A je reguldrni &tvercova matice ¥adu n, b je n—rozmérny sloupcovy vektor a  je
neznamy n—rozmérny sloupcovy vektor. Uvazujme systém linedrnich rovnic

Az = b. (4.35)

Systém rovnic (4.35) YeSme takto:
1. Matici (A|b) transformujeme elementarnimi trasformacemi na matici (C|d), kde
C je regularni diagonalni matice ¥adu n.
2. Resime systém rovnic s diagondlni matici

Cx=d. (4.36)

Tento zplsob vypoltu se nazyvd Jordanova eleminaéni metoda. Tato metoda ma
mnoho variant, spocivajicich jak ve vybéru hlavnich ¥adki tak i p¥i provddéni jednotlivych
krokd v elementdrnich transformacich, jimiz se systém rovnic (4.33) pfevadi na systém
rovnic (4.36).

Pt¥iklad 4.8. Jordanovou eliminaéni metodou Feste systém linedrnich rovnic

Ax =b,
kde
1 -3 2 1
A= 0O 5 =21, b=| 4
-2 4 1 9

1 -3 21
Alb)=| 0o 5 —2|4
—2 4 119



Tuto matici pfevedeme elementarnimi transformacemi na matici
(Cld),

kde matice C' je diagondlni matice, (to Ize, jestlize matice A je reguldrni). Postupné
dostdvame

1 -3 2|1
(Alb) = 0 5 —2|4
-2 4 1|9
1 -3 2|1 1 -3 2|1
{ rs=2r+r; 0 5 24 ]|=(0 5 —2| 4
—2 4 119 0 —2 5|11
1 -3 2|1 5 0 417
{“:3”1?“ 5 2| 4|=(05 2|1
3= Tols \ g 9 511 00 21|63
ol 4 5 0 417 105 0 0]105
{7}:2 1+217f 05 2| 4 |= 0 105 0210
2= 273 3\ 0o 0 2163 0 0 21| 63
Posledni matici odpovida systém rovnic
1052, = 105,
1052 = 210,
Jeho FeSenim dostdvdme hledany vektor
1
T = 2
3

4.5 Jordanova metoda na reSeni maticové rovnice

AX=B

UvaZujme systém rovnic

AX = B, (4.37)
kde A je dand &tvercova regularni matice ¥ddu n, B je dand matice typu (n,m) a X
je nezndmd matice typu (n,m).
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Kazdy sloupec X (:, j), 7 =1, ... ,m, matice X je feSenim systému rovnic

AX(:, j) =B(:;j), j=1,...,m. (4.38)

Mame tedy ¥edit m systémi rovnic (4.38) se stejnou matici soustavy A. Tyto systémy
muZeme Fedit najednou. K systému rovnic (4.37) p¥itad me matici rozgitenou

(A|B). (4.39)

UZitim elementarnich transformaci pfevedeme tuto matici na matici

(E[C), (4.40)
kde F je jednotkovd matice. PoloZme
G = D'F.
Matice G m3 tedy tvar
G = (E|R).
Této matici odpovida systému rovnic
EX = R, (4.41)

ktery je ekvivalentni se systémem (4.37). Ponévadz E . X = X, dostdvame ze systému
(4.41)
X = R, (4.42)

takZe matice R je feSenim systému (4.37).
Vypocet inverzni matice k regularni matici fadu n

V podkapitole 5.4 jsme ukazali, Ze v pFipadé, Ze matice A je reguldrni, potom inverzni
matici, ozna¢me ji X, nalezneme ¥eSenim systému rovnic

AX = E.

Jde tedy o FeSeni systému, ktery je specidlnim pfipadem systému rovnic (4.37).
Pfevod matice F' elementarnimi transformacemi na matici G.

Algoritmus. P¥edpoklddejme, Ze promé&nné F' je pfifazena matice (A | B) a proménné
n je pfifazen ¥ad matice A a proménné m je p¥ifazen pocet sloupci matice B.
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Zacatek

B1 Za¢neme s upravou prvniho sloupce matice F'. PoloZime
7 :=1.

B2 Zvolmep € {j,j+1,...,n}, pro néZ je
fp,j # 0.

(Takové p existuje vzhledem k reguldrnosti matice A.) Touto volbou zvolime p-ty
tadek matice F' jako hlavni pro ndsledné eliminace. Jestlize p = j, je j-ty Fadek
hlavni a jdeme k B3. Jestlize p # j, vymé&nime navzdjem p—ty a j—ty ¥Fadek
matice F' a jdeme k B3.

B3 Proi = 1, ... ,n,i # j, provedeme tyto tkony

bl PoloZzme i := 1, jdeme k b2.

b2 Jestlize + = j jdeme k b4, jinak k b3.

b3 Je-li f;; =0, jdeme k b4, jinak poloZime

(Po této transformaci bude f; ; = 0.) Jdeme k b4.
b4 poloZzme i :=1+ 1. Je-li i < n jdeme k bodu b2, jinak jdeme k bodu B4.
B4 Polozme j := 5 + 1. Jestlize j < n, jdeme k B2. Jinak jdeme k bodu B5.
B5 Pdvodni matice F' se transformovala na matici

F =(D|C) kde matice D je diagonalni.
Potom hledand matice G je

G:=D'F = (E|R).

P¥iklad 4.9. Naleznéte inverzni matici k matici

(4.43)

Reseni. Oznatme X matici inverzni k matici A. P¥edpokladame-li, Ze matice A je
regularni, je hledand matice X ¥eSenim systému linedrnich rovnic

AX = E.

Této rovnici odpovidd matice F' = (A|E), to jest matice

100
010 |. (4.44)
001



Na matici F' budeme postupné aplikovat elementarni tranasformace podle nahofe pop-
saného algoritmu.

Polozme j := 1. Za&neme s Gpravami prvniho sloupce matice F'.

Za hlavni ¥adek zvolime ¥adek 1.(Prvek fi; # 0.) Elementdrnimi transformacemi typu
‘H4 dosdhneme toho, aby ve vzniklé matici byly prvky f21, fs1 rovny nule. Provedenim
transformace F' := H4(1, —f21/f11,2,1)F , to jest transformaci F' := H4(1,2,2,1)F
dostavame

1 2 411 00
F = 0 51012 1 0
4 3 510 0 1
Provedenim transformace F' := H4(1,—f51/f11,3,1)F to jest provedenim transfor-
mace F := H4(1,—4,3,1)F dostavdme
1 2 4 1 00
F=10 5 10 2 10
0 =5 —-11|—-4 0 1

Polozme j := 2. Za&neme s tGpravami druhého sloupce matice F'.

Za hlavni ¥adek zvolime ¥adek 2.(Prvek foo # 0.) Elementdrnimi transformacemi typu
‘H4 dosdhneme toho, aby ve vzniklé matici byly prvky fi2, fs2 rovny nule. Provedenim
transformace F' := H4(2,—f12/f22,1,1)F, to jest provedenim transformace F :=
H4(2,-2/5,1,1)F dostdvame

0 0 [1/5 =2/5 0
5 10 | 2 1 0

-5 —11| -4 0 1
Provedenim transformace F' := H4(2, —f32/f22,3,1)F, to jest provedenim transfor-
mace F' := H4(2,5/5,3,1)F, dostavame

1
F = 0
0

10 0/1/5 —2/5 0
05 102 1 0
00 —-1/-2 1 1

Polozme j := 3. Za¢neme s Upravami tfetiho sloupce matice F'.

Za hlavni Yadek zvolime ¥adek 3.(Prvek fs3 # 0.) PonévadZ f; 3 = 0, provedeme jenom
takovou elementarni transformaci typu H4, aby ve vzniklé matici byl prvek fs3 roven
nule.

Provedenim transformace F' := H4(3,—f23/f33.2,1)F, to jest transformaci F :=
H4(3,10,2,1)F dostdvame

01/5 —2/5 0

0 |—18 11 10

10
F=|05
00 —-1] =2 1 1
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Oznagme obdrZenou matici F' jako

F=(D|C).
Je tedy
10 0
D=105 0
0 0 —1
K ni inverzni matici je matice
1 0 0
D'=101/5 0
0O 0 -1
Polozme
G=D'F
Dostdvame
1 00/1/5 =2/5 0
G=|(010 —% % 2
0 0 1] 2 -1 -1
Matici G Ize zapsat jako
G = (E|R).
Této matici odpovida systém rovnic
EFEX =R

ekvivalentni s danym systémem rovnic A X = FE. Je tedy hledanou inverzni matici

matice
1/5 =2/5 0
_ _ 18 11
X =R = -5 = 2
2 -1 -1
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Kapitola 5

Determinanty

V této kapitole se zavadi pojem determinantu ¢tvercové matice a zputisoby jeho vydisleni.
Odvozuje se Cramerovo pravidlo na feSeni systému linedrnich rovnic pomoci determinanti
a primy vypocet inverzni matice.

5.1 Zavedeni pojmu determinantu matice

Nékolik tvodnich slov. UvaZzujme systém dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych

X1, T2
g -T1+ajg-T2 = by, (5.1)
a21 - 21 + Q22 Ty = bg.
Jestlize 1,1 Q22 —A12 0421 7é O, potom
by - ag o — by - ai 2 by - 11 — by - a21
T = s Ty = (52)
Q11 °A22 — Q12" Q21 a11 Q22 — Q12" 0A21

je YeSenim systému (5.1), jak se lze presvé&dtit dosazenim t&chto hodnot za 1, x5 do
rovnic (5.1).

Zaved me si toto oznaleni. Oznaéme C matici

€11 C12
C =
C21 C22
Potom ¢&islo
C11°C2—C2°C1

nazveme determinantem matice C. Ozna&ime jej det(C), resp. |C|. Tedy

C11 C12 C11 C12
det(C) = det = =011 C22 —C12"C21-
C21 C22 C21 C22

)
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Regeni (5.2) systému (5.1) Ize pak pomoci determinantii zapsat takto

by a2 ay1 by
by a2 2 Q21 bo
pp=d— "0 =1 2L (5.3)
11 Aa12 11 A12
G211 A22 21 Q22

V téchto vzorcich je jmenovatel determinantem matice soustavy

11 A12
A=

21 Q22

ktery je dle predpokladu # 0. Citatel ve vyjad¥eni pro z; je determinantem matice, ktera
vznikne z matice A nahradou jejiho prvniho sloupce vektorem pravych stran

b

by
Podobné ¢itatel ve vyjadfeni x5 je determinantem matice, ktera vznikne z matice A
nahradou jejiho druhého sloupce vektorem pravych stran b.

V dal$im si zavedeme pojem determinantu i pro ¢tvercové matice A libovolného ¥adu n.
Budeme jej znadit shodné& jako determinanty matic ¥adu 2. Determinanty vyuZijeme pfi
feSeni systému n linedrnich rovnic o n neznamych. Pojem determinantu se vyuziva i pfi
feSeni fady jinych ekonomickych dloh.

Zaved me si nyni pojem determinantu matice.

Definice 5.1. (Determinant matice)

Necht A je &tvercovd matice. Determinantem matice A rozumime &islo, oznaéme
je |A| nebo det(A), definované takto:

Je-lin =1, to jest, jestlize A = (a11), potom |A| = ay;.

JestliZe je jiz definovan determinant matice ¥ddu n — 1, potom determinant matice
fadu n definujeme takto:

Al = (-1)"ay, - |Arg
+H(=1)"*ay - | ALy

+ ...+
+ ...+ (—1)14_”@1’” . ‘Al,nl s (54)

kde A;; je matice (jak jsme si to jiz d¥ive zavedli), kterd vznikne z matice A
vypusténim jejiho i—tého ¥adku a j—tého sloupce.

Poznamka. Je tedy determinant matice funkce definovana na mnoZiné vsech &tvercovych
matic.

P¥iklad 5.1. Nap¥. je-li A = (—2), potom |A| = —2.
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Priklad 5.2. Necht
a a
P B (5.5)
Q21 Q22

’A‘ =a11 Q22 —A12 " G271. (56)

DokaZme, Ze

Skute€ng, podle (5.4) je
|A] = (=) cag - [A] + (1) arp. [A] (5.7)

Zde A, je matice, kterd vznikne z matice A vypusténim 1. ¥adku a 1. sloupce. Je tedy
A1 = (aga2), |A11] = as2. Podobn& A, je matice vznikld z matice A vypust&nim
jejiho prvniho ¥adku a 2. sloupce. Je tedy A; 5 = (a21), |A12| = as;1. Dosazenim do
(5.7) dostavame

11 Q12

Al =

= (_1)1+1 “ay a2 + (—1)1+2 “a19 - A91.

Q21 Q22

Po lpravé dostaneme

ay1 Aa12
=a1,1 A2 — Q12 A271.
Q21 Q22

Poznamka. Determinant matice 2. Fadu Ize tedy vypocitat takto: Od sou&inu prvki
na hlavni diagonale ode¢teme soucin prvkl na vedlejsi diagondle.

Ptiklad 5.3. Vypocitejte hodnotu determinantu matice

3 =2
A= .
5 4
Reseni. Jedna se o vypotet determinantu matice 2. ¥adu. Podle (5.6) je |A| =, sougin

prvkl na hlavni diagondle — soudin prvki na vedlejsi diagondle®. Tedy

|A|=3-4—(-2)-5, |A|=22

P¥iklad 5.4. Necht A je matice ¥adu 3

11 Ai2 Qi3
A= 21 Q22 G23 . (58)

a31 G322 0433
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Vypolitejme determinant z této matice.

Podle Definice 5.1 je

Al = (=" cars - [Au] + (1) arg - [Ae| + (1) ars - [As] . (5.9)

Zde A, ; je matice, kterd vznikne z matice A vypusténim 1. ¥adku a l.sloupce. Je tedy
Q29 (23
Al,l - )
asz2 asgs

|Ar1| = a2z - as3 — a3 - asp. (5.10)

takZe podle (5.6) je

Matice A; 5 vznikne z matice A vypusténim 1. fadku a 2. sloupce. Je tedy
Q21 (23
A1,2 - )
as1 asgs

[Avo] = a1 - az3 — az3 - as,. (5.11)

takZe podle (5.6) je
Matice A; 3 vznikne z matice A vypusténim 1. fddku a 3. sloupce. Je tedy
A1’3 _ ( az1 A22 ) 7
ag1 asz2
| A1 3] = as1 - ass —ass - as;q. (5.12)

Dosadime-li do (5.9) za |Ay.1], |A12], |A13| vypotitané hodnoty (5.10), (5.11), (5.12),
dostdvame

takZe podle (5.6) je

’A’ =ay- (Cl2,2 +az3 — as3 - G3,2) — Q12" (G2,1 *az3 — a3 Cl3,1)+

+aiz-(agy-asgp —azp-azy). (5.13)

Odtud dostavame po tpravé

|A| = (a1 -as2-a33+ a1 -asz-a13+az1- a1z az3)—

—(az1-ag2-ar3+aiy-azs-agz+ay:-aip-azz). (5.14)

Odtud dostdavame nasledujici pravidlo—,Sarusovo pravidlo” pro vyé&isleni determinantu
matice Fadu 3.
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Pozor!!

Poznamka. Je nutno si uvédomit, Ze Sarusovo pravidlo bylo odvozeno pro determi-
nanty matic 3. ¥adu. Pro matice vys$Sich Fadii neni obdoba Sarusova pravidla.

Sarusovo pravidlo. Podle pFikladu 5.4 se vypocita hodnota determinantu matice
A Fadu n = 3 vztahem

|A| = S, — S, (5.15)
kde
S1 = a11-Q22-a33+ Qg1 -G32- Q13+ a31 - Q12" A2 3,
Sy = a31 - Q22013+ a11-a32 G23+ 21 A12 - A33.

Vidime, Ze S| je souctem tFi ¢lend, kaZdy z nich je sou¢inem tFi prvki matice A. Na
nasledujicim obrazku 5.1 jsou prvky matice vyznaleny krouZky a kaZda trojice prvki,
JjejichZ soucin je ¢lenem v Sy, je propojena &arou.

Sy je souctem ti Elend, kaZdy z nich je soucinem tFi prvki matice A. Na nadsledujicim
obrazku 5.2 jsou prvky matice vyznaceny krouzky a kaZda trojice prvki, jejichZ soucin
Je ¢lenem v Sy, je propojena arou.

Y

Obrazek 5.1: S; Obrazek 5.2: S,

Ptiklad 5.5. Vypotitejte hodnotu determinantu matice

5 =2 3
A= 2 4 =2
-3 6 7

uZitim Sarusova pravidla.

Reseni. Hledejme tedy hodnotu determinantu

5 —2 3
Al=| 2 4 -2
-3 6 7
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Podle Sarusova pravidla dostdvame
A =[5-4-T4+(-2)-(-2)-(-3)+2:6-3] —[3-4-(=3)+(—=2)-6-5+(—=2)-2-7].
Upravou dostavame

|A| = [140 — 12 + 36] — [—36 — 60 — 28],

takze |A| = 288.
Ptiklad 5.6. Vypocitejte hodnotu determinantu matice

12 -1 3
23 4 1
A=
01 2 3
1 4 -3 =2
Reseni. Podle (5.4) dostavame
3 4 1 2 4 1 2 3 1 2 3 4
|A|=1-]/1 2 3|-2-/0 2 3 |—-1-{01 3 |=3-]0 1 2
4 -3 =2 1 -3 =2 1 4 -2 1 4 -3

Hodnotu kazdého z téchto determinant matic ¥adu 3 uréime uZitim Sarusova pravidla.

Dostavame
|A|=1-60—2-20—1-(—20) —3-(—20),

takZe |A| = 100.

5.2 Vypocet determinantu rozvojem podle libo-
volného radku, resp. sloupce

Nap¥ed uved me n&kolik vlastnosti determinantli &tvercovych matic.

Véta 5.1.
Necht i # j jsou indexy Fadkii Etvercové matice A a necht B je matice, kterd vznikne
z matice A vzdjemnou vyménou jejiho i— tého Fadku s j—tym Fadkem. Potom plati

B =-|A
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| Véta 5.2.
Necht A je matice ¥ddu n > 1. Necht jeji i—ty Fidek (sloupec) je stejny jako jeji
Jj—ty Fadek (sloupec), i # j. Potom |A| = 0.

Dtikaz.Skuteéné. Oznalme B matici, ktera vznikne z matice A vymé&nou obou stejnych
fadkad (sloupcil) matice A. Je tedy A =B, takZe |A| = | B|. Ponévadz matice B vznikla
z matice A vyménou dvou jejich ¥adki (sloupct) je |A| = |B]|. To je moZné jen v
ptipadg, ze |A| = | B|.

Priklad 5.7. Necht

5 =2 3
A= 2 4 -2
5 —2 3

Vidime, Ze v této matici jsou si prvni a tfeti fadek rovny. Vypoctem se snadno presvédlite,
Ze |A| =0.

Uved me si tento priklad.Necht

() ()

Matice B vnikla z matice A vzdjemnou vyménou jejiho prvniho a druhého ¥adku. Zfejmé
|A| = =5, |B| = b5.e tedy ve shodé s v&tou (5.1), Ze |A| = —|vekB)|.

V definici 5.1 determinantu matice ma jeji prvni ¥addek vyjimetné postaveni.Lze dokazat,
Ze vypolet determinantu ¢tvercové matice A Ize provést analogickym zpiisobem — misto
prvniho fadku Ize pouzit libovolny ¥adek, jak je uvedeno v nasledujici vété. Dikaz této
véty nebudeme provadét, v ditkaze se vyuZiva véta (5.1).

Véta 5.3. (Vypotet determinantu — rozvoj podle ¥adku.)
Necht A je libovolnd matice ¥ddu n > 0. Potom pro kaZdé s € {1, ... n}. plati

n

Al =) (=1 agy - [Aul (5.16)

k=1

Viypolet pomoci tohoto vzorce nazyvame vypoctem determinantu matice A rozvojem
podle s—tého radku.

Dukaz: Dikaz nebudeme provadét. Diikaz se opirad o vétu, Ze vzdjemnou vyménou dvou
fadki se zméni znaménko hodnoty determinantu.
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Ptiklad 5.8. Vypocitejte hodnotu determinantu matice

1 20 -1

003 0
A=

4 01 2

51 0 2

Reseni. Pon&vad? ve druhém ¥adku ma matice A t¥i nulové prvky a jenom jeden nenulovy
prvek, provedeme vypocet determinatu dané matice rozvojem podle druhého ¥adku. Podle
predchazejici véty obdrzime

12 -1
|A| = —0-]|Ag1| +0-|Aga| +3-(=1)* .| 4 0 2 |+0-]Ay4| = —3-(=2) =6.
51 2

Vztah mezi determinantem matice A a determinantem matice A”.

Zabyvejme se nyni vztahem mezi hodnotou determinantu matice A a matice k ni
transponované A”. D¥ive ne? uvedeme vétu o vzdjemném vztahu mezi determinantem
matice A a determinantem matice A’ tak si uvédomte, e matice A’ je transponovana
k matici A, jestlize kazdy i-ty ¥adek matice A je i—tym sloupcem matice A7

Lehce nahlédneme, Ze plati vztah
(Aiy)" = (A");; (5.17)

Doporuluji, aby jste si tento vztah sami dokdazali. Abychom demonstrovali pravdivost
tohoto vztahu, uved me nasledujici p¥iklad.

P¥iklad 5.9. Necht

1 23 1 4 7
A= 456 |, AT=|2 5 8
789 36 9

Vidime, Ze napt.

(AT)o3 = ( :1)) g ) = (Az2)".

DokaZme nyni, platnost této véty.
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Véta 5.4.
Necht A je &tvercovd matice Fadu n. Potom

det(A) = det(A”). (5.18)

Dukaz: Vétu dokazeme uzitim matematické indukce. Véta je evidentn& spravna pro
matice ¥adu n = 1. Pfedpoklddejme nyni, Ze véta je sprdvnd pro matice ¥adu n a
doka?me, Ze je pak spravnd i pro matice ¥ddu n + 1. Necht tedy A je matice

ay1 19 N S W |
A= ;1 ;2 ce A n+1
an+1,1 Ap+12  --- Apilntl
Oznatme A = A7 takze
an Q12 o Zil,nﬂ
A = Ek7n+1 ak,n—i—Z Ce EZ;WH , kde Eii’j = ajyi
an+1,1 an+1,2 e 5n+1,n+1

Rozvojem podle i—tého ¥adku matice A dostavame

n+1

Al = Z(_l)i+kai,k | Aik

k=1

. (5.19)

Rozvojem podle k—tého Fadku matice A dostévame

n+1
JA] =) (=) g Ag]. (5.20)
=1
Vzhledem k tomu, Ze G;,; = a;; a ponévad? podle (5.17) je (A, ;)T = (AT),; = A,
Ize tento vztah prepsat na tvar

n+1

Al =) (—1) aul (Ai)" - (5.21)

i=1
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Ponévadz podle indukéniho predpokladu je v&ta spravnd pro matice ¥adu n, je [(A; )7 | =
|A; i|, takZe
n+1
JA] =) (=1 a; ] Agil- (5.22)
i=1
Provedeme-li vypolet |A| podle (5.19) proi =1, 2, ..., n+1 a tyto obdrzené vysledky
selteme, dostavame

n+1 n+1
(n+ DAl =D (=13 " aii] Ayl (5.23)
=1 k=1

Podobng&, provedeme-li vypocet |A\ podle (5.21) pro k =1, 2, ..., n+1 a tyto obdrZené
vysledky se¢teme, dostdvame

n+1 n+1
(n+1)[A| = Z(_l)i+k2ai,k|Ai,k|- (5.24)
1=1 k=1

Porovnanim (5.23) a (5.24), dostavame, Ze

detA = detA”. 0

Bezprostfednim disledkem této véty je ndsledujici véta, kterd ukazuje zpisob vycisleni
determinantu matice rozvojem podle libovolného sloupce matice.

Véta 5.5. (Vypocet determinantu — rozvoj podle sloupce)
Necht A je matice n—tého Fadu

ai ce ay e Q1.n
az Ce az’j Ce a2 n
A — . E .
An—1,1 An—1,5 Ap—1,n
Qp,1 Ap 5 QAn,n

Necht j je libovolny index jejiho sloupce. Potom

n

Al = (=D ap s |Aryl- (5.25)

k=1

Dukaz: Vzorec (5.25) nazyvdme vypoltem determinantu matice A rozvojem podle jejiho
7-tého sloupce. 0
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Ptiklad 5.10. Vypocitejte hodnotu determinantu matice

1 2 3
A=1] 4 5 6
78 9
rozvojem podle druhého sloupce.
ReZeni. Dostavame
4 6 1 3 1 3
Al =2 (-1). £ (-1 +8- (-1
79 79 4 6

Po vycisleni obdrzime |A| = 0.

| Véta 5.6.
Necht A je matice Fadu n > 1. Necht v3echny prvky v n&kterém jejim Fidku (resp.
sloupci) jsou rovny 0. Potom |A| = 0.

Dikaz: Tvrzeni vychdzi z vypottu determinantu matice rozvojem podle ¥adku (sloupce),
jehoz v8echny prvky jsou rovny 0. 0

5.3 Hodnota determinantu matice B vzniklé z mat-
ice A.

UkaZme si vztah mezi hodnotou determinantu z matice A a matice B, kterad vznikne z
matice A nékterou elementarni transformaci.Plati tyto véty.

Véta 5.7.
Necht A je &tvercovd matice n—tého Fadu. Potom plati: Necht B je matice, kterd
vznikne z matice A vyndsobenim jejiho i—tého Fadku redlnym &islem o tj. necht

B =T1(i,a)A, kdea € R

Potom plati
|B| = «alA]| (5.26)

Slovy ,determinant matice B, kterd vznikne z matice A vyndsobenim jejiho libo-
volného Fadku i &islem o, ma hodnotu o|A| ", tj.

[ T1(i, ) Al = af Al
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Diikaz je snadny. Staci porovnat vypolty obou determinantd matic A, B rozvojem podle
1—tého ¥adku.

Tuto vétu demonstrujme na tomto pt¥ikladé. V ném matice B vznikne z matice A
vynasobenim prvniho ¥adku matice A &islem ,, 3.

1 2 36
A= -~ -2, B= —= 6
(37 (30

Tedy |B| = 3| A| ve shod& s naho¥e uvedenou v&tou (5.7).

Priklad 5.11.

Véta 5.8.

Necht o, 3 € R,i # j jsou indexy Fidki matice A a necht B je matice, kterd
vznikne z matice A tak, Ze jeji i—ty Fadek vynasobeny Cislem « se pFicte k j—tému
radku vynasobenému &islem (3, tj

B =T2(i,a;j, f)A

Potom plati
|B| = B|A|

Slovy ,Necht B je matice, kterd vznikne z matice A tak, Ze jejii—ty Fddek vyndsobeny
Cislem « se pFicte j—tému Fadku vyndsobenému C&islem 3. Potom plati*”

|B| = p|Al.

Upozornéni. i—ty Fadek v matici B je stejny jako v matici A.

Diikaz: provedeme ve dvou krocich, napfed dokaZeme tuto v&tu pro zvlastni pfipad
a=pF=1.

1. Necht By = T2(i,1;7,1), tj. necht matice B je matice, jejiz j—ty ¥adek je
souétem ¢—tého a j—tého ¥adku matice A a ostatni Fadky jsou stejné jak ma
matice A. DokaZme, Ze v tomto pfipad& plati |B| = |A|. Rozvojem |B;| podle
J—tého Fadku dostdvame

|B1| = |Bs| + |A|

kde B je matice, kterd ma j—ty ¥adek stejny jako i-ty ¥adek a ostatni ¥adky ma
stejné jako ma matice A. Je tedy |By| = 0. Tedy |B,| = —A—.

2. Necht nyni o # 0. Potom matici B dostaneme z matice A postupné t&€mito
elementarnimi transformacemi takto:

C =T1(i,0)A, D =T1(j,8)C, F = T2(i,1;5,1)D, B = T1(;, ép).
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Zvejmé |D| = a.f.|A = |F|. Odtud B = §.|A|.

P¥iklad 5.12. Necht

1 -2 3
A=| 0 1 2
2 =31
Vypottem dostaneme |A| = —7. Ozna&me

B=72(1,332A

t.j. matici
1 -2 3
B=]10 1 2
4 —6 2
Vypottem zjistime, Ze |B| = —14, takZe skutetné |B| = 2| A|.

Nasledujici v&tu jsme jiZ sice uvedli, ale uvedeme ji jesté jednou, aby vSechny tFi véty
tykajici se vypoltu determinantu z matice vzniklé elementarnimi transformacemi z jiné
matice byly uvedeny na jednou misté.

Véta 5.9.
Necht i # j jsou indexy Fadki &tvercové matice A a necht B je matice, kterd
vznikne z matice A vzdjemnou vymé&nou i— tého Fidku s j—tym Fddkem, tj. necht

B=T3(i, j)A

Potom plati
|B| = —|A]

Slovy ,,Necht B je matice, kterd vznikne z matice A tak vzdjemnou vyménou i—tého
fadku Potom |B| = —|A|, “ tj.

T30, 5) = —|Al.
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5.4 Vypocet hodnoty determinantu z horni schodovité

matice.
Véta 5.10. (Determinant horni schodovité matice)
Necht B je horni schodovitd matice n—tého Fadu:
big b2 bizg ... bip1 big
0 bap bz ... bap1  ba,
0 0 6373 e b3,n—1 bg,n
B=| . . . . . . . (5.27)
0 0 ... 0 bpin-1 boan
0 0 ... 0 0 -
Potom
|B| =b11-baa ... byn. (5.28)

Diikaz: Proved me vypolet hodnoty determinantu této matice rozvojem podle jejiho
prvniho sloupce. Dostdvame

b2,2 bQ,S B b2,n71 b2,n
0 bg,g Ce b37n,1 bgm
|B| = (_1)1“ b1
0 0 o bn—l,n—l bn—l,n
0 0 ... 0 brm

Hodnotu determinantu takto vzniklé matice uréime opét rozvojem podle prvniho sloupce.
Dostdvame

b3z ... b3n_1 b3 1,
B = b1y - (1) (=) by
0 s bn—l,n—l bn—l,n
0o ... 0 by
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Timto zplsobem pokralujeme, aZ po n krocich obdrzime hledany vzorec (5.28)

‘B’:bl,l'bQQ'“-'bnn- |

)

Pt¥iklad 5.13. Vypocitejte hodnotu determinantu matice
5 2 4

(5.29)

OISO

0 4 3
0 0 8
000

Reseni. Podle vzorce (5.28) dostdvame

|A|=5-4-8-2=2320.

Poznamka. Jestlize néktery prvek schodovité matice B na hlavni diagondle je roven
0, potom |B| = 0.

Vypocet hodnoty determinantu jejim prevodem na
horni schodovitou matici

UkaZme si metodu vypoctu hodnoty determinantu ze ¢tvercové matice ¥ddu n prevodem
na horni trojdhelnikovou matici uZitim elementdrnich transformaci. (UvaZzme, Ze horni
schodovita matice je horni trojihelnikovou matici.)

Ve vykladu pouZivame oznadeni:
A ... proménnd pro matici.
v ... proménnd, v niz se sleduje zména hodnoty determinantu vlivem elementarni trans-
formace.
D ...Oznaleni hledané hodnoty determinantu
Na zalatku vypoltu je proménné A prifazena matice, ze které mame pocitat hodnotu
determinantu.
Na zalatku vypoctu poloZime

vi=1
takZe na zalatku vypocltu je

D =~ |A]

Algoritmus vypoctu je podobny jako algoritmus, ktery jsme uvedli pro transformaci mat-
ice na schodovity tvar. Musime mit v8ak na paméti, Ze vlivem elementarni transformace
se obecné zméni hodnota determinantu a to takto

1. Jestlize 1
B =T1(i,a)A, «a#0, potom |A|=—|B|
a
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2. Jestlize 1
B =T2i,a;4,f)A, f#0, potom |A|=|B]

3. Jestlize
B =T3(i, j)A, potom |A|=—|B|

ZACATEK

Bod 1. Budeme vytvéret i-ty fadek hledané matice trojihelnikového tvaru.

Bod 2. K ¢&islu ¢ uréime nejmensi poradové &islo sloupce matice A, v jehoZ ¥adcich 7,7 +
1,...,m je alespoii jeden nenulovy prvek. Toto pofadové &islo sloupce oznaéme
s;. Je-li s; > i je hodnota determinantu D rovna nule. Vypocet je ukon&en.V
opa¢ném pripadé jdeme k Bod 3.

Bod 3. Zvolme p € {i,...,m}, pro nez je a, s, # 0. (je-li takovych p vice, zvolime jedno
z nich).Zvoleny p-ty ¥adek matice A nazveme hlavnim Fadkem.

Bod 4. Je-li p # i, vyménime navzdjem p-ty a i-ty ¥adek matice A. Zarovenn zménime
hodnotu proménné ~, poloZime v = —. Tedy

A:=T3(i,p)A, ~v:i=—7

Po této vyméné je i-ty ¥adek hlavnim ¥adkem. Pro tuto transformovanou matici
tedy plati
D =~ |A]

Je-li p =1, je jiz i-ty Yadek hlavnim ¥adkem. Vyména ¥adk{ se tedy neprovddi a
neprovadi se zmé&na hodnoty proménné ~.

Bod 5. Provedeme nyni takové operace, aby po jejich realizaci byly prvky a;+1,, - -, Qs
rovny 0 a hodnota proménné  se zménila odpovidajiacim zplsobem. Toho dosdhneme
napt.podle a) nebo podle b)

a) Prokazdé j=i+1,...,n, pron& a;, # 0 provedeme oba tyto tkony

1

A= 7—2(1, —Qjs; 5 j? ai,si)A; V= v

1,84
nebo transformaci
b) Protyindexy j =i+1,...,m pron&Za;, # 0, provedeme tuto transformaci
A =T20, 525 j, 1A
Bod 6. Jestlize matice A nenf jesté ve schodovitém tvaru, poloZme ¢ =i + 1 a prejdeme
zpét na Bod 1. Je-li A jiZ horni trojihelnikovou matici, je

D=~vy-a11-... apn.
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Ptiklad 5.14. Vypocitejte determinant matice jejim pfevodem na horni trojihelnikovou
matici
0

2 1
10
-3 3 2 1
3 1
Reseni. Polozme

1
0 -2
2
1

|
w
W W =N

Hodnotu determinantu dané matice oznalme D. PoloZzme v := 1, takZze D = 7-det(A).

021 0 -3 3 2 1
2 10 =2 210 =2
A N e I TR R B
031 0 031 0
-3 3 2 1 -3 3 2 1
2 10 —2 09 4 —4 1
tre=anEEn s 0| T een o] Y73
031 0 031 0
-3 3 2 1 -3 32 1
{7“32—27“2—1-97"3 094 —4 | 09 4 —4
Ty = 3ry — 9y 021 0 001 8
031 0 00 3 —12
1 -1
TET9 Ty
-3 32 1 -3 32 1
09 4 —4 09 4 —4
{7*4:—37“3—1—7”4 01 q = 00 1 g yi=a-1
00 3 —12 000 —36



Tim jsme dospéli k horni trojihelnikové matici A. Hodnota determinantu z této horni
trojihelnikové matici je rovna souéinu diagonalnich prvki, tedy |A| = (—3)-9-1-(—36).
1 1

Hodnota prom&nné v je rovna (—1) - 5 - (—5) - 5 - 1. Je tedy

D=~-]Al=4

5.5 Pouziti determinantu

P¥ima metoda feSeni systému linearnich rovnic.

V dFivéj$im vykladu jsme se seznamili s feSenim systému n linedrnich algebraickych rovnic
0 n neznamych
Ax = b,

jestlize matice soustavy A ma hodnost n. Za tohoto predpokladu ma tento systém
rovnic podle Frobeniovy véty pravé jedno feSeni. Na FeSeni tohoto systému jsme si v
d¥ivéjsim pojednani ukdzali dvé metody — Gaussovu a Jordanovu metodu. UkaZme si
nyni jesté dal$i metodu — Crammerovo pravidlo. Touto metodou se feSeni uréi pomoci
determinant(i. Pro nalezeni ¥eSeni systému n rovnic o n nezndmych je nutno vy&islit n+1
determinantl z matic n-tého ¥adu.(Pokuste se odhadnout potet aritmetickych operaci,
které by bylo nutno provést k ¥eZeni systému nap¥. 100 rovnic o 100 nezndmych !l!).
Vzhledem k velkému poctu operaci potfebnych k YeSeni systému rovnic o vétsim poctu
neznamych, se tato metoda pouZiva jen pro feSeni mensiho poctu rovnic anebo tam, kde
potfebujeme ¥eSeni explicitné zapsat, aniZ bychom jednotlivé determinanty poditali.

5.6 Cramerovo pravidlo

Véta 5.11. (Cramerovo pravidlo)
Necht A je reguldrni Etvercovd matice ¥adu n, b je n—rozmérny sloupcovy vektor a x
Je hledany sloupcovy n—rozmérny vektor. Oznacme

B, :1=1,...,n,

matici, kterd vznikne z matice A tak, Ze jeji i—ty sloupec nahradime vektorem pravych
stran, vektorem b.
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Potom systém linearnich rovnic
Ax=b (5.30)

ma pravé jedno FeSeni x, pro jehoZ sloZky plati

xi:@, =1,...,n. (5.31)
Al
Dukaz. DokaZzme, 7e vektor x o sloZkach
| By|
Tp = —, k=1,...,n, (5.32)
Al
je Yedenim systému (5.30). Necht j je jedno z &isel 1,...,n. Dosazenim hodnot z; do

levé strany j—té rovnice vySetfovaného systému obdrZime veli¢inu, kterou oznadime L.

Dostavame
n

- B
k=1

k=1

Rozvojem determinantu |By| podle k—tého sloupce dostdvame odtud

|A| Z(l]kz Z+kbi|Ai’k|.

Provedenim Upravy pak dostdvame

1 — R :
L= EZ(_l)Z ]biZ(_l)]+kaj,k|Ai,k:|- (533)
1=1 k=1

Vyraz (5.33) rozepiSeme na dva s¢itance — pro i = j a pro i # j. Je tedy

n

IAI Z Pl Aiel + 3 (- ”bz Al (5.34)

i=1,i#7]
Ponévadz
S (1 ai Al = ALY (=17 ekl Al =0 pro i #
k=1 k=1

dostavdme z (5.33), Zze L = b;.Je tedy skutetn& vektor & o slozkich (5.31) YeSenim
systému 5.30).
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Pt¥iklad 5.15. UZitim Cramerova pravidla ¥eSte ndsledujici systém linearnich rovnic

xry + 21‘2 —Tr3 = —1
2:171 + 7[E2 —xr3 = 3 (535)
3r; + 6xy —x3 = 1

ReZeni. Oznatime-li A matici soustavy tohoto systému, b vektor pravych stran a x
vektor neznamych, je

1 2 —1 1 7
A=| 27 1|, b= 3|, z=| = |. (5.36)

3 6 —1 1 T3
Vypoctem zjistime, Ze |A| = 6. Je tedy matice A regularni a dany systém lze Yegit

Cramerovym pravidlem.
Matici B, dostaneme tak, Ze prvni sloupec matice A nahradime vektorem b. Dostavame
tak matici

-1 2 -1
B, = 3 7 -1 a determinant  |B;| = —6.
1 6 -1

Matici B, dostaneme tak, Ze druhy sloupec matice A nahradime vektorem b. Dostdvame
tak matici

1 -1 -1
B,=| 2 3 -1 a determinant | By| = 6.
3 1 -1

Matici B3 dostaneme z matice A tak, Ze jeji tfeti sloupec nahradime vektorem b.
Dostaneme tak matici

1 2 -1
Bs;=| 27 3 a determinant  |Bj3| = 12.
3 6 1

Regenim systému (5.35) je tedy

|B:| —6
= = — = —1]
T 6 ’
B
To = | 2| :§:17
6 6
1By 12
R 6
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5.7 Primy vypocet inverzni matice pomoci deter-
minantu

V d¥iv&jEim pojednani jsme si zavedli pojem inverzni matice k dané matici A. Rekli jsme,
Ze matice B je inverzni k matici A, jestlize A-B = B- A = E. Ukazali jsme, Ze jestlize
Ctvercova matice A je regularni, potom matice B, pro niz plati

A-B=F

je hledanou inverzni matici. Ukdzali jsme si Jordanovu metodu na YeSeni tohoto systému
rovnic. Nyni si ukdZeme metodu, kterou miZeme vypod&itat inverzni matici k matici A
pomoci determinantidl. P¥i vypoltu je nutno vypolitat determinant z matice A a n?
determinant( matic ¥adu (n — 1. Metoda je zaloZena na Cramerové pravidlu.

Necht tedy matice A je reguldrni &tvercova matice ¥adu n. Hledejme &tvercovou matici
B tak, ze

A-B=E. (5.37)
Zvolme i € {1, ..., n}. UvaZujme i—ty sloupec B(:, ¢) hledané matice B a i—ty sloupec
E(:, i) matice E. Tedy
bl,i 0
bgﬂ' 0
Bl i bi—1,i Bl i 0
CO=1 | PEO=] | ity vadek
bit1,i 0
Do 0
Ze vztahu (5.37) vyplyva
A-B(:i) = E(:1). (5.38)
Tento systém rovnic ¥feSme uzitim Cramerova pravidla. Dostdvame
il
P L S 5.39
s ‘A‘ J n ( )

kde C; je matice, kterd vznikla z matice A nahrazenim jejiho j—tého sloupce vektorem
E(:, i). Determinant |C;| vy&islime rozvojem podle j—tého sloupce. Jediny nenulovy
prvek v tomto sloupci je &islo 1 v i—tém Fadku.Tedy

IC;| = (1) - |Ay]. (5.40)
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Z (5.39), (5.40) vyplyva

14:4]
Al

Z (541) pro i = 1,2,...,n, 7 = 1,2,...,n dostdvdme matici B. Vypoltem se

presvédéime, Ze

bji = (=1)""7 - (5.41)

BA=FE.
Je tedy matice B skute&né matice inverzni k matici A.

Dosazeny vysledek mizeme shrnout do nasledujici véty.

Véta 5.12. (Vypocet inverzni matice)
Necht A je reguldrni Etvercovd matice ¥adu n. Potom k matici A existuje pravé
Jedna matice inverzni, oznaCme ji B. Jeji prvek b; ; se vypocita podle vztahu
| Al

bij = (—DiHW prot,j=1,...n. (5.42)

Poznamka. Vimnéte si pofadi indexti ¢,j u b; ;, A;; v (5.42)!

P¥iklad 5.16. K matici A urdete matici inverzni.

1 2 4
A=| -2 1 2
4 3 5
Re3eni. Vypottem dostdvame
|A| = =5
1 -2
|A1] = =1, [Ai]= = —18,
3 5 4 5
-2 1 2 4
Ay 3| = =—10, [Ag:|= = —2,
4 3 3 5
1 4 1 2
’A2,2| = = _117 ‘A2,3| = - 57
4 5 4 3
2 4
Ay 3] = =0, [Ags|= = 10,
1 2 -2 2
|Ass| = =
-2 1
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Tedy podle véty 5.12 dostdvame
[ A —[Aan|  [Asy

|A] |A] |A]
o | Al Aw| A
A A A
[Avs| [ Ass|  |Asg|
|A] |A] |A]

Dosazenim vypocitanych hodnot za jednotlivé determinanty dostdvame

1/5 =2/5 0
A'=B=| -18/5 11/5 2
2 -1 -1

Zkousku spravnost vypoltu provedeme vypoétem A - B, B - A. Zjistime, Ze oba tyto
soudiny jsou rovny matici F.
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Kapitola 6

Vztah mezi volnymi a
aritmetickymi vektory

6.1 Zavedeni volnych vektoru

Zopakujme si zavedeni volnych vektor( z vaseho dFivéjsiho studia.

DefiniceA 6.1. (Volné vektory)

MnoZinu vsech nenulovych orientovanych useCek, které maji stejny smér a stejnou
velikost, nazveme nenulovym volnym vektorem a mnoZinu vsech nulovych oriento-
vanych dsecek nulovym volnym vektorem. KaZda orientovana usecka je pak umisténim
ptislusného volného vektoru a reprezentuje jej. Volné vektory budeme oznalovat
pismenem se Sipkou nahore, napF. a. Nulovy volny vektor budeme oznacovat sym-
bolem O . Délku kaZdé orientované usecky, ktera reprezentuje volny vektor d, budeme
nazyvat velikosti volného vektoru @ a budeme ji znacit |7|

DefiniceA 6.2. (Vektorovy prostor volnych vektoril)

Necht U je mnoZina volnych vektori. Na této mnoZiné zavedeme dvé& operace —
selitani dvou volnych vektorii, budeme ji znalit ,+ " a ndsobeni volnych vektorii
realnymi Cisly, budeme je znacit ,, - " a to takto.

Secitani volnych vektort. Necht @ je volny vektor reprezentovany oriento-
vanou useckou AB a volny vektor b je reprezentovany orientovanou tse¢kou BC'.
Potom definujeme jejich soucet ad+ b Jjako volny vektor 7z, ktery je reprezentovany
orientovanou tseckou BC'. (viz. obr.6.1)

N4sobeni volného vektoru reilnym é&éislem. Necht o je libovolné rediné

&islo a necht @ Je libovolny volny vektor. Potom definujeme b = « - d takto.
. - — v . = 7. L
Velikost | b | = |a] - ]_a> |. Smér vektord d, b je stejny; je-li « > 0, potom smysel

orientace vektori @, b Je stejny, je-li o < 0, potom smysel orientace vektorti 7, b

je opacny.

106




Potom mnoZina U s takto zavedenymi operacemi ,+ “a - “ nazveme vektorovym
prostorem volnych vektorii. Budeme jej znalit V. Prostor volnych vektorii v roviné
budeme znacit téZ V? a prostor volnych vektorii v tFirozmérném prostoru budeme
znacit téz V3.

. [ < Yo s , o - .
Na obr. 6.1 je zndzornéno seditani dvou volnych vektori d, b. Vektor @ je reprezento-
vany orientovanou useckou P(é a volny vektor bie reprezentovany orientovanou useckou

RS. Jejich souttem je volny vektor T=d+ 0 reprezentovany orientovanou useckou
A

R S
Q C
P
A B

Obréazek 6.1: Se&itani volnych vektor(

Na obr. 6.2 je zndzornéno nasobeni volného vektoru @ redlnym &islem. Volny vektor a
je reprezentovdn orientovanou Usetkou ]@ Volny vektor d = 2 - a je reprezentovdn
orientovanou use¢kou AB a volny vektor e =-2-4 je reprezentovan orientovanou
seckou @
D i c
P 0
A * B

Obrdzek 6.2: Nasobeni volného vektoru &islem

Volné vektory v kartézském soufadném systému v roviné. V predchazejici definici
jsme uvazZovali volné vektory nezavisle na soufadném systému, byly uvaZovany v tzv.
invariantnim tvaru.

Pojednejme nyni o prostoru Us volnych vektori v roviné, v niZ je zaveden kartézsky
soufadny systém. Oznalme x1, x5 soufadné osy kartézského soufadného systému v roving&.

7,

Ozna¢me U; mnoZinu viech volnych vektori v této roviné s uvedenymi operacemi se&itdn
volnych vektord v roviné a ndsobeni volnych vektorl v roviné redlnymi Cisly.

,
[
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UvaZujme dvé orientované tsetky JTC>2 RU (viz. obr. 6.3), kde

P = [P1>P2] Q= Q[C]1,Q2] R:R[Tlﬂ"z], UZU[U17U2]-

Kada z téchto orientovanych dsetek reprezentuje tenty? volny vektor @ € U,, kdy? a
jenom kdyz

@1 —Ppr=ur—7T1 N G2 — P2 =Uz — T2 (6.1)
T2
q2 Q
az
P2 P
Uy U
az
T R
T
p1 a 41 1 “ U1

Obrazek 6.3: Zobrazeni V? do R?

K volnému vektoru @ € U,,reprezentovanému orientovanou useckou P@, kde

P = Pp1,pa], Q = Qla1, ]

pfitadime aritmeticky vektor a = (a1, as), kde a; = ¢ — p1, as = go — p2. Toto pravidlo

pFitazeni oznaéme P. Vektor a nezavisi na volbé orientované useky, kterd reprezentuje
_>

vektor « .

Lehce lze nahlédnout, Ze jestlize volnému vektoru @ € U, je pravidlem P ptitazen
vektor @ = (ay,as) € V a volnému vektoru b € U, je pravidlem P pritazen vektor
b = (b1,by) € V5 a « je libovolné redlné &islo, potom plati

%
d+b="7%ea+b=c cﬁzjéaa:d, (6.2)

kde volnému vektoru ¢ je pravidlem P pfifazen aritmeticky vektor ¢ a vektoru 3 je
pravidlem P ptifazen aritmeticky vektor d. Toto pfifazeni P je jednojednoznalné.
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T2 + Y2

Y2

T2

O Y1 T1 1+

Obrazek 6.4: Zobrazeni zachovdva se&itani

X9

i)

@)

T ATy

Obrazek 6.5: Zobrazeni zachovavd ndsobeni

Vzhledem k uvedenym vlastnostem neni tedy nutno délat striktni rozdil mezi vek-
torovym prostorem V, a vektorovym prostorem Us.

Vektor a = (ay, ay) si muZeme pFedstavit jako mnoZinu viech takovych orientovanych
useCek PQ), P = [p1, pa|, Q = [q1, @], v kartézském souFadném systému v roving, Ze

G —Pp1=0a1 N g2 —p2 = as.

Budeme psit a = (Q — P. (Jde o vztah mezi soufadnicemi bodii P, Q a sloZzkami
vektoru a.)

Volné vektory v kartézském soufadném systému v tfirozmérném prostoru. UvaZujme
nyni prostor volnych vektori Us ve tfirozmérném prostoru, v némZ je zaveden kartézsky

souradny systém. UvaZujme dvé orientované tsec¢ky P(), UR, kde
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P = P[p17p27p3]a Q = Q[QDQqufﬂ]a
U = U[Ul,UQ,Ug], R = R[T’l,rg,rg].

Kazda z téchto dvou orientovanych Uselek reprezentuje tentyZ volny vektor d € Us,
kdyz a jenom kdyz

g1 —p1=7T1—U N gg—pP2=7T9— Uz N\ g3 —P3 =T3— U3. (6.3)

Vztah mezi prostorem V3 a prostorem volnych vektoria v tfirozmérném prostoru.
K volnému vektoru @ € Us,reprezentovanému orientovanou usetkou P(Q), kde

P:P[plvaaP?)]) Q:Q[q17QZ7q3]

pritadime aritmeticky vektor @ = (ai,as,as3), kde a; = ¢ — p1, as = qa — p2, az =
qs — Ps3-

Podobné& jako ve dvojdimenzondlnim prostoru Ize ukazat, Ze vektor a = (a1, as, a3)

si miiZeme predstavit jako mnoZinu vsech takovych orientovanych usecek P(), kde
P = [p1,pa2,p3], Q = [q1,q2,qs] v kartézském souFadném systému v prostoru, Ze

G1—p1r=a1 N Qo —p2=as N\ g3 —p3 = as.

Neni proto nutno striktné rozliSovat mezi prostorem Uz a V3.

6.2 Skalarni souc¢in, norma a vzdalenost ve vek-
torovém prostoru

Na gymnaziu se zavadi pojem skalarniho souinu dvou volnych vektort. Toto zavedeni se
motivuje potfebami fyziky. Skalarni soudin jste vyuZzivali nejen ve fyzice, ale i v analytické
geometrii a to jak v tlohdch s pfimkami, tak i v tdlohdch s rovinami. Pojem skaldrniho
soucinu dvou volnych vektori a vypocet thlu dvou nenulovych volnych vektor(i nas bude
motivovat k zavedeni skalarniho soucinu a Ghlu dvou vektor( v aritmetickych vektorovych
prostorech. S témito pojmy se pak muZete setkat pfi FeSeni riznych aplika&nich uloh.
Za¢néme tedy s volnymi vektory.
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DefiniceA 6.3.
? —
Uhlem volnych vektorii d, b rozumime dhel

@ €(0,m),

o ktery je nutno otolit orientovanou usecku ﬁ reprezentujici @, kolem bodu _1;1
v roviné uréené body (A, B,C') do sméru orientované usecky /@ reprezentujici b ,
kde A je libovolny bod (viz obr 6.6).

A

Obrazek 6.6: Uhel dvou vektorii

_— - . o : - . .
Skalarni soucin dvou volnych vektorti. Necht a, b jsou dva volné nenulové vek-

P s Ve v Vs 7 7 v . —>
tory. Potom jejich skalarnim souginem rozumime ¢&islo (skaldr), oznatme je (7, b)

definované vztahem

(@,0) =2 m - cos(), (6.4)

_>
kde ¢ je dhel ktery sviraji vektory d, b . Jestlize alesponi jeden z vektorli a, b je nulovy
vektor, definujeme

(@, 0) =0.

Podivejme se nyni na pojem skaldrniho soulinu dvou volnych vektor(i v kartézském
soufadném systému ve tfirozmé&rném prostoru. (Analogické tvahy je moZno provést ve

dvojrozm&rném prostoru.) UvaZujme dva nenulové volné vektory @, b. Necht volny
vektor @ je reprezentovdn orientovanou Useckou 0—121 a volny vektor E} je reprezentovan
orientovanou tseckou O? kde O = [0,0ﬂ,A = [a1, as, as], B = [by, by, b3]. Oznalme
@ Uhel, ktery sviraji orientované dsetky OA, OB. Na trojihelnik A(OAB) aplikujme
kosinovou vétu. Dostavdme (viz obr.6.7)
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z3

T

Obrazek 6.7: Odvozeni skaldrniho sou&inu dvou vektori

4B

Do tohoto vztahu dosad' me

‘E‘ = \/(by — a1)2 + (by — ag)? + (b3 — as)?,

‘O_Zl‘ =/ai + a3 + a3, ’O?} =4/ b3 + b3 + b3.

Upravou dostaneme

g 04 g ‘()?‘2 ~2|04| - |0B|cos ()

’O_zzl‘ . ‘@‘ - cos(p) = a1by + asby + agbs.

Ponévad?

O_}l’ —|d|a ‘@’ = ‘7’ dostavdme odtud a z (6.4)

—
(7, b ) = Clel + a/2b2 + CL3b3

(6.6)

. . - . yis . v
Jsou-li volné vektory @, b nenulové, Ize uzitim vztahii (6.4), (6.5) urdit cos(ip) vztahem

cos(p) = (. ?)
T
UZitim (6.6) pak dostavame
_ a1b1 + asbs + aszbs
Va3 +ai- o+ b2

cos(p)

UvaZzujme nyni zobrazeni P prostoru Uz na prostor V3, definované vztahem

—
P<E>) = (a17 asg, a3) = a, P( b ) = (bb b?a b3) = b
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Vzhledem k vlastnostem zobrazeni P a vzhledem k (6.6) definujeme skaldrni sou&in
vektor( @, b v prostoru V3 vztahem (pozdgji definici skaldrniho soucinu zobecnime)

(a,b) = ((a1, az,a3), (b1, by, b3)) = arby + asbs + asbs (6.9)
a thel ¢, ktery sviraji dva nenulové vektory a, b, vztahem

. a1171 + a262 + agbg
Va}+ a3 + a3 \/b3 + b3 + b2

Uvézime-li, Ze |a| = \/a3 + a3 + a3, |b| = /b7 + b3 + b3, Ize (6.10) pFepsat takto

a,b

cos(yp) (6.10)

—~
~—

(6.11)

Necht a = (a1, ay),b = (b1, by) jsou vektory z V,. Potom jejich skaldrnim sou&inem
Je Cislo
(a, b) = a1b1 + agbg (612)

Tyto vektory sviraji thel o, jehoZ kosinus je ddan vztahem

b
COSSD:|£LG|’7-|£|’ kde a=\/a}+ a2, b=1/b?+b3 (6.13)

Podobné pro vektory z prostoru V3

Necht a = (ai, as, az),b = (by, by, bs) jsou vektory z Vs. Potom jejich skaldrnim
soucinem je Cislo
(CL, b) = a1b1 + a2b2 + agbg (614)

Tyto vektory sviraji tihel p, jehoZ kosinus je dan vztahem

b
cosgpz‘(cr ’(i" kde a = \/a}+ a3+ a}, b= /b7 + b3+ b3 (6.15)
a.

Takto zavedeny pojem skaldarniho soucinu vektori z V3 a z V3 a pojem uhlu dvou
nenulovych vektori z téchto prostorii rozsifime i pro vektory z'V,,.
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6.3 Zavedeni Euklidova prostoru E,

Pojem vzdélenosti na mnoZin&. Necht M je mnoZina a necht ke kazdym dvéma
prvkim z,y € M je p¥itazeno nezaporné &islo, oznalme je p(x, y) tak, Ze pro viechna
x,y, z € M plati

L p(z,y) >0, pficemz p(z,y)=0&z=y,
2. plz, y) = ply, )
3. p(z, y) < p(y, z) + p(z, ). (trojihelnikova nerovnost)

Potom p(z,y) se nazyva vzdélenosti prvki x, y € M.

Poznamka. MnoZina M miZe byt jakakoliv; napf.mnoZina vSech spojitych funkci na
daném intervalu.

Necht n je pFirozené &islo, R™ je mnoZina uspoFadanych n—tic redlnych &isel. Necht
ke kaZdym dvéma prvkim X = [z1,...2,],Y = [y1,...,yn] € R™ je pFifazeno
&islo p(X,Y) vztahem p(X,Y) = \/(y1 — x1)2 + - - - + (Yo — )2, potom p(X,Y)
definuje vzdalenost na R".

Necht n je p¥irozené &islo. Oznaéme [E, mnoZinu usporddanych n—tic redlnych &isel z
R™, jejiz kazdy prvek ma dvoji vyznam.
B Vyznam bodu. V tomto p¥ipadé uspofadanou n—tici redlnych &isel ddme do hranatych
zavorek a p¥ipadné oznacime symbolem, vétSinou velkym pismenem, napf. A =
[a1, ... ,ay). Cisla a;,i =1, ..., n, se nazyvaji soutadnicemi bodu A.
B Vyznam aritmetického vektoru z prostoru V,,, takze usporddand n—tice redlnych
Cisel predstavuje aritmeticky vektor. V tomto p¥ipadé ji davame do kulatych zavorek
a pripadné oznacime symbolem, vétSinou malym tu¢né napsanym pismenem, napt.
a=(ay, ..., a,). Cislaa;,i =1, ..., n, nazyvame slozkami vektoru a.
m Vztah mezi body z E,, a vektory z V,, je definovan ndsledujicim zpiisobem. Necht
P = [p1,...,pn] je libovolny bod v E,, s = (s1,...,5,) je libovolny vektor z
aritmetického vektorového prostoru V,,. Oznatme X = [z1,...,x,] € E,, pro
n&jz plati
x,=pi+s;, kde i=1,... n. (6.16)

Tento vztah budeme zapisovat téZ jako

X =P+s. (6.17)
Z rovnice (6.17) Ize vypotist jednoznatné kterykoliv &len pomoci zbyvajicich dvou
¢lenl. Napf.

s=X-P (6.18)
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Tento vztah zapiSeme téZ takto
s=X-P= P;(:

Budeme ¥ikat, Ze uspofadana dvojice bodii P, X tvofi umisténi vektoru s. Bod P
nazyvame pocatednim a bod X nazyvame koncovym bodem umisténi vektoru s.
Vsimnéte si, Ze pro n = 2 a pro n = 3 uréuje uspofadana dvojice bodl P, X orien-
tovanou Usec¢ku, kterd reprezentuje volny vektor, k némuz jsme p¥itadili aritmeticky
vektor s.

Skalarni souéin dvou vektori definujeme takto:

Necht a = (ay, as, ... a,),b = (by, b, ... b,), jsou dva vektory z V,,, potom
jejich skaldrnim sou&inem rozumime ¢&islo a1b; + - - - + a,b, a zna&ime jej (a, b).
Je tedy

(a,b) = a1by + - + ayby,.

Vsimnéte si, Ze pro n = 2 a pro n = 3 dostdvame dFive definovany skalarni soucin.
Vzddlenost dvou bodl Alay, as, ... a,], Blbi, by, + -+ b,] se definuje vztahem

(A, B) = /(br — a1)? + - + (by — a,)?

. . 7
Vektor a(ay, as, ... a,) lze reprezentovat uspofddanou dvojici bodi OA, kde
polatedni bod je O = [0,...,)0] a koncovy bod je bod A = [ay,...,a,], je-
jichz vzdalenost je \/a? + -+ a2. Proto velikost vektoru a budeme definovat

jako
jal = \Ja? + -+ a2,

Uhlem dvou nenulovych vektori a = (a1, ag, ... ay),b=(by, by, ... b,), rozumime
thel o, pro néjz plati

(a,b)
lalb]

cosp =

Tento prostor [E,, nazveme n—rozmérnym euklidovskym prostorem.

Poznamka. Prostory [E, E,, [E3, jste probirali na gymnaziich a dovedte si je pfedstavit.
Smyslova predstava prostori E, pro n > 3 konéi a musime tyto prostory
uvazovat jen ve smyslu definic.

Priklad 6.1. Necht A =[1,-2,3,0], B=T7,1,2,3]. Potom

s—=AB=[7,1,2,3] = [1,-2,3,0] = (6,3, —1,3).
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Definice 6.1.
Necht P € E,, a necht 1s, . .., % jsou linedrn& nezavislé vektory z prostoru V,,. Potom
mnozina bodi X z £,

X=P+tls+. .  +%%, (6.19)

kde Y%,...,% jsou parametry (libovolnd &isla), se nazyvéd podprostorem dimenze d
vnofenym do prostoru E,, (pro d < n).

P¥imka

‘l Linedarni podprostor dimenze 1 vnoreny do prostoru [E, nazyvame p¥imkou.

P¥imku, uréenou bodem P a vektorem s lze tedy zapsat ve tvaru
X =P+ts, kdete (—o0,00) je parametr, (6.20)

X je obecny bod pFimky. Vektor s nazyvdame smé&rovym vektorem p¥imky.

P¥iklad 6.2. Napidme v E3 rovnici pfimky danou bodem A = [2, —1, 3] a smérovym
vektorem s = (2,—3,0).

Reseni. Podle (6.20) dostavame
[Il, T2, Z‘g] = [2, —1, 3] + t(2, —3, 0),
takZe obecnym bodem p¥imky je bod o soufadnicich

ry=242t, x9=—-1-3t, x3=3, kdet e (—o0,00).

Pfiklad 6.3. Napidme v [E; rovnici p¥imky danou body A = [2,—1,3,2],
B =1,0,-5,2].

ReZeni. Za sm&rovy vektor hledané p¥imky lze zvolit vektor s = B — A. Je tedy s =
B — A. Vypoétem pak dostavame

(81782783784) = [170) _5)2] - [27 _173a 2]7

takze
s=(-1,1,-8,0).

Podle (6.20) je tedy
X =A+ts,

takZe dosazenim dostavame

[r1, X9, 23, 4] = [2,—1,3,2] + t(—1,1,-8,0), kdet € (—o0,0).
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P¥imka, uréena body A, B, ma tedy rovnici

X=A+tB—-A), te(—o0,) (6.21)

Usetkou AB rozumime body p¥mky (6.21), pro n&z plati
X=A+t(B-A), te(01). (6.22)

Vsimnéte si, Ze parametru t = 0 odpovidd bod A a parametru ¢t = 1 odpovidd bod B.

Rovina

‘l Linedrni podprostor dimenze 2, vnoreny do prostoru [E,,, n > 2, nazyvame rovinou. ‘

Rovinu, uréenou bodem P a nezavislymi vektory 7, s |ze tedy zapsat podle (6.19) ve
tvaru

X=P+ur+wvs, kdeuée (—o00,00),v€ (—00,00) jsou parametry.  (6.23)

(Zde X je obecny bod p¥imky.)

P¥iklad 6.4. Napiste rovnici roviny v E,, kterd prochazi body P = [1,0,2, 5], Q =
[4,2,—7,0], R =10,4,2,6].

Reseni. PoloZzme

r:]@, s:ﬁ

Dostavame
r=(3,2,-9,5), s=(-1,4,0,11).

Dosazenim do (6.23) dostdvame hledanou rovnici roviny
[x1, X9, w3, 4] = [1,0,2, =5] + u (3,2,-9,5) + v(—1,4,0,11),

kde u,v € (—00,0).

Nadrovina v prostoru E,
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Podprostor dimenze n — 1, vnofeny do prostoru E,,, n > 3, nazyvdme nadrovinou.
Necht P € E,, a necht s, ..., Vs jsou linedrné nezavislé vektory z prostoru V,,.
Potom mnoZina bodii X z E,,, urenych vztahem

X =ltls .. V(1) (6.24)

kdet, ..., "Vt jsou parametry, je nadrovinou v prostoru E,,.Lze dokdzat, Ze kaZdou
nadrovinu v prostoru E,, danou vztahem (6.24) Ize vyjadFit ve tvaru

a Ty + ...+ a, T, =b, (6.25)
kde ay ... ,a,,b jsou redlna &isla. Vektor n = (ai, ... a,) je kolmy na vektory
Is ... (n=Dg,

Necht
i x1+...+apx, =0, (6.26)

Jje nadrovinou v prostoru E,,. Tato nadrovina uruje v prostoru E,, dva poloprostory,
urené nerovnicemi

ari+...+a,x, >b, a1+ ... +a,x, <b0.
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Kapitola 7

Pojem funkce, zakladni pojmy

7.1 Mnozina, konstanta, proménna

V matematice se pracuje s rliznymi objekty. Témto objektim se vedle ndzvu p¥ifazuje
také symbol.

Mnozina. Jednim ze zdkladnich objektd, s nimiZ se v matematice pracuje, je mnoZina.

MnoZinou rozumime soubor néjakych presné vymezenych, navzdjem odlisnych objektd,
kterym Yikdme prvky, nebo elementy mnoziny. P¥i tom o kazdém objektu se musi dat
rozhodnout, zda pat¥i nebo nepatfi do tohoto souboru. Mezi mnoziny po&itdme i soubor,
ktery neobsahuje zadny prvek — této mnoziné budeme ¥ikat prdzdna mnoZina a budeme
ji znatit (). Jako p¥iklad mnoZiny je moZno uvést mnoZinu p¥irozenych &isel. Do této
mnoziny patfi nap¥. ¢islo 2. Nepat¥i do ni nap¥. komplexni &islo .

Vsimnéme si, Ze zde pojem mnoZina nebyl plné vymezen. K jeho vysvétleni jsme pouZili
pFibuzny pojem ,,soubor“.

Ozna&ime-li uvaZovanou mnoZzinu nap¥. A, potom okolnost, Ze objekt = patfi do mnoZiny
A, budeme znalit x € A a okolnost, Ze objekt y nepatfi do mnoZiny A, budeme znalit

y & A

MnoZiny miizeme zadavat rliznym zplsobem. Je-li kone¢na, to jest, ma-li kone¢ny pocet
prvki, lze ji zadat vy&tem. Tak napfiklad, jestliZe mnoZina A obsahuje prvky a,b,c a
Zadné jiné, byva zvykem ji zapisovat takto

A={a,b, c}.
Priklad 7.1. Necht M je mnoZina pismen obsaZenych ve slové PRAHA. Ziejmé&
M={P R, A, H}.
Potom napt. R € M, u & M.
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Podmnozina. Necht M, N jsou dané mnoZiny. Jestlize kazdy prvek mnoZiny M je i
prvkem mnoziny N, potom ¥ikame, Ze mnoZina M je podmnoZinou mnoZiny NN, nebo Ze
mnoZina N je nadmnoZinou mnoziny M. Piseme pak M C N, resp. N O M. Jestlize
zaroven plati M C N a M DO N, potom Fikdme, Ze mnoziny M, N se sob& rovnaji a
piSeme M = N. Jestlize M C N a jestlize mnoZina N obsahuje prvky, které do mnoZiny
M nepatfi, fikdame, Ze mnozina M je vlastni podmnoZinou mnoZiny N a piSeme M C N,
resp. N je vlastni nadmnoZinou M a piseme N D M. Je-litedy M C N, jetéz M C N,
avsak je-li M C N nemusi byt M C N.

Priklad 7.2. Necht M = {1, 4, 3, 9}. Potom {1,3} C M, avdak {3, 7} neni
podmnoZinou mnoZiny M, nebot prvek 7 neni prvkem M.

V&imn&mé si dvou vyznamové i formaln& odlignych zapisi. Uved me p¥iklad. Necht M =
{1, 4, 3, 9}. Potom zapis 8 € M znamend, Ze 8 je prvkem mnoZiny M, a zéapis {8} C M
znamend, Ze mnozina, obsahujici jediny prvek 8, je vlastni podmnoZinou mnoZiny M.

Konstanta, proménna. Rekli jsme si, e objekty oznatujeme symboly. To jednak
zjednodusuje vyjadfovani, jednak umoZiiuje struény zapis nékterych vypovédi o objektech
mnoziny.

Jestlize symbol oznacuje jeden konkrétni prvek mnoziny, nazyvdme jej konstantou.
P¥ikladem je nap¥. symbol 7, kterym oznalujeme konkrétni readlné &islo — Ludolfovo
&islo.

Oznaluje-li symbol kterykoliv prvek z dané mnoZziny, nazyvdme jej proménnou. MnoZinu
konstant, kterych miiZe tato proménna nabyvat, nazyvdme oborem proménné. Chceme-
li pracovat s prvky mnoziny pfirozenych &isel N, miZeme zvolit nap¥. symbol n pro
promé&nnou s oborem hodnot N. JestliZe tedy ozna&ime symbolem = proménnou s oborem
M, potom vse, co se fekne o z, vztahuje se na kazdy prvek mnoZiny, kterd je jejim
oborem.

Uved me si tento priklad. Ozna&me M mnoZinu vech kladnych redlnych &isel mensich
neZ 8. Mohu vyslovit tvrzeni: , Jestli x € M, potom z? < 64",

Kontrolni otazky

1. Co je to mnozina?

2.  Napidte mnoZinu A, jejiz prvky jsou pismena obsaZend ve slové ,, matematika“. a)
Pro kazdé z pismen ,a, b, c, i, j" zapiste, zda patfi nebo nepatfi do mnoZiny A. b)
Napiste podmnoZinu B mnoziny A, obsahujici viechny samohldsky mnozZiny A. c) Co
znamenaji zdpisy B C A, BC A.[a) A= {m,a,t,e,;i,k}, a€ A, b & A c ¢
A ie A j & A;b) B = {a, e, i}; c) B je vlastni podmnoZinou mnoZiny A; B je
podmnoZinou mnoZiny A.]

3.  Vysvétlete rozdil mezi konstantou a promé&nnou. Uved'te p¥iklady.

4. Co je to obor proménné?
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7.2 Zobrazeni.

Zopakujme si dllezity pojem ,,zobrazeni“. S timto pojmem se v dennim Zivoté neustale
setkavame, aniz bychom jej vyslovovali. P¥itazeni prvkd jedné mnoZiny k prvkim druhé
mnoziny se specifickymi vlastnostmi se nazyva zobrazenim. Zvlastnim p¥ipadem zobrazeni
je pak redlna funkce realné proménné.

Definice 7.1. (Zobrazeni.)

Necht A, B jsou neprazdné mnoZiny. Pravidlo F', jim% ke kaZdému prvku = € A je
pFitazen pravé jeden prvek y € B, nazyvame zobrazenim mnoZiny A do mnoziny
B. Oznatime-li x proménnou s oborem A a y promé&nnou s oborem B, piSeme

y = F(x).

O prvku y, pfifazenému v zobrazeni F' k prvku z, fikame, Ze je obrazem prvku z, a o
prvku x fikdme, Ze v zobrazeni F' je vzorem prvku y.

MnoZinu A (to jest mnoZinu prvki, k nimZ v zobrazeni F' p¥ifazujeme prvky z B),
nazyvame defini¢nim oborem nebo téZ neodvislym oborem zobrazeni F'. Znalime jej
Casto Dp, resp. D(F') a mnoZinu B nazyvame odvislym oborem zobrazeni F .

PodmnoZinu mnoZiny B, kterd obsahuje v8echny ty prvky y € B, ktera jsou v zobrazeni
F p¥itazany k prvkiim = z mnoZin A, nazyvame oborem zobrazeni F'. Znalime ji H(F),
resp. Hp.

Jestlize Hr C B, potom Fikame, Ze zobrazeni F' je zobrazenim mnoziny A do B.
Jestlize Hr = B, potom ¥ikdme, Ze zobrazeni F' je zobrazenim mnoziny A na B.
Jestlize B C A, potom ¥ikdme, Ze zobrazeni F' je zobrazenim mnoziny A do sebe.
Jestlize Hr = A, Yikdme, Ze zobrazeni F' je zobrazenim mnoZiny A na sebe.

Promé&nnou s oborem hodnot A nazyvame neodvisle proménnou a proménnou s oborem
hodnot B nazyvame zavisle proménnou. V této definici jsme pouZili symbol x pro
neodvisle prom&nnou a symbol y pro odvisle proménnou.

Na obrazku 7.1 je znazornéno zobrazeni F' mnoziny A do mnoziny B, rovnéZ je znazornén
obor zobrazeni F, to jest mnoZina H (F'). Je zde znazorn&n téz prvek u € B, ktery nepatfi
do H(F). Neni tedy obrazem Z4dného prvku x € A.
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Obrdzek 7.1: Zobrazeni A do B

V nékterych p¥ipadech je moZno p¥ifazeni GG, v némz je ke kaZzdému prvku z mnoziny A
pfirazen prvek z mnoZiny B, popsat tabulkou utvofenou takto: V prvnim ¥adku tabulky
se uvadéji prvky z mnoZiny A a v druhém ¥adku jsou pod nimi uvedeny k nim pfifazené
prvky z mnoZiny B . Ne kaZdé pravidlo, jimz je ke kazdému prvku x € A pfifazen
prvek z B, je zobrazenim. Toto p¥ifazeni je zobrazenim A do B pouze tehdy, jestlize ke
kazdému = € A je pfifazen praveé jeden prvek y € B.

Pfiklad 7.3. Necht A je mnoZina ur&ité skupiny studentli, B mnoZina redlnych nezapornych
Cisel. Ozname x promé&nnou mnoZiny A, (to jest = je symbol, ktery zastupuje kteréhokoliv
studenta ze skupiny A). Ozna&me nyni y prom&nnou s oborem hodnot B. Ke kazdému

x € A (to jest, ke kazdému studentovi z A), p¥itad me jeho aktudIni télesnou vy3ku v cen-
timetrech, tedy &islo y z mnoZziny B. (Tedy pravé jedno &islo.) Toto pravidlo pfifazeni
oznatime V. Ke kazdému = € A jsme tedy p¥ifadili pravé jedno &islo y z mnoZiny B. Je
tedy V' zobrazenim mnoZiny A do mnoZiny B podle naho¥e uvedené definice. Zobrazeni

V' neni zobrazenim mnoZiny A na mnoZinu B, ponévad? existuji &isla v B, kterd nejsou
pFifazena v zobrazeni V' k Zddnému prvku x z mnoZiny A. (To vyplyva nap¥. z toho, Ze

A je kone€nd mnoZina a B obsahuje nekone&né& mnoho &isel.)

Jako konkrétni pritazeni uved me toto. P¥edpoklddejme, Ye A je skupina studentd, které
si pro na$ uc&el oznatime a, b, c. Ke kazdému studentovi p¥itad me jeho t&lesnou vysku.
Toto pfitazeni oznaéme V. Necht je V(a) = 175, V(b) = 175, V(c) = 180. Toto
pFitazeni lze znazornit nésledujici tabulkou.

| o | b | c
y || 175 | 175 | 180

Uvedené ptifazeni V' je zobrazenim mnoZiny A do mnoZiny R, ponévadZ ke kaZzdému
prvku x € A je pfifazen pravé jeden prvek y z mnoziny R. Toto zobrazeni viak neni
zobrazenim mnoZiny A na mnoZinu R, ponévadZ nap¥. &islo 190 neni p¥ifazeno Zadnému
prvku z A. (V uvaZované skupiné tfi studentl neni Zadny student s télesnou vyskou
190 cm.) Toto zobrazeni je viak zobrazenim mnoZiny A na mnozinu C' = {175, 180 }.
Ztejmé C' = Hy,.

P¥iklad 7.4. UvaZujme t¥i matky, oznaéme je a, b, c. Necht matka a ma syna, ozna¢me
ho s;, matka b ma syna, oznalme ho s, a matka ¢ ma dva syny, oznalme je s3 a
s4. Oznatme A mnoZinu matek, tedy A = {a, b, ¢} a B mnoZinu synd, tedy B =
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{s1, S2, s3, 84 }. Ozname nyni D pfFitazeni, kterym ke kazdé matce p¥itadime kazdého
z jejich syndl. Tedy necht
D(a) = s1, D(b) = s2, D(c) = s3, D(c) = s4. Toto pfitazeni D zndzornéme tab-
ulkou

Toto p¥ifazeni neni zobrazenim mnoZiny A do mnoZiny B, nebot k prvku ¢ z mnoZiny
A jsou pfifazeny dva prvky z mnoZiny B, totiZ prvky ss, S4.

Zaved me si n&kolik pojmii souvisejicich se zobrazenim.

Zobrazeni prosté. Necht I’ je zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B. Toto zobrazeni
nazyvame prostym, jestlize ma tuto vlastnost: Jestlize x, y € A a x # y, potom

F(x) # F(y).

Priklad 7.5. Necht A = {a,b,c} a B = {«,[3,7}. Zobrazeni F dané ndsledujici
tabulkou je prostym zobrazenim A na B.

Inverzni zobrazeni. Necht F je prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Po-
tom existuje zobrazeni, nazveme ho inverznim zobrazenim mnoZiny B na mnoZinu
A a oznacime je F~1, kterym ke kaZdému y € B pFiFadime ten prvek x € A, pro n&jZ
plati F(x) =y. (Viz obr.7.2)

Oznakeni. Symbolem F'~! jsme oznatili inverzni zobrazeni k zobrazeni F', nejednd se o
umocné&ni zobrazeni F' na &islo (—1).

Obrazek 7.2: Inverzni zobrazeni
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Pt¥iklad 7.6. Necht zobrazeni F' mnoziny A = {1,2,3,4} na mnoZinu B = {¢, ¢, x, ¥}
je ddno tabulkou :

| 1 2 3 4
v [ o [ ¢ [ x | ¥

Tedy F(1) = ¢, F(2) = ¢, F(3) = x, F(4) = 1. Toto zobrazeni je prosté zobrazeni
mnoZiny A na mnoZinu B. Existuje proto k nému inverzni zobrazeni, ozna¢me je F~!.
V tomto zobrazeni plati F~'(¢) = 1, F~(¢) = 2, F~}(x) = 3, F () = 4. Toto
inverzni zobrazeni |ze popsat tabulkou.

V tomto inverznim zobrazeni je mnoZina B neodvislym oborem a mnoZina A je odvislym
oborem.

Vsimnéte si, Ze v tabulce popisujici toto inverzni zobrazeni, je neodvisle proménna
oznalena y (zastupuje kterykoliv prvek z B) a zdvisle proménnd je oznalena x (zas-
tupuje kterykoliv prvek mnoZiny A). PonévadZ jsme zvykli oznatovat symbolem x neod-
visle proménnou a y odvisle prom&nnou, miiZzeme pro inverzni zobrazeni zavést

® symbol x pro neodvisle prom&nnou (symbol = miZe zastupovat kterykoliv prvek
neodvislého oboru, to jest mnoZiny B)

m symbol y pro odvisle prom&nnou (symbol y muiZe zastupovat kterykoliv prvek
odvislého oboru, to jest mnoZiny A)

Tabulka pro toto inverzni zobrazeni ma pak tvar

Slozené zobrazeni. Necht ¢ je zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B. Necht funkce
[ zobrazuje mnoZinu H, do mnoZiny C. Potom zobrazeni, oznacujeme je F', kterym
ke kazdému x € A je pkitazen prvek z = f(p(x)) € C, nazyvame slozenym zo-
brazenim. Zobrazeni ¢ nazyvame jeho vnitini sloZkou a zobrazeni f nazyvame jeho
vnéjsi slozkou. Piseme y = F(x). Je tedy F(z) = f(¢(x)). Viz obr. 7.3.
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Obrazek 7.3: SloZené zobrazeni

P¥iklad 7.7. Necht A = {a, b, ¢}, B ={a, 8,7}, C = {1, 2, 3}. Necht zobrazeni
mnoziny A do mnoZiny B je dano tabulkou

xHa‘b‘c
u=¢@) | o | B | a

zobrazeni f mnoZiny H, do mnoZiny C' je ddno tabulkou

v || o« | 8
y=ff 1 | 2

Zrejmé H, = {a, B}.
Potom sloZené zobrazeni ' = f(¢(x)) zobrazuje A do C takto :

Toto sloZzené zobrazeni ' miizeme popsat nasledujici tabulkou:

JzHa‘b‘c
v 1 ]2 [ 1

Poznamenejme, Ze ¢ je vnitfni slozkou a f je vnéjsi slozkou zobrazeni F'.

7.3 Pojem funkce a nékteré jeji vlastnosti

Uved me si nyni nékteré specidlni pojmy zobrazeni.V p¥ipadé, Ze v definici 7.1 zobrazeni
F' je B mnoZina &isel, budeme vétSinou misto pojmu zobrazeni pouZivat pojem funkce.
Pojmy svazané s pojmem zobrazeni se pfenasi na pojem funkce. Nap¥. misto obor hodnot
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zobrazeni se pouziva obor hodnot funkce, nebo misto pojmu prosté zobrazeni se pouziva
pojem prosta funkce, misto inverzni zobrazeni se pouziva inverzni funkce, misto slozené
zobrazeni se pouziva pojem sloZend funkce atd.

Ptiklad 7.8. Jako p¥iklad si uved me funkci, ktera vyjad¥uje vysledky voleb do poslanecké
snémovny. Necht &ty¥i politickd seskupeni, oznaéme je a, b, ¢, d, ziskala k¥esla v posla-
necké snémovné, a to postupné v poctech 70, 50, 60, 20. Potom pfifazeni, oznaéme je
f, kterym ke kazdému z politickych seskupeni a, b, ¢, d p¥ifadime pocet kfesel, ktera ve
volbach ziskalo, je redlnou funkei. Je tedy f(a) = 70, f(b) = 50, f(c) = 60, f(d) = 20.
Oznatime-li A = {a, b, ¢, d }, B = {20,50,60,70}, potom A je neodvisly obor funkce
f a B je odvisly obor funkce f. Funkce f zobrazuje A na B. Funkce je prostd.

JestliZze v definici zobrazeni F' jsou mnoZiny A, B mnoZiny realnych &isel, mluvime o
realné funkci realné proménné.

Piiklad. P¥ikladem redlné funkce redlné prom&nné je zobrazeni mnoziny A =< 1/2, 00)
do mnoziny B =< 0, c0) definované vztahem

y=v2zxr—1, z€A yeBbB.

JestliZe v definici zobrazeni je mnoZina A mnoZinou uspofadanych skupin n-realnych
islech (tedy A C R™) a B je mnoZina redlnych &isel, potom zobrazeni F' mnoZiny
A do B nazyvdme realnou funkci n-proménnych. Jestlize X = (xq,...,x,) je
neodvisle proménna s oborem hodnot A a odvisle proménnou 1y, potom tuto funkci
miZeme zapsat jako,

y=F(X), resp y=F(x1,...,2,).

Jestlize funkce je zadand predpisem bez udani defini¢niho oboru, budeme jejim
defini¢nim oborem rozumét mnoZinou vsech hodnot neodvisle proménnych, pro néz
ma dany pfedpis vyznam.

P¥ikladem redlné funkce jedné prom&nné je funkce y = 22 + 1, kde neodvisle prom&nna
x € (—o00, 00).

Jako ptiklad redlné funkce dvou proménnych 1, x5 uved me funkci

z=1/1—122— 23

Ponévadz zde neni uveden jeji defini¢ni obor, rozumime jim (podle dohody) mnoZinu
vdech bodi [z1, 23], pro n& ma vyraz /1 — 27 — 23. smysl. Je to mnoZina D; =
{[z1, 22] : 23 4+ 2% < 1}.
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Graf funkce. V matematice rozumime grafem funkce y = f(x1,%2,...,%,)., S

definiénim oborem Dy, mnoZinu vSech bodi [x1, %, ..., %y, f(21,22,...,2,)], kde
(1,29, ...,2,] € Dy. Jako graf je téZ oznatovdna graficka reprezentace této
mnoziny.

Graficka reprezentace grafu funkce.

Grafickou reprezentaci grafu funkce y = f(z) jedné prom&nné = miZeme provést takto.
V roviné zvolime pravolhly soutadny systém Oxy, kde O je polatkem a z, y jsou
soufadné osy (oznaleni neni zdvazné). Jsou to dv& navzdjem kolmé &iselné osy se
spole¢nym bodem O, ktery nazyvame polatkem. Osu x budeme volit v horizontalni
poloze a osu y ve vertikdlni poloze. (Dohoda.) Kladnou orientaci osy x budeme volit zle-
va doprava, kladnou orientaci osy y budeme volit zdola nahoru. Mé&Fitka na soutadnych
osach mohou byt obecné odlisnd. Jsou-li stejnd, mluvime o kartézském soufadném
systému. Kazdému bodu v roviné odpovida usporddand dvojice redlnych &isel a naopak,
kaZzdé uspotradané dvojici redlnych ¢&isel odpovida bod v roviné. Prvnimu z této dvo-
jice &isel ¥ikdme z-ova soufadnice a druhému ¥ikdme y-ova soutadnice. Na (obr.7.4) je
znazorn&n bod [zg, yol.

Yy
P[3€0, yo]
yo ................ 9
O 33:() xr

Obrazek 7.4: Sou¥adnice bodu

Ve zvoleném soufadném systému vykreslime jednotlivé body grafu. Musime mit na
paméti, Ze pti vykreslovani jednotlivych bod{ jsme omezeni technickymi moZnostmi.

Na nasledujicim obr.7.5 je zndzorn&n graf funkce y = z? definované na intervalu (—2, 2).
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Obrazek 7.5: Graf paraboly y = 22

Defini¢ni obor funkce z = /1 — 22 — y? je kruh se stfedem v bod& [0,0] o polom&ru
r = 1, zndzornény na obr.7.6.

Obrazek 7.6: Defini¢ni obor funkce z = /1 — 22 — ¢?

O moznostech grafické reprezentace funkci dvou a vice promé&nnych pojedndame pozdéji.

Posloupnost realnych ¢&isel. Redlnou funkci f, jejiZz neodvisly obor je mnoZina
prirozenych Cisel, nazyvame posloupnosti. Je tedy posloupnost pravidlo, jimZ je ke
kaZdému prirozenému &islu n pFitazen prvek z néjeké mnoZiny B. Je-li B mnoZina
realnych ¢isel, mluvime o posloupnosti realnych Cisel.

Posloupnost redlnych &isel je tedy pravidlo, oznaéme je f, kterym ke kazdému p¥irozenému
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Cislu n je pFifazeno &islo f(n), n =1, 2, .... Misto f(n) je u posloupnosti zvykem psat
fn. Cislo f, nazyvdme n-tym ¢&lenem posloupnosti. Tuto posloupnost byva zvykem za-
pisovat téZ symbolem {f,,}>2,, nebo struén&ji {f,,}5°, resp.

fis far o (7.4)

Priklad 7.9. Jako ptiklad si uved me posloupnost {1/n}$°. Tedy nap¥. paty &len této
posloupnosti (pro n = 5) je roven 1/5. Na nésledujicim obrdzku obr.7.7 je znazorn&no
prvnich p&t Elend posloupnosti {1/n}°.

Obrézek 7.7: Posloupnost {1/n}{°

Casto se zndzoriuji pouze hodnoty fi, fa, f3, ... na Ciselné ose, ktera se kresli ve vodor-
ovné poloze. Nap¥. na obr.7.8 je zndzornéno n&kolik &lent posloupnosti { f,,}5°.

—o—9o—o

hife fo o 7

Obrézek 7.8: Posloupnost {1/n}$°

Kontrolni otazky

1. Co je to zobrazeni F' mnoziny A do mnoziny B? Co je to defini¢ni obor zobrazeni,
co je to obor zobrazeni?

2. Vysvétlete, co je to prosté zobrazeni A na B.
3. Co je to inverzni zobrazeni?

4. Co je to funkce jedné promé&nné? Co je to funkce vice proménnych?
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7.4 Realna funkce realné proménné

Pojednejme nyni soustavné o redlné funkci jedné redlné proménné. Zopakujme si jesté
jednou zavedeni tohoto pojmu.

Ptedpokladejme, Ze A, B jsou neprazdné mnoZiny redlnych &isel. Potom ptedpis f, jimz
ke kaZdému prvku x € A je pFifazen pravé jeden prvek y € B, nazyvame redlnou funkci
redlné proménné. Pokud nemize dojit k omylu, budeme v dalsim zkracené mluvit jen o
funkci. Tuto funkci f budeme vétSinou zapisovat takto

y = f(x), x e A (7.5)

MnoZinu A nazyvame neodvislym oborem, proménnou x s oborem hodnot A nazyvdme
neodvisle proménnou. MnoZinu B nazyvame odvislym oborem. Je nutno si uvédomit,
Ze v. B mohou existovat &isla, kterd nejsou pt¥ifazena zadnému &islu x € A. MnoZinu
viech téch &isel y € B, ktera jsou pfifazena ke viem ¢&islim = € A, nazyvame oborem
funkce f. Neodvisly obor funkce f nazyvame téz defini¢nim oborem, budeme jej znadit
D(f), resp. Dy. Obor funkce budeme zna&it H(f), resp. Hy. Zfejm& H; C B. Bude-li
funkce f zadana predpisem bez uddni defini¢niho oboru, rozumi se jim mnoZina vSech
t&ch &isel, pro n€z ma predpis pfifazeni vyznam. Jestlize M/ C D;, potom mnoZinu
{f(z):x € M} lze oznatit jako f(M).

V' matematice oznacujeme vétsinou neodvisle proménnou x a odvisle proménnou .
Toto oznaceni je nepodstatné, takZe funkci (7.5)lze zapsat téZ nap¥. jako

u= f(t), t e A. (7.6)

Zde neodvisle proménnd je oznacena t a odvisle proménnd je oznacena u. (Je nepod-
statné oznaleni neodvisle proménné a odvisle proménné; podstatnym je pouze obor
Jejich hodnot a pFedpis pFifazeni f.)

Uved me si n&kolik ptikladi.

P¥iklad 7.10. PoloZme
y=2r+1, x € (1,4). (7.7)

Ke kazdému &islu € (1,4) se pfifazuje vztahem (7.7) pravé jedno &islo, totiZ &islo
2x + 1. Je tedy 2z + 1 funkce definovana na intervalu (1,4). Pro pohodIn&jsi zapis si
napfiklad ozname tuto funkci jako g(z), takze

g(z) =2z + 1.
Nap¥. k &islu 3 je touto funkci pFifazeno &islo 2-3+ 1, to jest &islo 7. Misto réeni , k &islu
3 je pfifazeno &islo 7" miZeme téZ ¥ici, Ze funkce g nabyva v bod& (Zisle) 3 hodnotu

7. Pi%eme pak ¢g(3) = 7. Podobn& ¢(1,5) = 2-1,5+ 1, to jest ¢g(1,5) = 4. Lehce
nahlédneme, Ze oborem funkce ¢ je interval (3,9). Piseme téz g((1,4)) = (3,9)
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P¥iklad 7.11. PoloZme
y=+v2x+1. (7.8)

PY¥edpisem (7.8) je definovana funkce. PonévadZ neni uveden jeji definiéni obor, rozumi
se jim mnoZina viech té&ch &isel x, pro n&Z ma predpis /22 + 1 vyznam. Tedy D(f) =
{r e R:2x+1>0}. Tedy

s definiénim oborem A = (—3,—1) U (1, 3). Tuto funkci Ize zapsat téZ takto

h:(=3,-1)U(1,3) — R,
r — Va?-—1.

Poznamky ke grafické reprezentaci funkci jedné proménné

Grafickou reprezentaci grafu funkce f : A — B, A C R, B C R v pravouhlém
soufadném systému Oxy rozumime mnoZinu vsech bodi [z, f(x)], x € A.

Graficka reprezentace grafl vétsiny funkci, které se vyskytuji v ekonomickych aplikacich,
odpovida intuitivnimu chapani k¥ivky v roving. Jako p¥iklad si uved me graf funkce

y = 2?, x € (—2,2)

uvedeny na obr. 7.9

Obrézek 7.9: Graf funkce y = 2.
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Grafy nékterych funkci si nedovedeme vykreslit. P¥ikladem je funkce

f*R — {-11}

1, je-li x raciondlni,
xr — T T
—1, je-li x iracionalni.

Vytvoreni si predstavy o grafu funkce jedné proménné.

K vytvoreni si hrubé ptedstavy o grafu vySetfované funkce f : A — B si v mnoZiné
A miizeme zvolit body 2y < 1 < 3 < --- < x, a v nich vypolitat funkéni hod-
noty f(xo), f(z1), f(za),..., f(x,). Jestlize pro n&jaké i je (z;,z;41) C A, spojime
body [z, f(2:)], [Tit1, f(xir1)] dseCkou. Pro , sludné” funkce, nejsou-li vzdalebosti bodd
x;, Tir1 velké, ndm tyto usecky daji dobrou ptedstavu o grafu funkce. Timto zplisobem se
provadi i vykreslovani grafti funkci uZitim pocitale pro jemné déleni intervalu, v némz graf
vySetfujeme. Na obr. 7.10 je schematicky na&rtek grafu funkce y = T'G(x), definované
na intervalu < 0,7 > takto

tgx, prox € <O, %) U (%,ﬂ,

TG(x) = { 0 meret (7.9)

Poznamka. Zfejmé pro x €< 0,71 >, x # 7/2 je TG(x) = tg(z), v bodé x = 7/2 nenf
funkce tg(z) definovana, aviak funkce T'G(x) je v bod& 0 definovana a plati TG (0) = 0.
Graf funkce y = T'G(z) je vykreslen na obr.7.10.
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Obrazek 7.10: Graf funkce definované vztahem (7.9).

Na obr. 7.11 je graficky ,zndzorn&na" funkce (7.9) propojenim bodi

[z, TG(zy)], kdexp=£k-0,2, k=0,---,16.

Porovnanim obr. 7.11 s obr. 7.10 vidime, Ze doSlo ke znaénému zkresleni. Dana funkce
s

neni ,slusnd”. Je v bod& 7 nespojitd. Pojem nespojitosti funkce si vysvétlime pozdgji,

zatim poznamenejme alespoii to, Ze hodnoty této funkce se v bodech ,, velice blizkych

k &islu 7" navzajem znatné lis.
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Obréazek 7.11: Pokus o vykresleni funkce y = tg(z)

ObdrZeny vysledek ukazuje, Ze vySe uvedeny postup ,zndzornéni funkce” neni
postacujici, je nutno jej kombinovat s vySetfenim nékterych vlastnosti funkce.

V ekonomickych rozvahach se bez pojmu funkce neobejdeme. Oznadovani funkce a neod-
visle a odvisle promé&nnych se vétSinou zavadi s ohledem na jejich vyznam a zvyklosti.
Jako ptiklad funkce, kterd se v ekonomickych aplikacich vy3etfuje, je funkce C'(z), kterd
vyjadfuje vztah mezi vyrobou z jednotek produkce a celkovymi naklady na jejich vyrobu.
Tyto vyrobni ndklady jsou sou¢tem fixnich nakladi a nakladd variabilnich, zavislych na
pottu = jednotek produkce. Funkce @ se pak nazyva funkci primérnych nakladi.
Uved me si tento priklad.

P¥iklad. P¥i kalkulaci nakladii se odhadnou fixni ndklady na 300 p.j. (penéZnich jed-
notek). Jsou to ndklady, které vznikaji, at se vyrabi nebo ne. Kromé toho se zjisti, Ze na
vyrobu x jednotek je zapottebi 4z p.j. Tedy variabilni ndklady jsou 4x. Celkové naklady
jsou tedy

C(x) =300 + 4z.

Tuto funkci Ize pak pouZit k dal$im Gvaham, nap¥. ke stanoveni priimérnych nakladi AC

AC:4+@.
x

Funkce C(x) oviem nemusi byt linedrni. Déle v praktickych tlohdch nemize = pfesahnout
jistou hodnotu K. Tedy 1 <z < K.

Poznamenejme, Ze x v uvedeném ptikladé znadi pocet jednotek produkce. Tedy x miZe
byt v konrétnim p¥ipadé jen ptirozené &islo. Kviili zjednoduseni zkoumané ekonomické
problematiky se ¢asto pouZivda model s proménou x, ktera nabyva vsech hodnot jistého
intervalu readlnych ¢&isel. Tim miZeme dostat zkreslené vysledky.
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7.4.1 Funkce monoténni, funkce suda a funkce licha

Uved me si nyni n&které vyzna&né t¥idy funkci, to jest funkci s n&kterymi t¥id& charak-
teristickymi vlastnostmi. Za&néme s monoténnimi funkcemi.

Definice 7.2.
Necht f : A C R — R. Rekneme, ¥e f je na mnoZin& A rostouci (neklesajic),
jestlize

Vay, 20 € A, 21 <9 = flar) < f(z2), (f(z1) < f(xg)). (7.10)

Uloha. DokaZte, Ze funkce y = 22 je na svém defini¢nim oboru rostouci

| Definice 7.3.
| Necht fvad, &R A, Re,Rekneme; 76 (f: ¢ pa fino¥ing (4 (dealicif(mengstouci), jértliz

Na obr. 7.12 je uveden ptiklad grafu funkce rostouci a na obr. 7.13 je uveden pftiklad
grafu funkce neklesajici na intervalu 1.

Y Y
f(IQ)
Fa1) f(z1) = f(z2) /

0 1o T2 T 0 r1  To I x
Obrazek 7.12: Graf rostouci funkce. Obrazek 7.13: Graf neklesajici funkce.

s

Funkce na obr. 7.10 je na intervalu <0,§) rostouci, je rovnéZ rostouci na intervalu
(g,w>. Neni rostouci ani na intervalu <0, g> ani na intervalu <g,7r>. Neni ani rostouci
na intervalu (0, 7). Zdivodnéte!

Funkce nerostouci a funkce neklesajici na dané mnoZiné nazyvame spole¢nym nazvem
funkce monoténni. Funkce rostouci a funkce klesajici na dané mnoZin€ nazyvdme
spoleénym nazvem funkce ryze monotonni. Je-li funkce ryze monoténni, je i monoténni.
Opak nemusi platit.
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Funkce prosta. Dalsim diileZitym pojmem je funkce prostd. Necht f : A C R — R.
Funkci f nazveme prostou na A, jestlize f ma tuto vlastnost

Vay,me € A, k1 # 19 je f(x1) # f(22). (7.12)

P¥iklad 7.13. Necht funkce y = f(z) je ddna tabulkou

Tedy nap¥. f(3) = 1, f(4) = 2 atd. Tato funkce je prostd. Neni viak ani rostouci ani
klesajici.

Priklad 7.14. Funkce y = z? neni na intervalu (—2,2) prostd. Oznaéme f(z) = 2.
Zvolme napf. 1 = —1, x5 = 1. Je tedy 1 # wo, aviak f(x1) = f(x2) = 1. Viz obr.
7.14.

Uiy

-2 -1 0 1 2 z

Obrézek 7.14: Funkce y = 2% definovand na intervalu (—2,2).

Avgak funkce y = 2 je na intervalu (0, 2) prosta. Viz obr. 7.15
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Obrézek 7.15: Funkce y = 2 je na intervalu (0,2) prosta.

Porovnanim definici rostouci funkce, klesajici funkce a prosté funkce dospéjeme k tomuto
zavéru:

Funkce ryze monoténni na A C R je na A téZ prosta.

Existuje vsak funkce prosta, kterd neni ryze monoténni (viz p¥iklad 7.13).

| Definice 7.4.
Rekneme, e funkce y = f(x) je sudd (lichd), ma-li tuto vlastnost: Je-li definovana
v bodg& z, je definovand i v bod& (—z) a plati f(—z) = f(x), (f(—x)=—f(z)).

Z definice je tedy patrno, Ze graf sudé funkce je symetricky vzhledem k ose y a graf liché
funkce je symetricky vzhledem k po&atku.

P¥ikladem sudé funkce je funkce y = x%. Skute&ng, tato funkce je definovand pro viechna
x a plati (—z)? = 22. P¥ikladem liché funkce je funkce y = 2. Skute¢ne, tato funkce
je definovand pro viechna z a plati (—z)% = —z3.

137




7.4.2 Funkce slozena a funkce inverzni

SloZzena funkce.

Necht A je neodvisly obor funkce u = p(z). Oznaéme B = ¢(A) odvisly obor funkce
©. Necht f(u) je funkce definovand na mnoZiné B. Ke kazdému &islu x € A pFitad'me
¢islo F(x) vztahem

Fx) = fe(x)), (7.13)

to jest hodnotu funkce f v &isle u = p(x) € B. Funkci f nazyvame vné&j$i sloZkou a
funkci o vnitini sloZkou funkce F'.

P¥iklad 7.15. Funkei
y=("+1)7, € (-00,00)

miiZeme chdpat jako sloZenou funkci. PoloZzme
A= (-00,00), u=p(), kde o@(x)=2*+1, z¢c A
Oznaéme
B = p(A), tedy B = (1,00).

PoloZme
y= f(u), kde f(u)=u", ue B.

Potom ke kazdému x € A je funkci ¢ pfitazeno u = ¢(x) € B. K tomuto &islu u je
funkci f pfitazeno &islo y = f(u). Tedy y = f(p(x)).

Je tedy f(u) = u” vn&Ei a u = z* + 1 vnit¥ni slozkou funkce y = (2% + 1)7.
Poznamka. SloZend funkce miiZe byt vicendasobné sloZena. Nap¥. jestlize f je jeji vn&jsi

slozkou a ¢ je jeji vnitfni sloZkou, potom vnit¥ni slozka ¢ miize byt opét slozenou.

Inverzni funkce.

Necht funkce y = f(x) je definovand na mnoZin& A a je na ni prostd. To znamend,
Ze pro kaZdd dvé &isla x1,x9 € A, 11 # x9 je f(x1) # f(z2). Oznaéme B = f(A).
Ke kazdému y € B priradme to &islo x € A, pro n&jz je f(z) = y. Tim jsme
zavedli pravidlo, jimZ ke kaZdému y € B je pfifazeno v € A. Je tak definovana nova
funkce, oznaéme ji =, jejimZ neodvislym oborem je mnoZina B a odvislym oborem je
mnoZina A. Ponechame-Ii ozna&eni'y pro proménnou s oborem B a x pro proménnou

s oborem A, piseme r = f"(y) ye B, re A

V definici inverzni funkce je podstatny predpoklad, Ze f je na svém definiénim oboru
prosta. Takovymi funkcemi jsou nap¥. funkce ryze monoténni na svém defini¢ni oboru.
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Na obr. 10.2 je v kartézském soufadném systému zndzorn&n graf funkce y = f(x)
rostouci na intervalu A = D(f), tedy graf funkce prosté. Graf funkce z = f~1(y) je
totozny s grafem funkce y = f(z), pokud bychom proti zvyklostem znazornili neodvisly
obor na ose y a odvisly obor na ose .

Y y=f(x), z=f"(y)
v
/
7
B "/
4
"/
/
/
I
ya A T

Obrézek 7.16: Graf funkel y = f(z), z = f~!(y).

Ozna&ime-li x neodvisle prom&nnou jak pro funkci f, tak i pro funkci f~!, zapi¥eme obg&
funkce takto

y=f(x), z€A yeB, y=f'(z), zeB yeA (7.14)

JestliZe jejich neodvislé obory vyzna&ime v kartézském soufadném systémy na vodorovné
ose, jsou grafy funkci f(x), f~'(z) symetrické s osou symetrie y = x. Graf inverzni
funkce f~!(z) jsme dostali preklopenim grafu f(z) kolem p¥imky y = .

139



Y y = f(x)
V

B y=f""(2)

'/,
"/,
A %
O .
ya A B x

Obrézek 7.17: Graf funkel y = f(z), z = f~!(y).

Z definice inverzni funkce vyplyva

e je-lia € D(f), potom a = f~'(f(a))

o jellive D(f™1), potom o = f(f ' («)

Je-li prosta funkce dana rovnici
y= f(z), (7.15)

dostaneme k ni funkci inverzni tak, Ze z rovnice (10.21) vypocitame x pomoci y.
Pojem inverzni funkce vede k zavedeni novych funkci, jak pozdéji uvidime.

Ptiklad 7.16. K funkci y =2z + 1, x € (1,3) urete funkci inverzni.

Reseni. Oznatme f(z) = 22 4+ 1, A = (1,3). Oznatme B = f(A). Dostdvame B =
(3,7). Z rovnice y = 2z + 1 vypotitame x. Dostdvdme = = %y — % Tedy funkce
T = %y— % je inverzni k zadané funkci f, je definovana na intervalu B. Zmé&nou oznaleni
pro neodvisle a odvisle promé&nnou dostdvame hledanou inverzni funkci

1 1
y:§x—§, r€B, yeA

Grafy zadané funkce a funkce k ni inverzni jsou na obrazku 7.18.
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Yy y=2z+1 e
7 /
v
/
7
v
7
v
v
e
3 ~ y=3T—3
7
1 74
v
ol
a 1 3 7T

Obréazek 7.18: Grafy funkei y = f(z), y

Kontrolni otazky

5.

Necht f(x)
a) f(2)
b) f({0,3))
c) f((5,6))

Ur&ete defini¢ni obor funkce f(z) =

324l Vypotitejte

3z+1
z2—1

Zjistéte, zda funkce jsou sudé, resp. liché:

Co je to funkce rostouci, klesajici, monotonni?

Nacrtnéte grafy funkci
a) y=2x—1
b) y =2®+1

c)
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f~}(z) z p¥ikladu 7.16..

[7]

[nelze, v bod& 1 € (0, 3) neni f(x) definovano]

[(54)]

Dy = (—00,—1) U (~1,1) U (1, 00)]

[sudd]

[neni ani sud3, ani lichd]

[lichd]
[lichd]



Kapitola 8

Limita a spojitost funkce jedné
promeénné

Uvod. V této kapitole se zam&Fime na zavedeni pojmu limity realné funkce f(x) jedné
promé&nné v daném bod&. Pojem limity funkce f(x) v daném bodg& pak pouZijeme k zave-
deni pojmu spojitosti funkce f(x) v daném bod&.

V této kapitole budeme tam, kde nemiiZe dojit k omylu, pouzivat pojem funkce misto
redlna funkce readlné proménné.

Pojem limity je dlleZitym pojmem, ktery je zakladnim pojmem nap¥. pro zavedeni pojmu
derivace funkce a uréitého integralu z dané funkce. D¥ive nez zalnete studovat po-
drobné tuto kapitolu, zopakujte si z kapitoly o &islech zavedeni nevlastnich &isel —oo, oo
a rozsifeni nékterych operaci ,,+, —, -, : “ na R*.

Déle si zopakujte pojem okoli jak redlného &isla, tak i nevlastnich &isel. Necht a,d jsou
redlnd &isla. Potom mnoZinu

<a,a+0)...... nazyvame pravym d—okolim bodu a, znatime Uj (a)
(a—d,a>...... nazyvame levym d—okolim bodu a, zna¢ime U; (a)
(a—0d,a+0)...... nazyvame d—okolim bodu a, zna&ime Us(a).

Necht a = —o00, § € R. Potom mnoZinu

(—00,0)...... nazyvdme d— okolim bodu —oco a znatime Us(—o0), resp. Uy (—o0)

Necht a = 0o, € R. Potom mnoZinu
(0,00) ...... nazyvdme J—okolim bodu co a zna&ime Us(o0), resp. Uy (00)
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8.1 Limita funkce jedné proménné v daném bodé

Uvodni poznamky k zavedeni pojmu ,limita realné funkce jedné proménné*

Zatnéme s vysetfovanim funkce

v bodech = # 0 ,,v blizkosti bodu" = = 0. Funkce f(x) neni v bodé z = 0 definovana.
Uved me si hodnoty této funkce v né&kolika bodech:

T +1,5 +1 +0,5
F(z) [0,664996 ... | 0,841470... | 0,958851 ...

T +0,1 40,01 40,001
F(z) [70,998334 ... ]0,999983... | 0,999999 ...

Uvedené hodnoty nds vedou k domnénce, Ze &m z je ,blize" k &islu 0, z # 0, tim f(x)
je ,blize" k &islu 1. Slovo ,,blize " budeme precizovat takto: K libovolnému ¢ > 0 Ize uréit
&islo 6 > 0 tak, Ze pro x € Us(0), z # 0, je 222 € U,(1), to jest pro z € (—6,6), = # 0,
jel—ce< % < 1+ ¢. Diikaz pravdivosti této domn&nky nebudeme ted provadét.
Ponévadz tato domnénka je pravdiva, budeme ¥ikat, Ze funkce SILZ M3 v bod& 0 limitu

Tz
rovnu ,,1" a tuto okolnost budeme psat jako

sinx

lim =1.

z—0 X
D¥ive, nez p¥ikrotime k exaktnimu zavedeni pojmu ,limita funkce f(x)" v daném bodé&
a € R*, zavedeme si tento pojem na zakladé neupresnénych pojmi. Doufdm, Ze to
pomize k pochopeni tohoto pojmu. Pojem limity funkce je zakladnim pojmem, jemuz je
nutno dobfe porozumét. Toto porozuméni je dileZitéjsi neZ nauceni se pfesnému znéni
definic a vét, které davaji navod k jejich vypoctu.

Pokus o osveétleni pojmu limita ,.lim, ., f(z) = o v nasledujicich pripadech.

u ’a € R,a € R|. Reeni ,limita funkce f(x) v bod& a € R je rovna o € R", které
symbolicky zapisujeme jako

lim f(z) = «,

Tr—a

znamena, nepresné feceno, toto: Zvolime-li jakékoliv &islo € > 0, potom v kazdémm
Cisle x, dostatetné blizkém k &islu a, ale rizném od a, je funkce f definovana a
nabyvd v ném hodnotu f(x), lisici se od &isla & o mén& nez .

Uved me tento ptiklad. Lehce nahlédneme, %e pro vdechna x # 2, kterd se malo

s ot . a+1 o [ A 4 . _
liSi od 2, je 555 definovano a 277 se malo li8i od £ = 0,8. (Nap¥. pro z = 2,01
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dostavame

2
(“"Jr ) — 0,795619 . ..
z?+1 2=2,01

a pro x = 2,001 dostadvame

(‘T”) — 0,7995602. .. .
=2,001

2+ 1
To nds vede k domnénce, Ze

.o x+2 4
glcl—%szrl_g_O'ég

’a eR a= oo‘. R&eni , limita funkce f(x) v bodé a € R zprava je rovna oo,
které symbolicky zapisujeme jako

lim f(x) = oo,
z—at
znamena, ze jestlize zvolime libovolné& velké &islo K, potom pro v8echna &isla x > a,

dostate€n& blizka k &islu a, nabyva funkce f(z) hodnotu v&tsi neZ zvolené &islo
K.

Uved me tento pFiklad. Necht f(z) = —L. Lehce nahlédneme, Ze zvolime-li jakékoliv
Cislo K, potom pro viechna ¢&isla x, dostate¢né blizka k &islu ,,2 riiznd od 2", je

flz) = ﬁ > K. Nap¥. pro z = 2,001 je f(2,001) = 1000 a pro x = 2,000001

je f(2,000001) = 1000000 Budeme tedy psat

li =1 =
Jim f(z) = lim —— =0,

a=00,a € ]R‘. Reeni ,limita funkce f(x) v bod& oo je rovna a € R", které
symbolicky zapisujeme jako

lim f(z) = a,

T—00

znamena, nepresné feeno, toto: JestliZze ¢ je libovolné zvolené &islo > 0, potom
funkce f je v kazdém dostatecné velkém Cisle = definovand a jeji hodnota v ném
se lisi od « nejvyse o €.

Uved me tento ptiklad. Necht

2+l
o2 —1

f)z)

Tuto funkci miizeme pro = > 0 p¥epsat takto (&itatele i jmenovatela dé&lime z?)

20 +x+1 2+ 1/x+1/(2?)
2—-1 1—1/(2?)
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Citatel se pro hodné velka  malo lisi od ,,2" a jmenovatel se pro velké hodnoty x
malo lisi od ,, 1", takZe pro hodné velkd = se hodnota uvazované funkce malo lisi
od ,, 2" Napf pro z = 100 je

(2x2+w+1

=2.010301....
r? —1 )z 100 ’

Rozborem tedy dojdeme k zdvéru, Ze jsme opravnéni psat

222 1
lim 22 r

T—00 x? —1

[ ] ’a =00, = oo‘ Reeni , limita funkce f(z) v bod& co je rovna oo, které symbol-
icky zapisujeme jako

lim f(z) =

T—00

znamend, nepresné teleno, toto: Zvolime-li jakékoliv velké &islo K, potom pro
vSechna dostate¢né& velkd &isla x je funkce f definovana a je v nich v&tsi nez K.

Vyslovme domnénku:

Uvazme, ze pro x > 0 plati

> +1  141/(z?)
r+1 1)z +1/(22)

fz) =

takZe pro dostatelné velkd z je f(z) v&tsi, nez zvolené K. Nap¥. pro z = 1000 je
F(x) > 999.
Osvétlete si tyto zapisy

a) lim Inz = —o0
z—04
b) lim 2% = oo
I—>2+
) lim 2% = —o0
T2

a nakreslete grafy funkci, jejichZ limity v pfislusnych bodech jsou uvedeny a vyslovte
domnénku o hodnoté pfislusné limity.

Limita funkce jedné proménné

Po tivodnich slovech k zavedeni pojmu limity uved me si jeji pfesné zavedeni.
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Definice 8.1. (Limita funkce jedné proménné)

Necht y = f(x) je redlnd funkce redlné promé&nné .

Necht a € R*. Rekneme, Ze funkce f(z) ma v bod& a limitu o € R* a pigeme
lim f(z) = a,

T—ra

jestlize ke kazdému e—okoli bodu « existuje d—okoli bodu a tak, Ze
1. funkce f(z) je definovana v Us(a) — {a}
2. pro vdechna = € Us(a) — {a} plati f(z) € U.(a).

Na obr.(8.1) je schematicky zndzorn&na graficky zndzorn&na definice limity funkce f(x)
v bod& a. Cislo ¢ libovoln& volime (tj. volime libovolné U.(a). Touto volbou uréujeme
,blizkost" hodnot ,,«, f(z)". K &islu ¢ (k okoli U.(a) se uréuje § ,(t.j. Us(a),). Pro
x € (Us(a) — {a} se pozaduje, aby f(z) € U.(a).

Obrézek 8.1: lim, ,, f(z) = «,

UkaZme, jak Ize tuto definici preformulovat v jednotlivych p¥ipadech.

m laeR,aeR, lim f(x) = .| Rekneme, e funkce f(x) ma v bodé a € R limitu
r—a

« a piseme

lim f(z) = «,

z—at
jestliZe k libovolnému vlastnimu &islu € > 0 Ize urdit takové vlastni &islo § > 0, Ze
pro v8echna = € (a,a + d), (tj. pro € U; (a) — {a}) je funkce f(z) definovand
a f(x)

se ligi od a nejvySe o ¢, tj. f(z) E<a—e,a+€>.
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Definici lim,_,,+ f(x) = «, osvétluje nasledujici obrdzek 8.2

y = f(z)
a—+é€
f(z)
a >—
o — € |
/\U;<a>—{a} |
0 a T a+9 x

Obrazek 8.2: lim, .+ f(z) = a,

a € R,a = oo, lim f(z) = co.| Rekneme, e funkce f(x) ma v bod& a € R
r—a

limitu zprava rovnu oo a piseme

lim f(x) = oo,

z—at

jestliZze pro kazdé libovolné& velké &islo e |ze ur&it takové vlastni &islo & > 0, Ze pro
vechna = € (a,a +9), (tj. pro x € Uy (a) — {a} je funkce f(x) definovans a
flz)>e.

Definici lim,_,,+ f(x) = 0o osvétluje na nasledujici obrazek 8.3.

’ y=f(x)
Ue(00)
f(a)
f(xg - B y=c¢e
i
0 c; 1‘3 a ; ) x
; T

Obréazek 8.3: lim, .+ f(x) = 00
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a=o00,a € R, lim f(z) =«

.| Rekneme, Ze funkce f(z) ma v bod& oo limitu
T—00
rovnu « a pisSeme

lim f(z) = a,

T—00

jestliZze pro kazdé libovolné malé &islo € > 0 lze urcit takové &islo § > 0, Ze pro

vechna = € (8,00), (tj. pro z € U (a)) je funkce f(z) definovand a f(z) €
(v —e,a+e¢).

Definici lim,_,, f(z) = o osvé&tluje nasledujici obrdzek 8.4

Yy
y = f(x)
a+e y=a+e
fla) 1 Ug(a)x\
Q U =a
oa—cq
y=«a—¢
0 5 T Us(oo) x
I

Obrézek 8.4: lim, . f(z) = «

a =00, =00, lim f(z) =00

. Rekneme, Ze funkce f(z) ma v bod& co limitu
T—r00
rovnu oo a piseme

lim f(z) = oo,

T—00
jestlize pro kazdé libovoln& velké ¢&islo ¢ > (| réit takové vlastni &islo & > 0,
s pro VBechna & € 9, 00), th. pro z € UﬂZ?ag je fi ?S def 3

5 je funkce f(x Inovana
flz) e (a—¢e,a+e¢).

Definici lim,_,~ f(x) = oo osvétluje nasledujici obrazek 8.5
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Yy
Us(a) y = f(x)
f(z)
€ y=¢e
| ;
0 % 5 T Us(oo) T

Obrézek 8.5: lim, ,, f(z) = o0

V bodech a € R zavaddime i limitu zprava a limitu zleva funkce f(x) takto:

Definice 8.2.
Rekneme, Ze funkce f(x) ma v bod& a € R limitu zprava (zleva) rovnu &islu o € R*

a piseme
s = (i ) =a).

jestlize ke kaZzdému e—okoli bodu av € R* existuje pravé (levé) d—okoli bodu a tak, Ze
1. funkce f(x) je definovéna v Uy (a) — {a} (U; (a) — {a})
2. pro vdechna z € Uj (a) — {a} (z € Uy (a) — {a}) plati f(z) € U.(a).

Poznamka 1. Jestlize defini¢nim oborem funkce f(z) je interval (¢, d), budeme n&kdy
B misto Ilgg f(z) pséat }EI_)Hi f(z),ponévadz funkce f(z) neni definovand pro x < ¢,
takZe funkce f(x) miZe mit v bod& ¢ jen limitu zprava.
B misto xlfél, f(zx) psat };1—% f(z), ,ponévadz funkce f(z) neni definovana pro x > d,
takZe funkce f(x) miZe mit v bod& d jen limitu zleva.
Poznamka 2. Vsimnéte si, Ze oznaleni IEI_I}X) f(x) (xh_rgolo f(z)) je vlastn& rovn&z
oznaceni pro jednostranné limity.

Poznamka. Viimnéte si, Ze jestlize funkce f(z) ma v bodé a € R limitu zprava i limitu

zleva rovnu témuz &islu av, potom funkce f(z) ma v bodé a téZ limitu lim f(x) a tato
T—r—00

limita je rovna a.
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Poznamka3. Necht a € R*, necht existuje 6 € R tak, Ze f(z) = g(z) prox €
Us(a) — {a}. Potom existuje-Ii lim f(x), existuje i lim g(x) a plati
T—a Tr—a

lim f(z) = lim g(x).
T—ra

T—ra

Podobné& pro lim f(x), lim f(x), lim f(x), lim f(z).
T—a4 T—a—_ T——00 T—00

P¥iklad 8.1. Funkce f(z) = ;;ill je pro vdechna x # —1 rovna funkci g(z) = m%l
Lze dokazat, Ze limlg(:zc) = —%. Podle pravé uvedené poznamky je tedy 1im1 (x) =
T— — T— —

i —_1
Jim o) ==}

| Funkce f(x) nemusi mit v daném bodé& limitu. Uved'me tyto ptiklady.

P¥iklad 8.2. Necht
1 pro x raciondlni,

—1 pro x iracionalni.

o ={
Necht a € R. Potom neexistuje lim f(x) ani lim f(z).
r—aq T—a—

Skutegn&. V kazdém intervalu (a,a+9) ((a—4,a)) jsou jak body z, v nichZ je f(x) =1,
tak body z, v nichZ je f(x) = —1. Tedy neexistuje ani lim f(z) ani lim f(z).
T—ray T—a

1

T

Pt¥iklad 8.3. UkaZme, Ze neexistuje lim sin
CCA)O+

Reseni. Predevsim zvaZzme, Ze funkce sin% je definovana pro vechna = # 0. PoloZme

1

€T :—’ k:172,
Tk 1)

Z¥ejm& posloupnost {xj}72; ma limitu rovnu 0, tj. klim x = 0. Dale
—00

—1 pro k liché,

1 : T
sin — =sin(2k + 1)= = { 1 pro k sudé.

T 2
Tedy v kazdém intervalu (0,9) jsou jednak body, v nichZ funkce sin% nabyvd hodnoty

—1, jednak body, v nichZ funkce sin = nybyva hodnoty 1, takZe neexistuje 11%1 sin .
x—04

. v .1 v/ , R
Na obr. 8.6 je vyznalen graf funkce sin _ pofizeny na pocitaci.
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Obrazek 8.6: Graf funkce sin %

8.2 Spojitost funkce jedné proménné v daném bodé

Pojem spojitosti funkce f(x) v daném bod& a lze zavést pomoci pojmu limity funkce
f(z) v bod& a takto.

Definice 8.3. (Spojitost funkce v bodé&)

Necht funkce f(z) je definovand v bodé @ € R a necht lim f(z) = f(a)

Tr—a

(lim f(z) = f(a)) [lim f(x) = f(a)]. Potom f(z) je v bod& a spojitd (spojita
T—ay T—a_
zprava) [spojitd zleval.
Je-li a levym (pravym) koncovym bodem intervalu I, na némz je funkce definovan3,
mizZeme Fikat, Ze funkce f(x) je v bod& a spojitda misto f(z) je v bod& a zprava
(zleva) spojita.

JestliZe funkce f(x) je v bod& a € R spojitd, potom vypolet limity funkce f(x)
v bodé& a Ize uréit pouhym vypoctem hodnoty funkce f(x) v bodé a.

Z drivéjsiho studia byste méli védét, Ze elementarni funkce:, polynom, racionalni
lomend funkce /x, a® log, x, sinx, cosz, tgx, cotgx, arcsinx, arccosx, arctgx
a arccotgx “ jsou spojité v kaZdém bodé& svého defini¢niho oboru. Pokud vam tyto
funkce nejsou dostate¢né zname, prostudujte si kapitolu o elementarnich funkcich.
Toto studium miiZete si odloZit na pozdé&jsi dobu.

Uved me si n&kolik ptikladi.
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S

P¥iklad 8.4. DokaZme, Ze lirrllo logx =1, lim sinx = %=,
T—

[ 2
=%

Skute€né. Funkce log x, sin = jsou spojité v kazdém bod€& svého defini¢niho oboru. Tedy

T V2

a}ll;rllologleog]‘o: 17 QEIE}%SIDJJ:SIHZ = 7

P¥iklad 8.5. Necht n € N. DokaZme

) 00, n je sudé
lim z" = { ’ ] ’

T——00 —o0, n je liché.

Skute¢n&. Necht n je sudé. Necht € > 0 je libovolné &islo. Bez tijmy na obecnosti
mlizeme predpokladat, Ze ¢ > 1. Polozme § = —{/c. Potom pro = € Us(—0o0), tj. pro
x € (—o00,—/e) je x> &, tj. 2" € U.(00), takze

lim z" = oo pro n sudé.
T—r—00

Podobné se dokaZe, Ze pro n liché je lim z" = —o0.
T——00

Ptiklad 8.6. Vypocitejte
lin%(SxQ — 4z +1).
z—

ReZeni. Polynom je funkce spojité v kazdém bod& = € R, tedy i v bod& 2. Limita v bod&
a, v némz je funkce spojita, je rovna jeji funkéni hodnoté v bodé a. Tedy

111%(3a:2—4x+1):3-22—4-2+1:5.
Tr—r

Ptiklad 8.7. Vypocitejte

. 3r+2
lim .
r—2 x2 — 1
ReZeni. Funkce flx) = iﬁff je racionalni lomena funkce. Vime, Ze racionalni lomena
funkce je spojita v kazdém bodé& svého defini¢niho oboru, to jest v kaZzdém bodg, v némz
je jmenovatel nenulovy. V nadem p¥ipadé je jmenovatel 22 —1 v bod& 2 roven 22 —1 = 3,
takZe funkce f(z) je v bod& 2" spojitd, takze liné f(z) je rovna f(2). Dostavame tedy
T—r

C 3xz+2 3-2+2 8
lim = = —,
=2 g2 — 1 22 1] 3

Priklad 8.8. Vypocitejte
. 2?2 —4
lim ————.
e—=2 12 — bx + 6
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Reseni. Polozme 2y
x J—
1o)== 7%

Ztejmé& Dy = R — {2, 3}. Funkce f(z) neni tedy v bod& 2 spojitd, nebot v n&m neni ani
definovand. Funkci f(x) p¥episme na tvar

(= 2)(x+2)

0= =@ -3
Polozme s+ 2
g(z) = —.

Z¥ejm& f(x)=g(x) pro x # 2. Pon&vadZ limita funkce nezavisi na jeji hodnot& v bodg,
v némz limitu pocitame, je
lim f(z) = lim g(z). (8.1)

Funkce g(x) je v8ak spojitd v bodg& 2, takZe

lim g(z) = g(2).

T—2
t].
. 2+2
lmglr) =55 =+
Podle (8.1) je tedy téz
lim f(x) = —4.

r—2

8.2.1 Limita a spojitost funkce vytvorené pomoci dvou funkci

Pro funkce, které vzniknou selitanim, ode&itanim, nasobenim a délenim funkci, jejichz
uvazované limity v daném bodé a zname, miiZeme pocitat limitu podle nasledujici véty.

Véta 8.1.
Necht f(x), g(x) jsou funkce pro n&Z plati

lim f(z) = A, limg(z) = B,

kde lim znadi jeden ze symbolii lim, lim , lim, lim, lim ,a € R a symboly A, B
r—a g—at r—a— TR0 T—H—00

predstavuji redlna &isla nebo jeden ze symbolii +oc0 nebo —oo (to jest A, B € R*).

153



Potom plati

lim(f(z) £ g(z)) = A £ B, (8.2)
lim f(z) - g(x) = A - B, (8.3)
fa) A

lim o) B (8.4)

pokud ma prava strana vyznam v R*,

Diikaz: Dikaz véty provedme jen pro nékteré ptipady. Dokazme vztah (8.2) pro tyto
pFipady. Ostatni p¥ipady se dokazuji podobné.

«) Necht a, A, B € R. Necht lim f(z) = A, lim g(z) = B. DokaZme, Ze lim(f(z)+
T—a r—a r—a
g(x)) = A+ B.
Necht € > 0 je libovolné &islo. Pon&vad? hm f(x) = A, existuje takové §; > 0,
Zeprox #a, v € (a—01,a+01) je funkce f( ) definovand a plati

|f(z) = Al < 5- (8.5)

Podobné&, ponévadz lim g(x) = B, existuje do > 0 tak, Ze pro z € (a —d2,a+d3),
r—a
x # a, je funkce g(x) definovand a plati

l9(a) - B| < 3. (8.6)
Polozme § = min(dy,ds). Ze vztahl (8.5),(8.6) dostdvdme pro = # a, = € (a —
d,a+9)
[f(x) £ g(x) = (A £ B)| = [(f(x) = A) £ (9(z) — B)| <
< |f@) — Al +|gle) = Bl < S +5 ==
Tedy

lim(f(x) £ g(x))=A + B.

r—a

B) Necht a,A € R, B = oo. Necht ¢, K > 0 jsou libovolna &isla. Pon&vad?
lim f(z) = A, lze k &islu € urgit §; > 0 tak, Ze pro x € (a — 01,a + 1), © # a,
Tr—a

je funkce f(z) definovand a plati
|[f(x) = Al <,
t].
A —-—e<flz)<A +e.
Ponévadz lim g(z) = oo, lze k &islu (K + ¢ — A) urit § > 0 tak, Ze pro
T—ra
x € (a—d2,a+ d2), x # a, je funkce g(x) definovand a plati
g(x) > K 4+¢e— A,
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Oznatme ¢ = min(dy,dy). Potom pro z € (a — d0,a + §), = # a, je funkce g(z)
definovana a plati

fl@)+g(x) >A —c+(K+ec—-A) =K.

Je tedy
lim(f(z)+g(z))=A +B=A + 00 = 0.

r—a

Podobné se dokaZe, Ze

lim (f(z) = g(x)) = —o0. 0

T—a4

Poznamka. Necht g(z) = ¢, kde c je redlnd konstanta. Potom lim g(x) = ¢ pro
T—a

libovolné a, nebot pro libovolné € > 0 a pro vechna z plati
lg(x) —c|=|c—c|=0<e.

Je-li lim f(z) = A, A € R*, ¢ € R je libovolnd konstanta, plati tedy podle véty 8.1

r—a

lime- f(x) =c-lim f(z) =c¢- A,

r—a Tr—a

pokud ma cA vyznam.

Z véty 8.1 dostavame pro funkce spojité tuto vétu.

| Véta 8.2.

Necht funkce f(z), g(x) jsou spojité v bod& a. Potom i funkce f(x)+g(x), f(z)-g(x)
je spojitd v bod& a. Jestlize navic g(a) # 0, je i funkce % spojitd v bodé a.

P¥iklad 8.9. Funkce sinx, z2—1 jsou spojité v kazdém bod&. Tedy i funkce sin z+2%—1,
sinz — 22+ 1, (2?2 — 1) - sinx jsou spojité v kazdém bod&. Pon&vad? 2*> — 1 # 0 pro
v # 1aprox# —1, je funkce 7% spojitd v kaZzdém bodé€ x, kde x # +1.

Pt¥iklad 8.10. Vypotitejte

lim (ap2" + ap_12" ' 4 -+ a1 +ag), a, # 0.

T—r00

ResSeni. Polozme
1
f(@) = an?" + ap 12" + -+ a17 + ag.

Funkci f(x) pfepi¥me na tvar

n—1

x 1
f(x>:$n(an+an—1 - +"'+a1_n+a0_n)v
x x x
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Podle véty 8.1 je

Ap—1

lim f(x)= lim z" - (hm a, + lim
T—00 T—00 T—00 r—00 I T—00 1’"—1 z—oo T

Ponévadz lim = = = =0prom €N, c€ R, lim 2" = oo, dostavame
T—>00 T—>00

lim f(z) =o00- lim a,.

T—r00 T—r00
Je tedy
. B oo pro a, > 0,
xlgrolof(:c) N { —o0  pro a, < 0.

Priklad 8.11. Vypolitejte

lim (a,2" + ap_ 12" '+ +arx +ag), a, #0.
T—r—00

Reseni. Postupujeme podobn& jako v predchozim p¥iklad&. Polozme

f(2) = anz™ + ap_12™t + -+ a1z + ag.

Dostdavame
. . n . . Ap—1 . 0
lim f(zr)= lim 2" | lim a,+ lim + .-+ lim + lim —
T——00 T——00 T——00 r——00 T r——o0o0 pn—1 z——oo M

Ponévadz lim me =0,meN, ceRa

T—r—00

I n 0o pro n sudé,
im 2" = .
z——00 —o0 pro n liché,

dostavame V)

lim f(z) =

T—r—00

sgna, - 0o pro n sudé,
—sgna, - co pro n liché.

Tedy napf. lim (222 —3z +1) =oco, lim 2?(2 -2+ 5) = o0

T——00 T——00
P¥iklad 8.12. Podle véty 8.1 je napf. lim+(x2 +1/x) = 0o, nebot 2? je funkce spojita,
z—0

takze lim z> =0a lim 1/z = cc.
z—0t+ z—0t

Pr¥iklad 8.13. Vypolitejte
. 222 —3r+1
lim ———.
z—o0 —x2 — 21 + 1

Dsgna=1,jelia>0,sqna=—1,jelia<0

156



ReSeni. PoloZzme

222 — 3z + 1
f@) = —5——=
-z —=2rx+1
Ponévad? lim (22°—3x+1) = oo, lim (—2?—2x+1) = —o0, nemiiZeme bezprosttedn&
T—r 00 T—>00

pouZit Zadnou vé&tu o limit& podilu, kterou jsme zatim uvedli, nebot =% neni definovano
ani v R*. Av&ak pro = # 0 je f(z) = g(x), kde

2—-34 %
g(x) = 11— % T :E_12
Zitejmé
lim (2 — % + m%) 9
lim g(z) = == - — =2
i g(@) = 30 (C1-2+1L) -1
Tr—00
Je tedy
e fle)==2
Pt¥iklad 8.14. Vypolitejte
3t —a 41
lim ——

zoo0 X2+ —1°

ReSeni. Z¥ejmg, dé&lime-li &itatele i jmenovatele &islem 22, kde x # 0, dostdvame

et TN el lim (3% = 2+ %) o
1im — = [1im T z2 _ 00 X
zooo 241 —1 z—>00 1+%_I_12 11111(1—1—%—#) 1

T—00

P¥iklad 8.15. Vypotitejte
. 2P+t
hm —_—.
T—00 ;1;'4 +x — 1

Reseni. Ziejmg, délime-li ¢itatele i jmenovatele 2* pro x # 0, dostdvdme

: 1 1 1
R RS S Lo B ﬁ&@+ﬁ+ﬁyikw
oot 4+ —1 Z—00 1+x_13_:v_14 lgn(l‘i‘ 13_3%4) 1

Vé&tu 8.1 pro vypocet 1im% nelze pouZit, jestlize lim f(z) = A, limg(z) = 0. Je-li
A # 0, je tento p¥ipad ¥e¥en nasledujici v&tou. O p¥ipadé, kdy lim f(z) = lim g(x) = 0,
pojedndme pozdéji.
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Véta 8.3. (Limita podilu f(x)/g(z))
Necht a,A € R, A # 0. Necht lim f(z) = A, lim g(z) = 0. Necht existuje
T—a r—a

6 > 0 tak, Ze pro x € Uj (a) — {a} je funkce % definovand a plati

1) g (1) ).

g(z) g9(z)
Potom
lim J(@) =00 (—00).
r—at g(m)
Pr¥iklad 8.16. Vypolitejte
. 3z
lim

o2t 12 — 4

Reseni. Zfejm& lim 3z =6, lim (2?2 — 4) = 0. Tedy limita &itatele je rizna od nuly a
x—2F z—2F

limita jmenovatele je rovna 0. Uréeme znameni funkce —32%

x2—4"
obr. 8.7. PonévadZ? existuje pravé okoli bodu 2, v némz je funkce

Znameni je zndzornéno na
32 kladna, je podle

z2—4

- + - +

-2 0 2

Obrazek 8.7: Znameni funkce z piikladu 8.16.

véty 8.3
i 3z
im = 0.
a2t 12 — 4
Podobné bychom zjistili, Ze
) 3z
lim = —00.

z—2- 12 — 4

Poznamka. Schematicky chovani funkce x§f4 pro x ,blizko“ k &islu 2 znazorfiujeme
podobné jako na obr. 8.8.
P¥iklad 8.17. Vypotitejte

3z +1

lim 5 )
=1+ 12 — 1

ReSeni. Pondvad? lim (32 + 1) = 4, lim (2* — 1) =0, 3241 > 0 pro x > 1 (urtete
r—1 rz—1
znameni raciondlni lomené funkce 3z*L

=5 ), dostavdme podle véty 8.3, Ze
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Obrazek 8.8: Znazornéni chovani funkce z§f1 v okoli bodu z =2, x # 2.

8.2.2 Limita a spojitost slozené funkce v daném bodé

Véta 8.4. (Spojitost slozené funkce)

Necht funkce u = ¢(z) je spojitd v bodé a € R a necht funkce f(u) je spojitd v bodé

a = ¢(a). Potom sloZend funkce f(p(x)) je spojitd v bodé a. Je tedy lim f(p(z)) =
r—a

f(p(a)).

Dikaz: Ze spojitosti funkce f v bodé a = ¢(a) vyplyvd, Ze k libovolnému ¢ > 0
existuje takové o > 0, Ze pro u € U,(a) (tj. pro x € (o — 0,cx + 0)) je funkce f(u)
definovana a plati f(u) € U.(f()) (tj. f(a) —e < f(u) < f(a)+¢). Ponévadz funkce
@ je spojitd v bod& a, k uvedenému &islu ¢ existuje takové § > 0, Ze pro x € Us(a)
(tj. pro a — 6 < z < a+ 6) je funkce p(x) definovanad a p(x) € U,(a) (to jest
a—o<p(r) <a+p). Jelitedy z € Us(a), jeu=p(z) € Uya) a f(u) € U-(f(w)),
tj. f(p(z)) € U-(f(c)). Funkce f(¢(z)) je tedy spojitd v bodg a. O

Priklad 8.18. Funkce sin(z® + = + 1) je spojitd v kazdém bodg& a € R.

Skute¢ng. Polozme u = p(x) = 22 + x + 1, f(u) = sinu. Necht z € R. Vime, Ze
polynom je funkce spojitd v kazdém bod&. Je tedy ¢(x) spojitd i v bod& a. Oznalme
a = a®+a+ 1. Funkce f(u) je spojitd v kazdém bodg, tedy i v bod& a. Podle v&ty 8.4
je tedy f(p(x)) spojitd v bod& a. Ponévadz a byl libovolny bod z intervalu (—oo, 00),
je f(p(x)) spojitd v kazdém bodé a € (—o0, o).

Véta 8.5. (Limita sloZzené funkce)
Necht ¢, f jsou funkce, a € R*, o € R a necht

lim p(x) = a.
r—a

Necht funkce f je spojitd v bod& .. Potom plati

lim f(p(z)) = f(lim ¢(z)) = f(a). (8.7)

T—ra T—ra
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Diikaz: Necht £ > 0 je libovolné &islo. Pon&vad? funkce f je spojitd v bod& o, existuje
o > 0 tak, Ze pro u € Uy(«) je funkce f definovand a f(u) € U.(f(«)). Ponévadz
lim, ., p(z) = «, k &slu p existuje takové § > 0, Ze pro € Us(a) — {a} je funkce
@(x) definovavd a (x) € U,(a). Tedy pro z € Us(a) — {a} ma f(e(x)) vyznam. Je-li
x € Us(a) — {a}, jeu = ¢(x) € Uy(a) a tedy f(p(x)) € U(f(a)). Plati tedy (8.7).

P¥iklad 8.19. UkaZme, Ze i
lim e2-1 = ¢

3
2 .

T—r00
Skuten&. Polozme p(z) = 32, f(u) = e*. ZFejmé
341 3
1 = li L =—
A ele) = Jim 571 =5
Funkce e je spojitd v bodé u = % takZe
llm eg;t} — e%

Priklad 8.20. Necht p(z) = 22+ 1, f(u) = \/u. Funkce f(p(x)) je spojitd v bodg 0.

Skutetn&. ¢(x) je spojitd v bodé a = 0. Polozme o = ¢(a), tj. @« = 1. Funkce /u je
spojitd v bodé o = 1. Podle véty 8.5 je tedy funkce v/22 4 1 spojita v bod& a = 0.

Poznamka. K domnénce, Ze funkce v 22 + 1 je v bod& a = 0 spojita, mizeme dospét i
touto tivahou. Kdy? x je dostate&né blizko k 0, je 2241 blizko k 1 a stéle je 2% +1 > 0.
Tedy /22 + 1 je blizko k &slu /1 = 1. Ponévad? funkce v/z2+ 1 ma v bod& a = 0
hodnotu 1, je funkce v/ 22 + 1 v bod& a = 0 spojita.

8.2.3 Spojitost inverzni funce

Uved me si bez diikazu v&tu o spojitosti inverzni funkce.

Véta 8.6. Necht f(x) je prostd na intervalu I a necht zobrazuje interval I na interval J.
Potom k funkci f(x) existuje funkce inverzni =1, kterd zobrazuje interval J na interval
I. Jestlize funkce f(x) je spojitd na intervalu I, potom funkce f~1(x) je spojitd na
intervalu J.

8.3 Shrnuti, Glohy

V kapitole je zaveden pojem limity funkce f(x) v bod& a € R* a tento pojem je pouZit
k zavedeni pojmu spojitosti funkce f(z) v bod& a € R. Jsou vyetfovany limity funkci
f(z) £ g(x), f(z) - g(z), % v daném bod& pomoci limit funkci f(x), g(z) v tomto
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bod&. Je vySetfovdna spojitost funkei f(z) £g(z), f(z)-g(x), % v daném bodg, jsou-li

v tomto bodé& spojité funkce f(z) a g(x). RovnéZ je vySetfovana limita sloZené funkce
v daném bodé a spojitost sloZené funkce v daném bodé.

Ulohy
1. Vysvétlete pojem limity funkce f(x) v bodé a € R*.
2. Vysvétlete pojem spojitosti funkce f(z) v bod& a € R.

3. Necht f(z) < g(z) < h(z), z € I, z # a. Necht lim f(z) = lim h(z) = a.

r—a T—a

Existuje 9131511 g(x)? V ptipadg, Ze existuje, urlete al:l_r}ég(:c)
4. Jaké véty znate pro vypolet limity souctu, soucinu a podilu dvou funkci?
5. Vysvétlete pojem funkce spojité daném v bodé.
6. Jaké véty znate o spojitosti soultu, souinu a podilu dvou funkci?
7. Co vite o spojitosti sloZzené funkce?

8. Jakou vétu znate pro vypocet limity sloZzené funkce?

9. Necht
1 prox >0,
fz) = 0 prox =0,
—1 prox <0.
Vypotitejte xliﬂi f(x), xli%l, f(z), glclil(l)f(l‘) [1, —1, neexistuje]
10. Vypoditejte limity
a) lim(3x +1) [7]
b) hm1 T 4
sin x sin 3
c) lim (345 —2) 2
11. Vypoditejte limity
a) lim 2t [o<]
. 2
b) lim 2 (1]
c) lim arctgx (5]
Tr—00
d) hm arccotg [0]
e) hm i, lim [+1, —1]
z—0t T z—0- T
f) lm e®, lim e” [00, 0]
g) lim log;z: lim logx [—00, neexistuje]
x—07t z—0~
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lim log LT
z—0~

lim sinz
r—r00

)
i)
j) lim
)
)

sin x

T—00
k

Vv

lim SlIl =
z—0t

lim z sm =
r—0+

12. Vypolitejte
: 3x+1
a) xllgl+ w41

2241

lim arctg
Tr—00

13. Vypocitejte

3z+1
x2_1"

hm

3z+1'

: 3z+1
lim 21

z——11

. 3z+1
azgzqf 2?-1

2241
3x+1

lim arctg
o0

a) lim (v422 —1—
T—00

14. Je funkce f(x) = S22 spojita v bod& 07 Je funkce g(z) =

V222 + 3)

(0,00), g(0) =1 spoyta v bod& a = 07

15. Je funkce
a) f(z) = VB

b) g(x)

16. Vypolitejte
. z4l
a) lim e «2

[o<]
[neexistuje]
[0]
[neexistuje]

[0]

[00, —00, —00, ]

[—o]

[+00, —o0]

[5]

2 2

[+oc]

f(z) prox € (—o0,0)U

[/ () neni, g(z) je]

spojitd v bodé 07
= f(z) pro x # 0, g(0) = 2 spojitd v bodé& 07?

b) lim In(1 — x)
Tr—00
) lim 2=
eyet acxl 41
d) lim 2% lim 2%
z—07F x—0~
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Kapitola 9

Elementarni funkce.

9.1 Polynom a racionalni lomena funkce

V této kapitole pojednéme souhrné o Fadé funkcf, které znéte (nebo méli byste znét)

vvvvvv

neprobiraji. Zacneme s polynomem.
Polynom

Zaved me si komplexni funkci komplexni promé&nné , polynom “.

Necht a,,,ap_1,...,a1,a9 jsou komplexni &isla. Jestlize ke kaZdému komplexnimu
&islu = € C piradime &islo f(x) vztahem

f(x) = apa” + -+ + a1 + ao, (9.1)

Jje jim definovana komplexni funkce na mnoZiné vsech komplexnich &isel C. Tato
funkce se nazyvd polynom. Cisla a,,...,ay nazyvdme koeficienty polynomu f ().
Cislo ay nazyvdme absolutnim Elenem polynomu f(x). Jestlize a,, # 0, polynom f(z)
nazyvame polynomem n-tého stupné.

Nap¥. f(x) = 2%2+1 je polynom 2. stupn&. Podle definice stupn& neni polynomu f(z) = 0
pFitazen zadny stupeii. Nazyvame jej nulovym polynomem.

Cislo o nazyvame kofenem (nulovym bodem) polynomu f(x), jestlize

f(a) =0.
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Nap¥. polynom
Px) =2+ (9.2)

ma koteny 0,4, —i, nebot P(0) = 0, P(i) = i*+i = 0. Podobn& P(—i) = (—i)3+(—i) =
0. Lze ukazat, Ze nemd z4adné dalsi koteny.

Jestlize P(x) je polynom a « je jeho ko¥en, potom polynom prvniho stupné& = — « se
nazyvd korenovym Cinitelem odpovidajicimu kofenu c.

O polynomu plati tyto véty:

Véta 9.1.
Necht o je koFenem polynomu f(x) stupn& n > 1. Potom existuje takovy polynom
g(x) stupn&n — 1, Ze pro kazdé komplexni &islo = plati

f(z) = (z = o) - g(2).

Duikaz: Ponévad? f(«) = 0 lIze polynom f(x) zapsat jako

@) = f@) = F(@) = (@0" + ayaa™ 4o+ gz + ag) -

—(p Q"™ + Ay ara+ ag).

Upravou dostdvame

Ponévadz
o —of =(r—a)@" a4+ MY, prok=1,2,...,n,
lze psat
f(x)=(z—a) [ap(z" 7+ +a" )+ +a],
to jest
f(@) = (z = a)g(x),
kde g(x) = a,(z" '+ -+ ™)+ 4 ay. O

P¥iklad 9.1. Polynom
f(x):x2—x—2,

ma &islo 2 za sviij koten, nebot f(2) = 0. Existuje tedy polynom g(x) stupn& 2 tak, Ze
f(z) = (z = 2)g(x).
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Skutegn&. D&lenim polynomu f(z) kofenovym &initelem = — 2 dostavdme

(22— 2-2):(x—-2)=x+1

+ 22 F 2
T —2
+ zF2
0
t].
(2 —2-2):(x—2) =z +1,
takZe

flz)=(z—=2)(x+1).

Zatim jsme pouze zavedli pojem kofene polynomu, ale nezabyvali jsme se problémem
existence kofene polynomu. O tom vypovidad nésledujici véta:

| Véta 9.2. (Fundamentalni véta algebry)
| KaZdy polynom stupnén > 1 ma v oboru komplexnich &isel koren.

Dukaz: Bez dukazu. 0

Definice 9.1.
Rikdme, Ze &islo o je k—ndsobnym koFenem polynomu f(z), jestlize pro kazdé kom-
plexni &islo x plati

f(z) = (z — a)fg(x),
kde g(z) je takovy polynom, Ze g(a)) # 0.

Ptiklad 9.2. Polynom 23 — 322 + 4 Ize zapsat ve tvaru
? =317+ 4= (v —2)*r+1).

Je tedy # = 2 dvojndsobnym a x = —1 jednoduchym ko¥enem polynomu 23 — 322 + 4.

Disledek. Polynom n—tého stupné, n > 1,

f(x) = anxn + Cln_ll'n_l +- -+ ax+ay, an, # 0

v/ s

ma pravé n kofend, pocitame-li k—ndsobny koren za k korend.

Diikaz: Necht n = 1, a; # 0. Potom f(x) = a1z + ao je polynom stupn& 1. Potom
f(@) = ai(z+2), takze f(z) = (z — a)ay, kde a = —2.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro polynomy stupné n — 1 a dokazme, Ze pak plati
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také pro polynomy stupn& n. Necht tedy
f(x) = ana™ + an—ll’n_l +--+azr+a, a,#0.

Podle fundamentalni véty algebry ma polynom f(x) kofen v oboru komplexnich &isel,
oznatme jej . Tedy

f(z) = (z — a)g(x),
kde g(x) je polynom stupné n — 1, ktery ma podle predpokladu n — 1 ko¥enl. Poné&vadz
« je kofenem polynomu f(x), ma f(x) prdvé n kofeni.

P¥iklad 9.3. Ponévadz
ot 4423 — 1620 — 16 = (2 + 2)3(z — 2),

je © = 2 jednoduchym a x = —2 trojndasobnym kofenem tohoto polynomu. M3 tedy
dany polynom 4 kofeny.

Dasledek. Jestlize polynom f(x) je roven nule v nekone¢n& mnoha &islech, pak je to
polynom nulovy.

Dukaz: Kdyby polynom byl stupné n > 1, byl by roven nule nejvySe v n navzdjem
rtznych &islech. To je spor, takZe polynom ma v8echny koeficienty nulové. Pro n = 0 je
véta zfejma. 0
Dausledek. Jestlize dva polynomy f(x), g(x) nabyvaji stejné hodnoty v nekone&n& mnoha
Cislech, pak maji stejné koeficienty u stejnych mocnin x.
Dakaz: Oznagme

hz) = f(z) — g(z).

Polynom A(x) ma nulovou hodnotu v nekone&n& mnoha &islech, takZe viechny jeho
koeficienty jsou nulové. Odtud snadno plyne tvrzeni. 0

| Polynom s redlnymi koeficienty budeme nazyvat redlnym polynomem. |

Véta 9.3.
Je-li o+ i, B # 0 jednoduchym kofenem realného polynomu

f(x) - anxn + an—lxn+1 + -+ a1 + Qyp, Qn # 07 (93>

Jje téZ Cislo o — 13 jeho koFenem.
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Diikaz: Dosazenim z = a + i3 do (9.3) dostdvame

fla+if) = aula+iB)" +ans(a+iB)" "+ +ala+iB) +a
= A+iB,

kde A = R(f(a+if)), B = I(f(a+1if)). Ponévadz f(a+ i) = A+iB =0, je
A =0, B=0. Ponévad? (o« —if)" je &islo komplexn& sdruzené k &islu (a + i/3)" pro
r=1,2,...,n, plati

fla=if) = anla—if)" +ans(a—if)"" +--- +arla —if) + a
= A—1iB.

Ponévadz A = B =0, je f(a — i) = 0, takZze a — i3 je kofenem polynomu (9.3).

Je tedy polynom (9.3) d&litelny sou&inem ko¥enovych Cinitel(
(z = (a+if)) - (z = (a —if)) = (x — a)’ + 7,
tedy redlnym polynomem druhého stupné. Je tedy

f(@) = [z — )’ + % fil2), (9-4)

kde fi(z) je redlny polynom stupn& n — 2. Kdyby « + i byl dvojnasobnym kofenem
redlného polynomu f(x), byl by a+ i3 jednoduchym ko¥enem redlného polynomu f;(z),
uréeného vztahem (9.4). Tedy o — i3 by byl podle véty 9.3 téZ jeho kofenem. Bylo by
tedy mozné psat

filz) = [(z — @)’ + 3% fo(2), (9.5)
kde fo(x) je redlny polynom stupné n — 4. Tedy

f@) =(z — a)* + B fo(z).

Timto jsme dospéli k tomuto zavéru

Je-li a +iB3, B # 0, k—ndsobnym kofenem realného polynomu f(x), je téZ oo — if3
k—ndsobnym koFenem polynomu f(x).

Poznamka. Jestlize polynom neni redlny, tvrzeni véty nemusi byt splnéno. Nap¥. poly-
nom f(z) = 2% + x(1 — i) — i ma &islo i za sviij kofen, avéak —i neni jeho kofenem.
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Z toho, co jsme o kofenech polynomu uvedli, Ize dospét k tomuto tvrzeni.

Necht f(z) je redlny polynom. Necht «,f,...,v jsou vSechny jeho navzdjem
riizné redlné kofeny a to o k—ndsobny, (3 l-ndsobny, ... , v m-ndsobny. Necht
a F b, ..., c £ id jsou vSechny jeho navzdjem riizné dvojice nerealnych komplexné
sdruZenych kofenii. Necht a+ib je p—ndsobny,. .., c+id je g—ndsobny koFen. Potom
plati

fl@) = an-(@—a)f (=) (z—y)"-
J(z—a) + 5P [(z— )2 + dPS. (9.6)

pro kazdé komplexni &islo x.
Polynom f(x) zapsany ve tvaru (9.6) nazyvdme rozkladem redlného polynomu
v realném oboru.

Hledani kofenii polynomii. Vyslovili jsme sice v&tu o existenci kofeni polynomi, av8ak
neuvedli jsme zatim nic o zplisobu jejich hleddni. Tato problematika je zna&né rozsahla
a jeji vyklad v plném rozsahu je nad rdmec tohoto textu. Uvedeme zde alespor nékolik
tvodnich poznamek k této problematice.

Hledani kofenl polynom( 1. a 2. stupné by Vam mélo byt viem dobfe zndmo. Nékterym
z Vas mozna neni zndm pfipad, kdy kofeny kvadratické rovnice jsou komplexni. Proto
si uvedeme i pfipad hledani kofenld polynomi 1. a 2. stupné. Zde neni uvedeno po-
drobné odvozovani. Vyklad tykajici se polynom{ 2. stupné je nutno chdpat jen jako
pfipomenuti poznatk(i z matematiky v d¥ivéjSim studiu. Existuji i metody na hledani
kofenl polynomi 3. a 4. stupné, kterymi Ize kofeny urlit z jejich koeficienti kone¢nym
poltem aritmetickych operaci a odmocniovani. Je dokdzano, Ze neexistuje vypoctovy
postup, kterym by bylo mozno v obecném p¥ipadé urcit kofeny kazdého poly-
nomu stupné vétsiho nez 4 z jeho koeficientti provedenim konetného poctu
aritmetickych operaci a odmocriovani. Vypoctové postupy, kterymi by bylo mozné
urcit kofeny kazdého polynomu 3. a 4. stupné z jeho koeficientl kone¢nym poctem ar-
itmetickych operaci a odmocniovani, davaji nékdy vysledky v nepfehledném tvaru, takZe
se dava Casto pfednost numerickym postuplm, kterymi lze p¥iblizné hledat kofeny poly-
nom{ i stupnid vétsich nez 2.

Hledani kofeni polynomu

P(z) = apx™ + ap_12™ "+ - 4+ ayx + ag, (9.7)
kde a,,an_1,...,a1,a9 € C, a, # 0, vede na YeSeni algebraické rovnice
an ™ + Q12" - a4 ag = 0. (9.8)

‘I Cislo «v je kofenem polynomu (9.7), kdyZ a jenom kdyZ? je FeSenim rovnice (9.8).
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Kofeny polynomu 1. stupné. Pro n = 1 dostdvame z (9.7) polynom
P (z) = a1x +ag, a3 #0. (9.9)
P¥islusnou algebraickou rovnici
axr+ay =0, a #0, (9.10)

nazyvame linearni rovnici. Ma jediny kofen, oznaéime jej x1, kde

Qg

= ——. 9.11
21 . ( )
Polynom Py(z) = a1z + ap, a1 # 0, md jediny koFen x1 = —2¢. Grafem redIného
polynomu 1. stupné& (9.9) je pfimka
Yy = a1x + ay, (9.12)
kterd protind osu x v bod& xy = —%°. (Viz obr. 9.18.)

Yy =a1T + aop

X1 X

Obrazek 9.1: Graf linearn{ funkce (9.12).

Ptiklad 9.4. Nap¥. polynom

P (x) =2z +3 (9.13)
ma pravé jeden koten xy, ktery je kofenem rovnice
20+ 3 =0.
Timto koFenem je &islo z; = —3. (Nakreslete si jeho graf.)

Kofeny polynomu 2. stupné. Pro n = 2 dostdvame z (9.7) polynom
Py(z) = agx® + a1 + ag, ay # 0. (9.14)
Kofeny tohoto polynomu jsou feSenim kvadratické rovnice

as®® + a1x +ag =0, ay#0. (9.15)
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KofFeny x1,x (ve stru¢ném zapisu x15) polynomu (9.14), tedy FeSeni kvadratické
rovnice (9.15), Ize uréit podle vztahu

—ap a% — daqag

= 9.16
L2 24y (9.16)
(Vztah (9.16) plati i pro polynomy, které nejsou redlné.)
Cislo
D = a? — 4asag (9.17)
se nazyva diskriminant kvadratické rovnice (9.15).
Diskuze — redlny polynom 2. stupné&. Necht
Py(7) = ayx® + a17 + ag, (9.18)

kde as,a1,a9 € R, as # 0, je redlny polynom 2. stupné. Mohou nastat tyto p¥ipady.
a) D =0.V tomto p¥ipadé dostdvdme z (9.16)

aq
= ——. 9.19
1,2 2y ( )

b) D > 0.V tomto p¥ipadé je v/D redlné &islo a z (9.16) dostavame

—a; — VD —a; + VD

r=———— Ty =
2@2 ’

(9.20)

20,2

c) D < 0.V tomto pfipadé dostavame z (9.16)

I o
o= —a—WIPL et iV (9.21)

2a9 2as

Ptiklad 9.5. Urcete kofeny polynomi

a) fla) = 2% — 3a,

b) g(z) = 2* — 5z + 6,

c) hiz)=2*+x+ 1.
Rezeni.

a) Koreny polynomu f(x) jsou koF¥eny rovnice

272 — 3r = 0. (9.22)

Ponévadz rovnice nemd absolutni ¢len, neni nutno k jejimu ¥eSeni pouZit vztah
(9.16). Rovnici (9.22) prepiSeme na tvar

z(2z — 3) =0. (9.23)
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Ponévadz soudin dvou vyrazl je roven 0, kdyZ alespori jeden z nich je roven O,
z (9.23) vyplyva x = 0 nebo 2z — 3 = 0. Odtud

3
T = 0, To — 5
b) Ko¥eny polynomu g(x) dostaneme ¥eSenim kvadratické rovnice

22— b5r+6=0.

Diskriminant D této rovnice potitdme podle (9.17). Dostdvdme D = 52 —4-1-6,
tedy D = 1. Podle (9.20) dostavédme

51 5441

9 3 Ty = 9 ;

x

tedy
T = 2, To — 3.

c) Koteny polynomu h(x) dostaneme FeSenim kvadratické rovnice
?+r+1=0.
Diskriminant této rovnice pocitame podle (9.17). Dostavame
D=1—-4-1-1, takze D = —3.
Podle (9.21) dostavame

143 —1+iV3
T A

X1

Grafem redlného polynomu 2. stupné& (9.14)
Y = ar® + a1x + ag, as #0,

Jje parabola, kterd je pro ay > 0 oteviena ve sméru kladné osy y a pro ay; < 0 je
oteviena ve sméru zdporné osy y. Ozna&ime D = a? — 4asagy. Je-li D > 0, parabola
protind osu x ve dvou riiznych bodech x1, x5 danych vztahem (9.20). Je-li D = 0,
parabola se dotykd osy x v bod& x1 = xo daném vztahem (9.19). Je-li D < 0,
parabola neprotina osu x. Viz obr. 9.2—9.7.
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Obréazek 9.2: Obréazek 9.3: Obréazek 9.4:
a, >0, D >0 a, >0, D=0 a, >0, D <0
xmz T (ELQ T x
Obrazek 9.5: Obrazek 9.6: Obrazek 9.7:
as <0,D >0 as <0, D=0 as <0, D <0

Shriime si nyni dosaZené poznatky o hledani kofeni polynomi.

Kofeny polynom 1. a 2. stupné se hledaji vySe uvedenym zpiisobem. Kofeny poly-
nom( 3. a 4. stupné lze sice vZdy urlit z jejich koeficientli provedenim kone¢ného
poctu raciondlnich operaci a odmociiovani, avSak vysledky byvaji vyjadreny &asto
v komplikovaném tvaru. Pro obecné polynomy stupiili vétsich nez 4 je dokazano, ze
nelze nalézt vypoltové postupy, jimiZ by bylo moZno v obecném pf¥ipadé z jejich ko-
eficientli nalézt kofeny kone¢nym poctem aritmetickych operaci a odmociiovani. To
ovsem neznamend, Ze koteny nékterych specidlnich polynomi nelze urcit kone¢nym
poctem zminénych operaci. Je tomu nap¥. pro polynomy P, (x) = 2" — ag. K ur&eni
kofenl polynomi stupiid vétSich nez 2 se pouzivaji numerické metody. Uceleny
vyklad téchto metod pfesahuje ramec tohoto studijniho textu. V dal$im pojednani se
k této problematice vratime. V pt¥ipadé potfeby je mozno urlit kofeny na pocitadi,
pokud jsou na ném zabudované vhodné programy.

Racionalni lomena funkce

Racionalni lomenou funkci nazyvame kaZdou funkci tvaru

Flz) = % g(x) £0,

kde f(x) a g(x) jsou polynomy. Ponévad? polynom je definovan v kaZdém komplexnim
Cisle, je racionalni lomena funkce definovana ve vsech komplexnich &islech v nichZ je
g(x) #0, tj. ve viech &islech x, kterd nejsou kofeny funkce g(x).
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P¥iklad 9.6. Funkce
B 2+ 3

T34
je raciondlni lomena funkce. Jmenovatel, funkce g(x) = 2 + =z, Ize psat ve tvaru g(z) =
x(x+i)(x—1i). Je tedy F'(x) definovana ve viech komplexnich &islech riiznych od 0, —i, i.

F(x)

Necht &itatel i jmenovatel racionaini lomené funkce F'(x) maji spole¢ného kofenového
Cinitel x—a. Zkratime-li timto spole¢nym kofenovym &initelem, dostaneme novou racionalni
lomenou funkce, oznatme ji G(z). Funkce F'(z), G(x) maji stejné hodnoty pro z # «.
MUZe se ale stat, Ze funkce G(z) je v « definovdna, zatimco F'(x) neni v &isle o defi-
novdna. V dal$im budeme predpoklddat, Ze ¢itatel a jmenovatel racionalni lomené funkce
nemaji zadny stejny koten.

Necht n je stupefi polynomu &itatele a m je stupel polynomu jmenovatele racionalni
lomené funkce F(x). Jestlize je n < m, funkci F(z) nazyvdme ryze lomenou, jestlize
n > m, nazyvdme funkci F'(xz) neryze lomenou.

Necht

je neryze lomend funkce. Dé&lenim funkce f(z) funkci g(x) dostaneme

f(z) = P(z) - g(x) + Q(z),

kde P(z), Q(x) jsou polynomy. Polynom Q(x) je zbytek po dé&leni, jeho stupefi je mensi
neZ stupefi polynomu g(x). Je tedy

Funkce % je ryze lomena racionalni funkce.

Slovy: Neryze lomenou racionalni funkci Ize napsat jako soulet polynomu a ryze
lomené racionalni funkce.

Priklad 9.7. Funkce

3xt — 23+ 1

R(x) = 2 +1

je neryze lomena. V Citateli je polynom stupné 4, ve jmenovateli je polynom stupné 2.
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Délenim dostavame

i(ga:i —22° o +1): (a2 +1)=322 - 22 — 3+ ZH
T xXr
—23 —322 +1
223 T2
—322 422 +1
32 T3
2x +4

9.1.1 Kontrolni tdlohy - polynom a racionalni funkce

1.V kterych bodech je funkce f(z) = 33=2 spojita? Zdivodngte.
[ve v8ech bodech riiznych od £2]

2.  Urcete korfeny polynomu
a) 2?2 —Tx +12 [3, 4]
1 V3
c) 2 +1 -1, =58
3. Rozlozte na kofenové &initele polynom

2t — 23+ 1222 — 132 + 45

vite-li, 2 m3 ko¥en 1+ 2i. [(z — 1+ 20)(z — 1 — 20)(z — “HE) (- ~1=iV35))

4. Dokazte, ze polynom
zt —52° + 62% — 9z + 27
ma dvojndsobny koten 3.

5. Regte rovnici
5 4 3 2 _
> —Tx"+92° — 2+ 7 —-9=0

vite-li, Ze m3 za ko¥eny vechny t¥eti odmocniny z jedné. 1, #, V13

6. Rozlozte v redlném oboru polynom z* + 1.
[Ndvod: z* + 1 = (2% + 222 +1) — 222, 2* + 1 = (2% + 1)? — 222, Odtud (z? + 2v/2 +
D(x? —2v2+1)]

7. Rozlozte na soulet polynomu a ryze lomennou raciondlni funkci:
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4 2 .
Tt 4+ 6x°+x — 2 [1+2x3+6m +z— 2]

A3 x4 —2z3

8.  Urcete znameni funkci 4 i

a) (28 +27)%(x — 5)? [ . . ]
-3 )

py @=L o]

x+3 -3 -1 1
. (2z +1)°(2* — 3)° [— N SO ]

z(r —2) -3 -3 0 v3 2

9.1.2 Zavedeni odmocnin

P¥ipomeiime si pojem inverzni funkce.

Véta 9.4. (Inverzni funkce)

Necht funkce f(z) je spojitd a rostouci (klesajici) na intervalu I = D(f). Oznaéme
Jeji odvisly obor (je jim interval) J = f(I). K funkci f existuje funkce inverzni f~1,
Jjejim neodvislym oborem je interval J a odvislym oborem je interval I. Funkce f~*
Je na svém defini¢nim oboru J spojitd a rostouci (klesajicr).

Duikaz: Diikaz provedeme pro funkce f rostouci na inervalu I. Pro funkce klesajici je
diikaz analogicky. Pfedpoklddejme tedy, Ze f(x) je na intervalu I spojitd a rostouci.

DokaZme, Ze funkce f~'(x) je rostouci na intervalu J. Necht zy, 25 € J, 21 < 2o.
Kdyby bylo f~(z1) > f~!(x2), platilo by

FUH ) = F(fH(w2)), (9.24)

nebot f je rostouci na I. Podle (10.19) dostdvdme z (9.24) z; > =z,, coZ je spor
s predpokladem, Ze z; < 5. Je tedy funkce f~!(z) rostouci na intervalu .J.

DokaZme déle, Ze funkce f~'(x) je spojitd na J. Necht a € J je libovolny bod, ktery
neni jeho pravym koncovym bodem. Necht & > 0 je libovolné &islo. Potom f~1(a) € I a
neni to pravy koncovy bod intervalu I. Jestlize f~!(a)+¢ ¢ I, oznatme b libovolny bod
z J, pro n&jZ je b > a. Jestlize f~'(a) + ¢ € I, polozme b = f(f~!(a) +¢) € J. Pak
pro véechna = € (a,b) je f~'(x) definovdna. Z4rovel z monotdnie této funkce plyne

fHa) < @) < fH(a) +
to jest
@) = fHa)] <
Tedy f~!(z) je v bod& a spojitd zprava. Podobng se dokdZe, Ze funkce f~1(x) je spojitd
zleva v kazdém bodé a € J, ktery neni levym koncovym bodem intervalu J. Je tedy
f~Y(x) funkce spojitd v J. 0
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9.2 Funkce /x

UvaZujme funkci y = z", kde n je prirozené. Tato funkce je zfejmé definovand na
intervalu (—o0, 00).

Pro n liché je tato funkce na svém definiénim oboru I = (—o00,00) spojitd a ros-
touci. Oznaéme J = (—o0,00) obor hodnot této funkce. Proto k ni existuje funkce
inverzni na intervalu J. Podle véty 10.6 je tato inverzni funkce rostouci a spojita na
J. Ozna&ime ji {/x. Funkce /x pro n liché je licha.

Pro n sudé je sice funkce x" rovné&Z definovana na intervalu (—oo, 00), avsak neni na
ném prosta. NapF. (—2)" = 2" pro kaZdé sudé n. Budeme proto uvaZovat jeji zizeni
na interval I = (0, 00) na némZ je tato ziZena funkce y = " rostouci a spojitd, tedy
prostd. Obor hodnot této ziuZené funkce je interval J = (0,00). Proto k ni existuje
funkce inverzni, definovana na intervalu J. Podle véty 10.6 je tato inverzni funkce
rostouci a spojitd. Ozna&ime ji /.

Na obr. 10.4 jsou narysovény grafy funkci y = 2% a y = /z, x € (0,00) a na obr. 10.5
jsou narysovény grafy funkci y = 23, y = /z v kartézském soufadném sysstému.

Y % Y s
e /
7 — A3
, y=%4
2 4 /
y=x a N
s 1y y=v=
e ) "/
v - /.
/ ez 1 T
/ —~ %
% y=va 4 +-1
/
1+ .
7 V
4 Vs
: Vs
S 1 z s
Obrézek 9.8: Grafy funkci 2% a /7. Obrézek 9.9: Grafy funkci z° a /.

Poznamka. UvaZme dva pfipady.
a) n sudé. Potom /x je definovdna jen pro x > 0. Je tedy

Var =la|, n sudé a€R.

Napt. \/(=2)? =| —2| = 2.

b) n liché. Potom 3/ je definovdna pro vSechna x € R a plati

je-lix < 0, potom /x = —/—u.
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Pravidla pro pocitani s odmocninami. Vzhledem k uvedené poznamce staci se omezit
na odmocniny s nezdpornymi argumenty.

Véta 9.5. (Odmocniny — pravidla)
Necht v,y € R, x>0, y > 0, m,n € N. Potom plati

3

§|

)= am (9.25)
— (9.26)

_ \/g pokud y 0. (9.27)

= W (9.28)
= "/am (9.29)

n

x .

Bps

$

3

8

§|

Dikaz: Dokazme jen vztah (9.25

Jxm. PoloZzme

~—

. Uv&domte si, Ze z existence ¥z vyplyvd existence

Vr=y, Vrm=u (9.30)

kde y a u jsou takova realna &isla, ze

y'=x u"=z" (9.31)
Ze vztahi (9.31) vyplyva
To znamen3, Ze
Odtud
Yy =u

Dokazte dalsi pravidla! 0

Ptiklady na procvi¢eni odmocnin
a)  V125-v5=+125-5 =5 = 5% = 25

V125 [125
b) v ?_\/%_5
) 3_%:%—27:_%—:_3
d)  V/32v2= V3222 = V2102 = /21 = 2925
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g)\3/4_1\2/_

h)  /V/—4 neexistuje v R
) VB VT2=V22 24 V62 2=2V2+6V2=8V2.

) (\/EJFL)Q (x+1)2:$2+2x+1

pro x > 0

NG Vo
(o - (2 - (2
_ <6$‘5—1>2: Vs =2V 41 o

x Va2

1 3
=22+ = $—2\(75+\/—E pro z > 0
A

T

=~
N—r

1
Iz

1
e T s

9.3 Mocniny s racionalnim exponentem

V dfivéjsim pojednani jsme si ukazali zavedeni celodiselnych mocnin redlnych &isel a
zavedeni operaci jejich nasobeni a umocriovani. Byly uvedeny jejich Vam dobfe zndmé
vlastnosti. Mocniny redlnych &isel nyni rozsifime i pro raciondlni mocnitele a pozdgji i
pro mocniny s redlnym exponentem, a to tak, Ze se zachovaji zakladni vlastnosti moc-
nin s celo¢iselnym mocnitelem. Vlastnosti odmocnin redlnych ¢isel uvedené ve vété 9.5
nas vedou k rozsifeni celotiselnych mocnin redlnych &isel na mocniny redlnych &isel
s racionalnim exponentem.
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Definice 9.2.
Necht p € Z, ¢ € N a necht z je kladné realné &islo. Definujme 4 vztahem

QI

xa = VaP. (9.32)

Pro x =0, p,q € N polozme x4 = 0.

Pro x > 0 je pfi této definici splnén nezbytny poZadavek platnosti vztahu

kde 7, s jsou odli§né zapisy tého? raciondlniho &isla. Necht tedy r = 5—';, pro k € N, je

odli$né vyjadteni téhoZ raciondIniho &isla £. Potom podle (9.32) je

wih = gk
Avdak ¥/xPk = </(2P)* a podle (9.25) je %/ (xP)k = ¢/aP. Je tedy
vh = gt pro k € N. (9.33)

UkaZme si nyni ndsledujici vlastnosti takto zavedenych mocnin redlnych &isel s raciondlnim
Ve - v 4 4 - 2 - v 7 7
exponentem. P¥edevsim si vSimnéme, Ze pro ¢ = 1 je ¢ = xP, tedy mocnina s celo&iselnym

7

exponentem. Kazdé pravidlo pro poditdni s mocninami s raciondlnim exponentem plati
tedy i pro celotiselné mocniny.

1) Necht z >0, r = . s=1 kdep,u€Z, q,v € N. Potom platf

Podle (9.26) je tedy

Ponévadz pv,uq € 7Z, |ze psat
" xt = YVoprta,

Uzitim (9.32) je tedy
r s pvtqu

' ext=x
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tj.
DYy qu
" xf =gt
Dospéli jsme ke vztahu
"t ="t
Vztah % = 2"7* se dokazuje obdobng.

2) Necht z >0, r = t, s=14, kde p,u € Z, ¢,v € N. Potom plati

Podle (9.28) dostavame odtud

takZe uZitim (9.32)

3) Necht r,s € Q, r < s. Necht = > 1. Ukazme, Ze
x" < xd.
Necht r = £, s=1 kdep,u€Z, gveN. Potom

q, S U

x" = VP, r® = Vv
Podle (9.33) Ize zapsat z", x° ve tvaru
"= Y arv, x® = Y

Ponévadz r < s, tj. 2 < %, je
q v
pu < qu.

ponévadz x > 1, je xP¥ < x?*. Ponévadz qu-ta odmocnina je funkce rostouci, je
' = Varr < Vo = 2.
Podobné plati: Necht r,s € Q, r < s, 0 < x < 1, potom

" > 2’

Obdrzené vysledky shrneme do nésledujici véty.
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Véta 9.6. Mocninami s racionalnim exponentem
Necht r,s € Q, x > 0. Potom plati

IT'ISZZET+S,
r
x

__ s
P
T\$ TS
(l‘) =T,

Je-liz>1ar<sjex" <ab

Je-li0<x<lar<sjex" >ua’.

9.4 Mocniny s realnym exponentem

Zavedeme si nyni mocniny kladnych redlnych &isel s redlnym exponentem jako rozsiteni
mocnin kladnych redlnych ¢&isel s racionalnim exponentem. Jeden z moZnych zpisobi
tohoto rozsiteni je uveden v nasledujici definici.

DefiniceA 9.7. (Zavedeni 27, v € R)
Necht x > 0. Ozna&me
D={z":aecQ,a<n~}

a) Necht x > 1. PoloZme

7 =supD.
b) Necht 0 < z < 1. PoloZme
7 =inf D.
c) Necht z = 1. PoloZme
7 =1.

d) Necht x =0, v > 0. PoloZme 07 = 0.
e) 0° neni definovdno.

UkaZzme, Ze takto zavedené &islo 27 ma tuto vlastnost.

Necht z > 0, v € R. Ozna&me

H={s":8€Q >}

Potom plati
a) Necht x > 1. Potom plati

27 =inf H.
b) Necht 0 < z < 1. Potom plati

x? =sup H.
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DokaZme &).
Zvolme libovolné ¢ > 0 a k nému uréeme n € N tak, zZe

2 (x — 1)‘
€

n >
Zvolme o, [ tak, Zea <y < B, 0< f—a< % Potom plati

1<’ <av=1406. (9.34)

Tedy
P -1 <.

Z (9.34) dostavame = = (1 +6)" > 1 + nd. Odtud

-1
5<x .

n
UkaZme nyni, 7e 2% — 2 < ¢.

r—1 r—1
¥ — 2 =22 — 1) <2®- 5 < a® <7 <e.
n n

Pondvad? z? — 27 < 2P — x© pro vSechna «, dostavame
- <e.
K libovolnému ¢ > 0 Ize tedy nalézt 3 tak, %e 2° — 27 < . Je tedy inf H = 27

Poznamka. Dilaz b) je analogicky.

Pro mocniny redlnych &isel s redlnym exponentem se definuji aritmetické operace a
operace umociiovani pomoci mocnin s raciondlnim exponentem. Tuto konstrukci zde
nebudeme uvddét. Uvedeme si pouze vlastnosti mocnin redlnych &isel s redlnym expo-
nentem.

Na mnoZin€ mocnin redlnych &isel Ize zavést aritmetické operace a jejich umocriovani
redlnymi &isly rozsitenim odpovidajicich operaci zavedenych pro racionalni &isla. Pro tyto
mocniny plati tato pravidla.
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Véta 9.8. Mocniny s redlnym exponentem
Necht r,s € R, x > 0. Potom plati

x'r'xs:xr—&—s’
r
x

__ s
P
\8 TS
(ZE) =T,

Je-liz>1ar<s, jex" <a’.
Je-li0<x<lar<s,jex" >ua’.

9.5 Exponencialni funkce a logaritmus

Necht a > 0, a # 1. Definici 9.4.7 jsme zavedli a® pro kazdé x € R. Vztahem
y=a”, relR
je tedy pro a > 0, a # 1 definovana funkce. Nazyvame ji exponencialni funkci o zakladu

a. Oborem jejich funk&nich hodnot je interval (0, 00).

Pozadavek a > 0 je nutny, nebot a® je pro viechna x € R definovand jen pro a > 0. Pro
a =1 je sice a” definovano pro viechna z, ale v tomto pfipadé je 1* = 1 pro viechna
x € R, tuto funkci nefadime mezi exponencialni funkce.

Exponencialni funkci o zakladu a = 10 nazyvame dekadickou exponencialni funkci.

Z definice mocniny a” lehce vyplyva jeji spojitost v kaZdém bodé€ x.

Proa > 1 je funkce y = a” rostouci, pro() < a < 1 je funkcey = a” klesajici. Existuje
proto k ni funkce inverzni. Ozna&ime ji y = log, x. Je tedy log, x pro x € (0, 00) to
&islo y € (—o0,00), pro néz a¥ = x.

Priklad 9.8. log,, 100 = 2, nebot 10? = 100, log;,0,01 = —2, nebot 1072 = 0,01.

UkaZme si nékteré vlastnosti funkce y = log,x.

Necht a > 0, a # 1. Dale necht x;,25 > 0, s € R. Potom plati

log, (z122) = log, x1 + log, 2, (9.35)

log, o log, x1 — log, =2, (9.36)
o)

log, z = slog, 1. (9.37)

DokaZme nap¥. (9.35). Polozme
log, 1 =1, log,xs =1ys, log,(x129)=1y. (9.38)
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Potom

r1 =a%, x9=a"?, x1x9=2a".

Odtud dostavame
T1Ty = a¥' - a¥? = a¥' T2 = Y.

Tedy
Y=y +yo.
Vzhledem k (9.38) dostdvame

log,(z172) = log, 1 + log, .

Vztahy (9.36), (9.37) se dokazuji analogicky.

UkaZme je$té jednu vlastnost.

(9.39)

Necht a > 0, a # 1, x > 0. Potom

= a8 ",

Skute&n&. PoloZme
log, z =y.

Je tedy x = a¥. Dosadime-li sem za y (9.40), dostavdme

T = a7,

Shriime dosaZené vysledky.

(9.40)

y = 10”. Nazyva se dekadicka exponencialni funkci.

0 < a < 1 klesajici na intervalu (0, 00). Je v ném spojitd.

Funkce y = a*, kde a je kladna redlna konstanta riizna od jedné, je spojita. Proa > 1
Je rostouci na intervalu (—oo,00) a pro 0 < a < 1 je klesajici na intervalu (—oo, o).
Oborem jejich hodnot je v obou pFipadech interval (0,00). Nazyvd se exponencidlni
funkci se zakladem a. Specialnim pFipadem je funkce y = a® pro a = 10, tedy funkce

K funkci a® existuje funkce inverzni, zna&ime jilog, x (¢teme logaritmus x pFi zakladé
a). Je definovdna na intervalu (0,00). Funkce log,x je pro a > 1 rostouci a pro

Na obr. 10.6 jsou grafy funkci y = a”, y = log, x pro a > 1 v kartézském soufadném

systému. Na obr. 10.7 jsou grafy funkci y = a”, y = log, x pro 0 < a < 1.
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Obrdzek 9.11: Graf funkce a” a log, x pro 0 < a < 1
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Necht a,b jsou kladnd redlnd &isla riznd od jedné. Jsou-li xy, 15 € (0,00),5s € R
potom plati

log,(z1-x2) = log, x1 + log, xs, (9.41)
log,, no_ log, ©1 — log, o, (9.42)

T2
log,z® = s-log,x.log,x =log,x -log,a. (9.43)

Funkci y = log,, x nazyvdme dekadickym logaritmem a vé&tSinou ji zkrdcené zapisu-
jeme jako y = log x.

Eulerovo ¢&islo. Velky vyznam ma exponencialni funkce se zdkladem iracionalniho &isla,
zvaného Eulerovo &islo. Znadi se e. Toto &islo Ize definovat jako

1 n
e =supA, kdeA:{(l—i-—) ,nEN}.
n

Oznatime-li B = {(1 4 -2-)", n € N}, plati inf B = e. Dile plati

n—1

1\" 1 "
<1+—) <e<(1—|— ) , n=23,...
n n—1

e = 2,7182818284590452354 . . .

Lze ukdzat, Ze

Funkce

Y= e’, <_007 00)7
Je tedy specidlnim ptFipadem funkce y = a® pro a > 1. Jejim definiénim oborem je
(—00,00). Oborem jejich funk&nich hodnot je interval (0, 00). Nazyvd se p¥irozenou
exponencialni funkci.
K funkci y = e” existuje funkce inverzni. Misto y = log, x se vétSinou pise

y=Inuz, x € (0,00).

Nazyva se pfFirozenou logaritmickou funkci.

Obecna mocnina. Funkci
y = x°, seR, xe€(0,00)

definujeme vztahem
S
ZL‘S (6lna:) GSIHx.

Odtud je vid&t, Ze je to funkce spojitd na intervalu (0, 00).
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9.6 Trigonometrické funkce

D¥ive nez za¢neme s vlastnim vykladem, zopakujme si nékteré Vam dobte zndmé pojmy.

9.7 TUhel v obloukové mife.

Uhly mé&¥ime jak ve stupnich tak i v mi¥e obloukové. Necht AV B je libovolny dhel.

Obloukova mira Ghli. Sestrojme v roving AV B jedotkovou kruZnici (to jest kruZnici o
polomé&ru 1) se sttedem v bod& V, viz obr. 9.12. Oznaéme A, (B ) jeji prisecik s pfimkou
VA (VB). Potom velikosti dhlu AV B v obloukové mife rozumime délku = kruhového
oblouku A; By vyzna&eného na obrazku (9.12). Jedotkovy dhel obloukové miry se nazyva
radian. Oznaluje se rad. Je tedy 1 rad velikost Uhlu, ktery na jednotkové kruZnici se
stfedem ve vrcholu thlu vytina oblouk jednotkové délky. P¥i oznaovani velikosti thlu se
vétsinou vynechdvd oznateni rad. Tedy nap¥. pravy thel v obloukové mite je roven Zrad,
zkrdcen€ zapsano 7.

Obrazek 9.12: Uhel v obloukové mife.

Stupiiova velikost Ghla. Jednotkovy stupefi thlové miry, zvany (Ghlovy) stupefi je
roven % pravého Uhlu. Jako mens3i jednotky stupfiové velikosti Uhlu se pouZzivaji minuty
a vtefiny. Stupng&, minuty a vtefiny vyznalujeme jako ,°, ', ”*. Plati 1° = 60’, 1’ = 60”.
Je tedy

1° = 60" = 3600".
Velikost Ghlu AV B ve stupfiové mife nazyvame nezdporné &islo, které vyjadfuje kolikrat
je thel AV B vétsi (mensi) neZ jeden stupefi (min&no thlovy stupeff).

Vztah mezi velikosti thlu v obloukové mife a velikosti uhlu v mife stupriové.
Uhlu 360° ve stupiiové mife odpovida thel 27 v obloukové mite. Tedy mezi velikosti thlu
« ve stupriové mife a velikosti x téhoz uhlu v obloukové mite plati vztah

a:x =180 : .

Viz obr. 9.13.) Odtud dostavdme nap¥. x = ;5. NapF. pro thel o = 90° dostdvame

xr =

SIE]
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Obréazek 9.13: Vztah mezi velikosti tithlu ve stupnich a v obloukové mifte.

V nésledujici tabulce 9.1 je vyznalen vztah mezi velikosti Ghld v mife stupfiové a v mite
obloukové pro nékteré vyznaéné uhly.

thel

, 0° 30° 45° 60° 90° 180° | 270° | 360°
ve stupnich
ithel O A O . . N - SO B
v radidanech 6 4 3 2 27T

Tabulka 9.1: Vztah mezi velikostmi 1hlu ve stupnich a v radidanech.

Orientovany tihel. Orientovanym tihlem v roviné rozumime uspofadanou dvojici polopfimek
se spole¢nym pocatkem. V této dvojici prvni polopfimku nazyvame pocateénim ramenem

a druhou koncovym ramenem orientovaného thlu. Spoleény polatek t&chto polop¥imek
nazyvame vrcholem UGhlu. Orientovany thel s pocate¢nim ramenem V A a koncovym
ramenem V B budeme oznatovat AV B.

UvaZujme orientovany Uthel AV B. Jeho velikosti v obloukové mite rozumime kazdé &islo
tvaru (viz.(9.13))
o+ 2km (9.44)

kde k € Z a « uréime takto:
a) Jestlize VA=VB,jea=0.

b) Jestlize VA # VB je « velikost neorientovaného (hlu, ktery vznikne ototenim
pocateéniho ramene V' A do polohy koncového ramene V B v kladném smyslu, to jest
proti pohybu hodinovych ruéi¢ek. Je tedy 0 < o < 2. Takto definované ¢&islo o se
nazyvd zakladni velikosti orientovaného Ghlu.

Souéet a rozdil orientovanych Ghli. Necht A/VTB,B/V\stou orientované uhly. Kon-
cové rameno prvniho z nich je po¢ate¢nim ramenem druhého z nich. Jejich souétem se
nazyva orientovany Uhel AVC. Jestlize velikost prvniho z nich je o + 2ky7 a velikost
druhého je 8 + 2kom, kde k'l,kg € Z, potom JeJICh suctem Je thel o + ﬁ + 2km, kde
k= ki+ko. Jestllze thel AVCJe souttem Ghla AV B a BVC pak uhel BVC nazyvame
rozdilem Ghla AVC a AV B,
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Periodické funkce Df¥ive nez si zavedeme goniometrické funkce, zopakujme si pojem
periodické funkce.

Funkci f(x) nazyvdme periodickou, jestliZze ma tuto vlastnost: Existuje takové &islo
w, zvané perioda funkce f(x), Ze plati: Je-li funkce f(x) definovand v &isle x, je
definovana ve vsech Cislech x + kw, k € 7 a plati

flz+ kw) = f(z),k € Z. (9.45)

Nejmensi &islo w pro n&Z plati (9.45) se nazyvd zakladni periodou.

Zavedeni funkci sinz, cosz, tgx, cotgx

Zabyvejme se nyni trigonometrickymi funkcemi, zvanymi nékdy téZ funkce goniomet-
rické. Omezime se na funkce sin x, cos x, tg x, cotg x. V pravotihlém soufadném systému
sestrojme kruznici o jednotkovém poloméru se stfedem v pocatku. Zvolme libovolné x
a sestrojme polopaprsek vychazejici z pocatku, ktery svird s kladnou osou udhel z. Tento
polopaprsek protne kruznici v jednom bod&. Jeho soufadnice ozna&me cosz,sinx (viz
obr. 10.8). Tyto soutadnice zdvisi na x, takZe cosz a sinz jsou funkce definované pro
kazdé realné x.

Pomoci funkci sin x a cos x definujeme dalsi trigonometrické funkce tgx, cotg x vztahy

sin x CcoS T
tgr = , cotgxr = —
Cos T sin
pro ty uhly x, pro néz je jmenovatel rlizny od 0. Zavedeni funkci tg z, cotg x je patrno

téZ z obr.10.8

C

cotgx D,

cos z, sin z]

Va
sinx
tgx

Obrazek 9.14: Zavedeni funkci sinz, cosz, tgx a cotgx.
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Nékteré vyznaéné vlastnosti funkci sin xz, cosz.

Trigonometrické funkce jsou dostate¢né zndmy ze st¥edni $koly a proto zde jen zopaku-
jeme jejich zakladni vlastnosti.

Z definice a z konstrukce je vidét, Ze sin0 = 0, sin% = 1, sinw = 0, sin 3 = —1,
sin27 =0, cos0 =1, cos § =0, cosm = —1, COS%’T =0, cos(—2m) = 1. Z definice je
vidét, Ze ob& funkce jsou periodické s periodou 27 a Ze sin(—z) = —sinx, cos(—x) =

cosx. Pro x € (§,m) nabude sinz vdech hodnot z intervalu (0, 1) a cosz viech hodnot
zintervalu (—1,0). Pro z € (7, 2F) nabude sin z v8ech hodnot z intervalu (—1,0), cosx
viech hodnot z intervalu (—1,0); kone¢n& pro x € (2, 2) nabude sinz v8ech hodnot
z intervalu (—1,0) a cosx v8ech hodnot z intervalu (0, 1).

Dale z obr. 10.8, je patrno, Ze funkce sinx,cosx jsou periodické s periodou 2.
Funkce sin x je rostouci v intervalech < —m /2 + k2w, w/2 + k27 >,k € N a klesajici
v intervalech w/2 + 2km, 3w /2 + k27, k € N.

Funkce sin x je kladna pro thly v prvnim a ve druhém kvadrantu a zaporna pro thly
ve tfetim a ve Ctvrtém kvadrantu. Funkce cosx je kladnad pro uhly v prvnim a ve
Ctvrtém kvadrantu a je zaporna pro uhly ve druhém a ve tietim kvadrantu.

Na obr.9.15 je vykreslen graf funkce sinx a na obr.9.16 je vykreslen graf funkce cos x.

N

Obrazek 9.15: Graf funkce sin z.
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e ]
Yy = CcoST :
l
0 !
%w E7T %7[’ 2 T
1
i
14 !
Obrazek 9.16: Graf funkce cos .
Ze st¥edni skoly jsou zndmy souctové vzorce:
sin(x; &£ T2) = SIn &y - COS Ty & SIN Ty - COS X1,
cos(xy & x9) = cosxy - cOS Ty F Sinx; - Sin .

Z téchto vzorcl lze lehce odvodit fadu dalSich velice uZite¢nich vztahu.

Klademe-li v téchto vzorcich x; = 25 = x, dostaneme z (9.46)

‘I SiIn2xr = 2-sinx - cosz, COs 2x = cos™ x — sin” x.

Dosadime-li x1 = x5 = = do vzorce pro kosinus rozdilu do (9.47), dostadvame

‘I sin“x + cos“z = 1.

e

Tento vzorec se vzorcem pro cos 2x dava:

1 I ) 1 raY
2 T=—cos27 2 T—=—os27
cos r = ———, sm-r=-————
2 2

Ze vzorcl pro sin(x; £ x2) a cos(z; £ x2) snadno dostaneme:

) . . T1+ T2 T — T2
sinz; +sinzy = 2 - sin - CoS ,
2 2
) . T1+x2 . X1 — X2
sinx; — sinzy = 2 - cos - sin ,
2 2
T+ 22 T — T2
COS X1 + coS Ty = 2 - cOoS - CoS ,
2 2
. T1+ Ty . T1— Ta
COST] — COSTo = —2 - sin 5 - sin 5
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Spojitost funkci sinz a cosz.
Véta 9.9. Funkce sinx je v ¢isle 0 spojita.

Diikaz: (Sleduj obr. 10.8.) Bud x € (0,%). Z definice a konstrukce je patrno, Ze zde
plati 0 < sinz < z. Zvolme 0 < & < 5 libovoln& a polozme § = . V U (0) je funkce
sinz definovdna a plati |sinz — 0] = |sinz| = sinx < = < &, takZe funkce sinz je
v 0 zprava spojitd. PonévadZ funkce sin x je licha, lehce nahlédneme, Ze funkce sinz je
v Cisle 0 také zleva spojita a proto je v &isle 0 spojita. 0

Véta 9.10. Funkce cosx je v &isle 0 spojita.

Ditkaz: Bud ¢ > 0. Zvolme &islo § = /2 > 0. Pak v okoli U; (0) je funkce cosz
definovana a je v tomto okoli

2
\cosx—1|:|1—cosx|:2-sin2§<2-(§> =

<
2

x? 8
T3¢

Je tedy funkce cosz v &isle 0 zprava spojita. Ponévadz
cos(x) = cos(—x),
je funkce cosx i zleva spojitd a proto je i spojita v bodé 0. 0

Véta 9.11. Funkce sinx je spojita ve vsech bodech.

Diikaz: Necht a je libovolné &islo. DokaZme, Ze je v ném funkce sin x spojitd. Z definice
spojitosti funkce vyplyva, Ze funkce sin x je spojitd v bodé a kdyZ a jenom kdyZ funkce
sin(a + h) je spojitd v bodé h = 0. Podle (9.46) dostdvame

sin(a + h) = sina cos h + cos asin h. (9.48)

Ponévadz funkce sin h, cos h jsou funkce spojité v bodé h = 0, dostdvame odtud, Ze
prava strana v (9.48) je spojitd v bod& h = 0, takZe funkce sinz je spojitd v bod& a.
Véta 9.12. Funkce cos x je spojita ve vSech bodech.

Diikaz: Skute¢n&. Spojitost funkci cos x vyplyva ze vztahu cosz = sin(§ — z) a z véty
o spojitosti sloZené funkce. 0
Funkce tgz, cotg z.

Pomoci funkci sinx a cosz jsme definovali trigonometrické funkce tg x, cotg x vztahy

sin COS T
tgx = , cotgxr = —
CcoS T sin x

pro ty uhly x, pro néZ je jmenovatel rlizny od 0. Jejich zavedeni je patrno téZ z obr.10.8

192



Neékteré vyznacné vlastnosti funkci tgz, cotgx.

Funkce tg x je definovdna pro vsechna w riiznd od lichych ndsobki 3, funkce cotg x
Jje definovana pro x riizna od nasobkii w. Funkce tgx a cotgx jsou kladné pro uhly
pro x v prvnim a ve tfetim kvadrantu v némZ jsou definovany a zaporné pro thly
ve druhém a ve tfetim kvadrantu v némZ jsou definovany. Tyto funkce jsou zfejmé
periodické s periodou .

Podobnym zplisobem jako u funkci sinx a cosz lze ukazat, Ze funkce tg x stéle roste

v intervalu (—7, 7) a nabude v3ech redlnych hodnot. Funkce tgx neni definovand pro

liché ndsobky &isla 7. Podobné funkce cotg x stéle klesd v intervalu (0, 7) a nabyva zde
v8ech redlnych hodnot.

Graf funkce tgx je na obr. 9.17.

|
3
o
D=

Obréazek 9.17: Graf funkce tgx.

Graf funkce cotg z je na obr.(9.18).
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y = cotgx
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Obréazek 9.18: Graf funkce cotg x.

Ukazali jsme, Ze funkce sin z, cos x jsou spojité na intervalu (—oo, o). Funkce tg x, cotg =
jsou tedy jako podil spojitych funkci funkce spojité v kaZzdém bodé svého defini¢niho
oboru. MiZeme tedy vyslovit tento zavér:

| Véta 9.13.
| Trigonometrické funkce jsou spojité ve vSech Cislech, ve kterych jsou definovany.

Duikaz: Dikaz vychazi z véty o spojitosti podilu a z vét predchdzejicich. 0

Funkce cyklometrické

Zabyvejme se predevsim existenci funkci inverznich k funkcim sinx, cos x, tgx, cotg .

Funkce sinz,cosx,tgx, cotgx. nejsou prosté, tedy k nim neexistuji funkce inverzni.
Budeme proto uvaZovat tyto funkce pouze na intervalech, na nichZ jsou prosté.

Funkce arcsinz UvaZujme funkci y = sinz, zdZenou na interval < —7/2, 7/2 > .
Tato funkce je na tomto intervalu spojitd a rostouci. Oborem jejich hodnot je interval
< —1,1 >. Existuje tedy funkce k ni inverzni, oznaéme ji arcsin. Jejim neodvislym
oborem je interval < —1, 1 > a odvislym oborem je interval < —x/2,7/2.. Na svém
defini¢nim obor je spojita a rostouci. V kartézském souradném systém je jeji graf symet-
ricky vzhledem k ose y = x s grafem funkce sinx, ziZené na interval < —m /2, 7/2. >.
Jeji graf je na obr.10.9

| arcsina je ten dhel z intervalu (—%, %), jehoZ sinus md hodnotu x. |
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NER

y = arcsinx

(SIE}

Obrazek 9.19: Graf funkce arcsin z.

Funkce arccosx Uvazujme funkci y = cos x, ziZenou na interval < 0, ™ > . Tato funkce
je na tomto intervalu spojitd a klesajici. Oborem jejich hodnot je interval < —1,1 >.
Existuje tedy funkce k ni inverzni, oznagme ji arccos. Jejim neodvislym oborem je interval
< —1, 1 > a odvislym oborem je interval < 0,7 >. Na svém defini¢nim oboru je spojita
a klesajici. V kartézském soufadném systém je jeji graf symetricky vzhledem k ose y = =
s grafem funkce cosx, z(Zené na interval < 0,7 >. Jeji graf je na obr.10.10

| arccosz je ten dhel z intervalu (0, ), jehoZ kosinus md hodnotu x.

ol

Yy = arccosx

-1 1 X

Obréazek 9.20: Graf funkce arccos z.

Funkce arctgz

Funkce tgx je v intervalu (—7, ) spojitd a rostouci a nabyva zde v8ech hodnot z inter-
valu (—o0, 00). Tedy k ni existuje funkce inverzni definovana na intervalu (—o0, 00). Tuto
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funkci oznalujeme arctgx. Podle véty 10.6 je to funkce spojitd v intervalu (—oo, 00)
a je v ném rostouci. Nabyva viech hodnot z intervalu (—7, 7). Jeji graf v kartézském
soufadném systému se dostane preklopenim grafu funkce f(z) = tgz, v € (—3,%)

okolo p¥imky y = x (viz obr. 10.11). Geometricky vyznam funkce arctg x je tento:

| arctgx je ten dhel z intervalu (—%, %), jehoZ tangens ma hodnotu x. |

Graf funkce arctg z je na obr,10.11

y = arctgx

2

Obrazek 9.21: Graf funkce arctg .

Funkce cotg z je v intervalu (0, 7) spojita a klesajici a nabyva v ném viech hodnot z inter-
valu (—o0, 00). Tedy k ni existuje funkce inverzni definovana v intervalu (—oo, 00). Tuto
funkci oznalujeme arccotg x. Podle v&ty 10.6 je to funkce spojita v intervalu (—oo, 00)
a je v ném klesajici. Nabyva viech hodnot z intervalu (0, ). Jeji graf v kartézském
soufadném systému se dostane p¥eklopenim grafu funkce f(z) = cotgz, = € (0,7)
okolo p¥imky y = x (viz obr. 10.12). Geometricky vyznam funkce arccotg x je tento:

‘l arccotg x je ten dhel z intervalu (0, ), jehoZ kotangens md hodnotu x.

Funkce arcsin z, arccos z, arctg x a arccotg x se nazyvaji funkce cyklometrické. Dosavadni
vysledky o spojitosti |ze shrnout takto:

Véta 9.14. Funkce cyklometrické jsou spojité na svém defini¢nim oboru.
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2

Obrazek 9.22: Graf funkce arccotg x.

&mtg

0 "

Véta 9.15. Funkce cyklometrické jsou spojité na svém defini¢nim oboru
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Kapitola 10

Derivace realné funkce realné
promeénné

10.1 Zavedeni pojmu derivace funkce

Zatneme s touto dlohou.

Necht y = f(x) je redlnd funkce redlné promé&nné definovand na intervalu 7. Necht a
je vnitfnim bodem intervalu I. UpFesnéme si intuitivné chapany pojem tecny ke grafu
funkce y = f(x) v bodé T'[a, f(a)] (viz obr. 10.1)

f(x)
y / p
Mz, f(x)]
= t
T(a, f(a)]
0 T a r T

Obrazek 10.1: Te¢na ke grafu funkce y = f(z) v bodé T'a, f(a)].

Nazor nas vede k této definici. Zvolme bod x € I, x # a, a uvazujme p¥imku p jdouci
body T'[a, f(a)], M|z, f(z)] (p je se€nou grafu funkce f(x)). Jeji smérnice, ozname ji
k(x) (to jest tangens dhlu, ktery svird pfimka p s kladnym smérem osy x), je rovna



Lze tedy p¥i pevné& zvoleném a povaZovat k(x) za funkci prom&nné . Tato funkce neni
v bodé€ a definovana.

Existuje-li
k = lim k(z) = lim M,
Tr—a T—ra r — a
pak pfimku jdouci bodem T|a, f(a)] se smé&rnici k nazveme te¢nou grafu funkce
y = f(z) v bod& T. Pfimku na ni kolmou nazveme normalou k¥ivky y = f(x) v bodé

T. (Podobné mluvime o pravé (levé) polote¢né grafu funkce y = f(z).)

V ¥ad& aplikaci se setkdvdme s touto tlohou. Necht f(z) je dand funkce. M4 se ur¢it
limita (resp. limita zprava (zleva)) v bodé @ funkce F'(x) definované vztahem

Pro tyto limity, pokud existuji, zavddime pojem derivace funkce f(z) v bod& a nasledujici
definici.

Definice 10.1. (Definice derivace funkce)
Necht f(z) je funkce, a je redlné &islo. JestliZe existuje &islo, ozna&me jej f'"(a) € R
(f~(a) € R) tak, Ze

P = i LI () JEI@Y

z—at Tr — a T—a~ Tr—a

pak tuto limitu nazyvdme derivaci zprava funkce f(x) v &isle a (derivaci zleva funkce
f(z) v &isle a).

Jestlize funkce f(x) md v bodé a derivaci zprava f'*(a) a derivaci zleva '~ (a) a
jestlize f'"(a) = f'~(a), nazyvdme tuto spolenou hodnotu derivaci funkce f(x
v bod& a a znatime ji f'(a). Je tedy

f'(a) — lim f(x) B f(a)

Tr—a Tr — a

Dohoda o ozna&ovani. Jestlize uvazujeme funkci f(z) na intervalu I, jehoZ levym
(pravym) koncovym bodem je bod a, budeme n&kdy pouZivat oznaleni f’(a) misto

£*(a) (/@)
Poznamka 1. Viimnémé si, Ze funkce
r—a

vystupujici v definici derivace funkce f(x) v (10.1) neni definovand v bod& a, nebot
jmenovatel je v bodé€ a roven 0.
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Poznamka 2. PoloZime-li v (10.1) x = a + h, miiZeme derivaci funkce f(z) v &isle a

definovat téz jako
lim L0+ = fl@) (10.2)
h—0 h

Na h se miZeme divat jako na pf¥irustek neodvosle prom&nné z, to jest h je &islo, o n&Z
se zméni x—ovd soufadnice, ptejdeme-li z bodu a do bodu a + h. P¥irustek neodvisle
prom&nné se ¥asto oznatuje té# jako Az. Citatel v (10.2) je pak ptirustkem odvisle
proménné y a oznalujeme jej obvykle Ay, resp. Af. Tedy Ay je hodnota, o niZ se
zméni funkéni hodnota pfi pfechodu z bodu a do bodu a + h. Tedy (10.2) Ize zapsat
jako

lim _y
Az—0 A\

Poznamka 3. Pojem derivace funkce ma zna¢né uplatnéni v ekonomickych aplikacich.
Vyjdeme z pfikladu, ktery ndm pomiiZe pochopit problematiku vyuziti derivaci v nékterych
ekonomickych aplikacich.

Necht s = s(t) vyjadfuje ujetou vzdélenost auta za dobu t. Necht t1,ty, kde t; < ¢y,
jsou dva Casové okamZiky. Potom za dobu t; — ¢; auto ujede vzdalenost s(t2) — s(t1).
Cislo

s(ty) — s(ty
lo —1

vyjadfuje tedy priimérnou rychlost, kterou auto dosdhne v dobé od ¢asového okamziku
t1 do &asového okamZiku o, tj. za dobu ¢y —t;. Potom derivaci s'(ty) funkce s(t) v bod¥&

to, tJ.
lim s(t) — f(to)
t=to T —1p

miZeme nazvat okamZitou rychlosti auta v ¢asovém okamziku tg.

JestliZe proménné x a y znall n&jaké ekonomické veli¢iny, vyjadfuje funkce y = f(x)
Jejich vzdjemnou zavislost. Potom YS=19 yyiadruje primeémy a f'(a) okamZity
pomér zmény téchto ekonomickych veli¢in. V' Zzavislosti na ekonomické aplikaci
dostavd derivace f'(a) vhodny ekonomicky nazev.

Jestlize y = f(x) md v bodé& a derivaci f'(a), potom p¥Fimka jdouci bodem T'a, f(a)]
se smérnici’ f'(a) je teCnou ke grafu y = f(x) v jejim bod& T. Pfimka k ni kolma3,

Jjdouci bodem T', je jeji normalou v bodé T'.

Derivace funkce f(z) = ¢, ¢ € (—o0, )

Necht f(z) = ¢, ¢ € (=00, o). Potom podle definice 10.1 dostdvdme pro a € (—oc, o0)

) — i ) @) e

T—a Tr—a z—=a L — Q
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Je tedy
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‘I =0, kdeceR, x¢€ (—00,00).

Derivace funkce f(z) = "
Uréeme derivaci funkce f(x) = 2™, n € N, v bod& a € (—00,00). Podle definice je

) = tim L =@ ="

r—a Tr— a T—a gj—a.

Ponévadz
l,n - an — (27 _ a)($n—1 +axn—2 4. +a"_2x+a"_1)

a limita funkce nezalezi na hodnoté funkce v bodé, v némz limitu po&itdme, dostavame
odtud
f'(a) = lim(z" ' +az" 2+ +a" 2 +a"t).

r—a

Vzhledem ke spojitosti polynomu v bod& a je f’(a) rovna funk&ni hodnoté polynomu
v zdvorce v bod€ a, takze

(z") = na™t. (10.3)

Priklad 10.1. Vypotitejte derivaci funkce f(x) = x3 v jejim bod& x = 4.
Reseni. Podle (10.3) dostdvame v obecném bodé& z € (—o0, 00)
(z%) = 322
Tedy f/(4) = 3-42, tj. f/(4) = 48.
Poznamka. Misto f'(4) miizeme psat (z°) _,.

Zaved me si nyni pojem derivace funkce f(x) vy&Sich ¥adu.

Derivace funkce vyssich Fadu. Necht funkce f(x) md derivaci v kaZdém bodé
intervalu I, C I = Dy. PFitadime-li ke kaZdému = € I, hodnotu f'(x), je na I
definovana funkce f'(x).

Ma-li funkce f'(x) derivaci v kaZzdém bodé& x € I, C I, potom tuto derivaci nazyvame
druhou derivaci funkce f(x) na I, a zna&ime ji f"(x) nebo f® ().

Analogicky definujeme f™ () pron = 3,4, .. .. Podobné& definujeme derivace vy&ich
radi dané funkce zleva a zprava.
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Umluva. Rekneme-li, 7e funkce f(z) mé derivaci na intervalu I, bude to znamenat,
Ze ma derivaci v kazdém vnitfnim bod& intervalu I a jestliZe levy (pravy) koncovy bod
patfi do I, potom ma v n&m derivaci zprava (zleva). Podobn& pro vys3i derivace.

Poznamka. Pro n-tou derivaci funkce f(x), n > 1, se pouziva zapis f(™(x), resp.
f"(x) pron =2, f"(x) pron =3, .... Cteme pak f s &irkou, f se dvéma &arkami, f
se tfemi ¢arkami, atd. Pro n > 3 nebyvd zvykem pouZivat &arek pro oznaleni derivace.

P¥iklad 10.2. Funkce

y = 3z

ma v intervalu (—oo, 0o) derivace

y =122°, " =362% " =72z, yW =72 y® =0prok>5.

Zabyvejme se nyni otdzkou, zda viechny funkce maji v kaZdém bodg derivaci. Odpovéd
je zapornd, jak ukazuje nasledujici pfiklad.

P¥iklad 10.3. Zjistéme, zda funkce f(x) = |z| md v bod& 0 derivaci.

Reseni. Ztejm& f(x) = 2 pro x > 0 a f(z) = —x pro x < 0. Podle definice derivace
dostdvame
0] x
(0) = tim 100y 1
B .
f7(0) = lim 1 = 10 = lim 1
z—0~ X z—=0" X

Ponévadz f'*(0) # f'~(0), nema funkce f(z) = |z| v bod& 0 derivaci.

O vztahu mezi spojitosti funkce f(z) v daném bod& a a existenci derivace funkce f(x)
v bodé a plati tato véta.

| Véta 10.1. (Vztah spojitost — existence derivace)
Necht funkce f(x) md v bodé& a derivaci f'(a). Potom f(x) je v bod& a spojitd. Je-li
funkce f(z) v bodé& a spojita, nemusi mit v bodé a derivaci.

Diikaz: a) Necht funkce f(x) md v bod& a derivaci f’(a). DokaZme, %e pak




Necht = # a. Podle v&ty 8.1 je

lim f(z) = lim(f(z) = f(a) + f(a)) =

= i (e a4 o -

= igww—a)—i-yg;f(a):

= 1 2D o) 4t fa) =
= f'(a) -0+ f(a) =

= fla)

Ma-li tedy funkce f(z) v bod& a derivaci, je v ném funkce f(z) spojita.

P¥iklad 10.3 ukazuje, Ze funkce miZe byt spojitd v daném bodé i kdyZ v ném nema
derivaci. 0

Poznamka. Podobné plati: Jestlize funkce f(z) ma v bod& a derivaci zprava (zleva),
potom je funkce f(z) v bod& a spojitd zprava (zleva).

UkaZme si pravidla pro vypocet derivaci souctu, rozdilu, soucinu a podilu dvou funkci.

Véta 10.2.
Necht f(x), g(x) maji v bod& a € R derivace f'(a), g'(a) a necht ¢ € R je libovolné
Cislo. Potom plati:

e+ f(@)]oma = ¢+ f(a), (10.4)
[f () £ g()]o=a = (@) £ 4'(a), (10.5)
[f(x) - 9(@)]om = (@) - gla) + f(a) - g'(a). (10.6)

Je-li g(a) # 0, potom plati:
(Le)) _r@s@-tad) o)

g9()

Diikaz: DokaZme jen vzorec (10.5) pro derivaci sou¢tu. Plati

(F@) + g(@))._, = lim L@ FI@) = () +9(a))

r—a r —a
— m {f(l‘) —fla)  g(x) —gl@)] (10.8)
T—a xr—a r —a
Ponévadz existuji limity
i @ = 1@ ()~ g(a)
r—ra Tr—a r—a Tr— a
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dostavdme z (10.8) podle véty 8.1
(&) + 9(2)]z=0 = ['(a) + ¢'(a). O

Poznamka. Analogicka véta plati pro derivaci zleva a pro derivaci zprava v daném bodé.

Pr¥iklad 10.4. Necht funkce f(z), g(x) maji v bod& a derivace f’(a), ¢'(a) a necht ¢y,
¢o € R jsou libovolna ¢&isla. Potom funkce

F(z) = e1f(x) + c29()
ma v bodé a derivaci a plati
F'(a) = c1f'(a) + cag'(a). (10.9)
Skuten&. Podle (10.4) je
[ f(@))oma = crf'(a), [e29(2)]my = 20/ (a).
Odtud a z (10.5) vyplyva (10.9).

Vztah (10.5) Ize zobecnit: Necht fi(z), ..., f.(z) jsou funkce majici v bod& a derivace
fi(a), ..., fi(a). Necht ¢y,...,c, € R jsou libovolnd &isla. Potom funkce

f(@)=cfi(z) +- -+ cufalz)

ma v bodé a derivaci a plati

f'(a) = e fila) + -+ + cafrla).

P¥iklad 10.5. Vypotitejte derivaci polynomu
f(z) =4a* —32% + 20 — 1

v bodé& 2.

Regeni. Dostivime
fl(2)=4-(4-2%)pen —3-(2-2)pmn +2-(1).

Vydislenim
f(2) =128 —-12+2=118.
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P¥iklad 10.6. Necht f(z) = 2® + 22% — 42 + 1. Potom pro x € (—o0, 00) plati

Ptiklad 10.7. Vypocitejme druhou derivaci funkce

2 =1
F = )
(z) P

Reseni. Oznatme f(z) = 2% — 1, g(z) = x + 2. Ponévad? g(z) = 0 jen pro z = —2, je
Dp = (—00,00) — {—2}. Podle (10.7) je pro x € Dp

fl@) =2z, ¢(x)=1

Podle (10.7) dostavdame

Fle) = 9%(x) ’
v 20 (2 +2) — (¢* ~1)-1
, o (z+2)—(22—1)-
Fle) = (x4 2)? '
Upravou
, 22 +4x+1

Funkce F'(x) ma prvni derivaci uréenou vztahem (10.10) pro x € Dp.

Podobné vypo&itdme i F”(x). Prvni derivaci (po zavedeni derivaci sloZenych funkci Ize
vypocet realizovat jednoduseji) F’(x) pFepiseme na tvar

fi(z)

0= 0@

?

kde fi(z) = 2? + 4z + 1, g1(x) = 2% + 4z + 4. Podle (10.7) dostévame

(e - L) i)

Tedy
r+4)- (> +4x+4) — (2 +4x+1)- 2z +4)

Fe) = (@ + )
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Po lpravé dostavame

F”(IE) = m, reR— {—2},
tJ.
F”(m):ﬁ, reR—{-2}.

Cilem nasich daldich tvah bude

m odvodit vétu o derivovani sloZené funkce
® odvodit v&tu o derivovani inverzni funkce
B odvodit derivace elementdrnich funkci.

Derivace slozené funkce

Zatnéme se sloZenou funkci. Znovu si pfipomefime zavedeni pojmu ,sloZené funkce” a
vétu o spojitosti slozené funkce.

Necht A je neodvisly obor funkce u = ¢(z), B = H, jeji odvisly obor. Necht dale
funkce f(u) je definovand na mnoZin& B. Ke kazdému &islu x € A p¥itadme &islo
F(z) = flp(x)], tj. hodnotu funkce f(u) v &isle ¢(x). Tim je definovand na mnozing
A nova funkce F'(z), zvand sloZena funkce. Funkci f(u) nazyvame jeji vné&j&i slozkou a
funkci u = ¢(x) nazyvdme jeji vnit¥ni slozkou.

Jako ptiklad uved me funkci y = sin(3z2 +1). Jde o sloZenou funkci. Jeji vnit¥ni slozkou
je funkce u = 3% + 1, definovand na intervalu A = (—00, 00). Odvisly oborem funkce
u = 3x? + 1 je interval B = (1,00). Na mnoZin& B je definovana funkce f(u) = sinu.
Tedy y = sin(3x* + 1) je definovand na intervalu A a oborem funk&nich hodnot je
interval (—1,1). (ZdGvodnéte!)

s

V d¥ivéjsim vykladu jsme si dokdzali tuto vétu.

Véta 10.3. Necht funkce u = ¢(z) je spojitd v bod& a a funkce y = f(u) je spojitd
v bod& oo = p(a). Potom sloZend funkce F(x) = f(p(x)) je spojitd v bodé& a.

Dalsi analogické véty jsou véty, v nichz se o funkcich f, ¢ pfedpoklada jen jednostranna
spojitost.

O derivovani slozené funkce plati tato véta.

Véta 10.4. (Derivace slozené funkce)
Necht funkce u = @(x) md derivaci v &isle a a nécht funkce f(u) md derivaci v &isle
a = p(a). Potom sloZend funkce F(x) = f(p(x)) md v &isle a derivaci a plati

F'(a) = f'(a) - ¢'(a), 1. F'(a) = [f'(¢(a))- ¢'(a). (10.11)
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Dukaz: PoloZzme o)t
y)—fla) g
sz{ yﬂ()fm)pmyf“ (10.12)
pro y = a.

Ponévadz
lim R(y) = '(a) — /(@) = 0 = R(a),

y—)OL
je funkce R(y) spojitd v bodé& a. Ponévad? funkce ¢(z) ma derivaci v bod& = = a, je
podle véty 10.1 spojitd v bod& a. Je tedy i sloZzena funkce R(¢(x)) spojitd v bod& a.
Uzitim (10.12) Ize funkci R(p(z)) zapsat takto

Rio() = L “tsm = F(@) proel(a) # pla), (10.13)
0 pro () = ¢(a)
Pro z # a, p(x) # p(a) lze uZitim (10.13) psat
[Rw@»+fmﬂw@—¢W):fW@»—fWWD. (10.14)

Avsak, jak zjistime dosazenim () = ¢(a) do (10.14), vidime, Ze (10.14) plati i pro
o(x) = ¢(a), z # a. Déle dostavdme (pokud jednotlivé limity existuji)

Pl = i PO PO g JE) S ela) g
UZitim (10.14) dostavame z (10.15) s ohledem na (10.13)
F'(a) = lim[R(p(x)) + f’(a)]w. (10.16)

r—a r — a

Ponévadz lim R(p(z)) = R(p(a)) = R(a) = 0, limw = ¢'(a), dostavame

r—a r—a -

z (10.16)

t].
F'(a) = f'(p(a))¥(a). O
P¥iklad 10.8. Vypotitejte derivaci funkce F'(z) = (2% + 1)7 v &isle z.

ReZeni. Funkce F(x) je slozenou funkci. Jeji vn&jsi slozkou je funkce f(u) = uT a vnit¥ni

slozkou je funkce u = (z), kde ¢(z) = x* + 1. Podle véty 10.4 dostdvdme F'(z) =
f'(u) - ¢'(x). Ponévad? f'(u) = Tu® a ¢'(x) = 2x, dostdvdme F'(z) = 7(z* 4+ 1)% - 2x,
takZe po upravé dostdvame

F'(z) = 14z(2* +1)%,  z € (—00,00).
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Je Yada analogickych vét k vété 10.4. Jde v nich o derivovani sloZenych funkci v p¥ipadé,
e a, resp. v, jsou koncovymi body intervalii, na nichZ se vypocty provadgji. Uved me si
bez dlikazu nasledujici vétu.

Véta 10.5. Necht funkceuw = p(x) md derivaci v &isle a a necht funkce f(u) md derivaci
zprava (zleva) v &isle o = p(a). Necht existuje takové okoli U, (a), Ze p(U.(a)) =
U/j(a) pro né&jaké p. Potom sloZend funkce F(x) = f(¢(x)) md v bodé& a derivaci a
plati

F(a) = f*()- ¢'(a), to jest F'(a) = f*(o(a)) - ¢'(a). (10.17)

Poznamka. Budeme-li se drzet umluvy, Ze v koncovych bodech intervalu piseme misto
jednostranné derivace derivaci, miZeme vztah (10.17) nahradit vztahem (10.11), takZe
Ize psat

Derivace inverzni funkce.

S pojmem inverzni funkce jste se jiZ setkali d¥ive p¥i studiu stfedoskolské matematiky.
Byl zopakovén i v textu ,,Matematika A". Ve stru¢nosti si pojem inverzni funkce jesté
jednou zopakujme. Navic si odvod me souvislost mezi derivaci funkce f(z) v bodé z = a
a funkce k ni inverzni f~!(y) v bod& a = f(a).

Necht funkce y = f(x) je definovand na mnoZin&¢ A a je na ni prostd. To znamen4,
Ze pro kazdd dv& &isla x1, 29 € A, 11 # x9, je f(x1) # f(xs). Oznalme B = f(A).
Ke kazdému y € B pFitadme to &islo x € A, pro n&# je f(x) = y. Tim jsme zavedli
pravidlo, jimZ ke kaZzdému y € B je pfifazeno x € A. Je tak definovand nova funkce,
oznaéme ji f~1, jejim% neodvislym oborem je mnoZina B a odvislym oborem je mnoZina
A. Ponechame-li oznaceni y pro proménnou s oborem B a x pro proménnou s oborem
A, piseme

—1
x=f"(y), ye€ B, v e A

V definici inverzni funkce je podstatny predpoklad, Ze f je na svém definiénim oboru

prosta. Takovymi funkcemi jsou nap¥. funkce ryze monoténni na svém definiéni oboru.

To ndm umoZni odvodit vzorce pro derivovani nékterych elementarnich funkci.

Na obr. 10.2 je znazorn&n graf funkce y = f(z) rostouci na intervalu A = D(f), tedy
graf funkce prosté. Graf funkce z = f~1(y) je totoZny s grafem funkce y = f(z), pokud
bychom proti zvyklostem znazornili neodvisly obor na ose y a odvisly obor na ose x.

Z definice inverzni funkce vyplyva

m jeliae D(f), potoma= f(f(a)), (10.18)
B jeliac D(f), potoma= f(f'(a)). (10.19)
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Obréazek 10.2: Graf funkel y = f(z), z = f~'(y).

Oznatime-li x neodvisle prom&nnou jak pro funkci f, tak i pro funkci f~!, zapiSeme ob&
funkce takto

y=f(x), xz€A, ye B, y=f'=), v€B, yecA (10.20)

JestliZe jejich neodvislé obory vyzna&ime na vodorovné ose, jsou grafy funkci (10.20)
symetrické s osou symetrie y = x, viz. obr. 10.3. Graf inverzni funkce f~1(z) jsme
dostali preklopenim grafu f(z) kolem p¥imky y = x.

Y y = f(z)

v
B : y=rf""(x)

&
/
A /'
O .

a A B z

Obréazek 10.3: Graf funkel y = f(z), y = f~(z).

Poznamka. Je-li prostd funkce dana rovnici

y = f(a), (10.21)
dostaneme k ni funkci inverzni tak, Ze z rovnice (10.21) vypo&itdme x pomoci y. Pojem
inverzni funkce vede k zavedeni novych funkci.

Zopakujme si nasledujici v&tu o vzajemném vztahu mezi spojitosti funkce f(x) a k ni
inverzni funkce f~'(z).

Véta 10.6. Necht funkce f(x) je spojitd a rostouci (klesajici) na intervalu I = D(f).
Oznac&me jeji odvisly obor (je jim interval) J = f(I). K funkci f existuje funkce inverzni
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1, jejim neodvislym oborem je interval J a odvislym oborem je interval I. Funkce f~!
Je na svém defini¢nim oboru J spojitd a rostouci (klesajicr).

UkaZme si nyni vztah mezi derivaci dané funkce a funkce k ni inverzni. Plati nasledujici
véta.

Véta 10.7. (Derivace inverzni funkce)

Necht f je funkce spojitd a ryze monotdnni na intervalu I. Necht oborem jejich
funké&nich hodnot je interval J = f(I). Necht a je takovy vnitini bod intervalu J, Ze
v &isle o = f~1(a) € I md funkce f derivaci f'(a) # 0. Pak funkce f~' md v &isle
a derivaci a plati

Dukaz: Definujme

y—«o
F(y)z—m)proyef,y#a, Fla) = pro y = a.

1
fy) =1 f'(a)
Vzhledem k ryzi monoténnosti funkce f na intervalu I, je f(y) — f(«) # 0. Funkci F(y)
lze pro y # « prepsat takto

1
F) = s
y—a
Poné&vadz dle predpokladu ma funkce f v bod& « derivaci, je
y—a Y — '

Ponévadz f'(a)) # 0, je podle (10.7)

lim F(y) = li ! _ F

S P ) = lim Fry = ey — T

y—o

Je tedy funkce F'(y) spojitd v bod& . Funkce f~! je podle véty 10.6 spojitd na intervalu
J, tedy i v &isle a. Je tedy i funkce F'(f~'(x)) spojitd v bod& a. Je tedy

lim P77 (@) = F(/™ @) = Flo) = s

UZitim tohoto vztahu dostavame

e T ) ) )
@l =ln = @) — f( (@)
1 1
= IILI(IIFOC (LE)) - f’(O&)

K vété 10.7 mizZeme vyslovit fadu analogickych vét. Vyslovme tuto.
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Véta 10.8. (Derivace inverzni funkce)

Necht f je funkce spojitd a ryze monotdnni na intervalu I. Necht oborem jejich
funk&nich hodnot je interval J = f(I). Necht a je levy (pravy) koncovy bod intervalu
J a necht v &isle « = f~(a) md funkce f derivaci f'"(a) # 0 (f'~ () # 0). Potom
funkce f~1 m3 v &isle a derivaci zprava (zleva) a plati

1 1
ffl a + 7 ffl a - _
@ = ey | @ =
Dukaz: Dikaz je analogicky k diikazu véty 10.7. 0

10.2 Derivace elementarnich funkci

P¥edloZeny text vychazi z pfedpokladu, Ze Citatel je seznamen s elementarnimi funkcemi
v rozsahu uvedeném v uéebnim textu , Matematika A". | kdyZ v nasledujicim textu se
zavadi jejich stru¢né zavedeni a uvadéji se nékteré jejich vyznalné vlastnosti, je nutno,
abyste se s t&mito funkcemi dob¥e seznamili.

Funkce y = {/x

UvaZujme funkci y = 2", kde n je ptirozené. Tato funkce je zfejmé& definovana na
intervalu (—o0, 00).

Pro n liché je tato funkce na svém defini¢nim oboru I = (—o0, 00) spojitd a rostouci.
Oznaéme J = (—o00, 00) obor hodnot této funkce. Proto k ni existuje funkce inverzni na
intervalu J. Podle véty 10.6 je tato inverzni funkce rostouci a spojitda na J. Oznadime ji
{/x. Funkce /z pro n liché je licha.

Pro n sudé je sice funkce x™ rovn&Zz definovana na intervalu (—oo, c0), avdak neni na
ném prosta. Nap¥. (—2)" = 2" pro kazdé sudé n. Budeme proto uvaZovat jeji zuZeni
na interval I = (0,00). Na ném je tato zdZend funkce y = x™ rostouci a spojita, tedy
prosta. Obor hodnot této ziZené funkce je interval J = (0, 00). Proto k ni existuje funkce
inverzni, definovana na intervalu J. Podle véty 10.6 je tato inverzni funkce rostouci a
spojita. Oznacdime ji /.

Na obr. 10.4 jsou narysovény grafy funkci y = 2% a y = /z, x € (0,00) a na obr. 10.5
jsou narysovény grafy funkci y = 23, y = V/x.
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/ /
s Y= \/E - 11
11 7
7 %
7 v
f /
X j . ,
Obrézek 10.4: Grafy funkci 22 a /. Obrézek 10.5: Grafy funkci 2% a /z.

Poznamka. Viimnéte si, Ze funkce {/x je pro pron sudé definovana jen pro z € (0, 00).
Podle definice je pak /z pro kazdé x € (0, 00) rovno tomu &islu y € (0, 00), pro n&z je
y" = x. Je-li tedy napt. a € R, je a” € (0,00), takZe

Var = |a|, pron sudé, a € R.
Napt. /(—2)2 =|—-2| =2.

Pro pocitani s odmocninami plati pravidla, kterd jste méli odvozeny na gymnaziich.
Jsou uvedeny i ve studijnim textu ,,Matematika A"“. Je nutné, abyste si tato pravidla
zopakovali.

Derivace funkce /z.

Odvod me si nyni vzorec pro derivovani funkce {/z. V obou uvaZovanych p¥ipadech, totiz
jak pro n sudé tak i pro n liché, jsme oznatili inverzni funkci k funkci 2" jako y = /.
V kaZzdém bod& x # 0 svého defini¢niho oboru je funkce y = x™ rliznd od nuly, takZe
v ném lze vypotitat jeji derivaci podle v&ty 10.7 takto. Polozme f(z) = {/x. Potom

1 1 1 1
= —~ = . (10.22)

Ty ) neytl ome (o)t

(V) = (f (@)

Dostavame tedy:

Funkce f(x) = /x md pro x € Dy, x # 0, derivaci a plati

fll@) = (2) = ——=— (10.23)
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Uved me si nyni p¥iklad na derivaci sloZené funkce obsahujicich funkci {/.

Pt¥iklad 10.9. Vypocitejte derivaci funkce

sjr+1
x—1

y = (10.24)

Reseni. Danou funkci miZeme povaZovat za sloZenou funkci. Vnit¥ni sloZkou je funkce

u=p(x), kde ¢(r)= vl (10.25)

z—1

a vnéjsi slozkou je funkce

y = f(u) = vu.
Funkce ¢(z) je definovana pro viechna = # 1. Hodnotu 0 nabyva jen v bodé = = —1.
Jeji derivaci uréime jako derivaci podilu. Dostavame

R U e G VIS S B
u = ¢'(v) @—1) @12 # 1.

Jeji defini¢ni obor je shodny s defini¢nim oborem funkce ¢(x). Funkce y = f(u) md
derivaci v kazdém bod& u # 0 a je rovna

y(z) = —;- ({’/‘;;1) @ _1 7 (10.26)

Derivace funkce ¢
Funkci y = €, x € R, nazyvdme pFirozenou exponencialni funkci. Tuto funkci znate ze
stfedoskolského studia. Jeji zavedeni bylo uvedeno i v u¢ebnim textu ,, Matematika A*“.
Odvozeni derivace funkce y = e*, x € R, provedeme ve dvou krocich.

a) Odvodme pomocny vztah

lim
x—0 X

=1, (10.27)

214



ktery pouZijeme pro vypolet derivace funkce y = e”.

P¥i zavddéni Eulerova &isla e v kapitole 7?7 jsme zavedli dvé posloupnosti {a,, }52 ,,

{b,}22,, kde

1\" 1 "
an:<1+_> | bn:(1+ ) |
n n—1

(10.28)

Dokazali jsme, Ze posloupnost {a,}2° ; je rostouci a posloupnost {b,}°, je kle-

sajici a
lim a, = e, lim b, = e.
n—oo n—oo

Necht z € (0, 3). Necht n € N je takové pFirozené &islo, e

1
<x < -—.
n+1 n

Ponévadz {b,}°°, je klesajici, je

1 n
e<bn:(1—|— ) .
n—1

Ponévad? podle (10.29) je # < X, dostavame z (10.30)
<1+ Ly
‘ n—1 ’

<14+ L
e .
n—1

to jest

Ponévadz {a, }°°, je rostouci, je

1 n+1
e>an+1:(1+n+1) .

Ponévad? podle (10.29) je x > —L, dostévame z (10.33)

e’ >

Ze vztahi (10.32) a (10.34) vyplyva

l<e® <1
n+1+ ¢ +n—17

<ef—-1< !
n+1 n—1
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(10.30)
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(10.35)

(10.36)



Z (10.29) plynou nerovnosti

1 x
—1>—-—-2 takz < 10.37
" s o P LTI ST o ( )
1 1
n+1l<=+1, takze > T (10.38)
T n+1 x+1
Z (10.36), (10.37), (10.38) dostavame
1 e’ —1 1
< < . 10.39
142~ o« —1-2 ( )
Ponévad? }g%l%z =1, }g%ﬁ = 1, dostadvdme z (10.39)
-1
lim &= = 1.
z—0 x
b) Potitejme nyni derivaci funkce . Pro libovolné z je podle definice
e:v—l—h — e®
x\/ — 1
=
Vypoétem dostdvdme postupné
z+h _ z(,h 1 h _ 1
(e”) = lim C e =l _ e” lim < =e 1=¢"
h—0 h h—0 h—0

Funkce €® je spojitd a rostouci na intervalu (—oo, c0) a nabyva vsech hodnot z inter-
valu (0,00). V kaZdém ¢&isle ma derivaci a plati (e*) = e*.

Derivace funkce y = Inx

Z vlastnosti exponencidlni funkce a z definice inverzni funkce vyplyva, Ze k funkci e*
existuje funkce inverzni definovana na intervalu (0, co). Tato inverzni funkce je spojitd a
rostouci a nabyva viech hodnot z intervalu (—oo, 00). Nazyva se pfirozeny logaritmus a
budeme ji znadit Inx. Jeji graf dostaneme z grafu funkce e” preklopenim kolem p¥imky
y = x (viz obr. 10.6). Z v&ty 10.7 plyne, Ze Inz m3 v kazdém &isle svého defini¢niho
oboru derivaci a plati

’ 1 _ - _ =
(Inz) = @y o
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Obrazek 10.6: Graf funkce e* a Inz.

JestliZze poloZime

y=Inz, x € (0, co) potom €=z, y€ (—00,00) (10.40)
Tedy pkirozeny logaritmus ¢&isla x € (0,00) je mocnitel, na
né&Z je nutno  umocnit  zaklad e, abychom  dostali Cislo  x.

Odtud dostavame
T=ce

Funkce Inz je spojita a rostouci funkce na intervalu (0,00) a nabyvad viech hodnot
z intervalu (—oo, 00). V kaZdém C&isle svého defini¢niho oboru ma derivaci a plati

1
Inz) = ~.
() ==
Jsou-li x,x1, 25 € (0,00), s € R, potom plati
In(zy-23) = Inzy+Inax (10.41)
Inz® = s-Inz. (10.42)

Ptiklad 10.10. Vypocitejte derivaci funkce
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Reseni. Jde o sloZenou funkci. Vnitni slozkou je funkce u = ¢(x), kde ¢(x) = o,

Vné&jsi slozkou je funkce y = f(u), kde f(u) = e*. Funkce f(u) ma derivaci v kazdém
bod& u. Plati

f'(u) = e". (10.43)

Funkce ¢(x) ma derivaci v kazdém bod& svého defini¢niho oboru, tj. pro x € (—o0, 1)U
(1,00). Vypoltem dostavame
-2

() = o (10.44)

Podle v&ty o derivovani sloZzené funkce dostavame z (10.43) a (10.44)

N G N B
4= @—12) T VT

Pr¥iklad 10.11. Vypoditejte druhou derivaci funkce
y=1In(3z —1)
a urlete jeji defini¢ni obor.

ReZeni. Jde o sloZenou funkci. Vn&jsi slozkou je funkce y = f(u), kde f(u) = Inu. Jeji
defini¢ni obor je interval (0, c0). Vnit¥ni slozkou je funkce u = 3x — 1. Je sice definovana
a ma derivaci pro véechna x, avsak tento defini¢ni obor je nutno omezit na ta z, pro
neZ je u = @(x) v defini&nim oboru funkce y = Inu a m3 v nich derivaci. Je to pro
z € (3,00). Derivovanim dostaneme

1
C 3r—1

/

Y

3 1
CBr—1), . Yy =—— 00
Bz—1" t. y 3$_1,w€(3, )

o9 T € 1oo
YT T Br— ) 3°7)

Uvédomte si, Ze funkce % je definovana pro x € R—{%}. Avsak i mize byt definovand
jen pro x € Dy v nichZ ma funkce f(x) derivaci. Podobna poznamka plati i pro definién{
obor funkce f”(z).

Derivace exponencialni funkce a logaritmu s obecnym zakladem

Kdyz jiZz mame definovanou pfirozenou exponencidlni funkci a pfirozeny logaritmus,
mUzZeme definovat exponencidlni funkci s obecnym zdkladem a, to jest funkci

y=a", kde a>0, a#1.

Pro a > 1 je funkce y = a” rostouci na intervalu (—oo,00) a pro 0 < a < 1 je funkce
y = a” klesajici na intervalu (—o0, 00). Lze ji vyjad¥it ve tvaru

a® = et = etine,



Odtud je vidé&t, Ze je to funkce spojitd v intervalu (—oo, 00). Jeji derivaci uréime jako
derivaci slozené funkce. Dostavame

(aa:)/ _ (ear-lna)l — 6x~lna ‘lna =d* - lna.

Funkce y = a® pro a > 1,a # 1 nabyva v3ech hodnot z intervalu (0, c0). Existuje k ni
funkce inverzni, kterd se znadi log, x a nazyva logaritmus o zakladé a. Je to funkce spojita
a ryze monoténni v intervalu (0, 00), kterd nabyva vdech hodnot z intervalu (—oo, 00).
Jeji derivace je podle véty 10.7 rovna

1 1 1

1 "= = = 0 .
(log. 2) (@v)  a’lna  z-lna’ z € (0,00)

, y =log,

Obrazek 10.7: Graf obecné exponencialni a logaritmické funkce, 0 < a < 1.

Na obr. 10.7 je nd¢rtek grafli funkci y = a” a funkce y = log, x pro 0 < a < 1. Pro
a = e, tedy pro a > 1, je graf funkce y = a” a graf funkce y = log, x zndzornén na obr.
10.6. Graf téchto funkci pro a = e jsme jiz d¥ive vysetfili. Pro logaritmy se zakladem «
plati pravidla analogicka k pravidlim uvedenym pro funkci y = In x.

Re¥me jeét& jednu otdzku. Necht a,b jsou kladna redlnd &isla riiznd od nuly. V jakém
vztahu jsou &isla log, x, log, 7 Abychom to ukazali, predpoklddejme, Ze a, b jsou kladnd
gisla riznd od jedné. Necht x je kladné &islo. Oznatme y = log, x. Potom postupng
dostdvame:

x=a’, log, © = log, a¥ =y - log, a = log, x - log, a.
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Je tedy
log, x = log, x - log; a.

Funkce y = a®, kde a je kladna realna konstanta riizna od jedné, je spojita a pro
a > 1 je rostouci na intervalu (—oo,00) a pro 0 < a < 1 je klesajici na intervalu
(—00,00). Oborem jejich hodnot je v obou pFipadech interval (0, 00). V kaZdém bodé&
x svého defini¢niho oboru ma funkce a® derivaci

(a®) =a” - Ina.

Nazyva se exponencialni funkci se zakladem a. Specidlnim pFipadem je pfirozena
exponencialni funkce pro a = e a dekadicka exponencidlni funkce pro a = 10.

K funkci a® existuje funkce inverzni, zna&ime jilog, x (Eteme logaritmus x pFi zakladé
a). Je definovdana na intervalu (0,00). Funkce log,x je pro a > 1 rostouci a pro
0<ax<xl1

klesajici na intervalu (0, 00). Je v ném spojita. V kaZdém bodé& x € (0, c0) md derivaci
a plati

1
1 = :
(log, )" = ———
Jsou-li x,x1, 29 € (0,00),s € R potom plati
log,(x1 - x2) = log, x1 + log, z2 (10.45)
log,z® = s-log, . (10.46)

Je-1i b kladné rediné ¢&islo rizné od 1 plati

log, v = log, « - log; a.

Pt¥iklad 10.12. Vypocitejte derivaci funkce

y = 2\/3)2-{-1‘

ReZeni. Jde o slozenou funkci. Vn&jsi slozkou je funkce
y=flu), kde f(u) = 2", u € (~o0,0).

Vnit¥ni sloZkou je
u=(xr), kdep(x)=Vz2+1.

Necht 2 = a € (—o00,00). Funkce ¢(x) md v bodé a derivaci. PoloZme o = ¢(a).
Funkce f mda v bodé « derivaci. Plati

y'(a) = fa)-¢'(a), tojest y(a)=(2")y—a(¢' (7))o=
Tedy
y =2Vt me. (Vi + 1), (10.47)

r=a
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Vypotitejme nyni ¢'(a). Funkce
u=¢(r)=va2+1

je slozend. Jeji vné&jsi slozkou je funkce

u=g(v), kdeg(v) =+, ve(0,00)
a vnitfni slozkou je funkce
v=a?+1.
Funkce u = ¢(x) ma v bod& a derivaci

u'(a) = (Va2 + 1), =

1 2a B a
2Va?2 +1 Vaz+1

Dosazenim do (10.47) dostavame

2.Vt L
Y Va2 +1

pro a € (—00,00).

Derivace obecné mocniny y = z°

Obecnd mocnina je funkce x® definovana pro x > 0 a jakékoliv redlné s. Da se vyjadf¥it
ve tvaru

Odtud je vid&t, Ze je to funkce spojita pro kazdé = € (0, 00). Jeji derivace je podle véty

10.7 ] ]
s\/ __ s-lnx I snx L — oS — s—l'
(%) = (") =e s.— =520 —=sT

Funkce x* je spojitd na intervalu (0,00) a md zde derivaci sz°~!, tedy

(x°) =s2®', 2 €(0,00), s €R.

V zavéru této &asti jako aplikaci na predchdzejici véty feSme ndsledujici priklad.
Pr¥iklad 10.13. Vypocitejte derivaci funkce
y =2 In(z® + 1).

ReZeni. Jde zde o soutin dvou funkci. Druh4 z nich je funkce slo¥ena. Pondvads z241 >
0, je dana funkce definovand v intervalu (—oo, c0) a ma zde derivaci, kterou na zakladé
pfedchozich vét uréime takto

1

/:21 2 1 2
y a:n(:v—l—)+:vx2+1

2z,
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takZe po upravé dostavame

2
/

y =2x [In(z® + 1) +

241

Derivace funkce f(x)J®

Necht
F(z) = f(2)'®, z€ A (10.48)

Necht f(x) > 0 pro z € A a necht funkce f(x), g(z) maji pro x € A derivace f'(z),
¢'(x). Funkci (10.48) Ize p¥epsat do tvaru

F(z) = /@) (10.49)
a po Upravé jako

F(z) = 9@ f@) (10.50)
Tuto funkci mizeme derivovat jako sloZenou funkci. Dostavame

/

F'(w) = e/ (g(a) n f ()

Provedenim vyznalené derivace obdrzime

Fl(e) = f(a)?® . (g%x) In £ (@) + g(e) L '(*")) |

Pr¥iklad 10.14. Vypocitejte derivaci funkce

sin x

y=a""" 1z (0,00).

Reseni. Funkci 257 |ze p¥epsat na tvar

sinzlnx
e .

y =
Derivaci dostaneme postupné

Yy =e

/o sinzlnz(sinxln ZE),

/ sin x 1 :
Yy = COSZL’IHZL‘—F—SIDCB s ZL’G(0,00).
X
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Derivace trigonometrickych funkci

Zavedeni funkci sin z, cosz, tgx, cotgx

Zabyvejme se nyni trigonometrickymi funkcemi, zvanymi nékdy téZ funkce goniomet-
rické. Omezime se na funkce sin x, cos z, tg x, cotg x. V pravouhlém soufadném systému
s osami u, v sestrojme kruZnici o jednotkovém poloméru se stfedem v pocatku. Zvolme
libovolné = a sestrojme polopaprsek vychdzejici z pocatku, ktery svira s kladnou osou
thel z. Tento polopaprsek protne kruZnici v jednom bodé&, oznaéme jej A. Jeho soufadnice
ozna&me cos z, sin x (viz obr. 10.8). Tyto soufadnice zavisi na x, takZe cosx a sin x jsou
funkce definované pro kazdé realné .

Pomoci funkci sin x a cos x definujeme dalsi trigonometrické funkce

sin x COs T
tgxr = , cotgxr = —
CcosS T sinx

pro ty thly x, pro néZ je jmenovatel rizny od 0.

cotgx D,

[cos z, sin ]

Vi
sinx
t

Obréazek 10.8: Zavedeni funkeci sin z, cosz, tgx a cotgx.

Trigonometrické funkce jsou zndmy ze stfedni $koly a bylo o nich pojedndno i v u¢ebnim
textu ,Matematika A". Nakreslete si jejich grafy! Zopakujte si podrobné jejich vlastnosti.
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Uved me si tyto jejich vlastnosti:

Funkce sin x je kladna pro uhly v prvnim a ve druhém kvadrantu a zaporna pro uhly
ve tfetim a ve Ctvrtém kvadrantu. Funkce cosx je kladnd pro uhly v prvnim a ve
Ctvrtém kvadrantu a je zaporna pro thly ve druhém a ve tretim kvadrantu. Obé tyto
funkce jsou periodické s periodou 2.

Funkce tg x je definovdna pro vsechna w riznd od lichych ndsobki 3, funkce cotg x
Je definovana pro x riizna od nasobkii w. Funkce tgx a cotgx jsou kladné pro dhly
pro x v prvnim a ve tfetim kvadrantu v némZ jsou definovany a zaporné pro thly ve
druhém a ve tretim kvadrantu kvadrantu v némZ jsou definovany. Tyto funkce jsou
periodické s periodou .

Odvozeni derivace funkce f(z) =sinz

a) DokaZme napted, Ze plati
sin x

lim =1.
z—0 g
Pro z € (0,%) je (viz obr. 10.8) 0 < sinz < x. Déle je obsah vysete OAB mensi

nezli obsah trojthelniku OBC, tj. %m < %tg x. Celkem tedy plati

) sinx
0<sine <z <tgr =

coST

Odtud p¥echodem k prevracenym hodnotdm dostavame

COS & 1 1
; < — < — .
sin x T sin x

Vynasobime-li celou nerovnost kladnym &islem sin x, dostaneme

sinx ) sinx
cost < — < 1, t. —-1< -
T T

< —COST.

P¥ipoteme-li &islo 1 ke v8em tfem vyraziim, mame

sinx

0<1-— <1-—-cosz.

Bud ¢ > 0ad =+2c>0. Prox € (0,0) je funkce sin(z)/z definovana a plati

v ném
sinx sinx sin x
—1‘:‘1— =1- <1—-cosx =
T T T
x N2 2 6
:2-sin2—<2<—> _ 2.
2 2 2 2 ’
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takZe

sin @
lim =1.
z—=0t T
Dile je
sin@ sin(—x sinx
lim = lim (=2) =1 =1
z—0— T z—0t —X z—0t X
Tedy '
sinz
lim =1.
z—0 X
b) DokaZme, Ze
(sinz) = cosx pro x € (—00,00).
Necht a € (—o0, 00). Potom plati
Ly . sinx —sina _ r+a . v—a 1
(sinz),_, = lim ——— = lim 2 cos sin =
T—a T —a r—a 2 2 xr —a
T+a r—a x—a
=1i I : . 10.51
xlirtll(cos 5 Sl — 5 ) (10.51)
PoloZme )
_ siny

fly) = , PO #0, f(0)=1.
Tato funkce f(y) je spojita v &isle 0. PoloZzme déle

r—a

2

O(x) =

Zt¥ejmé& funkce ®(x) je v &isle a spojita a nabyvé zde hodnoty 0, to jest ®(a) = 0.
Podle véty 8.4 je sloZena funkce F'(x) = f[®(z)] v &isle a spojita, tj.

lim —2- = lim F(z) = F(a) = f[®(a)] = f(0) = 1. (10.52)

Tr—a T Tr—a
Polozme nyni f(y) = cosy, ®(x) = (2 + a)/2. SloZena funkce F(x) = f[®(z)]
je v Cisle a spojita, takze

. x4+ a
lim cos
r—ra

= cosa. (10.53)

Z (10.51), (10.52), (10.53) dostavame

sinz) _ = cosa.
(sinz);—,

Funkce f(x) = sinx md v kaZdém bodé& x € (—o0, ) derivaci a plati

!
( sin x) = COST.
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Derivace funkce y = cosx

UZitim véty o derivovani slozené funkce dostdvame

(cosa) = [ (5= 2)] = cos (5 — ) = —sine:

Funkce f(x) = cosx md v kaZdém bodé x € (—o0,0) derivaci a plati

(cosz) =sinz, x € (—00,00).

Derivace funkci tgx, cotgx

Z pravidel o derivovani podilu dvou funkci dostdvdme pro = € (—oo,00) — {(2k +
D3t keZ

(tgz) = (sin:z:)/ _ (sinz) - cosx —sinz - (cosz)’ _
coS T cos? x

_cosx-cosx —sinx - (—sinz) 1

B cos? x © cos?x’

Funkce f(x) = tgx md v kaZdém bodé x € (—o0,00) —{(2k+1)%}, k € Z derivaci
a plati

(tgx) = : xE(—oqoo)—{(Qk—l—l)g},kEZ.

cos? x

Podobné pro x € (—oc0,00) — {k7}, k € Z

cosx)’ 1

t ’:<
(cotg ) sin x

Funkce f(z) = cotgx md v kaZdém bodé x € (—oo0,00) — {kn}, k € Z derivaci a
plati

(cotgz) = r € (—o0,00) — {km}, k € Z.

. )
SlIl2 T
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Derivace cyklometrickych funkci

T T

V pfedchdzejicim vykladu jsme zjistili, Ze funkce sinx je v intervalu (-7, %) spojitd a
rostouci a nabyvd viech hodnot z intervalu (—1,1). Tedy k ni existuje funkce inverzni
definovand na intervalu (—1,1). Tuto funkci oznalujeme arcsinx. Podle v&ty 10.6 je
tato funkce spojitd na intervalu (—1,1) a je na ném rostouci. Nabyva viech hodnot

z intervalu (—7, 7). Jeji graf se dostane pFeklopenim grafu funkce

f(z) =sinz, z¢€ <—g, g>

okolo p¥imky y = x (viz obr. 10.9). Geometricky vyznam funkce arcsin je tento:

| ,arcsinz je ten dhel z intervalu (—%, %), jehoZ sinus ma hodnotu x. *

R @

y = arcsin x

-1 z
]_ X
Y = arccos x
-5 1 1 x
Obrézek 10.10: Graf funkce

Obrazek 10.9: Graf funkce arcsin z.
arccos .

Funkce cosz je v intervalu (0, 7) spojita a klesajici a nabyvéd viech hodnot z intervalu
(—1,1). Tedy k ni existuje funkce inverzni, je definovand na intervalu (—1,1). Tuto
funkci oznalujeme arccosz. Podle véty 10.6 je to funkce spojitd na intervalu (—1,1)
a je na ném klesajici. Nabyvd viech hodnot z intervalu (0, 7). Jeji graf se dostane
preklopenim grafu funkce f(z) = cosz, z € (0, ) okolo pfimky y = z (viz obr. 10.10).
Geometricky vyznam funkce arccos z je tento:

‘l ,arccos x je ten uhel z intervalu (0, ), jehoZ kosinus ma hodnotu x. ‘

Funkce tgx je v intervalu (—7, ) spojitd a rostouci a nabyva zde v8ech hodnot z inter-
valu (—o00, 00). Tedy k ni existuje funkce inverzni, je definovand na intervalu (—o0, 00).

Tuto funkci oznalujeme arctgx. Podle véty 10.6 je to funkce spojitd na intervalu
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(—00,00) a je v ném rostouci. Nabyva vech hodnot z intervalu (—%,%). Jeji graf
se dostane preklopenim grafu funkce f(z) = tgx, v € (-7, §) okolo pfimky y = x (viz
obr. 10.11). Geometricky vyznam funkce arctg z je tento:

‘

| ,arctgx je ten dhel z intervalu (—%, %), jeho? tangens md hodnotu .

NI

y = arctgx

[SIE

Obrazek 10.11: Graf funkce arctg x.

Funkce cotg x je na intervalu (0, 7) spojita a klesajici a nabyva na n&m vdech hodnot z in-
tervalu (—oo, 00). Tedy k ni existuje funkce inverzni definovana na intervalu (—o0, 00).
Tuto funkci oznalujeme arccotgx. Podle véty 10.6 je to funkce spojitd na intervalu
(—00,00) a je na ném klesajici. Nabyva vZech hodnot z intervalu (0, 7). Jeji graf se
dostane preklopenim grafu funkce f(x) = cotgz, © € (0,7) okolo p¥imky y = x (viz
obr. 10.12). Geometricky vyznam funkce arccotg z je tento:

‘

‘l ,arccotg x je ten dhel z intervalu (0, ), jehoZ kotangens md hodnotu x.°

vl

Yy = arccotgx

0 T

Obrazek 10.12: Graf funkce arccotg z.
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Funkce arcsin z, arccos z, arctg x a arccotg x se nazyvaji funkce cyklometrické. Dosavadni
vysledky o spojitosti lze shrnout takto:

| Funkce cyklometrické jsou spojité na svém neodvislém oboru. |

Derivace cyklometrickych funkci.

T T

Funkce sin z je spojitd a rostouci na intervalu (—7, 7). Jejim odvislym oborem je interval
(—1,1). V kazdém bod€& a z intervalu (—1,1) m3 funkce arcsinx tuto vlastnost: &islo
o = arcsina je z intervalu (-7, 7), takZe funkce sinz md v ném derivaci cosa # 0.

Podle véty 10.7 ma funkce arcsinx v &isle a derivaci a plati:

, 1 1 1

arcsinzx), _ = = =
| Jome cosa /1 —sin2a V1I—d®

nebot sino = a. VEimnéme si také, Ze cosa je kladny, nebot a je z intervalu (-3, %),
takZe odmocninu je nutno opat¥it znaménkem plus. V kazdém bodé& z z intervalu (—1, 1)

tedy plati
1

V1—a?

Podobné& odvodime, Ze v kazdém bod& x intervalu (—1, 1) plati

(arcsinzx) =

1 1 1
(arccos )’ = =— =

1
(cosy)’ siny  \/1—cos?y  V1—a?

V intervalu (—o0, 00) mame

(arctgz) = L cos’y = ! -
&  (tgy) y_l%—‘cg%/_l—i-x?7
1 1
t I— = — 4 2 = — = — .
(arccotg x) (cota g) sin”y T ooty 2

Obdrzené vysledky mizeme shrnout do nasledujici véty.

Funkce cyklometrické maji derivace v kaZdém vnit¥nim bodé svého neodvislého oboru
a plati:

(arcsinm)' = \/1—_73:2, x € (—]., ].)
1
(arccosz)" = re(—1,1)

_\/1—x2’
;L 1

1422
1

14 a2’

(arctg x) x € (—00,00)

(arccotg z)’ = r € (—00,00).
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Uved me si nyni souhrnné& derivace elementarnich funkci.

Derivace elementarnich funkci

() =0, ceR, prox € (—00,00)

~

(m”) =na" ', neN, prox € (—o00,00)
! 1
{ = N dé. 0
<\/5 n(%)n_l,ne , n sudé, prox € (0,00)
! 1
Vi) = ————— neN, n liché
(ﬁ) (T n € N, n liché,

pro x € (—o0,0) U (0, 00)
(") =€, prox € (—o0,0)

(a®) =a"lna, a>0, a#1, prox € (—00,)
1
(Inz)' ==, prox € (0,00)
T
1
log,z) =——,a>0, a#1, prox € (0,00)
zlna

%) = s2*' s €R, prox € (0,00)

cosz) = —sinz, prox € (—00,00)
tg ) = coi2 T’
pro x € (—00,00) — {(2k+ 1)%}, kelZ

(cotgx) = —ﬁ, pro x € (—oo,00) — {kn}, k€Z

(arcsinzx) = ;, prox € (—1,1)

=

(arccosx)" = —\/%ﬁ, prox € (—1,1)

(arctgz) = 1 —|—1x2’ pro x € (—00, 0)

(arccotg z)" = —ﬁ, proz € (—00, 00)
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10.3 Shrnuti, dlohy

Byl zaveden pojem derivace funkce v bodé a € R a poukdzdno na vyznam derivace
(Definice 10.1). Byly odvozeny derivace elementérnich funkci. Jsou zde uvedeny vzorce
pro vypocet derivace souttu, rozdilu, sou¢inu a podilu dvou funkci (Véta 10.2). Déle
byla uvedena véta o derivaci sloZené funkce (V&ta 10.4). Byla odvozena véta o vypoctu
derivace inverzni funkce (Vé&ta 10.7). Déle byl vySetfen vztah mezi existenci derivace
funkce f(z) v daném bodé& a a spojitosti funkce v bodg a.

Ulohy

1. Napiste rovnici te¢ny ke k¥ivce y = 322 — x + 1 v bod& T[1,?] leZicim na dané
kFivce. [bx —y —2=0]

2. Napiste rovnici normaly ke kfivce y = %5 v jejim bodg T|0,7].

[z +y=0]
3. Ve kterém bodg& k¥ivky y = 2® — 322 + 1 svird te¢na s osou x tihel 45°7
[x—ovd soufadnice bodu je 1 + \%]
4. Ve kterych bodech ma kfivka y = 2® — 272 vodorovnou te¢nu?

[x—ové souFadnice téchto bodi jsou 3, —3]

5. Necht f(y) = ¢/y je vn&j3i slozkou a p(z) = £ je vnitini slozkou funkce F(z).
Napiste F'(x) explicitn&. Urete jeji definiéni obor

[F(2) = {/£5, Dp = (—00,1) U (1,00)]

6. Derivujte
2) y= VT |, € (~00,00)]
b) y = xsin2x [sin 2z + 22 cos 2z, x € (—o00,00)]
c) y =sin’\/x [Sn/Tcos vir ”\"/?bf, x € (0,00)]
d) y = 3+ [2In3- 237! z € (—o0,00)]
e) y=2a" [Névod: 2% = e*%; ¢/ = 2%(Inx + 1), x € (0,00)]

7. Vypocitejte prvni derivaci funkce

a) y = log, 12 F==re)
b) y == (\/1+x2+3x) [22(V1+ 2% + 32) + 2°( 2= + 3)]
c) y = evos2 [e7 o527 (cos 20 — 2 sin 27 )]

8. Vypolitejte derivace aZz do 3. Fadu funkce
a) f(z)=a3+322 +4x -1
[f'(z) =32 + 62+ 4, f"(x) =6x+6, f"(r) =6, x € (—00,00)]
b) f(z) = xe”
[f(z) = €@+ 1), f'(z) = ez +2), [x) = e+ 3)

x € (—00,00)]
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Kapitola 11

Pouziti derivaci

11.1 Funkce spojité na intervalu

P¥ipomeiime si, Ze , Jestlize funkce f(x) ma v bod& a derivaci, je v ném spojita“.

Zatneme se zavedenim pojmu lokalniho extrému funkce f(x).

Definice 11.1.

Rekneme, e funkce f(z) ma v bod& o lokdlni maximum (minimum), jestlize existuje
takové 6 > 0, Ze funkce f(x) je definovana na intervalu (z¢ — d, 2o +0) a plati v ném
pro vechna z € (zg — 6,9 + 9)

f(x) < flwo),  (f(2) = f(x0)) (11.1)

Definice 11.2. (Vlastni lokalni extrémy)

Rekneme, e funkce f(z) ma v bod& z, viastni lokdIni maximum (minimum), jestlize
existuje takové § > 0, Ze funkce f(x) je definovana na intervalu (z¢g—§,zo+3) a plati
f(z) < f(zo) (f(x) > f(xg)) pro viechna x € (xg — §,x0 + J) pro néZ je x # xy.

LokaIni maxima a lokalni minima nazyvdme spole¢nym ndzvem lokalni extrémy (téz
relativni). Podobné vlastni lokalni maxima a minima nazyvédme viastnimi lokdlnimi extrémy.

Na obr. 11.1 je vyznalena funkce f(x), kterd ma v bodech a, b lokdlni maximum a
v bodé ¢ lokalni minimum.

Zaved me si nyni pojem absolutniho extrému funkce f(x) na mno%in& M C D;. V této
definici se porovnava hodnota funkce f(z) v bod& xy s hodnotami funkce ve v3ech
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a Cc b

Obréazek 11.1: Funkce s lokdalnim maximem v bodech a a b a lokdlnim minimem
v bodé c.

ostatnich bodech dané mnoZiny. Misto pojmu absolutniho extrému miZeme mluvit o
globalnim extrému funkce na mnoZiné.

Definice 11.3.

Rekneme, e funkce f(z) ma absolutni maximum (minimum) na mnoZin& M v bodé&
xog € M, jestlize funkce f(z) je definovand na mnozing& M a jestlize f(z) < f(zo)
(f(x) > f(xo)) pro kazdé x € M.

Rekneme, %e funkce f(z) ma své viastni absolutni maximum (minimum) na mnoZin&
M v bod& xy € M, jestlize funkce f(z) je definovdna na mnoZin& M a jestlize
f(x) < f(zo) (f(x) > f(x0)) pro kazdé z € M.

Absolutni minimima a absolutni maxima nazyvame spoleénym ndzvem absolutni
extrémy.

Absolutni vlastni maximum a absolutni vlastni minimum nazyvame spole¢nym ndzvem
vlastni absolutni extrémy.

s

Poznamka. V nahofe uvedenych pojmech se misto vlastni extrém pouziva téZ termin
ostry extrém.

O existenci absolutniho extrému funkce f(z) na intervalu vypovida nasledujici v&ta. Ve
vétsiné aplikaci nds zajima nalezeni absolutniho extrému.

Véta 11.1. (Weierstrassova)

Necht funkce f(z) je spojitd na intervalu {a,b). Potom existuji body xq,x; € {a,b)
tak, Ze funkce f(x) nabyva svého absolutniho minima (maxima) na intervalu (a,b)
v bod& x (x1). Tento bod je bud'to krajnim bodem intervalu (a,b), anebo bodem,
v némZ funkce nabyva svého lokalniho extrému.

Na obr. 11.2 nabyva funkce f(z) svého lokdlniho maxima v bodé& ¢, lokdlniho minima
v bod€& d, absolutniho maxima v bodé& ¢ a absolutniho minima v bodé a.
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a c d b z

Obrazek 11.2: Absolutni extrémy na (a, b).

Funkce na obr. 11.3 na (a,b) nabyva absolutniho minimum v bod& b, aviak nema
absolutni maximum na (a,b). Tato funkce f(x) je sice spojitd na (a, b), aviak nenf
spojita na (a,b). Vétu 11.1 nelze aplikovat, nejsou splnény jeji predpoklady.

Obrazek 11.3: Poruseni predpokladu véty 11.1.
Zabyvejme nyni problémem urleni bod(, v nichZ funkce nabyvé lokdlni extrém. K tomu
budeme potfebovat nékolik vét.

Véta 11.2. Necht f'(a) > 0 (f'(a) < 0). Pak existuje takové okoli &isla a, Ze pro
vSechna ¢&isla © < a z tohoto okoli plati f(x) < f(a) (f(x) > f(a)) a pro vSechna
x > a z tohoto okoli plati f(x) > f(a) (f(x) < f(a)).

Diikaz: Necht f’(a) > 0. Pak existuje
)~ )

T—ra Tr— a

= f'(a) > 0.
Existuje tedy takové okoli &isla a, Ze v némz je uvedeny podil definovan a je stale kladny,

1.
f(x) = f(a)

Tr—a

> 0.

Tedy v tomto okoli jsou &isla f(z) — f(a), © — a stejnych znamének. Pro x < a je tedy
f(z) < f(a), pro x > a je f(x) > f(a). Podobn& se provede dikaz pro druhy p¥ipad
f'(a) <O0. 0
Poznamka. Jak vime, geometricky vyznam prvni derivace je smérnice te¢ny ke grafu
funkce f(x) v bod& a. Je-li tedy f'(a) > 0, svird te€na grafu f(x) v bod& a thel ¢, pro
n&jz je 0 < ¢ < 3. Viz obr. 11.4.
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Obrazek 11.4: Derivace — smérnice tecny (f’(a) > 0).

Podobné, je-li f'(a) < 0, svird te€na grafu funkce f(x) v bodé& a dhel ¢, pro n&jz je
5 <@ <m. Vizobr.11.5

Y f(z)

Obréazek 11.5: Derivace jako smérnice tecny (f(a) < 0).

11.2 Veéty o funkcich spojitych na intervalu (a,b)

Véta 11.3. (Rolleova) Necht funkce f(z) je spojitd na intervalu {a,b) a necht ma
v kaZdém vnitinim bodé& tohoto intervalu derivaci. Bud' dile f(a) = f(b). Pak existuje
takové &islo ¢ € (a,b), Ze f'(c) = 0.

Diikaz: Je-li funkce f(z) v (a,b) konstantni, tvrzeni je spravné a za c lze vzit kterékoliv
&islo uvnitf (a,b). Necht tedy f(z) neni v (a,b) konstantni. Pak tedy aspofi v jednom
Cisle x € (a,b) plati f(z) # f(a) = f(b). Dejme tomu, Ze f(z) > f(a). Podle véty
Weierstrassovy nabude funkce f(z) v n&kterém &isle ¢, kde a < ¢ < b, své maximalni
hodnoty. DokaZzme, Ze f’(c) = 0. Kdyby bylo totiz f'(¢) > 0, pak by podle véty 11.2
existovalo jisté okoli &isla ¢ tak, Ze pro vdechna x > ¢ z tohoto okoli by platilo f(z) >
f(c), podobng, kdyby f’(c) < 0, pak by existovalo jisté okoli &isla ¢ tak, Ze pro viechna
x < ¢ z tohoto okoli by platilo f(z) > f(c). To vak neni moZné, nebot f(c) je ze viech
funk&nich hodnot maximalni. Tedy opravdu f’(c) = 0. 0
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Poznamka. Geometricky smysl véty je tento: graf funkce y = f(z) ma za danych
predpokladii aspofi v jednom bod& vodorovnou teénu (viz obr. 11.6).

t

I
T

a c b
Obrazek 11.6: Tecna grafu f(z) v lokdlnim maximu.

Priklad 11.1. Bud f(z) = |z|, © € (—1,1). Tvrzeni véty neplati, v &isle 0 je poruden
predpoklad o existenci derivace. Viz obr. 11.7

Y

Obrazek 11.7: Graf funkce y = |z|, z € (—1,1).

Véta 11.4. (Obecna véta o prirtistku funkce) Necht funkce f(x), g(x) jsou spojité
na intervalu {(a,b) a necht maji v kaZdém vnit¥nim bodé& tohoto intervalu derivace. Pak
existuje takové &islo ¢ € (a,b), Ze

[f(b) = f(a)] - g'(c) = [g(b) — g(a)] - f'(c).
Diikaz: Zaved me pomocnou funkci

F(z) = [f(b) = f(a)] - g(x) = [9(b) — g(a)] - f ().
Z p¥edpokladii o funkcich f(x) a g(x) vychazi, Ze funkce F(z) je na intervalu (a,b)
spojita a uvnit¥ ma derivaci. Déle F'(a) = F(b). Podle v&ty 11.3 existuje ¢ € (a, b) tak,
Ze
F'(c) = [f(b) = f(a)] - ¢'(c) — [9(b) — g(a)] - f'(c) = 0.

Odtud tvrzeni véty. 0

Poznamka. Rolleova v&ta 11.3 je zvalstnim p¥ipadem véty 11.4 pro g(z) = z a funkci

f(x), pro niz plati f(a) = f(b).
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Véta 11.5. (Véta o p¥irustku funkce)
Necht funkce f(z) je spojitd na intervalu {(a,b) a necht existuje f'(x) pro x € (a,b).
Potom existuje alespori jedno ¢ € (a,b) tak, Ze

f(b) = fa) = f'(c) - (b —a). (11.2)

Dikaz: Dikaz vychazi bezprostfedné z pfedchazejici véty pro g(x) = x. 0

Poznamka 1. Vztah (11.2) Ize pFepsat takto

f(0) — f(a)

(0}

Leva strana tohoto vztahu vyjadfuje primé&rny ptirustek funkce f(x) p¥i pfechodu z bodu
a do bodu b.

Vétu lze interpretovat takto. Existuje bod ¢ € (a,b) tak, Ze te¢na ke grafu funkce
y = f(x) v bod& [c, f(c)] je rovnob&Zna se spojnici bodil [a, f(a)], [b, f(D)]. V&ta je
schematicky zndzornéna na obr. 11.8.

a c b

Obrazek 11.8: Interpretace véty 11.5.

Jestlize zname konstantu M pro niz je | f'(x)] < M pro = € (a,b), potom podle (11.2)
plati

1f(b) = fla)| < M- (b—a).
Véta umoZiuje odhadnout f(b) — f(a).

Poznamka 2. Véta 11.5 se nazyva téz , Vétou o stfedni hodnoté diferencidlniho
poctu“.
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Priklad 11.2. Odhadnéte

LT i
Sl — — S1N —.

6

ReZeni. Pouzijeme vétu 11.5. Polozme v ni f(z) = sinz, a = %, b = %. Potom je

f'(x) = (sinx)’ = cosz. Pro z € (%, %) je [f'(z)] = |cosz| < cos % ‘/75 takze
M = \/75 Je tedy
’sinz—sinz‘ §M<E—E>,
3 6 3 6
tj.
. LT V3T 3
sm——sm—‘ < ——==—
3 6 2 6 12
Pomoci kalkulagky zjistime, Ze
T T V3
‘sm T —sin 6‘ 0,36603 a T = 045345

11.3 Funkce monoténni na intervalu a lokalni extrémy

P¥ipomefime si, Ze funkce f(z) se nazyva rostouci (klesajici) na intervalu I, jestlize ma
tuto vlastnost:

Jestlize x1, 29 € I, 11 < xg, potom f(z1) < f(z2) (f(xl) > f(xg))

Funkce rostouci a klesajici se nazyvaji spole¢nym nazvem funkce ryze monoténni.

Funkce f(x) se nazyva neklesajici (nerostouci) na intervalu I, jestlie ma tuto vlastnost:

Jestlize T1,T9 € ], T < Tg, potom f(ZL‘l) < f(ZEQ) (f(ZL‘l) > f(f]fg))

Funkce neklesajici a nerostouci se nazyvaji spole¢nym ndzvem funkce monoténni.
Je tedy kazda funkce ryze monoténni téZ monoténni. Opak nemusi platit.

Urdit intervaly, na nichZ je vySetfovand funkce monoténni, nam &asto pomizZe tato véta.

Véta 11.6. (Monoténnost funkce na intervalu)
Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu I a necht Iy je mnoZina vSech vnit¥nich
bodii intervalu I. Necht funkce f(x) md derivaci f'(x) na Io.
Jestlize f'(x) > 0 (f'(x) < 0) pro x € Iy, potom f(z) je rostouci (klesajici) na I.
Jestlize f'(x) > 0 (f'(z) < 0) pro x € Iy, potom f(x) je neklesajici (nerostouci)
na intervalu 1.

238



UkaZme nyni, jak urcit intervaly monoténnosti funkce f(x) definované na intervalu I
v ptipadé, Ze funkce f(x) md dédle uvedené vlastnosti.

PFedpokladejme, Ze funkce f(x) je spojita na intervalu I. Ozna&me Iy mnoZinu vSech
vniténich bodi intervalu I. PFedpokladejme, Ze f'(x) je spojita na intervalu Iy, a
Ze ma na ném konecny polet nulovych bodi. Tyto nulové body rozdéli interval I
na konecny pocet ¢asteCnych intervali. Ve vsech vnitfnich bodech kaZzdého z téchto
Edstecnych intervald je f'(x) > 0 nebo f'(x) < 0. TakZe v ném je funkce f(x)
rostouci nebo klesajici. PFi grafickém znazornéni vyznacime interval I na Ciselné ose a
nulové body funkce f'(x). Tyto nulové body rozdéli interval I na nékolik &astecnych
intervald. Nad kaZdym z téchto intervalii vyznalime ,+ “, je-li v jeho vnitFnich bodech
f'(x) >0, a,—" jeli v jeho vnitFnich bodech f'(x) < 0. Pod interval, nad nimZ je
symbol ,+ “ (,— ") ddme symbol ., (,\\ ") a tak vyzna&ime, Ze funkce f(x) je na
tomto Easteéném intervalu rostouci (klesajici). llustrujme to na nasledujicim pFikladé.

P¥iklad 11.3. Naleznéte intervaly monoténnosti funkce

f(z) = 22° — 152% + 362 — 5.

ReZeni. Funkce f(z) je spojitd a mé i spojitou derivaci f'(z), kde
f'(z) = 62* — 30z + 36.

Resenim rovnice f'(x) = 0 dostdvame z; = 2, xo = 3.

Vyznaéme E&iselnou osu. Interval I je cela tato &iselna osa. Na ni vyznaéime body x; = 2,
x9 = 3. Tyto body rozdé&li interval I na 3 &aste¢né intervaly: (—o0,2), (2,3), (3,00).
Znameni f’(z) a monotdénnost funkce f(z) jsou patrny z obr. 11.9.

f'(x) + - +

$1:2 332:3

f(x) / p /

Obrazek 11.9: Monoténnost funkce f(x) = 223 — 1522 + 36z — 5.

Funkce f(z) je rostouci na intervalu (—o0,2) a na intervalu (3,00) a je klesajici na
intervalu (2, 3).

Zabyvejme se nyni podrobné&ji problémem nalezeni lokalnich extrém.

Véta 11.7. Necht funkce f(x) md v bod& a lokdini extrém a necht existuje f’(a).
Potom f'(a) = 0.

Duakaz: Véta je bezprostfednim dlsledkem véty 11.2 a definice 11.2. 0

nemd derivaci anebo v bodech, v nichZ ma derivaci rovnu nule.

| Z véty 11.7 vyplyva, Ze funkce f(x) miZe mit lokdlni extrém pouze v bodech, v nichZ
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Poznamenejme, Ze je-li f'(a) = 0, ma graf funkce f(z) v bod& a te&nu rovnob&znou
S osou .

Na obr. 11.10 je zndzornéna funkce, kterd ma v bod& z lokalni minimum a ma v ném
derivaci; na obr. 11.11 je zndzornéna funkce, kterd ma v bodé z( lokalni minimum, ale
nema v ném derivaci.

y=f) v
Zo T J,“o .
Obrédzek 11.10: f(z) ma v z derivaci. Obraze.k 11110 f(z) nemd v o
derivaci.

Zjistili jsme v kterych bodech miZe mit dand funkce f(z) lokalni extrémy. Dale si
uvedeme nékolik vét, kterymi Ize alesponi v nékterych p¥ipadech rozhodnout, zda funkce
f(z) md v nich skute€n& lokalni extrém.

Véta 11.8. (Existence lokalniho extrému)

Necht f'(zo) = 0 a necht existuje § > 0 tak, Ze pro v € (x¢ — d,z0) je f'(x)
definovana a plati f'(x) > 0 (f'(z) < 0) a pro x € (xg,x¢ + 0) je f'(x) definované
a plati f'(x) < 0 (f'(x) > 0). Potom funkce f(x) md v hod& xq lokdlni maximum
(minimum). Jestlize f'(z) > 0 (f'(z) <0) pro x € (xg — d,xz0) U (z0, xo + ), fukce
f(z) nemd v xzq lokalni extrém.

Znazornéme si graficky situaci uvedenou v této vété. Ukazme nékteré pFipady:

a) f'(zo) =0, f'(z) <0 proxe (vg—9d,z0), f'(x) >0 proz € (xg,x0+ ), kde

deR
f'(x) - +
i) : 1) 1;0 $0J+ 1)
/() NS

f(z) ma v zg
lokalni minimum

b) f'(zo) =0, f'(xz) >0 pro x € (xg — J,z0), f'(z) <0 proz € (xg,z0+ ), kde
deR
f'(x) + -

Tg— 0 o) o+ 9

f(x) 2N

f(z) ma v zg
lokalni maximum
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c) f'(xo) =0, f/(x) >0 pro z € (xg — d,x0), f'(x) >0 pro z € (xg,x0+ ), kde

0eR
fl(z) + +

To— 0 Zo xo+ 6

f(z) A

f(z) nemd v g
lokélni extrém

d) f'(xo) =0, f'(x) <0 prox € (xg—0,x0), f'(x) <0 prox € (xg,20+ ), kde
deR
f'(x) - -

f(z) NN

f(z) nemd v
lokalni extrém

Uved me jest& daldi v&tu, kterd umoZiuje uréit v n&kterych p¥ipadech lokdlni extrémy
funkce f(x).

Véta 11.9. (Existence lokalniho extrému) Necht f'(x¢) = 0, f”(zo) > 0 (< 0).
Potom funkce f(x) ma v bodé& xy lokdlni minimum (maximum).

Diikaz: Necht f”(zo) > 0. Potom existuje

i Pl = f'Go)

T—T0 T — X

= f//(.CE()) > 0.
Existuje tedy takové &islo 0 > 0, Ze pro « # g, © € (xg — 0,9 + 9) je podil

f'(x) = f'(wo) _ f'(=)

r — X r — Tg

definovan a je kladny. Tedy f/(z) a © — xy maji zde stejné znaménko. Je tedy f'(x) < 0
pro x € (xg — 6,x9) a f'(z) > 0 pro z € (x¢,x¢ + 0). Podle v&ty 11.8 ma tedy funkce
f(x) v bodé& x4 lokdlni minimum. Podobné& se dokaze zbyvajici &ast véty. 0
Priklad 11.4. Ur&ete lokéIni extrémy funkce f(x) = z* — 5z + 6.

Reseni. Funkce f(x) ma derivaci pro z € (—00,00). Podle poznamky uvedené vyse
miZe tedy nabyvat lokaIni extrémy pouze v bodech, v nichZ je f'(z) = 0. Dostdvame

f'(z) =2z —5.

ReSenim rovnice 2z — 5 = ( dostadvdame xg = g Tedy funkce f(x) miZe nabyvat lokdlni
extrém pouze v bodé xy = g Dokazeme nyni dvéma zptisoby, Ze zde dana funkce nabyva

lokdIni minimum.
a) Z¥ejm& f'(z) <0 pro z € (—o0,3) a f'(z) > 0 pro = € (2,00). Podle véty 11.8
ma funkce f(x) v bod& zq lokdlni minimum.
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b) Pon&vad? f”(z) =2, je f”(2) =2 > 0. Podle v&ty 11.9 ma funkce f(z) v bod&
g lokdIni minimum.

Priklad 11.5. Naleznéte lok3Ini extrémy funkce f(z) = 2%

ReZeni. Podobnou dvahou jako v minulém p¥iklad® zjistime, Ze funkce f(x) miize mit
lokaIni extrém pouze v bod&, v némz je f'(x) = 0. Z¥ejm& f'(x) = 4a3. Rovnice
423 = 0 ma jediné Yefeni x = 0. Z¥ejm& f'(x) < 0 pro z € (—00,0) a f'(z) > 0
pro = € (0,00). M3 tedy funkce f(z) v bod& x = 0 podle véty 11.8 lokalni minimum.
Ponévadz f”(0) = 0, nelze o existenci lokalniho extrému v bod& x = 0 rozhodnout podle
véty 11.9.

P¥iklad 11.6. Nalezn&te lokdIni extrémy funkce f(z) = 2.

Reseni. Funkce f(z) ma derivaci pro = € (—o00, 00). MiZe tedy mit podle vy3e uvedené
pozndmky lokaIni extrém pouze v bod€& z = 0, nebot jenom v ném je f'(z) = 0.
Pongvad? f'(z) = 3z > 0 pro z € (—00,0)U (0, 00) nemd f(z) podle véty 11.8 v bod&
x = 0 lokdlni extrém. Dand funkce tedy nema lokdlni extrémy. Pon&vadz f”(0) = 0,
nelze podle v&ty 11.9 rozhoudnout, zda v bod& 0 ma funkce f(z) = 2 lokdIni extrém.

Na priklad& 11.5 jsme vidéli, Ze véta 11.9 ndm n&kdy neumoZiiuje urlit, zda funkce f(z)
ma v bod& zy, v némz je f'(zy) = 0, lokdIni extrém, nebo nemd. Uved me si nasledujici
vétu, kterd je obecnéjsi nez véta 11.9.

Véta 11.10. (Existence lokalniho extrému)

Necht f'(zo) = f"(20) = -+ = f™(x0) = 0 a necht "+ (z) # 0. Je-lin+1 sudé,
ma funkce f(x) v bodé& xy lokdlni extrém. Jestlize "1 (xq) > 0 (f™+Y(z) < 0),
potom funkce f(x) md v bodé& xy lokdlni minimum (maximum). Je-li n + 1 liché,
nemda funkce f(x) v bodé& a lokalni extrém.

Priklad 11.7. Naleznéte lokdIni extrémy funkce f(x) = x?.

ReSeni. Dostavame

) =42 f"(z) = 1222, f"(z) = 24a, fY(2) = 24.

Ztejm& f'(0) = f"(0) = f"(0) = 0, fW(0) = 24 > 0. M4 tedy funkce f(z) = z*
v bod& z = 0 lokdIni minimum podle véty 11.10.

Priklad 11.8. Nalezné&te lokdIni extrémy funkce f(x) = 3.

Reseni. Dostivime
f'(x) =322 f"(x)=6x, ["(z)=6.

Zrejm& f'(0) = f"(0) = 0, f”(0) = 6 > 0. Podle v&ty 11.10 nem3 funkce f(z) = z°
v bod€ x = 0 lokalni extrém.
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11.4 Absolutni extrémy

V definicill.3 bylo zavedeno absolutni maximum a absolutni minimum funkce f(z)

na mnozin& M. Absolutni maximum a absolutni minimum funkce f(z) na mnoZing M

nazyvame spoleénym nazvem absolutni extrémy. Absolutni extrémy funkce nemusi oviem
T T

na dané mnoZiné existovat. Tak nap¥. funkce f(z) = tgx v intervalu (-7, 7) nenabyva
ani nejvétéi ani nejmensi hodnoty, nebot

limg——zj2 = —00,  liMg_yr/24 = 00

takZe funkce f(x) neni naintervalu , < —m/2,7/2 > ohranitena. Vime, Ze jestliZe funkce
f(z) je spojitd na uzavieném intervalu, pak je existence absolutnich extrémi zaruZena
vétou Weierstrassovou. Pro nalezeni absolutnich extrémi je dileZita tato véta:

| Véta 11.11. (Existence absolutniho extrému)
Bud' f(x) funkce definovand na intervalu J. Necht m3 v &isle a € J absolutni extrém.
Pak a je koncovym bodem intervalu J nebo v ném ma funkce f(z) relativni extrém.

Diikaz: Neni-li a koncovym bodem intervalu J, da se zvolit interval J' takovy, Ze J' je
¢asti J a bod a je vnitfnim bodem v J'. Pak v J' je f(x) definovéna a plati f(z) < f(a)
(f(x) > f(a)) na intervalu J'. Potom funkce f(z) ma v &isle a relativni maximum
(minimum). 0

PFi hledani absolutnich extrémd funkce spojité na uzavieném intervalu < a,b >
postupujeme takto: Necht funkce f(x) je spojitd na uzavieném intervalu < a,b >.
Podle Weierstrassovy véty md funkce f(x) na intervalu a,b > absolutni extrém.
Tento absolutni extrém nabyvd funkce f(x) budto v bod& v némZ nabyvd lokdini
extrém, nebo v bodech a,b. Vyhledame proto lokalni extrémy a porovnanim hodnot
vysSetfované funkce v téchto bodech a v bodech a,b uréime absolutni extrémy.

Na absolutni extrémy funkce vede ¥ada aplikaénich tiloh. Uved me p¥iklad.

Pr¥iklad 11.9. Obdélnikovy kus plechu ma rozmé&ry 60 x 28 cm. V rozich se odfiznou
Ctverce a zbytek se ohne tak, Ze vznikne oteviena krabice. Jak velikd musi byt strana
odFizutych ¢tvercl, aby objem krabice byl maximalni?

ReZeni. Je-li = strana odFiznutych &tvercti (viz obr. 11.12), je objem krabice
f(z) = (60 — 22)(28 — 22)z = 42(30 — 2)(14 — z).

Plati, zZe z € (0,14) a f(0) = f(14) = 0, pro z € (0,14) je f(z) > O. Absolutni
maximum splyne tedy s maximem relativnim. Dostdvame

f'(x) = 4(32* — 88z + 420), f"(x) = 8(3x — 44).

Uloze vyhovujici koFen rovnice f'(x) =0 je x = 6. Pon&vadz f”(6) < 0, ma funkce
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f(z) v bod& x = 6 lokdIni maximum. Plati f(6) = 4608. Objem krabice je maximalni,
od¥iznou-li se &tverce o stran& 6 cm. Objem krabice pak je 4,608 dm?3.

28

60

Obrazek 11.12: Tvar plechu na krabici.

11.5 Konvexita a konkavnost funkce

Necht funkce f(x) md v bod& a derivaci f’(a). Potom graf funkce f(x) ma v bodé&
la, f(a)] te&nu y — f(a) = f'(a) - (x — a). Oznalme

() = f(2) - f(a) - f'(a)(x —a), € Dy.

odchylku funkce y = f(x) a funkce y = f(a) + f'(a) - (x — a), jejiz graf je teCna ke
grafu funkce f(x) v bodé a. (viz obr. 11.13)

y /f(x)
D(x)
t
Tla, f(2)]
/
0 a—90 L‘l a—‘i—é T T

Obréazek 11.13: Zavedeni funkce ®(z).
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Definice 11.4. (Inflexni bod)
Rekneme, Ze funkce f(z) probihd v bodé a nad te¢nou (pod tednou), existuje-li
takové § > 0, Ze na intervalu (a — d,a + J) je definovana funkce

O(z) = f(z) — fla) = f'(a)(z —a) (11.3)

ad(x) >0 (P(x) <0), prox € (a—6,a)U (a,a+6). (Viz obr. 11.13.)

Rekneme, ¥e bod a je inflexnim bodem funkce f(z), (viz obr. 11.14) jestlize existuje
d > 0 tak, Ze ®(x) je definovdna na intervalu (a — d,a + 6) a plati ®(z) > 0
(P(x) < 0) proz € (a—6,a) a P(x) <0 (P(x) > 0) pro z € (a,a + ). (Graf
funkce p¥echazi v bod& dotyku z jedné strany te¢ny na druhou.)

a - ) a a + ) x
Obrdzek 11.14: K definici inflexniho bodu.

Véta 11.12. Necht f"(a) > 0 (f"(a) < 0). Potom funkce f(x) probihd v bod& a nad
te¢nou (pod tecnou).

Diikaz: Necht f”(a) > 0. Pak podle definice derivace existuje takové okoli Us(a), Ze
pro z € Us(a) — {a} je
['(x) = f'(a)

r —a

definovédno a je W > 0. Tedy v Us(a) je definovéna derivace f’(z). Necht z je
libovolny bod z intervalu Us(a) — {a}. Potom funkce f(z) je v intervalu o koncovych
bodech a, = spojitd a uvnitf ma derivaci. TotéZ plati pro funkci ®(x). Podle véty o
ptirustku funkce plati pro funkci ® danou vztahem (11.3)

O(z) = d(z) — P(a) = P'(c)(x — a), (11.4)
kde ¢ le?i mezi a, . Upravou (11.4) dostavime

_ f'(e) = f(a)

c—a

(x —a)(c—a).



Ponévadz? c lezi mezi a, z, je (xr — a)(c — a) > 0. Je tedy znameni ®(z) v Us(a) — {a}
stejné jako je znameni W a tedy stejné i jako je f”(a). Je tedy ®(x) > 0 pro
x € Us(a) — {a}. Podobné& se dokaZze v&ta v ostatnich pf¥ipadech. 0
Z této véty bezprostfedné vyplyva tato véta:

Véta 11.13. Necht a je inflexnim bodem funkce f(z). Existuje-li f”(a), potom f”(a) =
0.

Funkce f(x) miZe mit inflexni bod pouze v bodech, v nichZ ma prvni derivaci, ale
nema druhou derivaci nebo v téch bodech, v nichZ tato druha derivace existuje a je
rovna 0.

UkaZme si nyni v&tu, kterd ndm umozni alespori v nékterych p¥ipadech zjistit inflexni
body dand funkce.

Véta 11.14. (Existence inflexniho bodu)

Necht f”(a) = 0 a necht existuje & > 0 tak, Ze pro x € (a — 6,a) je f"(z) > 0
(f"(x) <0)aproz € (a,a+9)je f'(x) <0 (f"(x) >0). Potom funkce f(x) md
v bodé a inflexni bod.

Znazornéme si graficky situaci uvedenou ve vété 11.14.

f'(a)=0 f'(a)=0
7 + - [ - +
a - 1) é a :l— 0 a Z ) cil a :i— 1)
a je inﬂéxnl’ bod a je inﬂéxm’ bod
funce f(x) funce f(x)

Pt¥iklad 11.10. Ur&ete inflexni body funkce

f(z) = 2* — 32% + 5z + 4.

Reseni. Pro 2 € (—o0, 00) dostavdme

f'(x) =32 —6x+5, f'(x)=06x—6.

Ur¢eme nulové body funkce f”(x). Z rovnice f”(x) = 0, to jest z rovnice 6x — 6 = 0
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dostdvame = = 1. Funkce f(x) ma prvni a druhou derivaci pro z € (—o0, 00).

f — +

1

1je inﬂéxnl’ bod
funce f(x)

M3 tedy funkce f(x) v bod& x = 1 podle véty 11.14 inflexni bod.

Dalsi v&tou, kterou Ize v né&kterych pfipadech uréit inflexni body, je ndsledujici véta.

| Véta 11.15. (Existence inflexniho bodu)
Necht funkce f(x) spliiuje v bodé x = a tyto vztahy f"(a) = --- = f™(a) = 0,
fO(a) # 0. Je-lin + 1 liché, potom funkce f(x) md v bodé& a inflexni bod.

Priklad 11.11. Naleznéte inflexni body funkce f(z) = z® — 32% + 5z + 4. (Viz p¥iklad
11.10.)

Re3eni. Dostavame f'(z) =32z*—6z+5, [f'(x)=6x—6, f[f"(x)=6
Ponévadz f”(1) =0, f"”(1) # 0 ma funkce f(z) v bod& z = 1 inflexni bod.

Zaved me si pojem ryze konvexni (ryze konkdvni) funkce na intervalu.

Definice 11.5. (Ryze konvexni a ryze konkavni funkce)

Rekneme, e funkce f(z) je ryze konvexni (ryze konkdvni) na intervalu I, jestlize
ma tuto vlastnost:

Jestlize x1, 9,23 € I, 1 < 19 < w3 a jestlize p je pfimka jdouci body A[zy, f(z1)],
Clzs, f(x3)], potom bod Blxs, f(z2)] lezi pod (nad) p¥imkou p.

Na obr. 11.15 je zndzornéna funkce ryze konvexni na intervalu [ a na obr. 11.16 je
znazornéna funkce ryze konkdvni na intervalu 1.
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C
B y=f(z)
A
p
II Il Il III Il
I 1 Qflg .5!;3 I-Tfll -7;2 €3
Obrdzek 11.15: Funkce ryze konvexni Obrazek 11.16: Funkce ryze konkdavni
na intervalu . na intervalu I.

Podobnym zplisobem zavadime pojem konvexnosti a pojem konkavnosti funkce na in-
tervalu.

Definice 11.6. (Konvexni a konkavni funkce)

Rekneme, Ye funkce f(x) je na intervalu I konvexni (konkdvni), jestlize mé tuto
vlastnost:

Jestlize @1, 9,23 € I, 1 < 19 < w3 a jestlize p je pfimka jdouci body A[zy, f(z1)],
Clzs, f(x3)], potom bod Blxs, f(z2)] lezi pod (nad) p¥imkou p nebo na ni.

Na obr. 11.17 je zndzornéna funkce konvexni na intervalu I a na obr. 11.18 je zndzornéna
funkce konkavni na intervalu I.

y = f(x)

P

Obrazek 11.17: Funkce konvexni na in- Obréazek 11.18: Funkce konkdvni na in-
tervalu 1. tervalu [.

Pozndamka 1. Necht f(z) je funkce definovand na intervalu I. Necht w1, @9, 23 € I,
x1 < T9 < x3. Potom pfimka p, jdouci body A[zy, f(z1)], Clxs, f(z3)], ma rovnici

f(x3) — f(1)

p— (x — x1).

pry=f(r)+
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Bod Blx,, f(x2)] lezi pod p¥imkou p, jestlize
fxs) = fla1)

T3 — T1

f(z2) < f(z1) +
Upravou postupné dostavame

f(x2) (w3 — 21) < f(21) (23 — 22) + f(23) (202 — 21)
f(2)(z3 — 22 + 12 — 1) < f(21) (23 — 2) + f(23) (72 — 71)
f(x2) = f(21) (3 — 22) < | f(23) — f($2)] (29 — 21).

Tedy bod Bz, f(x2)] leZi pod p¥imkou p, jestlize plati
f(x2) — f(21) < fxs) — f('fz).

To — 1 T3 — T2

(11.5)

Podobné se ukaze, Ze bod Blzs, f(x2)] leZi pod pfimkou p nebo na ni, jestlize plati

f(%) - f(x1> f(953) - f(fz)'

< (11.6)
XTo — T1 T3 — T2
Analogicky se odvodi, Ze bod B|xs, f(z2)] leZi nad pfimkou p, jestlize plati
f(x2) — f(21) > f(z3) — f(l"z)_ (11.7)
Ty — X1 T3 — T2
Podobnég, bod Blzs, f(x2)] lezi nad p¥imkou p nebo na ni, jestlize plati
Xo — T1 T3 — T2

O vztahu mezi konvexnosti (konkavnosti) funkce f(z) a znamenim druhé derivace f”(z)
funkce f(x) vypovidaji nasledujici véty.

Véta 11.16. (Vztah konvexnosti a druhé derivace funkce)

Necht f(x) je funkce spojitd na intervalu I. Ozna&me I, mnoZinu vsech vnitFnich
bodd intervalu I. Necht funkce f(x) md druhou derivaci f"(x) na intervalu I. Potom
plati:

Funkce f(x) je konvexni (konkdvni) na intervalu I, kdyZ a jenom kdyZ f"(z) > 0
(f"(z) <0) pro x € I.

Dukaz: Dikaz rozdélime do dvou &3sti.

a) Necht f(x) je spojitd na intervalu I a necht existuje f”(x) pro = € Iy. Necht f(x)
je konvexni na I. DokaZzme, Ze potom je f”(x) > 0 pro x € Iy. Dilkaz provedeme
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sporem. Pfedpoklddejme, Ze existuje bod xy € Iy, tak, Ze f”(z3) < 0. Existuje
)

tedy 6 > 0 tak, Ze pro z € (xg — 0,29 + 0), T # x9, existuje J@)=f'(wa) 4 plati

f'(@) = f'(2)

r — T2

T—T2
< 0. (11.9)

Zvolme 1 € (x9 — §,23), w3 € (22,22 + J). PonévadZ dle predpokladu je funkce
f(z) konvexni na I, plati (11.6) i pro takto zvolené body z1, xo, x3. Aplikujeme-
li vétu o pFirustku funkce na (11.6), dostavdme, Ze existuje ¢ € (x2 — d,22) a
d € (zg,29 + 0) tak, Ze

1) < /(). (11.10)

Aviak z (11.9) vyplyvd, Ze

fi(e) > f'(x2) > f(d). (11.11)
Ponévad? (11.10), (11.11) nemohou soutasn& platit, dospé&li jsme ke sporu. Je
tedy f”(x) >0 pro z € I.

b) Necht f(z) je spojitd na I a necht f”(x) > 0 pro x € Iy. DokaZme, Ze potom je
f(z) konvexni na I.

Ponévadz f”(z) > 0 pro = € Iy, je f'(x) neklesajici na Iy. P¥edpoklddejme, Ze
f(z) neni konvexni na I. Existuji tedy body z1, x5, x3 € I tak, Ze neplati (11.6),

tedy Ze je
f(z) — f(z1) > f(x3) — f(x2)

To — I T3 — T2

, 1 < To < 3. (1112)

Aplikujeme-li na (11.12) v&tu o pfirustku funkce, dostavdme, Ze existuje ¢ €
(,Il,l'g) ade ($2,$3) tak, Ze

f'(e) > f'(d). (11.13)
Ponévadz? c,d € Iy, ¢ < d a f'(z) je neklesajici na I, nemiZe (11.13) platit. Je

tedy f(x) konvexni na I.

Podobné se dokaZe véta pro funkce konkavni. 0

Poznamka. K vété 11.16 Ize vyslovit analogickou v&tu pro funkce ryze konvexni a pro
funkce ryze konkavni.

Uved me si jeété daldi vétu, kterd je zobecn&nim tvrzeni ve vété 11.16.

Véta 11.17. (Ryze konvexni funkce na intervalu)

Necht f(z) je funkce spojitd na intervalu I. Oznaéme Iy mnoZinu jeho vnit¥nich
bodi. Necht f"(x) > 0 pro x € Iy, p¥i¢emZ f"(x) = 0 jen v kone&ném po&tu bodii
z Iy. Potom funkce f(x) je na intervalu I ryze konvexni.

Diikaz: Princip diikazu ukaZme v nésledujicim p¥ipad&. Necht f(z) je funkce spojitd na

250



intervalu I = (a,b). Necht ¢ € (a,b), f"(c) = 0anecht f’(x) > 0 proz € (a,c)U(c,b).
Za téchto predpokladi je f'(x) spojitd na (a,b). Jsou-li x1, 29 € (a,c), 1 < x9, je

podle véty o pfirustku funkce

f'(xa) — f'(21)

Lo — 1

= ["(&), kde & € (x1,2).

Jetedy f'(z2)— f'(z1) > 0. Je tedy f'(z1) < f'(z2) pro x1,z2 € (a,c), x1 < 2. Funkce
f'(x) je tedy rostouci na (a,c). Podobné se dokdze, Ze f’(z) je rostouci na intervalu
(c,b). Tedy f’(z) je rostouci na intervalu (a,b). Pfedpokladejme, Ze funkce f(x) neni
ryze konvexni na (a,b). Pak existuji takovd &isla 1, x9, 23 € (a,b), 11 < xs < x3, Ze
pro n& neplati (11.5), to jest, Ze plati

f(z2) — f(x1) > f(x3) — f(%)'

> (11.14)
To — T1 X3 — T2
Aplikujeme-li na kazdou stranu (11.14) vétu o pfirustku funkce, dostdvame
f1(€) = (), kde ¢ € (x1,22), n € (22, 23). (11.15)
Nelezli jsme tedy &,n € (a,b), & < n, pro n&z plati (11.15). To v3ak nemize platit,
nebot f’(z) je rostouci na (a,b). Je tedy f(z) ryze konvexni na (a,b). 0

Véta 11.18. (Ryze konkavni funkce na intervalu)

Necht f(z) je funkce spojitd na intervalu I. Oznaéme Iy mnoZinu jeho vnit¥nich
bodii. Necht f"(x) <0 pro x € Iy, p¥i¢emZ f"(x) = 0 jen v kone&ném po&tu bodii
z Iy. Potom funkce f(x) je na intervalu I ryze konkavni.

Dukaz: Dikaz je analogicky diikazu véty 11.17. 0

P¥i hledani intervall konvexity a konkavnosti a inflexnich bodii Ize &asto pouZit
nasledujici postup.

Necht funkce f(z) je na intervalu I spojitd. Necht Iy je mnoZina jeho vnit¥nich
bodd. Na ¢&iselné ose vyzna&ime interval I. Nad &iselnou osu napiSeme ,, f"(x)",
budeme totiZ nad &iselnou osou vyznacovat znameni funkce f”(x). Pod &iselnou osu
napideme ,, f(x)", budeme totiZz pod &iselnou osou vyzna&ovat symboly konvexnost,
resp. konkavnost funkce f(x). Necht funkce f(x) m3 na intervalu Iy druhou derivaci
f"(z). Necht f”(x) ma na I kone&ny potet nulovych bodi. Tyto nulové body rozdéli
interval I na né&kolik &astelnych intervalii. Je-li ¢ € I, takovy bod, Ze f"(c) = 0,
politdame bod ¢ k ob&ma sousednim intervalim s koncovym bodem c. Ve viech
vnitfnich bodech kaZdého z téchto &ste¢nych intervald je budto f”(z) > 0 nebo

f"(z) <O.
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V pkipadé, Ze je zde f"(x) > 0 (f"(x) < 0), napiSeme nad tento interval symbol
.+ “(symbol ,— *) a pod tento interval symbol ,— “ (,~ *) vyjadFujici, Ze je na ném
funkce f(x) ryze konvexni (ryze konkavni). Je-li f(x) ryze konvexni (ryze konkdvni)
ve dvou sousednich intervalech, je ryze konvexni (ryze konkavni) i na jejich sjednoceni.
Ve spole¢ném bodé& c téchto sousednich intervali, v némz je f"(c) = 0, nema funkce
f(x) inflexni bod. Je-li f(x) ryze konvexni (ryze konkavni) v nékterém &dstecném
intervalu a v sousednim intervalu je f(x) ryze konkdvni (ryze konvexni), ma funkce
f(z) ve spole¢ném bodé& c t&chto intervali inflexni bod.

Priklad 11.12. Urcete intervaly, na nichZ je funkce f(x) = 2® — 622 + = konvexni a
intervaly, na nichZ je funkce f(z) konkavni.

ReZeni. Funkce f(z) je spojitd na intervalu I = (—o00,00). Vypottem dostdvame
f'(x) = 6z — 12, € (—00,00). Re¥me rovnici f”(z) = 0, tj. 6z — 12 = 0. Tato
rovnice ma jediné YeSeni x; = 2. Tento nulovy bod rozdéli interval I na dva astetné
intervaly: (—o0,2), (2,00). Ve vnit¥nich bodech intervalu (—o0,2) je f"(z) < 0 a ve
vnit¥nich bodech intervalu (2,00) je f”(x) > 0. Je tedy funkce f(x) ryze konkavni na
intervalu (—o0,2) a ryze konvexni na intervalu (2,00). V bodé& = = 2 ma funkce f(x)
inflexni bod. (Viz obr. 11.19)

fra) - "
2
@ o~ =

inﬂexﬁl’ bod

Obrazek 11.19: Konvexita funkce f(z) = 2* — 622 + z.

P¥iklad 11.13. Ur&ete intervaly, na nich? je funkce f(z) = 2! — 423 + 62% + 122 + 1
konvexni, intervaly, na nichZ je funkce f(z) konkdvni a inflexni body.

ReZeni. Funkce f(z) je spojitd na intervalu I = (—o0, 00). Ziejmé& Iy = (—o0, 00) je
mnoZzina vnitfnich bodi intervalu 1. Vypoétem dostavdme

f"(z) = 1227 — 242 + 12.

Regenim rovnice f"(z) = 0, tj. rovnice 22 —2x+1 = 0, dostavame 12 =1 Bodyz; =1,
x9 = 1 rozd&li interval I na dva &aste¢né intervaly (—oo, 1), (1, 00). Ve vnit¥nich bodech
kazdého z nich je f”(z) > 0. Je tedy f(z) ryze konvexni jak na intervalu (—oo, 1), tak
i na intervalu (1,00). Je tedy ryze konvexni i na jejich sjednoceni, to jest na intervalu
(—00,00). Viz obr. 11.20. Tato funkce nemad inflexni bod.

P¥iklad 11.14. Ur&ete inflexni body funkce f(z) = L1nx.

Reseni. Funkce f(z) je spojita na svém defini¢nim oboru I = (0,00). Vypottem
dostavame f'(z) = % (1 — Inz), f"(z) = (2Inz — 3). Redenim rovnice f(z) = 0,

%, tj. v = 2. Uréenim znamenf " (x)

8

tj. rovnice —5(2Inz — 3), dostdvéme Inx
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1
M@ - =

bod z = 1 neni
inflexnim bodem

Obrazek 11.20: Konvexita funkce f(z) = z* — 423 + 62 + 122 + 1.

dostavame, Ze f () je konkavni v intervalu (0, e2), konvexni na intervalu (€2, 00). V bod&
o = e2 ma inflexni bod. Viz obr. 11.21.

11.6

[ - +

S
r4

e

f@) o~ =

bod z = e3 je
inflexni bod

Obrézek 11.21: Konvexita funkce f(r) = L In .

Tz

Hledani kotfent rovnice f(z) = 0 ,,metodou
puleni intervalu®.

Ukazme si nyni vétu, kterd je velice prosp&sna pfi hledani kofen( rovnic. Tuto vétu
jsme mohli vyslovit jiz dfive, ale na tomto misté miiZzeme vyuZit v nasledujicim p¥iklad&
poznatky o hledani extrém( funkce.

| Véta 11.19.
Necht funkce f(x) je spojitd na {a,b) a necht f(a)f(b) < 0. Potom existuje alespoii
Jedno takové &islo o € (a,b), Ze f(a) = 0. (Viz obr 11.22.)

Obrazek 11.22: Hustr%g% vyznamu veéty 11.19.




Tato véta umoZiiuje nalézt kofen « rovnice f(z) = 0 s libovolnou p¥esnosti postupnym
d&lenim intervalu (a, b). Uréime bod ¢ = (a+b)/2. Je-li f(c) =0, je a« = c. V opa&ném
pripadg, je-li f(c)- f(a) > 0, poloZzime a = ¢; je-li f(c)- f(a) <0, poloZzime b = c. Tim
se obdrZi novy ziZeny interval {(a,b) v némz lezi &islo . Cely postup opakujeme tak
dlouho, a% obdrzime bud'to &islo ¢, v némZ je f(c) = 0 anebo interval (a,b), v némZ leZi
kofen « a jehoz délka b — a je mensi neZ zvolené &islo, udavajici pozadovanou presnost.

P¥iklad 11.15. Nalezn&me redlné koteny polynomu f(z) = 23 — 32% + 2 — 1.
Reseni: Abychom urtili redlné koteny daného polynomu, uréeme napted jeho znamen.

Uréeme lokalni extrémy dané funkce. Vypoctem dostdvame

f'(r) =32% — 62+ 1.

Polynom f'(z) ma koteny z; = 1 —1/3v/6, x5 = 1+1/3+/6. Uréeme znameni funkce
f'(x) a intervaly monoténnosti funkce f(x). Dostavame

Je tedy f(x) rostouci v intervalu (—oo, z1), klesajici v intervalu (xi, z3), rostouci v in-
tervalu (xq,00). Funkce f ma tedy v bod& x; lokaIni minimum. Pon&vadZ vypoltem
zjistime, Ze

fla) <0, f(zz) <0, lim f(z) = o0,

ma funkce f(z) jenom jeden redlny kofen a € (z3,00). Funkce f(z) je zdpornd pro
x € (—oo, ) a kladnd pro z € (o, ).

Potitanim hodnot funkce f(x) v bodech intervalu (z2, c0), zjistime, Ze nap¥. f(2) = —3,
1) =2

Ponévadz f(x) je funkce spojitad a rostouci na intervalu (2,3) a f(2) <0, f(3) >0, ma
funkce f(x) na intervalu (2,3) pravé jeden kofen. Tento kofen miZeme hledat metodou
puleni intervalu.
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PoloZme a := 2, b := 3. Postupné dostdvame

fl@)= =3, f0) =2 e= T eim g =2 ame
1 11
fla) =2, f0)=2 =00 o= T f@ =T a=c
fl@) =g f0) =2 e= 00 = f = b=
fla) =~ J) = s 0= CT0 o= B fle) = ) b=
fla) =~ )= oo 0= TE0 o= 2 o= 22
o -:—:;6%’ Fb) o= s e1= 422 0= 1L () = 0
7087 2921 a+b 355
fla) = e fO) = s = 2 =
fle) = 5097150’ 1= ¢
Tedy a = 2,7656, b = 2,7734, takze
a = 2,7695.

Ukol. Nadrtnéte si graf funkce f(x) a vyzna&te body x1, x2, a = 2, b = 3 a kofen a.

11.7 Vypocet nékterych typu limit

Necht f(z), g(x) jsou dv& funkce a necht lim f(z) = A, limg(z) = B, kde A, B €

R*. Symbol lim zde zastupuje kterykoliv ze symboli lim , lim , lim, lim, lim ,
z~>a+ r—ra_— r—a IT—00 T—>—00

kde a € R. Zatim jsme uvaZovali dva pFipady pro vypocet lim %.
a) Ve vété 8.1 jsme uvedli, Ze

A

lim _f(x) = —,

glx) B

pokud % ma vyznam v R*. Podil % nema vyznam v ptipadé, Ze B = 0, a
v pFipadé, Ze A = 00, B = +00.
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b) Ve vété 8.3 jsme uvedli pFipad, kdy A # 0, B = 0.

Doporucuji, abyste si obé tyto véty zopakovali. PFistoupime nyni k dalsi vété
pro vypocet limity podilu dvou funkci.

c) V dalsi vété, zvané L'Hospitalovo pravidlo, vysetfime pfipady o) A = B = 0,
) A==+o0, B=+o0.

L'Hospitalovo pravidlo

Véta 11.20. (L’Hospitalovo pravidio)
Necht f(z), g(x) jsou takové funkce, Ze

lim f(z) =limg(z) =0 nebo
lim f(z) = £o0, limg(z) = +o0.
Existuje-li vlastni nebo nevlastni limita

A
! gx)

pak existuje lim % a plati

lim /(@) = lim f'(z)

9(x) g'(x)

= Q.

Symbol lim zde miiZe nabyt kteréhokoliv z péti vyznamii:

lim, lim, lim, lim , lim .
z—at z—a— T—a T——00 z—+00

Duikaz: Omezme se na p¥ipad, Zze lim f(x) = lim g(x) = 0 a pro urlitost predpokladejme,
Ze jde o limity zprava v &isle a a Ze « je redIné &islo. PoloZzme f(a) = g(a) = 0. Pak
funkce f(z) a g(z) jsou v &isle a zprava spojité. Ponévadz

existuje k libovolnému & > 0 takové &islo § > 0, Ze funkce f(x), g(z) maji v intervalu
(a,a + 0) derivaci a v ném plati

f'(x)
g'(r)

Odtud téz vyplyvd, Ze ¢'(x) # 0. Bud 7 libovolné &islo tohoto intervalu. Pak na intervalu
(a,T) spliuji funkce f, g predpoklady véty o pFirustku funkce. Podle ni tedy existuje

—

<e. (11.16)
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c € (a,T) tak, ze

Ponévadz ¢'(z) # 0 pro = € (a,T), je téZ ¢'(c) # 0. UkaZme, Ze je g(T) # 0.
P¥edpoklddejme, Ze g(T) = 0. Pak by podle véty o pFirustku funkce existovalo uvnit¥
(a,) Eislo ¢; tak, Ze ¢'(c1)(T — a) = g(T) — g(a) = 0. To by byl spor, nebot ¢'(z) # 0
na intervalu (a,a + 9), tedy i ¢'(c;) # 0. Tedy g(Z) # 0. Je tedy

f@ _ Fe)
9@ g0

Odtud a ze vztahu (11.16) pak dostdvame, Ze

Proto plati:

Podobné se diikaz provede i v ostatnich p¥ipadech. 0

Ptiklad 11.16. Vypocitejte
i Y 1—22-1
im ——.

z—0t X

Reseni: Polozme
flx)=v1—22-1, g(x) =x.

Z¥ejmé f(x) i g(x) jsou funkce spojité v bodé 0. Je tedy

lim f(z)= f(0) =0, lim g(z) = ¢(0) =0.

z—0t z—0t

Podle L'Hdspitalova pravidla plati

V1—22-1 T ( —x ) _0
=0

lim ———— = lim =
z—0+ T z—0+ 1
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Poznamka. UZitim véty 11.20 Ize poditat i limitu tzv. neurditych vyrazi. Jsme zvykli
je zapisovat takto

,,%“, jestlize limita Citatele i jmenovatele je rovna 0,
"o “, jestliZe Citatel i jmenovatel maji nevlastni limity,

,0-00, 0 (—00)", pro p¥ipad vypottu lim f(z)g(z), kdy lim f(z) =0 a limg(z) =
00 (—00),
,00 — 00", kdy limita jednoho s¢itance je 400 a druhého je rovna —oo,
.00 pro p¥ipad vypottu lim f(z)9%), kdy lim f(x) = 0, lim g(x) = 0
0% pro p¥ipad vypottu lim f(2)9®), kdy lim f(x) = 0, lim g(z) = +o0.
Limity takovychto vyraz( po&itdme prevedenim na vypolet podilu takovych funkci,
abychom mohli pouZit L'Héspitalovo pravidlo. Vypotet limity f(x)9®) potitame tak,
Ze zapiSeme

f(z)9@®) = @ f()

a limitu potitdme vypo&tem limity funkce g(x)1In f(z) a pouZijeme vétu o vypoltu
limity sloZené funkce.

P¥iklad 11.17. Vypocitejte lim (v2? — 1 —z).
T—r0o0

Reseni. Zde mensenec i mensitel maji limitu rovnu +o00. Jde o p¥ipad, ktery jsme oznacili
,00 — 00", Dostavame

-y 1 VI—2 -1
lim (Va2 —1—2) = lim <—y——> = lim Y-

T—00 y—04 |y‘ Yy

Ponévadz

lim (VI=y2-1) = (VI—g?=1) =0, limy=

y—=04 y=0 y—04

pouzijeme L'Ho6spitalovo pravidlo. Dostavame

VI—y2—1 L1 =927 (=2 -
lim i = lim 3 v) (=2y) = lim S
y—04 Y y—04 1 y=04+ /1 — 92
Pt¥iklad 11.18. Vypocitejte
a) lim zes, b) lim e,
z—04 z—0_
Reseni
a) Zfejmé
lim z =0, lim er = lim e’ = cc.
z—04 z—04 y—r00
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Jde tedy o vypocet limity typu ,,0- 00" Upravou dostdvame

. 1 .
lim zer = lim —-,
z—04 z—04 =
X

tedy jde o typ ,, 2 . PouZitim L'Hospitalova pravidla dostavame

1 6% 6% (—i) 1
lim zez = lim — = lim 19”2 = lim ez = oo.
I—)0+ $—>O+ ; CC—>0+ _m_Z $—>0+
b) Z¥rejmé
lim z =0, lim ex = lim e’ =0.
x—0_ r—0_ y——00
Tedy lim zer = 0.
z—0_
Pr¥iklad 11.19. Vypocitejte
. Inx
lim —.
r—o00 I
ReZeni. Jde o vypotet limity typu w22 . UZitim L'Hospitalova pravidla dostaneme
Inz 1 1 1
lim — = lim £ = lim — = — =0.
T—00 I T—00 1 T—00 U O
Pf¥iklad 11.20. Vypocitejte
lim z°.
LU—>0+

ReZeni. Jde o vypocet limity typu ,,0°". Funkce z* je definovana pro = € (0, 00). Lze ji
prepsat na tvar

% = ewln:p
Jde o sloZenou funkci, jeji vnéjsi slozkou je funkce e, vnitfni slozkou je funkce zInz.
Dostdvame

. . Inz
lim zlnz = lim -
$—>0+ $—>0+ ;
UZitim L'Hospitalova pravidla obdrzime
1
Inz =
lim - = lim “1 = — lim z = 0.
$—>0+ E Z—>0+ _1'_2 1‘—>0+
Ponévadz e¢* je funkce spojita, je
lim 6zlnz — exlﬁlg[&r(xlnx) — 60 -1
I—>0+
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11.8 Prubéh funkce

Zavedeme nyni pojem asymptot funkce f(x). Jde o p¥imky, které déle uvedenym zplisobem
charakterizuji prib&h funkce. Dé&lime je na a) asymptoty bez smérnice a na b) asymptoty
v nevlastnich bodech —o0, oo.

Definice 11.7. (Asymptoty bez smérnice)
P¥imku x = a € R nazyvame asymptotou bez smérnice funkce y = f(z), jestlize

lim f(z) = oo nebo lim f(z) = —oo, kde lim znai&i alespoii jeden ze symboli
lim , lim , lim .
T—a~ z—at T—a

Poznamka. Otdzkou je, jak urdit a, pro néjz je

lim f(x) =400 (nebo lim f(x)= —o0)

T—a4 T—a4

nebo
lim f(z) =400 (nebo lim f(z) = —00).

T—a— Tr—a_—

Lehce nahlédneme, Ze a je bodto bodem, v ném# funkce f(z) neni spojita, nebo kon-
covym bodem intervalu J C Dy.

Pt¥iklad 11.21. Urceme asymptotu bez smérnice funkce
B 32 +1
C2r—17

()

ReZeni. Funkce f(z) je spojitd pro z € (00, 00) — {%} Vypo&tem dostavame

lim 82 +1 = 400 lim 3$2+1— 00
a—1/2+ 20 — 1 ’ a—1/2- 20 — 1 '
Je tedy = = % asymptotou bez smérnice funkce f(z).
P¥i vySetfovani prib&hu funkce % vyzna¢ime asymptotu bez smernice takto
1>
0 1
2
et

Obrazek 11.23: Asymptoty bez smérnice — © = %
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Definice 11.8. (Asymptota v nevlastnim bodg)
P¥imku y = Ax+ B (A, B jsou realna &isla) nazyvame asymptotou funkce y = f(x)
v nevlastnim bodé& oo (—o0), jestlize (viz obr. 11.24)

lim ®(z) =0 ( lim &(x) = O> :
T—00 T——00

kde

Obrazek 11.24: Asymptotou v bodé oo.

K uréeni asymptot se smérnici pouZivdme nasledujici véty.

Véta 11.21. (Uréeni asymptoty v nevlastnim bodég)
PFimka y = Ax + B je asymptotou grafu y = f(x) v nevlastnim bodé& oo (—o0),
kdyZ a jen kdyZ

A= lim f(:c)7 B = lim (f(x) — Az)

r—o0 I T—+00
(A: EEH @, B = LI\IEI (f(m)—Ax))

Poznamka. Misto ,,asymptota bez smé&rnice “ se pouZivd téZ termin ,, asymptota rovnobézna
s osou y". Nazev vychazi z toho, Ze pfimka rovnobézna s osou y svira s osou x thel 90°
a tato pfimka nemd smé&rnici (tg 90° neni definovano).

Misto ,,asymptota v nevlastnim bodé" Ize pouzit i terminu ,, asymptota se smérnici*.

Pr¥iklad 11.22. Urete asymptoty se smé&rnici funkce

32t -1

fla) =5 —
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~

Reseni. Vypoltem dostavame

322 — 1 1 3—y> 3
A:lim@:hm L —lim%:lim v _2
T—00 I z—00 202 — . y—0+ =y w0t 2—y 2
Déle dostdvame:
322 -1 3
B =1 — Az) = li —=x | =
. 622 —2—622+3x 3z — 2 3
= lim = lim — = —.
z—00 22z — 1) 0022z — 1) 4
Je tedy y = —x + < asymptotou grafu funkce y = <=—= v nevlastnim bodé oco. Lehce se

presvedlime, Ze tato pfimka je i asymptotou dané funkce v nevlastnim bodé —

Pt¥iklad 11.23. Urcete asymptoty funkce

202 + 1
41

fz) =

Reseni.
a) Asymptoty bez smérnice.

Defini¢nim oborem je mnoZina (—oo,00) — {—1}. Tedy f(x) neni spojitd jen
v bod& —1. Abychom urtili lim f(x) a lin% f(z) ur¢ime znameni funkce f(z).
r——1_

T——14
Dostavame
f(z) - +
-1

Pongvad? lim (222 +1) = 3 # 0, lim (z + 1) = 0, pouZijeme k vypo&tu

rz——14 rz——14
lim f(z) vétu 8.3.
z——14
Pon&vadz existuje Ut (—1) tak, Zze pro z € UT(—1) — {—1} je f(z) > 0, je
lim f(z) = oco. Podobn& zjistime, Ze lim f(z) = —o0. Je tedy 2 = —1
$—)—1+ r——1_

ic

asymptotou bez smérnice funkce f(x). (Viz nasledujici nacrtek.)

\

b) Asymptoty se smérnici.
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Hledejme asymptotu v nevlastnim bodé co. Asymptotou je p¥imka Az + B kde
A, B, se ur¢i podle véty 11.21. Dostavame

222 + 1 2+
A:limﬁzhmizlim—f:
. . 222 + 1
R
2?41 —22%2— 22 . 2z +1
= lim = lim — =
_2_|_l
= lim = —2.
Je tedy
Yy =2xr—2

asymptotou v nevlastnim bodé co. Tato pfimka je zarovén asymptotou v nevlastnim
bodé —oo.

Poznamka. Lze ukdazat, Ze u raciondlnich lomenych funkci je asymptota v nevlastnim
bodé 400 totoznd s asymptotou v nevlastnim bodé —ooc.

P¥i vy3etfovani priib&hu funkce zjistujeme:
1. Kde je funkce definovana, kde ma nulové body, kde je nad osou = a kde je pod
osou x (znameni funkce). Zda je funkce suda, lichd, periodickd.
Kde funkce roste, kde klesa, kde ma extrémy.
Kde je funkce konvexni, kde je konkavni a kde ma inflexni body.
Jaké ma asymptoty.
Graf.

AP RNSIN

Pt¥iklad 11.24. VySetfeme pribéh funkce

B 2+ 1
v r(x+1)
1. Jde o redlnou racionélni lomenou funkci. Citatel 22 + 1 ma kofen z = —%, jmeno-
vatel z(z+1) ma dva kofeny, a to x = 0 a x = —1. Ponévadz &itatel a jmenovatel

funkce nemaji stejné koteny a kaZzdy kofen (Citatele a jmenovatele je jednoduchy
(liché nasobnosti), rozdé&li tyto kofeny interval (—oo, 00) na 4 &astetné intervaly.
V sousednich intervalech ma funkce opa&né znaménko (viz nalrtek).

I - + - +
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Funkce neni definovana v bodech = 0, x = —1. Graf funkce protind osu x v bodé
T =—

N

Funkce neni ani suda ani licha, neni periodicka.
. Vypotitejme f’(x). Dostdvame:

202 +2x + 1

Fo) = —srip

Citatel nema redlné kofeny, jmenovatel mé &isla —1, 0 za dvojndsobné koteny.
Znameni f’(z)a monoténnost funkce f(x) jsou patrny z nésledujiciho na¢rtku:

fooo- - -
e 1 0
N N\ N\

Podle véty 11.6 funkce f(z) klesd v intervalech (—oo, —1), (-1, 0), (0, 00).
Ponévadz f'(x) existuje v Dy a je zde f'(x) # 0, nema f(z) lokalni extrémy.

. Vypotitejme f”(z). Dostdvame

203 + 322+ 3z + 1
3z +1)3

f'(@) =

Z¥ejmé f"(—1) = 0. Funkce f”(x) nemd jiné redlné kofeny. Znameni f”(z) a
konvexita funkce f(z) jsou patrny z na&rtku:

f - + - +

1
f: — ~ 2 —~ N

Je tedy f(z) konkdvni v intervalech (—oo,—1), (—1,0) a konvexn{ v intervalech
(—=1,—1), (0,00). Bod 2 = —1 je inflexnim bodem.
. P¥imka z = a miZe byt asymptotou bez smé&rnice grafu y = f(x) pouze tehdy,

neni-li funkce f v bodé a spojita zprava nebo zleva. V nasem p¥ipadé se jedna
o body z = 0, x = —1. Vypottem dostdvame (podivejte se na znameni funkce

f(@)):

lim f(z) = oo, lim f(z) = —o0,
z—0t z—0~
lim f(z) = oo, lim f(z) = —o0.
z——171 z——1"
Tedy pfimky x = —1, x = 0 jsou asymptoty bez smérnice. K urleni asymptot se

smérnici vypolitdme:
A= lim :&:0, B = lim f(z)=0.
r—+o0 X r—+o0

Tedy y = 0 je asymptotou se smérnici v bodech co, —oo.
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5. Néc¢rtek grafu:

N[

Obrézek 11.25: Naértek grafu funkce zziﬁ).
P¥iklad 11.25. Na obr. 11.26 je znazornéna funkce y = f(ts, t'e (0,00) popisujici
mnoZstvi y prodeje néjakého zboZi jako funkci &asu t.

A y=f(t)

0 4
Obréazek 11.26: Prodej zbozi.

Na nasledujicich naértcich je znazorné&no znameni f'(t), f”(t). Z nich Ize vyvodit tyto
zavéry
f'(t) + o+ -

Ve 77

(
)

Funkci f’(t) lze chdpat jako funkci ,rychlosti* prodeje. Rychlost prodeje se zvy3uje az
do Casového okamziku tj, potom rychlost prodeje klesa.

11.9 Diferencial a Taylorova véta

V této &asti se budeme zabyvat pribliznym vyjéd¥enim funkce. Re¥me tuto dlohu. Je
ddna funkce f(z); nahrad me ji pro x v blizkosti bodu a polynomem.
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Uloha je nejjednoduseji reSena, nahradime-li ji polynomem prvniho stupné& — te¢nou, za
predpokladu, Ze existuje f'(a).

Zvolme h. Polozme x = a + h. Vyraz

Af(a) = fla+h)— f(a)

nazveme diferenci — jde o pfirustek funkce, p¥i pfechodu z bodu a do bodu a + h.

P¥irustek na te¢né t funkce y = f(x) v jejim bodé& T'[a, f(a)] p¥i pfechodu z bodu a
do bodu a + h je roven f’(a)h. (Viz obr. 11.27)

Y y = f(x)
f(CL') /t
Af(a
4f(a) f(a)
f(a) -
0 a a+h x

Obréazek 11.27: Vyznam diferencialu.

Zaved me si nyni pojem diferencidlu funkce y = f(x) v bod& a touto definici.

Definice 11.9. (Diferencial funkce y = f(z))
Necht funkce y = f(x) m3 v bod& a derivaci f’(a). Potom

df (a) = f'(a)h, h € R je proménn3

nazyvame diferencidlem funkce f(x) v bodé a.

Poznamka. Ponévadz pro y = x je dx = h, piseme &asto dx misto h. Potom
df (a) = f'(a)dz.
Ma-li funkce y = f(z) derivaci na intervalu I, potom piseme
df = f'(x)dz, resp. dy= f'(z)dzx, v € I. (11.17)
Potom diferencial dy je funkci dvou proménnych: z, dzx.
Vztah (11.17) lze prepsat jako podil

dy _
dv

Zde dx je diferencial neodvisle proménné = a dy je diferencial odvisle proménné .

fl(z), zel (11.18)
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Na derivaci f'(x) se miZeme divat jako na podil diferencidlu odvisle proménné a
neodvisle proménné.

UkaZme, Ze pro dostatetn& malé i je Af(a) rovno p¥iblizn& df (a). Zaved me 7(h) jako
chybu aproximace A f(a) diferencidlem df (a)

fla+h) = fla) = f'(a)h+1(h).
Délime-li tento vyraz &islem h, dostdvame

fla+h)=f@) 0 (h)
o @t

Vypocétem limity levé i pravé strany v bodé h = 0 dostdvdme

_r(h)
= =0

Tedy

Pro malé h je Af(a) rovno pFiblizné& df (a):

fla+h) = f(a) + f'(a)h.

Ptiklad 11.26. Urcete diferencidl funkce f(z) = sin2z v bod& x = §.

Reseni. V obecném bodg z je
df (z) = (sin2z)" - dx.

Tedy df (v) = 2cos2x - dx. V bod& a = § pak plati

df (g) — 2cos (2%) dz = \/2dz.

Piklad 11.27. Ur&ete p¥iblizng sin(31°), vite-li, Ze sin(30°) = 0,5, cos(30°) = ¥2.

S
|

Reseni. Uhel 31° vyjdd¥eny v obloukové mite je roven ¢+ 155. PoloZme a = %, d

Potom \/_
) T T o T T T T 3
S““(a*%) —Sm(a> +C°S(5) o TR0 o

Zabyvejme se nyni aproximaci funkce f(z) polynomem stupn& n > 1.
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Taylorova véta

Necht funkce f(x) md v bod& z = a derivace aZ do ¥ddu n v&etn&. Potom polynom
v proménné h

fa@, @, 17

To(a+h) = f(a) + T 5 -

h" (11.19)

se nazyva Taylorovym polynomem stupné n p¥islu¥nym k funkci f(x) v bodg a.
Lehce se presv&dtime, Ze polynom T),(z) a funkce f(z) maji v bod& a stejnou funkéni
hodnotu a derivace aZ do ¥adu n v€etn&. Oznalime-li h = x —a, dostavame z (11.19)

f'(a) f"(a) f"(a)
1! 2l n!

To(z) = f(a) + (x —a) + (x—a)’+-+ (x —a)™ (11.20)

P¥iklad 11.28. Ur&ete Taylorv polynom pfisludny k funkci f(z) = sinx v bodé a = 0

pro n = .
ReZeni. Z¥ejm& (sinz) = cosz, (sinz)” = —sinz, (sinz)” = —cosx, (sinaz)® =
sinz, (sinz)® = cosxz. Je tedy
r  xd af
e T T

Lze tedy pro = blizka &islu a = 0 psat pfiblizny vztah

x x>

siny X — — — + —.

13t 5l

Zabyvejme se nyni otdzkou, jaké chyby se dopoustime, nahradime-li funkci f(z) poly-
nomem T,,(z). Odpovéd d4vd tato véta.

Véta 11.22. (Taylorova véta)
Necht funkce f(x) md na otevFeném intervalu I derivace aZ do ¥adu n + 1 véetné.
Necht a € I. Potom pro kaZdé x € I plati

f(z) =T.(z) + Ry, (11.21)

kde T, (x) je Tayloriiv polynom ur&eny vztahem (11.20) a R,, 11 je chyba aproximace.
Chyba aproximace miiZe byt uréena napF. vztahem

1+(0)

Ry =
T (4 1)

(x —a)", (11.22)

kde 0 leZi mezi body a, x.
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Diikaz: Dilkaz pouZiva Rolleovu vé&tu. Neni obtizny, ale nebudeme jej v3ak provadét.

Poznamka 1. R, . pfedstavuje chybu, které se dopustime, aproximujeme-li hodnotu
funkce f v bodé x hodnotou polynomu 7T,, v bod& z. Cislo #, které zde vystupuje, neni
vétou uréeno. Pouze je uvedeno, Ze lezi mezi body a, x. Jestlize plati odhad

fO ) < M
pro vSechna t z intervalu o koncovych bodech a, x, Ize psat

[ Bnia| < |z —a|"".

M
(n+1)!

Poznamka. Specielné pro a = 0 dostavame z (11.20)

_ f)  f0) 5 ™) ,
T.(x) = f(0) + T TR ey
az(11.22)
(n+1)
Ry = f—(mx"“, kde 6 lezi mezi 0 a x.
(n+1)!

PonévadzZ pfipad a = 0 se Casto vyskytuje, uvadi se nékdy pro a = 0 misto ,, Taylorova
véta " nazev ,, Maclaurinova véta".

Taylorova a Maclaurinova fada

P¥edpoklddejme, Ze a, x jsou dv& navzajem riiznd &isla a Ze funkce f(x) ma v uzavieném
intervalu I o koncovych bodech a, x derivace v8ech ¥adi. Na intervalu I uvaZujme ¥adu

f'(a) f™(a)

f(a)+T(x—a)+~-+ o

(x—a)"+.... (11.23)

Potom Yada (11.23) je konvergentni a jeji soulet je f(z) na intervalu I, kdyZ a jenom
kdyz
lim R,(x) =0, xz€l,

n—oo

kde R,+1 je dano vztahem (11.22).

Je-li tedy (11.23) konvergentni, IZe psat

f"(a)

o (x—a)*+.... (11.24)

(x —a)+

Rada (11.24) se nazyva Taylorova ¥ada, resp. pro a = 0 se nazyva Maclaurinova ¥ada.

P¥iklad 11.29. Napiste Maclaurinovu ¥adu pro funkci f(z) = e”.
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ReZeni. Pro kazdé n je (¢*)™ = e”. Je tedy f(0) = f/(0) = f"(0) = --- = ¢* = 1.
Dosadime-li tyto hodnoty do (11.23), obdrZime ¥adu

T 2 n

xr X
L+ttt (11.25)

Tato Fada je absolutné konvergentni pro kazdé x. Skute¢né, pro kazdé x jde o &iselnou
fadu. Aplikaci limitniho podilového kriteria obdrZzime

xn+1
fim L0 o L g

Je tedy ¥ada (11.25) absolutn& konvergentni pro kazdé x. Tedy konverguje na intervalu
(—00,00). Lze tedy psat
14" z? "

Jde o mocninnou fadu se stfedem konvergence xy = 0 a polomé&rem konvergence r = oo.

11.10 Shrnuti a dlohy

Souhrn
V kapitole je zaveden pojem lokalniho extrému funkce f(x) a absolutniho extrému funkce
(Definice 77, Definice 11.3). V kapitole se pojedndva o jejich existenci a zpisobu jejich
nalezeni.

V kapitole se uvadi dilezita véta , Véta o ptirustku funkce".

Ukazuje se téZ postup pti hledani intervalii, na nichZ je vySetfovana funkce monoténni.
Déle se vySetfuje konvexita a konkavnost funkci. Zavadi se téZ pojem inflexniho bodu
funkce. Je uveden postup, jak je v jistych p¥ipadech mozno uréit intervaly, na nichz je
dand funkce konvexni, resp. konkavni. Je prezentovand metodika hleddni inflexnich bodii
dané funkce.

V kapitole se téZ pojednava o numerické metodé hledani kofene rovnice f(z) = 0 na

intervalu (a, b), je-li f(z) spojitd na (a,b) a je-li f(a)f(b) <O.

V kapitole je pojedndno o zatim nefeSeném pt¥ipadé vypoctu limity lim %, je-li lim f(x) =
Tr—a Tr—a

lim g(z) = 0, resp. lim f(x) = £o0 a lim g(x) = £oo (L'Hdspitalovo pravidlo).

Tr—a T—a Tr—a

Jedna podkapitola je pak vénovéna vySetfovani priibéhu funkce.

Posledni podkapitola pak pojednavé o diferenciadlu funkce f(x) a o Taylorové véte.
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Ulohy

© ® N O

10.

11.

12.

. Vysvétlete pojem lokdlniho extrému funkce f(x) a popiste zpisob jeho hledani.

. Vysvétlete pojem absolutniho extrému funkce f(x) na intervalu a zpisob jeho

hledani.

. Vyslovte vétu o pfirustku funkce (neboli vé&tu o stfedni hodnoté funkce).

Jak hleddme intervaly, na nichz je vySetfovana funkce monoténni?

Vysvétlete pojmy: funkce konvexni na intervalu, funkce konkavni na intervalu a
pojem inflexniho bodu. Jak se hledaji intervaly, na nichZ je funkce konvexni, resp.
konkavni? Jak se hledaji inflexni body funkce?

Popiste metodu hledani kofenii rovnice y = f(x) metodou ptleni intervalu.
Vyslovte L'Hospitalovo pravidlo.

Co je to diferencial funkce? Uved'te definici a vysvétlete tento pojem na obrazku.
Vyslovte Taylorovu vétu.

Urete body, v nichz ma funkce f(z) = 3z — |z — 2| + |z + 1| lokaIni extrémy.
Danou funkci naértnéte.

Urcete intervaly monoténnosti a lokdIni extrémy funkci:
a) fz)=2>—-52+6

[klesa (—o0, 2), roste (2, 00), lok. min. v bod& z = 2]

b) f(z) =zlnzx [klesa (0, £), roste (1, 00), lok. min. z = {]
o) flx) =2+ =5

[roste (—oo, —3), (1,00), klesd (—3,—1), (—1,1), lok. max. z = —3, lok.

min. z = 1]
d) f(z) = 3 [klesa (—o0, —3), (=3, 00)]
e) f(z)=(1—2)y/x [roste (0, 3), klesd (3,00), lok. max. z = 4]
f) f(z) =sin2z, z € (-5,5%)

[roste (=7, %), klesd (=5, —%), (§, %), lok. min. v bodé x = —7, lok. max.

v bod¢ z = 7]
g) flx) = 1“7;” [roste (0, €?), klesd (e?, c0), lok. max. v bod& x = ¢?]
h) f(z) = = [roste (—o0, —1), (—1,1), (1,00), lok. extrémy nem3]
) flo) =%

[roste (0, ), klesd (—o0,0), (Z5,00), lok. max. v bod& z = 2, lok. min.

v bod& z = (]

) [(x) =a®+]z| -1
[Ndvod: f(z) =2*+z—1proxz >0, f(z) =2 — 2z — 1 pro z < 0; roste
(0,00), klesd (—o0,0), lok. min. pro x = 0]

Urlete intervaly, na nichz je funkce f(x) konvexni, intervaly, na nichZ je funkce
f(x) konkavni, a urlete inflexni body.

a) f(x)=a%—52>+3x -5
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[konv. ( ,00), konk. (—o0 g) infl. bod = = g]

b) f(x)=(z+ 1) +e [konv. (—oo oo) nema infl. body]
O ) 1 4% Jkonv. {(~1,1), konk. (o0, ~1), {1,00)]
d) f(z)= %11 [konv. {(e2, 00), konk. ( ez), |nf| bod z = 2]
e) f(z) =ex

[konk. (—oco, —3), konv. (—3,0), (0,00), infl. bod. 2 = —5]

13. Urlete absolutni extrémy funkce f(z) na daném intervalu.
a) f(z)=2*—5z+6, z€(0,10)
[abs. min. v bod& = = 2, abs. max. v bod& z = 10]
b) f(x)= ;—iz, r e (—1,1) [abs. max. v bod& = = 0, abs. min. neni]
c) f(z)=sini, z € (0, oo)

[abs. max. pro z = +k27r k € Ny, abs. min. pro x = g@T k € Ny
14. Urcete asymptoty funkce.
a) f(z) = 5%21 [bez smérnice © = —1, v bodech +o0: y = 2z — 2]
b) f(z) =32 [bez sm&rnice z = 2, v bodech +oo: y = 3]
&) f(x) = Vita?
[asymptoty bez smé&rnice nemd, y = = v bodé& oo, y = —x v bod& —oq]

15. Vysettete pribéh funkce.
a) f(r) =23 —62%+9x

[D; = (—00,00), znameni " L
il + - +
fl(x)=32z>—-12x+9, ;. . ' _ " . f(1)=4, f(3)=0,

e = +
f'(x) =6z —12, ,, - > -
infl. bod

f(z) nema 2asymptoty]

b) f(x) = }*iz
[Df = (—o0 ) -1 1} —
f/(x):ﬁ% f:\flxo/lf f(O):l

in.
— + —

f//( )_ 4(1+3:t:) "

asymptoty: :B—l r=—1, y——l]
c) flz) =128
[Dy = (0,00), - ——

r + -
f,<37>:1;#v s oA P f(e):%

” m ax. N

" _ —3+2Ilnx 5
fl(x) = =252, B
1 infl. bod
lim 2% = —o0, asymptoty: z =0, y = 0]
x—>0+

16. Vypocitejte limity
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17.

18.
19.

20.

a) lim

) i g
b) lim &% [o0]
x—>0+ z
i 1i_ 1 1
C) xll>I(I)1+($ 6‘171) [2]
) Inz
) lim 2 0
e) lim = [o0]
T—00 1
f) lim x= [1]
T—00
Naleznéte diferencidl funkce
a) f(z)=2% -3z +1vbodé r=2 [df = (32% — 3)dz, df(2) = 9dx]
b) y = sin2z [dy = 2 cos 2zdx]
c)y=+vr—1 [dy = N%dl’]

Vypotitejte priblizng podle Taylorovy véty In e*! pron = 1,2, 3. Odhadnéte chybu.

Napiste MaclLaurinovu ¥adu funkce

a) f(z) =sinzx [sinx:%—g—?+x5—?—...,m€(—oo,oo)]
b) f(z) = cosx [cosle—%—ki—?—...,xe(—oo,oo)]
) f(z) =In(1+z) n(l+a)=2-2 42 1<z<]]

Vytvotte tabulku, v niz vyznalite funkéni hodnoty funkci sinx, T5(z) v bodech
x € {£0,1, £0,2, £0,3, £0,4, £0,5, £0,6, £0,7, £0.8, £0,9}.
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Kapitola 12

Funkce vice proménnych

P¥ed zahdjenim vlastniho vykladu objasnime nékteré pojmy, které budeme v daldim
vykladu potfebovat

Poznamky k funkcim vice proménnych. Oznaéme R™ mnoZinu uspofadanych

skupin n-redlnych &isel. Obecny bod mnoZiny R™ oznat¢me X = [y, ..., x,]. Zaved me
nyni vzdélenost dvou bodil v R™ takto:Jestlize A = [aq,...,a,|, B = [b,...,b,] € R",
potom jejich vzdélenost budeme oznalovat p(A, B) a definovat vztahem

p(A,B) = /(b1 —a1)? + -+ + (b, — a,)?, (12.1)
MnoZinu R" s takto definovanou vzddlenosti p budeme znadit E,,.

Ve zvladtnim p¥ipadé n = 1 je £} mnoZina redlnych &isel se vzdalenosti p(A, B) bodd
A = ay, B = by, urlenou vztahem p(A, B) = |by — aq].

Okoli bodu v E,,
Zaved me si pojem okoli bodu A = [ay,...,a,] € E,.
Necht A € E,,. Potom mnoZinu

Us={X €eE,: p(A,X) <}

nazveme d—okolim bodu A. Na obrdazku 12.1 je zndzornéno d—okoli bodu A € E,.

Necht M C E,,. Bod A € E,, nazveme vnitinim bodem mnoZiny M, jestliZe existuje
d > 0 tak, Ze Us(A) C M.

Bod B € E, nazveme vnéjsim bodem mnoZiny M, jestlize existuje 6 > 0 tak, Ze
Us(B)N' M = 0, to jest, jestlize Zadny bod tohoto okoli nepat¥i do mnoZiny M.
Necht M C E,. Bod H se nazyva hraniénim bodem mnoZiny M, jestlize v kaZdém
Jjeho okoli leZi body, které patfi do mnoZiny M a body které nepatti do M. MnoZinu
vsech hrani¢nich bodi mnoZiny M nazyvame hranici mnoZiny M.

MnozZinu M C E, nazyvame otevienou, jestlize vSechny jeji body jsou jejimi vnitfnimi
body. Obsahuje-li mnoZina M C IE,, vSechny své hrani¢ni body, nazyva se uzav¥enou.
Viz obr. 12.2.
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T2

1
Obrazek 12.1: Okoli Us(A) = {X € Ey: p2(A, X) < 6}

Y
M

<7

Obrazek 12.2: Vnitini, vnéjsi a hrani¢ni bod mnoziny.

MnoZinu M nazveme oblasti, jestlize je oteviend a jestlize ke kaZzdym dvéma bodiim
A, B € M existuji body P, P,,..., P, tak, ze P, = A, P,, = B a kazd3d z uselek
PP, lezi v M. P¥ikladem oblasti je mnoZina {X € E,, : (A, X) < e}, kde A je dany
bod a ¢ je dané kladné ¢islo.

Uved me si tyto ptiklady.(Dale uvedené mnoZiny si graficky zndzorn&te.) Necht A € E,
a necht 6 > 0 je libovolné ¥islo. Potom
1. Mnozina M ={X € Ey: p(A, X) < 0}. je oteviend mnoZina.
2. Mnozina h ={X € Ey: p(A, X) = d} je hranici mnoziny M. Kazdy jeji bod je
hrani¢nim bodem mnoziny M.
3. MnoZina M ={X € Ey: p(A, X) <} je uzavfenou oblasti.

Pojem funkce vice proménnych.

P¥ed zapocetim studia této podkapitoly si zopakujte pojmy spojitost funkce jedné proménné
v daném bodé&, véty o spojitosti soultu, rozdilu, soucinu a podilu dvou funkci jedné
proménné a o spojitosti funkce sloZené ze spojitych funkci.
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DefiniceA 12.1.
Necht n € N, D C E,. Potom zobrazeni f mnoZiny D do E, nazyvdme redlnou
funkci n-prom&nnych. Ozna&ime-li X = [xq,xo,...,x,| € E,, Ize tuto funkci zapsat
Jjako

z = f(xy,29,...,2,), resp. z= f(X).

v/

NemiiZe-li dojit k omylu, budeme asto v dalsi &dsti textu misto terminu ,redlné
funkce n-proménnych  pouZivat jednoduse termin ,funkce “.

Poznamka. Promé&nné funkci n-promé&nnych budeme vétsinou oznalovat x1, zo, ..., x,.
Je-li téchto proménnych jen nékolik, byva zvykem je oznalovat téZ x,y, z,u,t nebo
pouZit oznaleni obvyklé p¥islusné aplikaci.

Je-li f funkce n-proménnych zadana predpisem bez uvedeni defini¢niho oboru,
rozumime jejim definiénim oborem mnoZinu vsech bodi [z1,...,x,] € E,, pro né&
ma uvedeny predpis vyznam.

P¥iklad 12.1. Ur&ete defini¢ni obor funkce
z=4—22 =y +In(l —z—y). (12.2)

ReZeni. Pon&vad? defini¢ni obor funkce (12.2) neni uveden, rozumi se jim mnoZina viech
bodil [x,y], pro néZ Ize vyraz na pravé stran& (12.2) vypotitat. Z¥ejmé jsou to ty body
[z, y|, pro n&Z plati

4—a>—y*>0 AN 1l—xz—y>0. (12.3)

Odtud dostavame
<4 A xty<l (12.4)

Rovnici 22 + 4> = 4 je definovand kruZnice k se stfedem v po¢atku o poloméru 2.
Oznatme A; C E; mnoZinu t&h bodi [z, y], které leZi uvnitf kruZnice k a Ay C Eq
mnoZinu téch bodi, které lezi vn& kruZnice k. PonévadZz bod [0,0] € A; vyhovuje
nerovnici

2 P < 4, (12.5)
vyhovuji této nerovnici i viechny body z Ay, v3echny body [z, y] € Ay vyhovuji nerovnici

2+ y* > 4. (12.6)
Nerovnici

2?4+ y? <4

vyhovuji tedy viechny body [z, y] € Eq, které leZi uvnitf a na kruznici k.

Rovnici 4+ y = 1 je definovand p¥imka, ktera protind osu x v bod& [1,0] a osu y v bod&
[0,1]. Tato pfimka rozdé&luje rovinu (0zy) na dvé poloroviny By, Bs. Ozna&eni volme
tak, Ze potatek 0 = [0,0] € B;. Pon&vadz bod [0, 0] vyhovuje nerovnici

T4y <1, (12.7)
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vyhovuji nerovnici (12.7) vdechny body [z, y] € B; a pro body [z, y] € By plati z+y > 1.

Je tedy definiénim oborem funkce (12.2) mnoZina viech bodl [z,y] € B, které lezi
uvnitf a na obvodu kruznice k. Viz obr. 12.3.

Obrazek 12.3: Defini¢ni obor funkce (12.2)

DefiniceA 12.2. (Spojitost funkce v oblasti D)
Necht n € N a D je oblast, resp. uzaviend oblast v E,,, v niZ je definovand funkce

z= f(x1,...,2,).

Necht X° = [19,...,2%] € D. Rekneme, e funkce f(X) je v bodé X° =

yn -
0

[29,...,2%] € D spojitd, jestlize

rn

o Je v nédm definovana

o Ke kaZdému &islu € > 0 existuje takové kladné &islo § , Ze hodnota funkce f(X)
v kaZdém bod& X € D vzdileném od bodu X° o méné nez § se lisi od hodnoty
funkce f v bod& X° o méné neZ ¢, tj.

Q(f(X)vf(Xo) <e.

Poznamka. Jestlize funkce je spojitd v kazdém bodé mnoZiny D, budeme Fikat, Ze je
spojitd na D.

Zjisténi, zda dana funkce je spojitd v uvaZovaném bodé by bylo podle této definice velice
obtizné. Spojitost fady funkci odvodime ze znalosti spojitosti funkci jedné promé&nné
podle nasledujicich vét.

Poznamka. UvaZzujme funkci jedné proménné
2z =3x + 1. (12.8)
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Tuto funkci lze prepsat na tvar, obsahujici vice promé&nnych, nap¥. na funkci

Potom (12.9) a tedy i (12.8) Ize chdpat jako funkci tfi prom&nnych x;, xo, x3. Budeme
Fikat, Ze funkce (12.8) vznikla z (12.9) vypust&nim nevyznamnych proménnych o, x3,
resp. Ze funkce (12.9) vznikla z (12.8) pfidanim nevyznamnych proménnych o, x3.
PonévadZ funkce (12.8) je spojitd v kazdém bod& z1, je v kazdém bod& [z1,xs,z3]
spojitd i funkce (12.9).

KaZdou funkci [ jedné proménné 1 Ize chdpat zaroveri jako funkci F(z) = f(x1) +
0.z9 + ... + 0.z, n— proménnych. Misto F' budeme opét psat f. Je-li funkce f
Jjedné proménné spojitd v bodé x1 = a, potom i funkce f, chapana jako funkce n
proménnych xq, ..., x,, je spojitd vbodé&[a, 3, ... 10], kdexl, ... x° jsou libovolnd

Cisla. Poznamenejme, Ze elementarni funkce jedné proménné jsou spojité ve svém
defini¢nim oboru.

Véta 12.3. Spojitost souctu, soucinu a podilu funkci
Necht n € N a necht D je oblast (resp. uzavFend oblast) v E,. Necht funkce
f(X), g(X) jsou dané funkce spojité v bodé X° € D . Potom i funkce

F(X) £ 9(X), f(X).9(X)

Jsou spojité v bod& X°. Je-li navic g(X°) # 0, je i funkce % spojitd v bod&é XV.
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Slozena funkce a jeji spojitost

D¥ive, nez pfistoupime ke studiu této &asti textu, zopakujte si pojem slozené funkce
jedné proménné a v&tu o spojitosti sloZené funkce jedné proménné.

DefiniceA 12.4. (SloZend funkce n-proménnych)

Necht ) je oblast (resp. uzavrend oblast) v prostoru E,, a necht D je oblast (resp.
uzavFend oblast) v E,,. Necht

2= f(Yy1, - Ym)

Je funkce definovand na ). Necht funkce

Y1 = @1(T1, . Tn)y ey Ym = Om(T1, o, Tp)

Jsou definované na mnoZin& D. Necht pro kazdy bod X = [ry,...,3,] € D je
[01(X), ..., pm(X)] € Q. Potom funkce

F(X) = f(eu(X), ... om(X)),  XeD

se nazyva slozenou funkci. Funkce z = f(yi1,...,ym) se nazyva jeji vn&jsi slozkou a
funkce ©1(X), ..., om(X) se nazyvaji jejimi vnitfnimi slozkami.

Uved me si nasledujici v&tu o spojitosti sloZenych funkci.

Véta 12.5. (Véta o spojitosti sloZzené funkce)
Necht funkce

yi=pi(X),i=1,2,....m, X=|[xy,...,2,) €D CE,,
Jjsou spojité v bod& X° = [29,...,2°] € D. Ozna¢me

YO:[y?a"'aySnL kde yi):%(Xo), i=1,2,...,m.
Necht na Q C E,, je ddna funkce

2=f(Y), YEQCE,.

Necht pro viechna X € D je [p1(X),...,om(X)] € Q. Jestlize funkce f(Y) je
spojitd v bod& YV |, je i sloZend funkce

F(X) = f(er(X), .., om(X))

spojitd v bodé X°.

Priklad 12.2. Funkce z = /2% + 23 je spojita v bodé& [0, 0].
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Skute¢nd&. PoloZme
y = p(x1,z2), kde ¢(z1,x9) = :L‘% + x%

Funkce ¢ je definovand na mnozingé D = E, a je spojitd v bodg [0,0]. Oznatme ¢° =
©(0,0). Plati ¢©(0,0) = 0. Polozme z = f(y), kde f(y) = /y. Funkce f(y) je na
intervalu © = (0, co) spojitad. Pro kazdy bod [z, 23] € D je p(x1,x2) € Q. Funkce f(y)
je spojitd v bodg y°. Podle v&ty 12.5 je tedy funkce z = \/x? + 2 spojitd v bodé& [0, 0].
P¥iklad 12.3. Funkce

Inz

2 4+ y?
je spojitd v kazdém bod& [x,y] € D, kde

D={[z,y]: 0<z A y€& (—00,00)}.

Skute€né. Funkci Inz Ize povaZzovat za funkci dvou proménnych x,y. Je definovana a
spojitd v D. Funkce x? +3? je definovand a spojitd v kazdém bodé& [z, y] € E,. V kazdém
bod& [z, y], [z, y] # [0,0], je 22 + y* # 0. Podle véty 12.3 je funkce z = xérj:;Q jakoZzto

podil dvou spojitych funkci, funkce spojitd v kazdém bodé [z, y] € D, [z, y] # [0, 0].

12.1 Parcialni derivace

Zavedeni parcialnich derivaci 1. fadu funkce dvou proménnych

Uvazujme funkci
z = f(x7y)> [xvy] €QC E,. (1210)

Dosad'me do (12.10) za y pevnou hodnotu y = y,. Pfedpokléddejme, Ze dostaneme funkci
jedné proménné z, totiZ funkci

9(x) = f(z,90), z€lCEy, (12.11)

kde I je takovy interval, Ze [z, 4] € Q pro x € I.

Jako p¥iklad uved me funkci
z =% [z,y] € Ea. (12.12)
Zvolme y = 5 a dosad me tuto hodnotu do (12.12). Dostavame
z=21%-5% tojest z =252 € (—o0,00), (12.13)

to jest funkci jedné promé&nné.
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UvaZujme funkci g(z) urlenou vztahem (12.11). Ptedpoklddejme, Ze tato
funkce md v bodé xy € I derivaci ¢'(x(), potom

f(xo+ h,y0) — f(20, Yo)

(12.14)
Tuto derivaci nazyvdme parcidlni (&aste¢nou) derivaci funkce f(z,y) podle z v bod&
[0, yo]. Jestlize bod xy je levym (pravym) koncovym bodem intervalu I, nahradime
limitu v (12.14) limitou zprava (zleva) v bodé h = 0. Bod [z, yo| miZe byt libovolny
z Q. Misto xg,yo pi¥me z,y. Parcidlni derivaci funkce f(z,y) v bod& [x,y] budeme

znadit jako
w nebo  fi(z,y) nebo  f(z,y).
x

/ T g($0+h)_g($0> . / T
9 (xo) = lim - » te g'(wo) = lim

Ponévadz v (12.10) jsme oznatili funkci f(z,y) jako z, miZeme téZ psat

0z ,

Chceme-li vyznatit, Ze se jednd o parcialni derivaci v bod& [z, o], miZeme pouZit nap¥.
tyto zapisy

0 (o, 9 , ,
f(;ox y0)7 (a_i‘)[mo’yo}a fx<IOJy0>7 fx(xo,y0)7 Zx(xo,y0)7 Zm(x(];yO)-

(12.15)
V oznaleni parcidlni derivace je pouZit symbol 0. Tento symbol O neni pismenem Zadné
abecedy. Srovnejte si oznaeni derivace (11.18) funkce jedné promé&nné s oznacenim %
pro parcialni derivaci.

Parcidlni derivaci funkce z = f(x,y) v bodé& [z,y] podle prom&nné z Ize tedy definovat

jako
f(@,y) _ .
ox h—0

f(l'—l—h,y) —f(x,y)
. : (12.16)

pokud tato limita existuje.

Analogicky zavadime parcidlni derivaci funkce z = f(z,y) podle y v bod& [z, o]
Dosadme do (12.10) za = pevnou hodnotu x = z,. Ptedpoklddejme, Ze dostaneme
funkci jedné proménné y, totiz funkci

hy) = f(zo,y), yE€ (12.17)

kde J je takovy interval, Ze [zg,y] € 2, y € J.

UvaZujme funkci h(y) uréenou vztahem (12.17). MiZe se stét, Ze tato funkce ma v bod&
Yo € J derivaci, to jest, Ze existuje

lim h(yo + k) — h(y0)7 f§. lim f(xo,y0 + k) — f(z0,0)
k—0 k k—0 k:

. (12.18)
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Tuto derivaci nazyvame parcidlni (¢aste¢nou) derivaci funkce f(x,y) podle y v bodé&
[0, yo). Jestlize bod yy je levym (pravym) koncovym bodem intervalu .J, nahradime
limitu v (12.18) limitou zprava (zleva) v bodé i = 0. Bod [z, yo| miZe byt libovolny
bod z Q. Misto zg, yo pi¥me x,y. Parcidlni derivaci funkce f(x,y) v bod& [z, y] podle y
budeme znadit jako

Of(z,y) :
oy nebo f,(z,y) nebo f,(z,y).
Zapisy
0z ,
8_y7 Zy7 Zy

Ize rovn&Z pouZit pro parcidlni derivaci funkce z = f(x,y) podle y. Je tedy

(9f(m,y) — lim f(xvy+ k) B f(«T,y>
ay - k—0 k ’

pokud tato limita existuje.

8f(fv,y) (8f£()x,y)
ox Yy

pFitazeno &islo 2£:4) (8f 29)) Je tedy (85) funkce proménnych x, y na ;. Symbolem

T oz
=) izo.30] yo ((6—y)[x07y0}) budeme znatit téz %

(z0,y0) )

Jestlize ) existuje pro [:c y] € Oy C Q, je ke kazdému bodu [z,y] €

0
R
Pi”l'klad 12.4. Necht

2 =23y — 3ay® + 20 — 3y + 1. (12.19)
Abychom vypotitali g—fc, povazujeme v (12.19) y za konstantu a derivujeme (12.19) podle

x. Dostavame

0 0
% 0 32t — 3P 2, b 2 = 6ayt — 3y 4 2. (12.20)
Ox Ox

Abychom vypotitali g—z, povazujeme v (12.19) x za konstantu a derivujeme (12.19) podle

y. Dostavame

9,
8; = 82%y® — 15zy* — 3. (12.21)
Funkce (12.20), (12.21) jsou definované v kaZzdém bodg& [z, y] € Q2. Nap¥.
% 2,4 5 2 o4 5
) =yt =8y 42y =623 3-8 42,

to jest

2N g 729+ — 1217,
or 23]
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Podobné napt.

0z
((9_y) = [82°y® — 15zy" — 3] = —3.
[0,2]

Podivejme se nyni na geometricky vyznam parcidlnich derivaci

&), &)
O [Io,yo]’ Ay [z0,y0]

Sledujme obr. 12.4.

%t

2 = f(0,y)

g

0, Yo

x

Obréazek 12.4: Geometricky vyznam parcidlnich derivaci.

Oznadili jsme
9(x) = f(z, o)

a polozili jsme (g_i)[myo] = ¢'(x¢). Rovnici
z=g(z), t. z=f(x,yo)

je definovdna k¥ivka, oznacend na obrazku 12.4 jako 'C. Rovnici
z=h(y), t. z= f(z0,y)

je definovana k¥ivka, oznaend na obrazku 12.4 jako 2C'. Je tedy

ooy (9 o (9f
7] = (%> [z0,Y0] <h ) = (a_y) [56071/0})

smérnice te¢ny 't (*t) ke k¥ivce 'C (2C') v jejim bodg& T.

283



Zavedeni parcialnich derivaci funkci n—proménnych

UvaZujme nyni funkci n-proménnych
z= f(x1,29,...,2,), neEN, X =[r1,...,2,] € QCE,. (12.22)

Zvolme i € {1,2,...,n}. Dosad me za kaZdou proménnou z;, j =1, 2,...,n, j # i,
v (12.22) pevnou hodnotu x?. Dostali jsme tak funkci jedné promé&nné x;, ozname
ji ‘g(z;). Dostadvdme

‘g(z;) = flaf, .. 2 a2l g, a2l). (12.23)

Jestli tato funkce ma v &isle 2 derivaci ¢’(2?), nazveme ji parcidlni derivaci funkce

(12.22) podle x; v bod& X0 = [29, ... 20,2 2l |, ..., 20] € Q. Znatime ji jednim

ze symboll

8IZ' Y axl X Y axz ? axz x ? axz 0/ T 9 xT; . .
0 0

Bod X = [29, 29, ..., 2%] miZe byt libovolny bod z Q. Misto parcidlnich derivaci v bod&
X" je miizeme uvaZovat v bod&¢ X = [11, 29, ..., 7,].

Parcidlni derivace

0z
al‘i’

1=1,2,...,n

nazyvame parcidlnimi derivacemi prvniho Fadu.

Priklad 12.5. UvaZujme funkci

_msingg 12.25
Cad+ad+ 1 (12.25)

Tato funkce je definovand v kazdém bod& X = [z, 29, 3] € E3, X # [21, 22, 0]. Uréeme
83—;2. Derivujme (12.25) podle promé&nné xo. Promé&nné 1, x3 uvaZzujeme jako konstanty.
Dostdvame

1 oog 22 . (22 4 42 — oosin 22 .
dz 15 cos 2 (x5 + 25+ 1) Ty sin 2 - 20

01y (23 + 23 4+ 1)2

Upravu pfenechavam ctendfi.
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Zavedeni parcialnich derivaci vyssich rada.
P¥edpokladejme, Ze funkce

2= f(r1, 29, Tiy ..y Ty), X =I[21,...,%...,0,] €EQCE, (12.26)

je definovana na 2 C [E,, a md parcidlni derivace

0
a—;, i=1,2,...,n (12.27)
v kazdém bodé X = [r1,z9,...,2,] € Q1 C Q. MiZeme se na n& tedy divat jako na
funkce n-proménnych na €2,. Jestlize parcidlni derivace aaz mad parcidlni derivaci podle z;
v bod& X° = [29,29,...,20], oznatime ji %Z(gio Uved me si n&kolik dal3ich uZivanych
oznadeni
0°f(X) 0% f(Xo)
X ¢ v 12.28
T | GE (X s (X, (X0 Fen(X0). (12:28)

Nazyvame ji druhou parcidlni derivaci funkce f podle z;, x; (v tomto pofadi) v bod& X°.

. . - 2, 2 , " .
Jestlize i = j, piSeme vétSinou % misto af_azx_, resp. 2/, misto z . Jestlize i # j,
7 (3 2 i 1
;s o1y . .92 ~
nazyvame parcialni derivaci af_gm smiSenou.
g J

Priklad 12.6. Necht

_9.2.4.3
2z = 3r|xy75.

Vypotlitejte viechny jeji parcialni derivace 2. ¥adu. Napred vypo&itame parcialni derivace
1. ¥adu. Dostdvédme

0z 8 8
4.3 22033 2 4,2
P¥ikro¢me k vypoctu v8ech parcidlnich derivaci 2. ¥adu. Dostavdme
0%z 0%z 0%z
= 6rixd, ——— = 2z — 18z 2522
8x1 2T O9x0xs 273 9,015 s
0%z 0%z 0%z
— = = Uyadyd, == =362, ——— = 362232
8I2ax1 2%3 al% 1+2+3» aanxg 1+2+3»
0%z 0%z 0%z
= 18717573, ———— = 3617503, = 18237573,
01307, 013012 8x3

Poznamka. Vsimnéme si, Ze v tomto pfikladé je

Pz 0Pz
axiaxj N axjaxi’

6,j =123, i#]
Jinymi slovy, v tomto p¥ipadé€ nezdlezi na poradi derivivani.
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Podobné se definuji parcidlni derivace vysSich ¥adid. Je-li ddna nap¥. funkce
z=f(X), X =[r1,29,...,2,), X €EQCE,, (12.29)

potom nap¥. parcidlni derivace 3. ¥adu xQ ober|me takto. Vypoclitdme 5+ af . to zna-

mend, Ze x1,T3...,%, povaZujeme za pevne hodnoty a derivujeme (12.29) podIe Zo.
Predpoklddame, Ze tato derivace existuje na jisté podmmnoziné €2; C 2. V dal$im kroku

derivujeme funkC| X opet podle proménné z, tj. politejme —(%) To znamena, Ze

T1,T3...,T, Ve funkC| I povaZujeme za pevné hodnoty a derivujeme ji podle 5. P¥ed-
poklédame ze tato derlvace existuje na jisté podmmnozme Qs C Q. Dostaneme tak na

Qy funkC| LV dal&m kroku derivujeme funkci 2 o 2, definovanou na €25, podle proménné

x1. To znamena, Ze x5, 23 . .., x, povaZzujeme za pevné hodnoty a derivujeme funkci o J;
definovanou na €25, podle x1. Jestllze tato parcialni derivace eXIStU_]e na (23 C ), mame

v kazdém bodé& mnoZiny {23 definovanou parcidlni derivaci i

oz 2636 '
, v/ - s , . T . . 3 3
Je otdzkou, co Ize Fici o0 vzajemném vztahu mazi parcialnimi derivacemi 82f o°f
ox Bxl 833263!7181‘2
amd 02 . Tyto parcialni derivace se lisi poradim proménnych, podle nichZ jsme provadéli
derlvovanl. Plati tato véta.
Véta 12.6.

Necht funkce n-proménnych
z=f(X), X =l[r1,29,...,2,], X €Q

md v jistém okoli Us(X?), X° € Q, spojité vsechny parcidlni derivace ¥adu k, potom
nezaleZi na poradi proménnych, podle nichZ derivujeme.

Tedy nap¥. ma-li funkce f(z1,z2) v okoli bodu X° = [2?, 9] spojité viechny parcidini

9%f . 0*f

derivace 2. ¥adu, potom Sordms = Tudol-

Poznamka. Véta 12.6 je vyslovena za ponékud silnéjSich pfedpokladi, nez je nutno.
Priklad 12.7. Necht

z = Pyt
Potom plati
% = 3a?y*tt, aizgy = 62°yt?, %@j&f = 24a2%yt3.
Podobné i o2, 9.
5 4y t3, ETEN 8xPyt?, m = 242°yt?.
Vidime, Ze 89?;;615 = 8t%3y%x. K tomuto zavéru bychom prisli pfimo uzitim véty 12.6,

nebot viechny parcidlni derivace funkce z = 23y%t* jsou spojité ve Es.
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Parcialni derivace slozené funkce

P¥ed zapoletim studia této problematiky si zopakujte vypocet derivace sloZené funkce
jedné proménné.

Véta 12.7. (Derivace sloZené funkce)
Necht funkce p;(X), X = [z1,...,x,] € En, i = 1,2,...,m, maji viechny parcidlni
derivace v bodé X° = [0, ..., n] Necht funkce z = f(Y), Y = [y1,. .., Ym], M3

spojité véechny parcidini derivace 1. ¥adu v bod&Y° = [)%, ... 4], kde y{ = ©;(X?),
1 =1,2,...,m. Potom sloZena funkce

z=F(X) = f([pi(X),..., om(X)])

ma v bod& X° vsechny parcidlni derivace 1. ¥adu a plati

OF(X%) = Of(Y?) dg;(Xo)

i=1,2,... . n
Jj=1

P¥iklad 12.8. Necht

z=1+(x+y)? [z,y] €E,. (12.30)

Reseni. Funkce (12.30) je slo¥ena funkce. Funkce z = f(u), kde f(u) = v/, je jeji
vnéjsi slozkou a u = p(z,y), kde p(z,y) = 1+ (z + y)?, je jeji vniténi slozkou. Podle
véty 12.7 dostavame

9z _1 ! 2(x +vy)
RN T

Po lpravé dostavame
0z x4y

dr 1+ (z+y)?

(12.31)
Parcialni derivaci funkce = podle y dostavame

g2, VIt @+y)?—(z+y); 2(x +y)

. 1+ (z+y)?
0z0y <\/1+ x+y2>2

Upravou dostaneme

Pz 1
%0y (14 (@+9)?) YT+ (@ + )
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Tecna k prostoroveé krivce a te¢na rovina k plose.

Zacneme se zavedenim pojmu tecny ke kFivce.

Teéna ke k¥ivce. Necht
r,=@i(t), tel CE, i=12,...,n, (12.32)

jsou spojité funkce na intervalu /. Rovnicemi (12.32) je vyjad¥ena kfivka, ozname ji c,
v tak zvaném parametrickém vyjadreni. Necht t, € I. PoloZme

) = i(ty), i=1,2,...,n.

Oznatme

T =[29,29,...,27).

Necht M je bod na k¥ivce ¢ odpovidajici parametru ¢y + h € I, kde h € ;. Tedy

M = [pi(to + h),p2(to + h), ..., on(to + )]

Smérovym vektorem p¥imky uréené body 7', M je vektor

S = (Sl(h)y 82(h>, Cey Sn(h»,

kde

si(h) = pilto+ h) —pilto) o

Jestlize existuji

to jest, jestlize funkce

maji v bod& t, derivace

potom pFimku
vi=a) +s0 -t i=1,2,...,n, t€ (—o0,00)

nazyvame tecnou ke kfivce ¢ v bod& T'. Na obr. 12.5 je znazornéno zavedeni te¢ny ke
k¥ivce pro n = 2.

Dospéli jsme k tomuto zavéru.
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T2

Mp1(to + h), pa(to + h)]

Tp1(to), pa(to)]

I

Obrazek 12.5: Zavedeni teény ke kiivce.

Necht
C(]Z:@z(t), tEIQ]El, i:1,2,...,n,

derivace ¢i(ty), i = 1,2,...,n. Potom pFimka

Je te¢nou ke kFivce

$1:¢l(t), tEI, 2':1,2,...,71,

v bodé T[Q01<Zf0), e ,gpn(to)]

xi = @i(to) + Api(to), i=1,2,...,n, X€ (—00,00)

Jsou spojité funkce na intervalu I. Necht to € I a necht funkce p;(t) maji v bodé& t

Pr¥iklad 12.9. Ke k¥ivce

x1 = 2cost, xo = 2sint, x3 = 3t, t € (—o0,00)
napiste rovnici te¢ny v jejim bod& 7' daném parametrem ¢t = 7.
Reseni. Dosazenim t = T do (12.33) dostavdme bod

T =2, \/5,32].

Ponévadz
(2cost) = —2sint, (2sint) =2cost, (3t)' =3,
je smérovy vektor s te¢ny v bodé T" roven

s =(—V2,V2,3).
Tedy te¢na k zadané kfivce v j&jim bodé T' ma parametrické vyjadreni
T = \/§ - \/§>\7
Ty = V2 + \/§>\,
T
T3 = 31 + 3)\,

kde A € (—o0, 00).
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Teéna rovina k plose. Necht
z=F(X), X=]lz,...,0,]€DCE,
0

ma v D spojité viechny parcidlni derivace 1. ¥adu. Necht Ty = [29,...,2°] € D a

rn

T =[z9,...,22, 2%, kde 2° = F(2?,...,2%) je bod na ploge z = F(X). Necht funkce
=), tel, i=12...,n,
maji derivace 1. ¥adu v bod& t;, € I a necht
) = pi(ty), i=1,2,...,n.
Oznaéme ¢ k¥ivku v [E,, ;1 danou v parametrickém vyjadfeni rovnicemi

I = Sol(t)a ceey In = @n(t)’ = F(cpl(t% S 790n(t)) (12'34)

leZici na plose z = F(xy,...,x,). Smérovy vektor tedny k¥ivky c v jejim bod& T je

5= <¢a<to>,...,¢;<to>, (5), e+ (5) sowo)) .

Vektor s je kolmy na vektor

_((or ZAN
n = e TO,..., 0z, TD, .

(Skaldrni soutin téchto vektorl je roven nule.) Ozna&me 7 rovinu

oOF OF
To n TO

Tena ke kFivce (12.34) v bod& T' leZi v rovin& 7. Tato rovina zdvisi pouze na rovnici
plochy z = F(X) a na bod& T'. Nazyvame ji te¢nou rovinou plochy z = F(X) v bodé&
T.

Necht funkce z = F(xy, ..., x,) ma spojité viechny parcialni derivace 1. ¥adu v bodé&
To = [29,...,22]. Oznatme 2° = F(29,...,2°%), T = [29,...,2%, 2Y] bod na ploge
z = F(xy,...,2,). Potom rovina

OF OF
J— 0 — _ — 0 .« 0. —_ 0
z z <ax1)TO (‘Il CCl) + + (axn) (I'n xn)

je te€nou rovinou k ploge z = F(xy,...,2,) v bodé T.
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P¥iklad 12.10. Napiste rovnici te¢né roviny k plose z = /22 4+ y2 v bod& T = [4, 3, 7]
na dané plose.

Reseni. Napred uréime z. Dostavame

20 — \/42+32:5.

Ur&ime parcidlni derivace 1. ¥adu funkce z = /22 + y? v bod& T, = [4, 3]. Dostavdme

9% _ = 9 __ y (%) _4 (%) _3
ox /x2+y27 oy /$2+y2’ ox (4,3] 5’ Jy [4,3] 5

Tedy hledanou te¢nou rovinou je rovina

12.1.1 Totalni diferencial

Totalni diferencial funkce dvou proménnych

P¥ed zapoletim studia této podkapitoly si zopakujte diferencial funkce jedné proménné.

Definice 12.1. (Totalni diferencial funkce =z = f(x,y))

Necht z = f(z,y) je funkce definovand v daném d-okoli Us([a, b]) bodu [a, b]. Necht
funkce f(z,y) ma v bod& [a,b] spojité parcidlni derivace ‘g—f d—f Potom funkci df
v proménnych h, k, danou vztahem

_(9f of
df (a,b, h, k) = (%)M h+ <8y)[a b] k, (12.35)

nazyvame totdlnim diferencialem funkce f(z,y) v bodé& [a, b].

Pro takto zavedeny totalni diferencial plati tato véta.

Véta 12.8. Necht funkce z = f(x,y) md v bodé& [a, b] spojité parcidini derivace 1. ¥du.
Potom existuji § > 0 a funkce n(h, k) tak, Ze pro h, k, pro n& [a+h,b+k] € 3Us([a, b])
1) lati

plati

fla+hb+k)— = (&)t + (%) L), (12:36)

v

lim = 0. (12.37)

[h,k]—[0,0]

==
+“

\Ik

1) 3Us([a,b]) je okolf bodu [a,b] uréené metrikou ps.
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Poznamka. V diferencidlu (12.35) se &asto misto h, k pise dx, dy. Diferencidl df
funkce f(z,y) v bod& [a, b] se pak zapisuje takto

_(9f of
V= (C%) [a,b] ot (859) [a,b] w

P¥iklad 12.11. Napiste diferencial funkce z = x3y* v bod& [2, 3].

ReZeni. Funkce 2 = x3y* ma spojité parcidlni derivace v ka?dém bod& [z,7], tedy i
v bodé& [2, 3]. Podle (12.35) dostdvame

dz = (3x2y4)[2,3]dx + (4903?;3)[2,3]6@»
t].
dz = 972 dx + 864 dy.

Analogicky Ize zavést diferencidl funkce n-proménnych.

Definice 12.2.

Necht funkce z = f(X), X = [z1,...,2,], n € N, ma v oblasti 2 spojité parcidlni
derivace 1. ¥addu. Potom

_(9f of
df = (8_321))( dry + -+ (&Bn)x dx,, (12.38)

nazyvame totalnim diferencidlem funkce z = f(X) v bod& X = [z1,...,x,] € Q. Je
tedy df v bodé X funkci proménnych dx1,...,dx,.

Véta 12.9. Necht funkce z = f(X), X = [z1,...,2,] md v bod& X = [, ... 2Y]

ey n

spojité parcialni derivace 1. Fadu. Potom existuje 6 > 0 a funkce n(dx1,...,dz,) tak,
Ze pro dzxy, . ..,dx,, pro néZ (29 + dzy,...,2° + dx,| € Us(X°) plati

f@+dxy, ... 20 +dxy,) — f(28, ..., 20) =

’n

9 B
83;.1 X() axn X()
p¥i &em# limita (LtLedon)

o] v bodé& [0, ..., 0] md hodnotu 0.

Dukaz: Dikaz je analogicky jako dikaz specidlniho pfipadu n = 2 uvedeném ve vété
12.8.

O

Z této véty vyplyva, Ze

of of
Y+ dry,... 20 +dr,) — f(2), .20 z(—) d +...+( ) dz,.
f(xl o ! ’ ) f<x1 ‘ ) 0xy X0 - al’n X0 ’
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Totalni diferencidl vyjad¥uje p¥irustek na te¢né roving, prejdeme-li z bodu X° = [z9,... 2%

do bodu X = [z + dzy,...,2° + dx,)].

12.2 Extrémy funkci vice proménnych

Lokalni extrémy

Lokalni extrémy funkci n-proménnych zavadime analogicky jeko u funkci jedné proménné.

Definice 12.3.
Necht f(X), X = [x1,72,...,2,], je funkce n-prom&nnych definovand na oblasti €.
Necht X0 = [29,29,...,2%] € Q. Necht existuje § > 0 tak, ze Us(X°) C Q a Ze pro

viechna X € Us(X?) plati
FX) < FXY) (F(X) 2 F(X7).

Potom ¥ikdme, e funkce f ma v bodé X° lokdIni maximum (lokdlni minimum).
Lokalni maxima a lokalni minima nazyvame spoleé¢nym ndzvem lokalni extrémy.
Necht existuje § > 0 tak, Ze Us(X?) C Q a Ze pro vdechna X € U;(X?), X # X°
plati

FX) < f(X%) (f(X) > f(X9)).

Potom ¥ikdme, Ze funkce f m3 v bod& X viastni lokdIni maximum (vlastni lokdIni
minimum). Vlastni lokdIni maxima a vlastni lokdlni minima nazyvdme spole¢nym
nazvem vlastni lokalni extrémy.

Z této definice je patrno, Ze jestlize funkce f(X) ma v bod& X° lokdIni maximum
(minimum), potom maji i viechny funkce

_ (0 0 0 0 L
Fi(t) = f(ay,...,2,_1, @i, ..., 2,), i=1,2,...,n
v bod& z;, i = 1,2,...,n, lokdlni maximum (minimum).

M3-li tedy funkce Fi(t), i = 1,2,...,n, v bod& ¥ derivaci, je rovna 0. Podle definice
parcilni derivace funkce f je v8ak derivace funkce F}(t) v bod& z¥ rovna parciélni derivaci
funkce f(X) podle z; v bodé XV, takze

Fl(z9) = 3f(X0):0, i=1,2,...,n.

! ! 3951
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Funkce f(X), X = [z1,...,x,], definovand na oblasti ), miZe nabyvat lokalni
extrém pouze v téch bodech, v nichZ ma vsechny parcialni derivace 1. Fadu rovny 0,
nebo v téch bodech, v nichZ nema nékterou parcialni derivaci. Bod X° € Q, v némZ

ma funkce f vsechny parcialni derivace 1. Fadu rovny nule, se nazyva stacionarnim
bodem funkce f.

Pr¥iklad 12.12. Urcete stacionarni body funkce

z =1 +y° — 3xy. (12.39)

Reseni. Vypolitejme parcidlni derivace 1. ¥adu. Dostavame

Stacionarni body jsou ty body [z, ], pro néZ plati

0z 0z
%—O, 0—y—0.

Z téchto podminek dostdvame systém rovnic

37?7 — 3y =0, (12.40)
3y* — 3z = 0. (12.41)

Je to systém nelinedrnich rovnic o dvou nezndmych. Z (12.40) vypo&itame y. Dostdvame
y = 1% (12.42)

Dosazenim (12.42) do (12.41) dostavdme

2 —r=0.

Tuto rovnici lze prepsat na tvar
z(z—1)(2* +2+1) =0, (12.43)

Z (12.43) dostdvdme x; = 0, o = 1. Daldi dva kofeny dostdvdme ¥eSenim rovnice
22 +x + 1 = 0. Tyto kofeny jsou komplexn& sdruZené. Pon&vad? uvaZujeme jenom
redlné body, nebudeme je uvaZovat. Dosadime-li z = 0 do (12.42), dostavame y = 0.
Dosadime-li = 1 do (12.42), dostvdme y = 1. M4 tedy funkce (12.39) dva stacionarni
body

Al0, 0], B[1,1].

Funkce y = 23413 —3xy ma parcialni derivace ve véech bodech. Na zdklad& dosavadnich
tvah vyplyva, Ze vySetfovana funkce miZe mit lokalni extrémy pouze v bodech A, B.
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UvaZujme nyni opét funkci z = f(X), X = [z1,...,x,] n-proménnych, definovanou na
oblasti §2. Budeme vyZetfovat, zda funkce f(X) ma ve stacionarnich bodech extrém.

Zatneme s ptipadem n = 2, tedy s funkcemi z = f(z,y) dvou prom&nnych na oblasti
Q. Necht bod [a,b] € Q je staciondrnim bodem funkce f(z,y). Podle Taylorovy véty

pro k = 1 dostavame
(_EJ) h + <_J) 2
O [a,b] Ey [a,b]

2 2 2
R, — l' [(@;) B2 49 ( o7 ) hk + (8_J;> k:2] . (12.45)
26 1\022 ) e 029y ) e ) 2 ) e

Bod [£, 7] je na dselce o koncovych bodech [a,b], [a + h, b+ k.

1

f@+hﬁ+%ﬂ:fmﬁy+i + Ro, (12.44)

kde

Ponévad? [a, b] je staciondrnim bodem funkce f, je (%)[a,b] =0, (3—5)[&,@ = 0. Proto
(12.44) Ize zapsat jako

fla+h,b+k)— f(a,b) = Rs. (12.46)
Je-li tedy Ry > 0 (R2 < 0) pro v8echna dostate¢n& mald h, k,ma funkce f v bod& [a, b]
lokaIni minimum (maximum).

Rozborem Rj se dokdze tato véta.

Véta 12.10.
Necht funkce f(x,y) md v jistém okoli Us([a,b]) bodu [a,b] spojité vsechny parcidlni

derivace 2. ¥adu. Necht
0 0
B (@)
T/ [ab) Y7 lab)

Pro body [z, y] € Us([a,b]) poloZme

*f  0*f
Ox? Oz0y
Az, y) = s s
ozdy 0y

Je-li Ala,b) > 0, md funkce f(z,y) v bodé [a,b] lokalni
extrém. Je-li A(a,b) < 0, nemd funkce f(x,y) v bodé [a,b]

lokdlni extrém. 'V pFipads, Ze A(a,b) > 0 a ($h)uy > 0
(< 0) ma funkce f(x,y) v bodé& [a,b] vlastni lokdlni minimum (maximum).

Priklad 12.13. Zjistili jsme, Ze funkce z = 23 + y®> — 3zy ma dva stacionarni body
A0,0], B[1,1]. Rozhodn&te, zda tato funkce md v t&chto bodech lokalni extrémy.
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ReZeni. Funkce z = 23 +y® — 3y mé spojité parcialni derivace 2. ¥adu ve véech bodech.
Vypoétem dostdvame

0%z 0%z 0%z 0%z

Ox? “ 0xdy  Oyox Oy? 4
Tedy
6r -3
Ax,y) = = 36zy — 9.
-3 Oy
Ponévadz A(0,0) = —9 < 0, nema vy3etfovana funkce ve stacionarlnim bodg& [0, 0]
lokdIni extrém. Ponévadz A(1,1) = 36 — 9 = 27 > 0, md vySetfovand funkce ve

staciondrnim bod& [1, 1] lok3Ini extrém. Ponévadz

(927;)
— = (6%)[171] =6> 0,
(ax2 [1,1]

ma vySetfovana funkce v bod& [1, 1] lokdlni minimum.

Pro funkce n-proménnych plati analogicka véta.

Véta 12.11.
Necht funkce f(X), X = [x1,x9,...,1,] je definovand na oblasti 2. Necht X° =
(29,29, ..., 2°] je jejim staciondrnim bodem, tj. necht

aor\ or\
(a_xl)xo _o,.. (M)XO o

Necht v jistém okoli Us(X°) md funkce f(X) spojité vsechny parcidlni derivace 2.
radu. Ozna¢me

2f 2 f o%f
8:5% Ox10xe " Ox10xk
_o*f 9% _f
02071 23 Tt Ozl
Dk - ) k= ]-7 27 ,
02 f 02 f ﬂ
Orpdxr1  Oxgdre =~ Bazi

Je-li
Di(X%) >0, Dy(X) >0,..., Dp(X°) >0
(D1(X%) <0, Dy(X%) >0,..., (=1)"D,(X°) > 0),

md funkce f v bod& X° lokdIni minimum (maximum).
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Pr¥iklad 12.14. Urcete lokalni extrémy funkce

u:x2+y2—|—z2+my—xz.

Reseni. Polozme parcidlni derivace

u, =2x+y— 2z,
uy, = 2y + x,
u, =2z—x

rovny nule. ReSenim vzniklého systému rovnic uréime jediny staciondrni bod |0, 0, 0].
Pomoci matice

Uy, Uy, Uy, 2 1 -1
ng u;’y u’y’z = 1 2 0
ul, ul, ul, -1 0 2
uréime
2 1 -1
21
D=2 D= C Ds=|1 2 0
1 2
-1 0 2

Protoze Dy > 0, Dy > 0, D3 > 0, ma vy3etfovand funkce v bod& [0, 0, 0] ostré lokalni
minimum.

Globalni etxrémy

Necht funkce f(X) je definovand na uzav¥ené oblasti 2 (tj. na sjednoceni oblasti s jeji
hranicf).

Rekneme, ¥e funkce f(X) n—promé&nnych ma globélni (absolutni) maximum v bod¥
X0 € Q, jestlize pro véechny body X € Q plati f(X) < f(X"). Podobng ¥ekneme, Ze
funkce f(X) n—proménnych m4 glob3lIni (absolutni) minimum v bodg X° € Q, jestlize
pro viechny X € Q plati f(X) > f(X").

Globalni maxima a globdIni minima se nazyvaji spole¢nym nazvem globaini extrémy.
Plati tato véta.

Véta 12.12. Necht funkce n—proménych f(X) je spojitd na uzavFené oblasti Q). Potom
md na 2 globdini maximum a globaini minimum. Je-li X° bod, v némZ funkce f nabyvd
na Q globdini maximum (minimum), potom X° je bud hrani¢nim bodem (), anebo
funkce f ma v ném lokalni maximum (minimum).

Jako p¥iklad nalezeni globdlniho minima funkce f(X) n—prom&nnych uved me nésledujici
pFiklad.
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