Urcity integral

Uvazujme graf funkce f(x) na intervalu (a, b). Pokusime se urcit obsah plochy
ohraniCené grafem, osou x a svislymi pfimkami x = a, x = b.
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Urcity integral

Uvazujme graf funkce f(x) na intervalu (a, b). Pokusime se urcit obsah plochy
ohraniCené grafem, osou x a svislymi pfimkami x = a, x = b. Postupujme
nasledujicim zpusobem:

rozdélime interval {a, b) na n ¢aste¢nych intervald

(X1, X2), (X2,X3), ..., {Xn, Xnr1), Kd€@ @ = X1 < X2 < ..., Xp < Xpr1 = b. Toto
déleni oznaéime D,. Déle zavedeme
m; = infye (xx.,) F(X) @ Mj = SUP, ¢y .y F(X), i=1,....n.

Hledany ploSny obsah Ize odhadnout pomoci vyrazi

s(f, Dn) = Y21y mi(Xiy1 — X;), resp. S(f, Dn) = Y274 Mi(Xiy1 — X;).

Tyto vyrazy nazyvame dolnim, resp. hornim Riemannovym souctem funkce f
pro déleni Dy



Urcity integral - definice

Oznacme D mnozinu v8ech moznych délenf intervalu (a, b). Je-li funkce f(x)
omezena zdola na (a, b), pak zde existuje tzv. dolni Riemanndyv integral
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Oznacme D mnozinu v8ech moznych délenf intervalu (a, b). Je-li funkce f(x)
omezena zdola na {a, b), pak zde existuje tzv. doini Riemannuiv integral

J2 f(x)dx = supp s(f, D)

Je-li funkce f(x) omezend zhora na (a, b), pak zde existuje tzv. horni
Riemannv integral

J2 f(x)dx = infp S(f, D).

Definice : Ma-li funkce f(x) na (a, b) horni i doIni Riemannuv integral a
jsou-li stejné, pak klademe [ f(x)dx = [2f(x)dx = [2 f(x)dx a toto &islo
nazyvame Riemannovym integralem funkce f(x) na (a, b).

Poznamka : Cislo a nazyvame dolni mez integralu, &islo b nazyvame horni
mez integralu. O funkci f fikame, ze je na daném intervalu integrabilni.

Poznamka : Pro existenci integralu f(x) na (a, b) staci, aby zde funkce byla
spoijita.
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Definice : RozSifeni pojmu itegralu pro pfipady, kdy neni spinéna podminka
a<hbh:
pro a = b klademe fab f(x)dx =0,

pro b < aklademe 7 f(x)dx = — [ f(x)dx

Véta : Existuji-li integraly [, f(x)dx i fcb f(x)dx, pak je funkce f(x) integrabilni
i na intervalu (a, b) a plati f: f(x)dx = [ f(x)dx + f: f(x)dx.

Véta : Jsou-li funkce f(x) a g(x) integrovatelné na (a, b) a plati-li pro

Vx € (a,b) : f(x) > g(x), pak také plati f: f(x)dx > f: g(x)dx.

Véta : Pro funkce f(x) a g(x) integrovatelné na intervalu (a, b) a libovolné
konstanty «, 3 je integrovatelna i funkce af(x) + 5g(x) a plati:

J2(af(x) + Bg(x))ax = a [L f(x)ax + B [2 g(x)dx.



Urcity integral - vypocCet

Pro funkci f(x) integrovatelnou na (a, b) a libovolné xo € (a, b) plati: Funkce
F(x) = f;; f(t)dt je spojitd na (a, b) a ve v8ech bodech spojitosti funkce f(x)
plati: F'(x) = f(x) (tedy je-li f(x) spojita, pak je F(x) jeji primitivni funkci).
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Urcity integral - vypocCet

Pro funkci f(x) integrovatelnou na (a, b) a libovolné xo € (a, b) plati: Funkce
F(x) := f;; f(t)dt je spojita na (a, b) a ve vSech bodech spajitosti funkce f(x)
plati: F'(x) = f(x) (tedy je-li f(x) spojita, pak je F(x) jeji primitivni funkci).
Véta : Newtonova formule:

Je-li f(x) spojita na (a, by a F(x) je jeji libovolna primitivni funkce, pak:

J2 f()ax = F(b) - F(a),

piseme téz [ f(x)dx = [F(x)]2 = F(b) — F(a).

Priklad : Spoctéte urCity integral pro f(x) =x+1, a=1, b=3.
Regeni: [J(x+1)dx = [x2/2+x]? =9/2+3—(1/2+1) =6.

Priklad : Spoctéte urcity integral pro f(x) = ¢/x, a=0, b=1
Resgent: f01 Ixdx = [3x4/3 /41 = 3/4.



Urcity integral - integracni metody

Per partes v urcitém integralu
Jestlize funkce u(x), v(x) maji spojité derivace na (a, b), pak plati:

J7 ¢ (x)v(x)ax = [u()v)1; = f7 u(x)v'(x)dx

a



Urcity integral - integra¢ni metody

Per partes v urcitém integralu
Jestlize funkce u(x), v(x) maji spojité derivace na (a, b), pak plati:

Ja U O)v(x)ax = [uC)v(x)]8 — [, u(x)V'(x)ax

u’:x v=In(x+1) | |, ]
=x2/2 vV =1/(x+1) ‘ = [zt ko =

1, _ 1

Jo mdx 3ln2 —0— fo xle dx = 3In2 — 3 [y ( - x+1)) dx =

3n2 — 3[E —x+In(x+ D))y =1m2-14+1-1m2-0=1

Piklad : [, xin(x + 1)dx =



Urcity integral - integra¢ni metody

Per partes v urcitém integralu
Jestlize funkce u(x), v(x) maji spojité derivace na (a, b), pak plati:

b b
Jo ) v(x)dx = [u(x)v(x)]5 = [; u()v'(x)dx
v=x v=in(x+1)
u=x2/2 v =1/(x+1)
152 _ 1
A o o = 32— 0 — 3 Setitd = 32 — 3 [ (x =1+ gy ) ox =
3n2 — 3[E —x+In(x+ D))y =1m2-14+1-1m2-0=1

Priklad : [ xin(x + 1)dx = ‘ = [£in(x + 1))} -

Substituce v urcitém integralu
Jestlize u = ¢(x) ma spojitou derivaci na (a, b) a je-li f(u) spojitéd na ¢({a, b)),

pak plati f fo(x))e' (x dx_f“’(b) f(u)du.

»(a)



Urcity integral - integra¢ni metody

Per partes v urcitém integralu
Jestlize funkce u(x), v(x) maji spojité derivace na (a, b), pak plati:

b b
Ja U ()v(x)dx = [u(x)v(x)]3 — [; u(x)v'(x)ax

U=x v=In(x+1) | e ]
u=x%/2 v =1/(x+1) ‘ = [zt Dlo -
152 _ 1
A ﬁdx 32— 0 — 3 Setitd = 32 — 3 [ (x =1+ gy ) ox =
3n2 — 3[E —x+In(x+ D))y =1m2-14+1-1m2-0=1

Piklad : [, xin(x + 1)dx =

Substituce v urcitém integralu
Jestlize u = ¢(x) ma spojitou derivaci na (a, b) a je-li f(u) spojitéd na ¢({a, b)),
pak plati f f(x))¢ (x)dx = f;’((al;) f(u)du.
Priklad :
u=x2+2x+3
du = (2x + 2)dx
u(-1) =2, u(0) =3

x+1 _ 0 1 oxy2
f 1 T3 X = o e X =

Sin(u)3 = Sind.
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Nevlastni integral

Nevlastnim integralem vzhledem k intervalu rozumime urcity integral, kde
plati: a = —oco nebo b = co.

Definice : Definujeme [ f(x)dx = lim; f; f(x)dx, pokud tato limita
konverguje. V opacném piipadée fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky

definujeme f f(x)dx = lim¢__ oo bf(x)dx.
oo t

Priklad :
o 1 . t 1 . 17t . 1
Jo° wzax =lime o [5 720X = lime oo [—5], = iMoo —F +

[NIEN
I
o
+
[NIEN
|
LSJ



Nevlastni integral

Nevlastnim integralem vzhledem k intervalu rozumime urcity integral, kde
plati: a = —oo nebo b = oc.

Definice : Definujeme f f(x)dx = lim¢_ f f(x)dx, pokud tato limita
konverguje. V opacném piipadée fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky
definujeme ffoo f(x)dx = lim, o ftb f(x)dx.

Priklad : .

2 hdx = limeyo [y Hax = lime oo [-1], = limyoe 1+ 5 =0+ 5 =1
Integral f f(x)dx nazveme konvergentmm pokud pro néjaké ¢ € R
konverguiji oba integraly f (x)dx, [.° f(x)dx, potom definujeme

J2 f(x)ax = [© f(x)dx + fc f(x)dx



Nevlastni integral

Nevlastnim integralem vzhledem k intervalu rozumime urcity integral, kde
plati: a = —oo nebo b = oc.

Definice : Definujeme f f(x)dx = lim¢_ f f(x)dx, pokud tato limita
konverguje. V opacném piipadée fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky
definujeme ffoo f(x)dx = lim, o ftb f(x)dx.

Priklad : .

2 hdx = limeyo [y Hax = lime oo [-1], = limyoe 1+ 5 =0+ 5 =1
Integral f f(x)dx nazveme konvergentmm pokud pro néjaké ¢ € R
konverguiji oba integraly f (x)dx, [.° f(x)dx, potom definujeme

J2 fx)ae = [° K x)dx+fc F(x)ax.

Priklad : [~ dx = [7,

co X2—2x+5 2x+5

2t=x—1
(x1

T = ‘ 20t = dx
foooo 4t2+42dt 2 f 0o 121%1 ) f 0o t2 dt +3 fO [211 dt =
slarctg()]® o + 3larctg(t)]g° = 5(0 — ¢ + 3-0)=




Nevlastni integral

Nevlastni integral vzhledem k funkci
Jestlize f(x) je neomezend v bodé b, ale je omezend na intervalu (a, t) pro

libovolné t € (a, b), pak definujeme fab f(x)dx = lim;_p_ fat f(x)dx, pokud
tato limita existuje. Jinak fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky se pro
funkci neomezenou v bodé a definuje [2 f(x)dx = lim,a; [, f(x)dx.
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Nevlastni integral vzhledem k funkci
Jestlize f(x) je neomezena v bodé b, ale je omezena na intervalu (a, f) pro

libovolné t € (a, b), pak definujeme fab f(x)dx = lim;_p_ fat f(x)dx, pokud
tato limita existuje. Jinak fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky se pro
funkci neomezenou v bodé a definuje [2 f(x)dx = lim,a; [, f(x)dx.
PHiklad : [) <=dx = lim o, J, d=ax = lim o, [5x*/5/4]} =

lim;_04(5/4 —5V/t*/4) =5/4 — 0 = 5/4.
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Nevlastni integral vzhledem k funkci
Jestlize f(x) je neomezena v bodé b, ale je omezena na intervalu (a, f) pro

libovoIné t € (a, b), pak definujeme fab f(x)dx = lim;_,p_ fat f(x)dx, pokud
tato limita existuje. Jinak fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky se pro
funkci neomezenou v bodé a definuje [2 f(x)dx = lim,a; [, f(x)dx.

PHiklad : [) <=dx = lim o, J, d=ax = lim o, [5x*/5/4]} =

lim;_o.(5/4 —5Vt4/4) =5/4 —0=5/4.

Poznamka : Je-li funkce f(x) je neomezena v bodé c € (a, b), pak
definujeme f: f(x)dx = [ f(x)dx + fcb f(x)dx, pokud oba integraly na pravé
strané existuji.



Nevlastni integral

Nevlastni integral vzhledem k funkci
Jestlize f(x) je neomezena v bodé b, ale je omezena na intervalu (a, f) pro

libovolné t € (a, b), pak definujeme fab f(x)dx = lim;_p_ fat f(x)dx, pokud
tato limita existuje. Jinak fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky se pro
funkci neomezenou v bodé a definuje [2 f(x)dx = lim,a; [, f(x)dx.
PHiklad : [) <=dx = lim o, J, d=ax = lim o, [5x*/5/4]} =

lim;_o.(5/4 —5Vt4/4) =5/4 —0=5/4.

Poznamka : Je-li funkce f(x) je neomezena v bodé c € (a, b), pak
definujeme f: f(x)dx = [ f(x)dx + fcb f(x)dx, pokud oba integraly na pravé
strané existuji.

Piklad : Spodtéte: f02 Adx

Spatny postup: fo X = [In|x —15=Im —In1=0

Spravné: funkce neni deflnovana v bodé 1, tedy

Jo srdx = fy srdx+ [ iy = lime g [inlx — 1[5+ limg o [n]x — 1])7 =
— In1 4+ In1 — o, integral diverguje.



Funkce vice proménnych

Necht n €, uvazujme D C R” (prostor usporadanych n-tic realnych Cisel).
Zobrazeni mnoziny D do R nazveme funkci n proménnych. PiSeme
zZ="f(X1,Xe,...,Xn), Kde X1, X2, ..., Xp] € R".
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Poznamka : Metrika v R"

Budeme pozivat euklidovskou metriku (vzdalenost); vzdalenost mezi
A=lai,a,...,a) € R"a B =[by,bo,..., by € R"je definovana jako
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Funkce vice proménnych

Necht n €, uvazujme D C R” (prostor uspofadanych n-tic realnych Cisel).
Zobrazeni mnoziny D do R nazveme funkci n proménnych. PiSeme
zZ="f(X1,Xe,...,Xn), Kde X1, X2, ..., Xp] € R".

Poznamka : Metrika v R"

Budeme pozivat euklidovskou metriku (vzdalenost); vzdalenost mezi
A=lai,a,...,a) € R"a B =[by,bo,..., by € R"je definovana jako

p(A,B) = /(@ — b1)2 + (@2 — Ba)2 + ... + (@ — bn)2 .

Obdobné jako u funkce jedné proménné tedy mizeme definovat okoli bodu
A=lai,ap,...,an € R". Pro > 0 nazveme ¢ - okolim bodu A mnozinu
v8ech bodu z R”, jejichZ vzdalenost od bodu A je mensi nez §;

Us(A) = {X € R", p(X, A) < 5}



Limita funkce vice proménnych

Definice : Rikame, Ze funkce f(x, Xz, ..., X,) ma v bodé X° = [x%, x9, ..., x9]
limitu rovnu A € R a piSeme limy_, xo f(X) = A, jestlize pro Ve > 036 > 0 tak,
Ze f(X) je definovana v ryzim okoli Us(X°) \ {X°} a pro vSechna X z tohoto
okoli plati: |f(X) — A| < e. (1. "pro v8echna X blizka X° plati f(X) ~ A.)



Limita funkce vice proménnych

Definice : Rikame, Ze funkce f(x, Xz, ..., X,) ma v bodé X° = [x%, x9, ..., x9]
limitu rovnu A € R a piSeme limy_, xo f(X) = A, jestlize pro Ve > 036 > 0 tak,
Ze f(X) je definovana v ryzim okoli Us(X°) \ {X°} a pro vSechna X z tohoto
okoli plati: |f(X) — A| < e. (1. "pro v8echna X blizka X° plati f(X) ~ A.)

Poznamka : Pro pocitani s limitami plati analogicka pravidla jako u funkce
jedné proménné. Obdobné se zavadéji i nevlastni limity.

Definice : If{ekneme, ze funkce f(x1, X2, . .., Xn) j€ spojita v bodé
X0 =[x2,x2,...,x7], jestlize m& v tomto bodé limitu a plati:

||mx_>)@ f(X) = f(XO)



Limita funkce vice proménnych

Definice : Rikame, Ze funkce f(x, Xz, ..., X,) ma v bodé X° = [x%, x9, ..., x9]
limitu rovnu A € R a piSeme limy_, xo f(X) = A, jestlize pro Ve > 036 > 0 tak,
Ze f(X) je definovana v ryzim okoli Us(X°) \ {X°} a pro vSechna X z tohoto
okoli plati: |f(X) — A| < e. (1. "pro v8echna X blizka X° plati f(X) ~ A.)

Poznamka : Pro pocitani s limitami plati analogicka pravidla jako u funkce
jedné proménné. Obdobné se zavadéji i nevlastni limity.

Definice : Rekneme, Ze funkce f(x1,X2,...,Xn) j€ spojitd v bodé
X0 =[x2,x2,...,x7], jestlize m& v tomto bodé limitu a plati:

||mx_>)@ f(X) = f(XO)

Priklad : Funkce f(x,y) = ﬁyz je spojita ve vdech bodech R? kromé bodu
[0,0].



Parcialni derivace

Uvazujme nejprve funkci dvou proménnych f(x, y) a poloZme y rovno
konstanté y,. Dostaneme funkci jedné proménné, oznacme ji g(x) = f(x, yo).
Jestlize ma tato funkce derivaci v bodé xo, tj. existuje-li

g’ (X0) = limy_, KM){:M;‘(OMZ nazveme ji parcialni derivaci funkce f(x, y) v
bodé [xo, o] podle proménné x. Oznacujeme ji f;(xo,¥o) nebo f(xo, ¥o)

nebo %%1 . Analogicky se definuje parcialni derivace podle y.



Parcialni derivace

Uvazujme nejprve funkci dvou proménnych f(x, y) a poloZme y rovno
konstanté y,. Dostaneme funkci jedné proménné, oznacme ji g(x) = f(x, yo).
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g’ (X0) = limy_, ﬁmxjuf(om nazveme ji parcialni derivaci funkce f(x, y) v
bodé [xo, o] podle proménné x. Oznacujeme ji f;(xo,¥o) nebo f(xo, ¥o)

nebo %%1 . Analogicky se definuje parciélni derivace podle y.

Poznamka : Pro funkci n proménnych se parcialni derivace definuji obdobné.
Derivujeme-li podle x;, ostatni proménné povazujeme za konstanty. Parcialni
derivace funkce f(X) v bodé X° zna¢ime napfiklad

£ (X0), £, (X0), ..., fr (XO).



Parcialni derivace

Uvazujme nejprve funkci dvou proménnych f(x, y) a poloZme y rovno
konstanté y,. Dostaneme funkci jedné proménné, oznacme ji g(x) = f(x, yo).
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bodé [xo, o] podle proménné x. Oznacujeme ji f;(xo,¥o) nebo f(xo, ¥o)

nebo %%1 . Analogicky se definuje parciélni derivace podle y.
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Derivujeme-li podle x;, ostatni proménné povazujeme za konstanty. Parcialni
derivace funkce f(X) v bodé X° zna¢ime napfiklad

£ (X0), £, (X0), ..., fr (XO).

Pfiklad : Funkce f(x,y) = x? +3y? + 5xy — 4x + y — 1 ma parcialni derivace
fi(x,y) =2x+0+5y —4+0afy(x,y)=0+6y+5x—-0+1



Parcialni derivace

Uvazujme nejprve funkci dvou proménnych f(x, y) a poloZme y rovno
konstanté y,. Dostaneme funkci jedné proménné, oznacme ji g(x) = f(x, yo).
Jestlize ma tato funkce derivaci v bodé xo, tj. existuje-li

g’ (X0) = limy_, ﬁmxjufmm nazveme ji parcialni derivaci funkce f(x, y) v
bodé [xo, o] podle proménné x. Oznacujeme ji f;(xo,¥o) nebo f(xo, ¥o)

nebo %%1 . Analogicky se definuje parciélni derivace podle y.

Poznamka : Pro funkci n proménnych se parcialni derivace definuji obdobné.
Derivujeme-li podle x;, ostatni proménné povazujeme za konstanty. Parcialni
derivace funkce f(X) v bodé X° zna¢ime napfiklad

£ (X0), £, (X0), ..., fr (XO).

Pfiklad : Funkce f(x,y) = x? +3y? + 5xy — 4x + y — 1 ma parcialni derivace
fi(x,y) =2x+0+5y —4+0afy(x,y)=0+6y+5x—-0+1

Priklad : Funkce f(x,y,z) = ﬁ ma parcialni derivace

1. 2)—x.0 0. 2)—x.1 _
f(x.y.2) = HEERE = Gl (0 y.2) = HEER = iy
_ 0.(y+2%)—x.2z —2xz

fz/(Xaya Z) - y+22)2 = U+2)2



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)




Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

i



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

i

Priklad : Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého fadu pro funkci
f(x,y,2) = 3x% 4+ y? + z° — xyz.



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

Priklad : Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého fadu pro funkci
f(x,y,z) =3x? + y? + 2% — xyz.
fy =6x—yz, f, =2y — xz, f, =322 — xy,



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

i

Priklad : Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého fadu pro funkci
f(x,y,2) = 3x% 4+ y? + z° — xyz.

fy =6x—yz, f, =2y — xz, f, =322 — xy,

fix =6, fy =2, f,;, =62,



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

Priklad : Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého fadu pro funkci
f(x,y,2) = 3x% 4+ y? + z° — xyz.

fy =6x—yz, f, =2y — xz, f, =322 — xy,

fix =6, fy =2, f,;, =62,

fyy=—=2,fz ==y, lyz = —X,



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

i

Priklad : Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého fadu pro funkci
f(x,y,2) = 3x% 4+ y? + z° — xyz.

fy =6x—yz, f, =2y — xz, f, =322 — xy,

fix =6, fy =2, f,;, =62,

fxy =-2,h,=—Y, fyz = —X,

fyix =—=2, ==y, f, = —X.



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fiy(Xo) nebo £y (Xo) nebo 5700

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

i

Priklad : Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého fadu pro funkci
f(x,y,2) = 3x% 4+ y? + z° — xyz.

fy =6x—yz, f, =2y — xz, f, =322 — xy,

fix =6, fy =2, f,;, =62,

fxy =-2,h,=—Y, fyz = —X,

fyix =—=2, ==y, f, = —X.

Véta : Jestlize ma funkce f spojité parcialni derivace az do fadu k v néjakém
okoli Us(Xp) bodu Xy, nezélezi na porfadi, ve kterém derivujeme, tedy napt.

Fix (Xo) = £ (X0)



Totalni diferencial

Definice : Uvazujme bod X° = [x?,...,x8] € R". Ma-li funkce f v okoli
Us(Xo) bodu Xj spojité parcialni derivace prvniho fadu, definujeme linearni
zobrazeni df(dxi,...,dxs) = f; (Xo).dxq + ... £ (Xo).dx, Toto zobrazeni

nazyvame totalnim diferencialem funkce f v bodé Xj. (misto dx; piSeme
nékdy také x; — x?)



Totalni diferencial

Definice : Uvazujme bod X° = [x?,...,x8] € R". Ma-li funkce f v okoli
Us(Xo) bodu Xj spojité parcialni derivace prvniho fadu, definujeme linearni
zobrazeni df(dxi,...,dxs) = f; (Xo).dxq + ... £ (Xo).dx, Toto zobrazeni
nazyvame totalnim diferencialem funkce f v bodé Xj. (misto dx; piSeme
nékdy také x; — x?)

Poznamka : Pro n= 2 je vztahem

z = f(Xo, Yo) + df(dx, dy) = f(xo, Yo) + fi(Xo0. Yo) (X — Xo) + f(X0. Yo)(¥ — ¥o)
definovana te€na rovina ke grafu funkce f(x, y) v bodé T = [xo, Yo, Zo].



Totalni diferencial

Definice : Uvazujme bod X° = [x?,...,x8] € R". Ma-li funkce f v okoli
Us(Xo) bodu Xj spojité parcialni derivace prvniho fadu, definujeme linearni
zobrazeni df(dxi,...,dxs) = f; (Xo).dxq + ... £ (Xo).dx, Toto zobrazeni
nazyvame totalnim diferencialem funkce f v bodé Xj. (misto dx; piSeme
nékdy také x; — x?)

Poznamka : Pro n= 2 je vztahem

z = f(Xo, Yo) + df(dx, dy) = f(xo, Yo) + fi(Xo0. Yo) (X — Xo) + f(X0. Yo)(¥ — ¥o)
definovana te€na rovina ke grafu funkce f(x, y) v bodé T = [xo, Yo, Zo].

PFiklad : Urcete diferencial funkce f(x,y) = e~ vbodé T = [1, 1]



Totalni diferencial

Definice : Uvazujme bod X° = [x?,...,x8] € R". Ma-li funkce f v okoli
Us(Xo) bodu Xj spojité parcialni derivace prvniho fadu, definujeme linearni
zobrazeni df(dxi,...,dxs) = f; (Xo).dxq + ... £ (Xo).dx, Toto zobrazeni
nazyvame totalnim diferencialem funkce f v bodé Xj. (misto dx; piSeme
nékdy také x; — x?)

Poznamka : Pro n= 2 je vztahem
z = f(Xo, Yo) + df(dx, dy) = f(xo, Yo) + fi(Xo0. Yo) (X — Xo) + f(X0. Yo)(¥ — ¥o)
definovana te€na rovina ke grafu funkce f(x, y) v bodé T = [xo, Yo, Zo].

Pfiklad : Ur&ete diferencial funkce f(x, y) = =¥ vbodé T = [1,1]
Reseni: Funkce ma parcialni derivace f.(x,y) = e’ v . 2x,

f(x,y) = e’ Y . (~2y). Tedy f/(1,1) = e° - 2 =2, f,(1,1) = —2. Diferencial
funkce v bodé T = [1,1] je df(dx, dy) = 2dx — 2dy. Rovnice te¢né roviny je
z=e"+2(x-1)-2(y —1)=1+2x—2y.

Poznamka : Pfidanim dalSich ¢lend s derivacemi vyssich fadl bychom
dostali Taylor(iv polynom vy$siho stupné.



Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f(X) ma lokalni minimum v bodé X° € R”, jestlize
existuje okoli Us(X?) takové, ze pro v8echna X € Us(X°) plati: f(X°) < f(X).
Analogicky lokalni maximum.

Poznamka : V pfipadé ostrych nerovnosti mluvime o ostrych lokdalnich
extrémech.

Véta : Ma-li funkce f(X) v bodé X° lokalni extrém, pak véechny parcialni
derivace, které zde existuji, musi byt rovny 0

Poznamka : Body, ve kterych jsou vSechny parcialni derivace nulové,
nazyvame stacionarni.

Piiklad : Najdéte stacionarni body funkce f(x, y) = x® + 3y? + 6xy + 1.
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Poznamka : Body, ve kterych jsou vSechny parcialni derivace nulové,
nazyvame stacionarni.

Piiklad : Najdéte stacionarni body funkce f(x, y) = x® + 3y? + 6xy + 1.
fl = 3x2 + 6y, f, = 6y + 6x.



Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f(X) ma lokalni minimum v bodé X° € R”, jestlize
existuje okoli Us(X?) takové, ze pro v8echna X € Us(X°) plati: f(X°) < f(X).
Analogicky lokalni maximum.

Poznamka : V pfipadé ostrych nerovnosti mluvime o ostrych lokdalnich
extrémech.

Véta : Ma-li funkce f(X) v bodé X° lokalni extrém, pak véechny parcialni
derivace, které zde existuji, musi byt rovny 0

Poznamka : Body, ve kterych jsou vSechny parcialni derivace nulové,
nazyvame stacionarni.

Piiklad : Najdéte stacionarni body funkce f(x, y) = x® + 3y? + 6xy + 1.
f, = 3x2 + 6y, f = By + 6X.

Rovnice pro stacionarni bod jsou

3x2+6y =0, 6y +6x=0.



Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f(X) ma lokalni minimum v bodé X° € R”, jestlize
existuje okoli Us(X?) takové, ze pro v8echna X € Us(X°) plati: f(X°) < f(X).
Analogicky lokalni maximum.

Poznamka : V pfipadé ostrych nerovnosti mluvime o ostrych lokdalnich
extrémech.

Véta : Ma-li funkce f(X) v bodé X° lokalni extrém, pak véechny parcialni
derivace, které zde existuji, musi byt rovny 0

Poznamka : Body, ve kterych jsou vSechny parcialni derivace nulové,
nazyvame stacionarni.

Piiklad : Najdéte stacionarni body funkce f(x, y) = x® + 3y? + 6xy + 1.
f, = 3x2 + 6y, f, = 6y + 6x.

Rovnice pro stacionarni bod jsou

3x2+6y =0, 6y +6x=0.

Z druhé rovnice dostaneme y = —x a po dosazeni do prvni dostaneme
kvadratickou rovnici 3x2 — 6x = 0, jeji kofeny jsou x; = 0, xo = 2. Potom
y1 =0, y» = —2. Nasli jsme dva stacionarni body [0, 0], [2, —2].



Lokalni extrémy

Uvazujme funkci f(x, y) a jeji stacionarni bod [xo, yo]. Pokud jsou v néjakém
okoli bodu [xp, yo] spojité parcialni derivace druhého fadu, polozime

i (X0, ¥0)  f,(X0, ¥0)
fix(Xo0,¥0) 1,/ (X0, ¥0)
V pfipadé, ze A(xp, o) < 0, neni v bodé [x, yo] lokalni extrém (potom bod
[X0, Yo] nazyvame sedlovy bod). Je-li A(xp, o) > 0, je v bodé [xo, yo] lokalni
extrém, a to minimum pro f(xo, o) > 0 a maximum pro f(xo, o) < O.

A(Xo0, ¥0) =




Lokalni extrémy

Uvazujme funkci f(x, y) a jeji stacionarni bod [xo, yo]. Pokud jsou v néjakém
okoli bodu [xp, yo] spojité parcialni derivace druhého fadu, polozime

(X0, ¥0)  fiy (X0, Yo)
fix(xo0, ¥o0)  1)/(x0, Y0)
V pfipadé, ze A(xp, o) < 0, neni v bodé [x, yo] lokalni extrém (potom bod
[X0, Yo] nazyvame sedlovy bod). Je-li A(xp, o) > 0, je v bodé [xo, yo] lokalni
extrém, a to minimum pro £/ (xo, o) > 0 a maximum pro f(xo, o) < O.
Priklad : Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = x® +3y? + 6xy + 1z
pfedchoziho pfikladu.
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Lokalni extrémy

Uvazujme funkci f(x, y) a jeji stacionarni bod [xo, yo]. Pokud jsou v néjakém
okoli bodu [xp, yo] spojité parcialni derivace druhého fadu, polozime

(X0, ¥0)  fiy (X0, Yo)
fix(Xo0,¥0) 1,/ (X0, ¥0)
V pfipadé, ze A(xp, o) < 0, neni v bodé [x, yo] lokalni extrém (potom bod
[X0, Yo] nazyvame sedlovy bod). Je-li A(xp, o) > 0, je v bodé [xo, yo] lokalni
extrém, a to minimum pro £/ (xo, o) > 0 a maximum pro f(xo, o) < O.
Priklad : Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = x® +3y? + 6xy + 1z
pfedchoziho pfikladu.

Nejprve spocteme parcialni derivace druhého fadu, zderivujeme funkce

f, =3x2+6y af, =6y +6x:

i =6x, fy, =1, =61 =86.

A(Xo0, ¥0) =




Lokalni extrémy

Uvazujme funkci f(x, y) a jeji stacionarni bod [xo, yo]. Pokud jsou v néjakém
okoli bodu [xp, yo] spojité parcialni derivace druhého fadu, polozime

(X0, ¥0)  fiy (X0, Yo)
fix(Xo0,¥0) 1,/ (X0, ¥0)
V pfipadé, ze A(xp, o) < 0, neni v bodé [x, yo] lokalni extrém (potom bod
[X0, Yo] nazyvame sedlovy bod). Je-li A(xp, o) > 0, je v bodé [xo, yo] lokalni
extrém, a to minimum pro £/ (xo, o) > 0 a maximum pro f(xo, o) < O.
Priklad : Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = x® +3y? + 6xy + 1z
pfedchoziho pfikladu.

Nejprve spocteme parcialni derivace druhého fadu, zderivujeme funkce

f, =3x2+6y af, =6y +6x:

fl =6x, fy, =1, =61 =6

Sestavime determinant matice druhych derivaci v bodé [0, O]:

20.0)=| g o ‘ —0—6.6=-36 < 0. Vbodé [0,0] je tedy sedlovy bod.

A(Xo0, ¥0) =




Lokalni extrémy

Uvazujme funkci f(x, y) a jeji stacionarni bod [xo, yo]. Pokud jsou v néjakém
okoli bodu [xp, yo] spojité parcialni derivace druhého fadu, polozime

(X0, ¥0)  fiy (X0, Yo)
fix(Xo0,¥0) 1,/ (X0, ¥0)
V pfipadé, ze A(xp, o) < 0, neni v bodé [x, yo] lokalni extrém (potom bod
[X0, Yo] nazyvame sedlovy bod). Je-li A(xp, o) > 0, je v bodé [xo, yo] lokalni
extrém, a to minimum pro £/ (xo, o) > 0 a maximum pro f(xo, o) < O.
Priklad : Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = x® +3y? + 6xy + 1z
pfedchoziho pfikladu.

Nejprve spocteme parcialni derivace druhého fadu, zderivujeme funkce

f, =3x2+6y af, =6y +6x:

fl =6x, fy, =1, =61 =6

Sestavime determinant matice druhych derivaci v bodé [0, O]:

A0.0)=| g o |=0-66=-36<0.Vbods[0,0] je tedy sediovy bod.
Pro [2, —2] dostaneme A(2,-2) = 12.6 — 6.6 = 36 > 0, jde tedy o extrém a
protoze f/(2,—-2) = 12 > 0, je v bodé [2, —2] lokaIni minimum.

A(Xo0, ¥0) =




