Linearni proces [linear process]

Teoretickym zakladem modell tzv.Boxovy-Jenkinsovy metodologie je linearni
proces, ktery je definovan jako

() v =&+t g 65+ =(1 +,B+yY,B’ +y; B’ ""-)5: =Y(B).E,
kde {gt} je tzv. bily Sum [white noise] [= posloupnost nekorelovanych, stejné
rozdélenych nahodnych veli¢in s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim
koneénym rozptylem o> >0]a B je operator ¢asového posunu.

Dale se predpoklada, ze mocninna fada (/(z) proménné z konverguje pro |z|<1
(tj. uvniti a na jednotkovém kruhu v komplexni roviné).

Za tohoto predpokladu Ize ukazat, ze nekoneéné rfady nahodnych veli¢in (1) pro
jednotliva t konverguji podle kvadratického stredu’, priéemz limitni hodnoty {yt}

tvofi stacionarni posloupnost s nulovou stfedni hodnotou £(y,)=0

Jiné vyjadreni linearniho procesu (1), které je uzitené napf. pfi konstrukci
predpovédi, je mozné v pripadé, ze tento proces je invertibilni a 1ze ho zapsat jako
(2) Ve STYeop ¥ Y5 ¥ T3y, 5.t & neboli

(2A) E =V Ty ~ Yoy ~ Y3 ~ . = TU(B).Y;,

Pritom postacujici podminkou invertibility je predpoklad analogicky predpokladu
(2), ze

(3) mocninna fada 71(z) konverguje pro \z\ <1, tj. uvnitf a na jednotkovém kruhu
v komplexni roviné.

Poznamka1 Existuje fada diivodi, pro¢ modely postavené na principu linearniho
procesu jsou vhodné pro modelovani reality. Necht' pro stacionarni proces {yt}

s nulovou stfedni hodnotou predpovidame hodnotu{y,} na zakladé znalosti
minulych hodnot Y,_, ={y,_,,y,_5,....}. Optimalni pfedpovédi ve smyslu
minimalni chyby MSE je pak E{yt—l‘Yt—l}’ pfiéemz chyba této predpovédi je

(4) € =V _E(yt‘Yt—l)

Ma vlastnosti bileho Sumu a oznacuje se jako inovace [innovation]. Oznaceni je
vcelku logické, protoze inovaéni proces {et} odpovida nepredikovatelnému
pohybu v hodnotach {y,}. Jestlize je navic proces {y,} normalné rozdélen, pak
podminéna stfedni hodnota E(yt‘Yt—l) ma tvar linearni kombinace hodnot
{y,-1,9,-,....} avztah (4) mizeme prepsat jako

(5) € =Vt TNV T Yi—p T

coz je pravé invertovany tvar (2) linearniho procesu.

' Rekneme, ze posloupnost nahodnych veligin {X t} konverguje k n.v. X podle stfedu (je cauchyovska
podle stfedu), jestlize lim , _ o, E|X, = X|=0,resp.lim ; ,  E|X, - X =0



Poznamka2 Protoze plati &, = 71(B).y, = n(B){/(B)é&,, musi ziejmé platit

(6) n(B)y(B)=1

(6A) ¢ -m =0, ¢,-¢m-1,=0, ¢Y3-Y,m-Ym,-7;=0 atd.
Tyto vztahy lze pouZit pro pfevod parametri {(;} na parametry {7,} a naopak.
Formalné Ize také uplatnit zapis

(7) (B)=Y(B)".

Proces klouzavych souctii MA [moving average process}?

Proces klouzavych souctl fadu ¢ se znaéi MA(q) ma tvar
(11) V=& O +O,6 ... +0,E_ =0(B)E,

kde 6,.6,..6, jsou parametry a 6(B)=1+6,8+..+6,B7 je tzv. operator
klouzavych soucti. Proces MA(q) tedy ziejmé vznika useknutim linearniho
procesu (1) v bodé, ktery odpovida zpozdéni ¢ .

Proces MA(q) je vzdy stacionarni, ma nulovou stiedni hodnotu a rozptyl velikosti

(12) o’ = (1+912 +6,° +...+6q2)02 ama
autokorelacni funkci
6 +6,8,,.,+.+6,_,6
(13) oy =& ATk 4550 bro k=124
1+0° +6,°+..+6.°
1 2 q
or =0 pro k >g

Autokorelacni funkce ma tedy bod useknuti %, roven fadu modelu 4.
ovéreni:
_CoV(y,,yy) _COV(E, +BE, .6, tBE,) _
o, Jola+6o 1+,

COV(E,€,1) t 6 COV(£,£,,) + 6 var(€, ) + 912 COV(E,4&,5) _ 9L0€2 _ 6
raeay E)

Parcialni autokorelacni funkce p,, procesu MA(q)nema bod useknuti, ale je

omezena linearni kombinaci geometricky klesajicich posloupnosti a sinusoid
s geometricky klesajicimi amplitudami.

Proces M4(q) je invertibilni, jestlize vSechny kofeny z;,z,,..z, polynomu 6(z)
leZi vné jednotkového kruhu v komplexni roviné (tj.|z;| > 1|z, > 1...., ‘zq‘ >] , nebot’
potom je spinén predpoklad (3).

2 MA proces nema zadnou piimou souvislost s dfive popsanou metodou klouzavych priméri uzivanou
pro eliminaci trendu ¢asové fady.



Proces MA(1) - proces klouzavych souctu 1. fadu

(14) Ve =& 018

ma autokorelacni funkci

ovéfeni: vyjdeme z definice (6) obecného AR-procesu

o = Vk2 = oV dick) - CoV0idick). 3 yypoéitame
0,7 aryarsr | 0p0yi

s bodem useknuti k), =1 .

_ cov(y,ye—1) _cov(e +01e—1,60—1 +016-2) _
2 2
yt.O' Vil \/0'8 ]+91 )08 (]+0] )

cov(eeg—1 )+ 01 cov(eses—y )+ 0 var(e,_1 ) +0;° cov(er—1&-2) _ 0108

= Y1
Jot (146,22 o 2{i+07%) 1+0p

protoze ze Ctyr €lend v Citateli je jen jeden nenulovy a protoZe podle (14) dale plati

( Pfi odvozovani respektujeme pravidlo nekorelovanosti nahodnych slozek &;,&; pro ¢ Zs.)

_ COV(J/t yt k) _cov(e +0pe—1.6—f +018—f—1) _
\/ 0 Yi-k \/082(]"'012)‘782(]4"912)-
cov(eger— )+ 0 cov(er—y - )+ 0 cov(es &—g—1) + 01" cov(er—jes—k—1) —0
ot (146122

protoze pfi k = 2 se ve jmenovateli neobjevi zadné dvé slozky &, &, se stejnym indexem. 0.

Jeho parcialni autokorelacni funkce p,, ma tvar (bez bodu useknuti):

-1)eri-67°
(15) O = (=16, 2(k+2 " ) pro k =1,2.3,...
1 - 6]
Takze je v pfipadé invertibility procesu opravdu geometricky klesajici posloupnost
6,
16 =
(16) || = 167

Podminka invertibility zde ma totiz velmi jednoduchy tvar |6,| < 1. Protoze

< 51<0.5. Tato

p; = 2 —, musi pro invertibilni MA(1) proces byt |,01|:‘
]+91

1+6;
nerovnost plati dokonce pro vechna |6,| # /.




MA(1)-polynom ma tvar (B)=1+6,B, tedy 8(z)=1+6,z, po anulovanif,z = -1, jediny (a

to realny) koren MA(1)-polynomu je tedy roven z = —1/ ;. (6, muze byt pfirozené také zaporné.)

Ma-li koien tohoto polynomu (pro invertibilitu) lezet vné jednotkového kruhu, musi platit bud’

(P1) z=-1/6<-1 nebo (P2) z=-1/6, >1

* Podminka (P1) muze byt spInéna jen pfi kladném &, a pfi splnéni &, <1 ti. 0<6,<1

* Podminka (P2) mize byt spInéna jen pfi zaporném &, a pfi splnéni 6, > -1 tj. -1<6; <0
Obé eventuality pokryva souhrnna podminka |6;| < I .

Proces MA(2) - proces klouzavych souétl 2. fadu
(17) V=& +6E +be
ma autokorelaéni funkci

(18) s bodem useknuti k, = 2.

ovéfeni:
- 2 2 2 2 2__2 2 2
varyy =og, +0; e, +0) Og,_," =0 (1+0;7 +05°)

— 2 2 2 2 2__2 2 2
vary;—j =og,_ = +01" 0, " +03" 0, 7 =07 (1407 +657)

— 2 2 2 2 2__ 2 2 2
varyi-3 =0 _, +0; Og,_, +0, Og,_,  =0g (1+0;7 +605°)

cov(y. Yi-1) _ cov(& + G161+ 626361+ 6155+ & -3) _
2 2 2 2,02, 2 2,2
\/U yt.a' Vi1 \/O'g (]+6] +92 ).0'5 (]"'6] +92 ).

P =

91 COV(gt_I,Et_I) + 9192 COV(Et_g’gt_Z) _ 910'52 + 9].020'52 _ 8] + 9].92

2 2 2, 2 2
\/054(]+6?12+922)2 O (1+6;7+6,") (1+67 +6,")
_cov(y.yi—p) _cov(é& tB1E 1+ 6r6 3.6+ 0153+ 626-4) _
2 2 2 2 2, 2 2 2
\/U yt'U Vie2 \/Ug (]+6] +62 )0'5 (]+0] +62 )

O, cov(&-2.6-2)  _ 6,0, _ &
\/054(1 +6° +6,° ) ol(1+67 +6°) 1+6° +6)°
_ cov(yp. Vi) _cov(& + 01+ OrE 5. E—f T O1&——1 Y OrE—f—2) _
\/Jzyt-azyt—k \/052(1"'912)052(1"'912)-
0 =
\/0'54(1 v ‘912)2
protoze pfi k = 3 se ve jmenovateli neobjevi Zzadné dveé slozky ¢, &; se stejnym indexem.

Pfi odvozovani respektujeme pravidlo nekorelovanosti ndhodnych slozek &;,& pro ¢ s . O.



Podminka invertibility (2) ma pro proces AMA(2) tvar
takze oblast invertibility procesu MA(2) v roviné s vodorovnou osou pro hodnoty

6, a se svislou osou pro hodnoty &, vyplni vnitfek trojuhelnika s vrcholy

(-2.1),(0.-1)a (2.1).

MA(2)-polynom ma tvar ¢ B)=1+6, B+ 92B2 , tedy @gz)=1+6,z+ 6?222 , po anulovani
0=1+6z+6,z° neboli  Gyz? +6z+1=0
Kofeny AR (2)-polynomu ziskame jako feSeni této kvadratické rovnice s podminkou |z;||z5| > 1

(pro reélny i komplexni pfipad).
-6 % 1/ —492

a) Jsou-li kofeny rediné, rizné, pak musi byt spinény podminky

(A) 6?1 -46, >0, tedy. soucasné (B)} /9 2‘>1,tedy
%

2_4
(B1) ‘91 +6” 46, } >1 ataké (BZ)‘ \” ~46;

‘ 26,

Pokud e <0, pakje odminka (4 spini vy,

‘91+\/912‘4¢92 L . ,
= je zaporny, protoze (pfi zaporném jmenovateli) ma kladny citatel.

W

ohledu na znaménko 6, odemtame kladnou odmocninu, jejiz absolutni hodnota je pfi &, < 0 vétsi nez absolutni
hodnota — 6, .)

-6, ++6,> -46
Podminka (B1) ma zde tvar — ! 2 <-1tj. -6, +1/6,> -46, >-26,

26,
tj. 6% 46, > 20, +6,,1).6,> —46, >46,° +6,° - 46,6, tj.— 46, > 46,° — 46,6,

.0>6,° -6,6,+6, .0>6,(6, -6 +1)j.0<8, -6, +1 tj.-
~6,-16% - 46
Podminka (B2) ma zde tvar ! 291 2> ti. -6 —1,912 -46, <26,

2
tj.—6,2 —46, <26, +6,1j.6,> =46, > 46,7 +6,° +46,6, tj.— 46, > 46,° + 46,6,

.0>6,2 +6,6,+6,, tj. 0>6,(6, +6 +1) .0<6, +6 +1 - I

Reseni této kvadratické rovnice je z;,z, =

‘>1
‘ 292 ‘

Prvni kofen z;

Druhy kofen z, = je kladny, protoze (pii zaporném jmenovateli) ma zaporny éitatel (bez




Dohromady to pro vztahy obou parametrd znamena tyto podminky:
(") 02-1<6,<0,+1

ProtoZe je 8, <0, musi byt prava strana (*) mensinez 1, z éehoz plyne 6, <1
ProtozZe je 8, <0, musi byt leva strana (*) vétSi nez -1, z éehoz plyne 6 > -1

_ pak podminka - predstavuje skute¢né omezeni.
_ -6 +\8° -46,

Znaménko prvniho kofene z; = Y zavisi na znaménku &
2

Pokud & >0 , pak je citatel z; zaporny (kladny obsah odmocniny je v absolutni hodnoté mensi nez &),

kofen z; je zaporny
Pokud & <0 pak je Citatel z; zfejmé kladny (kladné jsou oba scitance souctu), kofen je kladny
, o -6, -6, - 46, o e ,
Znaménko druhého kofene z, = Y rovnéz zavisi na znaménku 6, :
2

Pokud & > 0 pak je Citatel z, zaporny (jmenovatel kladny), kofen z, je tedy zaporny

Pokud 6, <0 pak je ¢itatel z, kladny (jmenovatel kladny), kofen z, je tedy kladny.

Pokud je tedy & > 0 , pak jsou oba kofeny zaporné a musi platit soucasné:

\’912 —462 < —262 +91 —\’912 —462 < -262 +91

Dale jen pokud je =26, +6, >0 tj. 6, > 26, >0, jinak prvni nerovnost nemize platit nikdy

612 —492 < 4022 +012 —43192 612 —492 < 4922 +012 —43192
-6, < 922 —5192 ~6, <6,° —9192
~1<6, - 1<6, -

Potencialnim feSenim je mnozina - pfi podmmkach- -
Pokud je naopak &, <0 , pak jsou oba kofeny kladné a musi platit sou¢asné:

pfi podminkach -,

Vsem vyzadovanim restrikcim vyhovujici feSeni ale nemiize existovat, protoze vzhledem

k podminkam nemuze platit -

Potencialnim feSenim je mnozina




b) Jsou-li kofeny komplexné sdruzené pak musi byt spinény podminky

—6, £6 -46 ‘
(A*) 6,2 -46, <0, tedy 6,%> <46, tj. 6, <2./6, asouéasné‘ 1 \/? ol
2

Plati-li |@, <0, neni podminka (A*) spinéna nikdy (a tedy kofeny komplexné sdruzené byt nemohou)
Pro piipadné komplexné sdruzené koreny tedy musi platit &, >0 .

Podminka - predstavuje zde relevantni omezeni.

:—6?1+1/491 —46, —91 \/ —4492
:—01+1/81 —46?2:—01 \/ —46?2

Z0)
26, 26,
Absolutni hodnoty obou komplexné sdruzenych kofenl spocteme jako

2
2 2 2 2 2
-6 \O," —46, 6, 6,° —46 26,7 —46 |
|Zl|= (—2921J |t =\/ 1 + 1 2 :\/ 1 2 = 2012—492

292 4922 4922 4922 292

Kofeny maji tedy tvar z;

Podminka predstavujici pozadavek, aby oba lezely vné jednotkového kruhu, je dana nerovnosti

ﬁ 26,2 - 46, >1 ,neboli pfi kladném 6, >0
2

V262 -46, >20, 1. 26 -46, >40,° {j. 6% -20, >26,°1j, 6 >2(e22 +a2)

|01| >1/202i92 +1’ .

Takze obor komplexné sdruzenych kofent je dan oborem kladnych parametra 6,6, >0

spliujicich slozené podminky _ .

Omezeni vyplyvaijici z toho (aby prava strana intervalu pfipustnych hodnot musi byt vétsi neZ leva)
,/292192 +1) <2 92 202(92 +1)< 462 2622 < 202 ,tedy 0< 62 <1 .
Zomezeni 0 <6, <1 a|f;|<2,60, plyne,ze -

c) Je-li kofen realny dvojnasobny, pak musi byt diskriminant nulovy, tj. 6,° - 46, =0, neboli

012 =40,, ¢ili ; = 2,/6, , coz mj. implikuje, Ze 6, >0V tomto pFipadé je kofen roven

z=(zj=z3)= ;Ti] , tedy s respektovanim podminky 912 =40, mame : S —2

912 91

Pokud 6; >0 ,je kofen z = ;—2 zaporny a podminka invertibility zni z = ;—2 <-1.0dtud mame
1 1
-2<-60;,neboli 2>0;,tedy 0<0; <2 (aknému pislusny 6, musi byt v rozmezi 0, 0(0,))

Pokud naopakd; <0 , je kofenz = ;—2 kladny a podminka invertibility zni z = ;—2 > /. Odtud
1 1

plyne -2<0;.,tedy -2<6; <0 (ak nému pislusny ¢, musi lezet v rozmezi 6, 0(0,1)).

Je tieba si ale uvédomit, ze



Autoregresni proces AR [autoregressive process]

obecny autoregresni proces fadu p se znaéi AR(p) ma tvar

(21) Ve S @Y1 ¥ Y2t ¥ Gy, + & = @(B).y, + &, neboli

(21A) Ve~ GYi-1 = EVi-2 =t EpVi-p =GBy, = & , kde

%.%2...¢, jSOU parametry a g B)=1-gB+..-@,B” je tzv. autoregresni operator.
Proces AR(p) zfejmé vznika useknutim linearniho procesu v bodé, ktery odpovida
velikosti zpozdéni p.

Proces AR(p) je stacionarni, jestlize vSechny kofeny z,,z,,...,z,, polynomu ¢(z)

lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roviné (tj. pro vSechna \zl

z,|>1),

protoze pak je spinén predpoklad (3). Proces ma v tom pripadé nulovou stredni
hodnotu a jeho rozptyl je roven

3 Zo s

o 2
(22) 0,’ = £ .
[=@p1 =~ @02 == PP,

ovéreni: DefiniCni vyjadieni procesu (21) vynasobime y,, a uplatnime stfedni hodnotu:

YVt =@Ve V-1 TV Ve-2F e ¥ Ep Ve Vi—p T V1 &
(23) Eyi ye = @Ey; yi-1 Y QEV yi-2 t o Y @By v H Ey &y
Vztah (23) podélime rozptylem veli€iny y; . Dostaneme:

E(yz) Ely.y- Ey;.y- EWviyvi-p)  Ely;-
=y, (ytyztz),rw (ytthZ)+ ‘g i tp)+ (e 6;)_
o

y

Ty Ty Ty Ty
Ziejmé mame E(yt2 ): ay2 a E(y’—yzt_k) = Py , takZe dostaneme
Ty
o 2 2
1=gp +@p, +.... +¢,,,0p+a—52,resp. 1-gp -@p, ... ‘%Pp:;z
y y
a po vynasobeni obou stran strany rozptylem y;,
ayz.(l Q0 —BPy = — (0ppp)= g, ,z éehoz plyne (22). o.

a jeho autokorelacni funkce spliiuje diferenéni rovnici
(24) Pr =GPr-1 Y ©Pr— t T E 0, Pro k>0,

Poznamka Pro odvozeni (24) stai vynasobit vSechny éleny rovnosti (21) vyrazem
Vg /ayz a prejit ke strednim hodnotam, pfiéemz vzhledem k moznosti vyjadreni
stacionarniho AR( p) procesu jako linearniho procesu (1), je E(yt_k..st):() pro £ >0:



Vg GV, Vip F Vg FE Y, .
(21) ytyt;k :¢JJ’t Di—k YEVi-2YVi-k . $pYi-pVe—k TEVi-k a dale
Ty Ty
E(v,yi—i) _ GEW—1yi-1)* (o ovi-i )+ e t¢, (,Vt—pyt—k)"'ftyt—k takze
o’ o’ ’
y y
_EGiei) -, EGieies), |, EGiezvik), . EDimpoyiex) | E(6vi-i)
Ty Ty Ty Ty Ty
Neboli Pk =41Pk-1+E2Pk-2* T ¢pPr—p +0 Oo.

Z teorie diferenénich rovnic pritom plyne, Ze jeji feSeni (24) Ize vyjadfit ve tvaru
_ —k —k —k
(25) Pr=0\zy  *tQyz; " +..+a,z,  pro k=0, kde
z1,23,...Z,, jSOU Navzajem rizné kofeny polynomu ¢(z) s vlastnostmi
A= ‘zp‘ >1aa;.a;...a, jsou pevné koeficienty:

a) Pokud jsou koreny :;,z; komplexné sdruZené, pak mohou byt nahrazeny

jedinym élenem tvaru a.d* .sin(Mk+¢p) s 0<d <1.

b) Pokud koreny z;,z ; nejsou navzajem rizné, tzn. néktery z nich je nasobny, pak se pro

vvvvvv

kofen z; snasobnosti r ve vyjadrieni objevi sloZitéjSi €len typu

l
(ﬂo + Bk + Byk? +..,8rk"’)z,~‘k, ktery je vak vyrazné piekryvan prubéhem é&lenu
zi"k. Tak & onak, je autokorelacni funkce procesu AR(p) v podstaté linearni

kombinaci klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusoid ruznych frekvenci
s geometricky klesajicimi amplitudami.
soustava Yule-Walkerovych rovnic

Jestlize zapiSeme vyraz (23) jen pro k =12,..., p, pak dostaneme tzv. soustavu
Yuleovych-Walkerovych rovnic pro vyjadieni parametrii %%, ¢, pomoci

autokorelaci p,,0,,..., 0, (a naopak).

(26) P =GP TGt +¢,0,2

Soustava Yuleovych-Walkerovych rovnic umoziuje vypocCist hodnoty autokorelaéni funkce na
zakladé znalosti parametrii autoregresniho procesu obecné p-tého radu ¢1,¢2,...,¢pjako

reSeni soustavy p linearnich rovnic o p neznamych p;,p5....p,,.



Parcialni autokorelacni funkce p,, procesu AR(p)ma bod useknuti &, rovny
fadu modelu p. To plyne pfimo z definice parcialni autokorelaéni funkce, coz €ini
z této funkce dulezity nastroj pro identifikaci autoregresnich procesu.

Proces AR(p)_je_vZdy invertibilni. Je to zfejmé, nebot’ (23) je jiz zapis tohoto

modelu v invertovaném tvaru.
Proces AR(1) - autoregresni proces 1. fadu

(27) Y, =@y-; T & je stacionarni pii |¢| <1
V tomto pfipadé ma nulovou stfedni hodnotu a rozptyl procesu AR(1) je roven

(28) o, =

Jeho autokorelacni funkce ma tvar

(29) o =q" pro k =0,1,2.3,...

ve tvaru geometricky klesajici posloupnosti (oscilujici pro zaporné ¢ a bez bodu
useknuti). Specialné je pro £ =1

(30) P =¢ , cozznamena, ze

P, = ¢, prvni autokorelace procesu AR(1)_se rovna prévé jeho autoregresnimu

parametru. Proto duleZitou roli v modelu hraje znaménko parametru ¢;.

a) Pokud plati ¢ >0 (pozitivni autokorelovanost), pak je patrna setrvacnost ve
znaménkach sousednich hodnot (s relativné malym prekfizenim ¢asové osy)
b) Pokud plati ¢ <0 (negativni autokorelovanost), pak to signalizuje relativné velmi

casté prechody hodnot pfes ¢asovou osu, a velmi ¢asté zmény ve znaménkach
sousednich hodnot ¢asové rady.

Parcialni autokorelacni funkce procesu AR(1) ma tvar

(31) P11 =01 s P =0 pro k>1
s bodem useknuti £, =1 .
AR(1)-polynom ma tvar ¢(B)=1-¢;B,tedy ¢(z)=1-¢z, po anulovani¢z =1, jediny realny
kofen AR (1)-polynomu je tedy roven z =1/6,. (6, mize byt i zdporné, byt je to neobvyklé).
Ma-li kofen tohoto polynomu (pro stacionaritu) lezet vné jednotkového kruhu, musi platit
(R1) z=1/¢g<-1  nebo (R2) z=1/¢ >1
Podminka (R1) muze byt spInéna jen pfi zaporném ¢ a pfi splnéni ¢ > -1
Podminka (R2) muze byt spInéna jen pfi kladném ¢ a pfi spinénig <1.
Obé eventuality pokryva souhrnna podminka |¢1| <1.
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Proces AR(2) - autoregresni proces 2.radu

(32) Ve =y, T %y,, & je stacionarni pro
(32A) Gre<Il, @-¢<I -I<¢<I,

takze prislusna oblast stacionarity AR(2) vroviné svodorovhou osou pro
hodnoty ¢ a svislou osou pro hodnoty ¢, vyplni vnitfek trojihelnika s vrcholy
(-2-1), (0.1) a (2,-1). V tom piipadé ma proces AR(2) nulovou stfedni hodnotu

a rozptyl roven
2 o’
(33) g,” = :
I=@p;~®P;
a jeho autokorelacni funkce ma tvar

21-1(11_22"2)21"“—,22‘1(1—sz)zz_k pro k=0, kde

Pr =

Z] 1 _ZZ_I)(]*'Z]_’]ZZ
z,2 , jsou navzajem ruzné kofeny polynomu ¢(z)(\zl |25 >1\; pro dvojnasobny
kofen je tvar funkce analogicky), o, nema bod useknuti a ma tvar linearni

kombinace dvou geometricky klesajicich posloupnosti nebo tvar sinusoidy
s geometricky klesajici amplitudou.

Parcialni autokorelacni funkce procesu AR(2) ma bod useknuti roven %, = 2.
AR(2)-polynom ma tvar WB):I—@B—@BZ, tedy ¢(z):1—¢1z—¢2z2, po anulovani
0 =1—¢]z—§0222 neboli (0222 +o;z—-1=0.

Kofeny AR (2)-polynomu ziskame jako feseni této kvadratické rovnice s podminkou |z ||z, >1

[ 2
RIER MRS

2¢)

(pro reélny i komplexni pfipad).

Reseni (obecné komplexni) pFislu$né kvadratické rovnice je z7,z, =

a) Jsou-li koreny realné, rizné, pak musi byt splnény podminky

2
I
‘(01 2 ”rl,tedy

(A) ¢,° +49,>0, tedy p,° >—4¢, a zaroveii (B) ‘

2¢)
2 2
SRS 2 RN O
(B1) } o1 ZW %2151 asoucasné také  (B2) il ;01 %2151
o | R

Pokud je ¢, >0, pak je podminka (A) splnéna vzdy a neznamena realné omezeni.

2
_—or e 4

Prvni kofen z; = 5 2 je kladny, protoze (pii kladném jmenovateli) ma kladny ¢itatel.
®2

| 2
-+ +4
Podminka stacionarity je tedy: P17NPI 2 51 neboli - ?; +w/(012 +4py >2¢,

20,

2 2 2 2 2 .
@~ +40, > 20505 @ +40, > 495" + 40105 +01° 0> 0" 0,0, t. 1305 04

11



2
—p; —\o;” +40;

29,
ohledu na znaménko ¢; od¢itdme odmocninu, jejiz abs.hodnota je pfip, > 0 vétsi nez abs.hodnota - ¢; )

[ 2
. o e Ner tdey R
Podminka stacionarity je tedy: 5 <=1 neboli —¢; —¢;” +49; <-2¢,
?2
[ 2 2, 2 2 2 .
202-01 <N~ *402 492" Yo" ~40201 <@;” 402 927 —0192 <¢> tJ--

2
Pokud je ¢, <0, pak podminka (A) pfedstavuje realné omezeni ¢ 12 > —4¢, neboli -(%1] <.

Druhy kofen z, =

je zaporny, nebot’ (pfi kladném jmenovateli) ma zaporny citatel (bez

Tento utvar je vymezen plochou lezici mezi (nad) parabolou ¢, = -((/)21 J aosou ¢y =0

2
—p; +o;" +4p)

297
absolutni hodnota vyrazu v odmocniné je vzdy mensSi nez absolutni hodnota ¢; :

Znaménko prvniho kofene :z; = zavisi ale na znaménku parametru¢;, pfiemz

Jestlize uvazujeme ¢; >0 (nachazime se v pravém dolnim kvadrantu),

- pak kofen z; je kladny, protoze (pfi zaporném jmenovateli) ma zaporny Citatel .

[ 2
-p; + +4
Podminka stacionarity tedy zni z; = R iz >1, 4. - +\/(012 +49) <2¢)

20

[ 2 2 2 2 2 :
Q1" +492 <202 +gj,tedy 91" +49y <49 +4919> +¢;” tedypr <) +(01(02,tl--

- a kofen z, je téZ kladny, protoze (pfi zaporném jmenovateli) ma i tento zaporny citatel (mensi nez parametr ¢ )
2
Q1 ~NeIT T4

207 >1,1. —o; —\/¢12 +4p) <2¢)

(Zcoz +<01)<\/<01 +40; {4027 + 49105 + 0,7 <pi? +49) tedypr’ +p10r <py,  neboli  phi

Jestllze uvazujeme naopak ¢; <0 (nachazime se v levém dolnim kvadrantu),

Podminka stacionarity tedy zni z, =

- pak kofen z; je zaporny, protoze (pii zaporném jmenovateli) ma kladny citatel .

[ 2
-0+ +4
Podminka stacionarity zde tedy zni z; = o P2 < tji —o; +\/¢12 +49y >-2¢)

2¢)

[ 2 2 2 2w 2 .
@1° +49y >-20; o, tedy 9,7 +40) > 49" —4p10 + 91" Y02 > 02" —@1py apli 9y <0

- a kofen z, je také zaporny, protoze (pfi zaporném jmenovateli) ma i tento kladny Citatel (mensi nez kofen ¢ ;)

2
= = + 4
Podminka stacionarity tedy zni z, = 2 ;01 P e tj —o; —\/golz +49y; >-2¢)
$2

12



[ 2 C 2 2 2 2 i
~@1+ 202 > e;” +492 Y40 —4o1pr 91" >0 +49;,tedypr” — 9192 > @2, nebolipfi g <0
dostavame ¢, —¢; <1 tzn. nerovnost presné opacnou nez byla podminka vyvozena pro kofen z; .
Znamena to tedy, Ze pokud je ¢, <0 nelze ani v pfipadé ¢; >0 ani v opaéném piipadé y; <0

nalézt zadnou dvojici komplexné sdruzenych kofen(, ktera by vyhovovala podminkam kladenym
na stacionaritu procesu AR(2).

b) Jsou-li kofeny komplexné sdruzené pak musi byt spinény podminky

2 o1 txlo? 44
(A¥) ¢12 +495 <0, tedy g012 <—4p; . —(%) > @5 asoucasné (B) ‘ AR b2 ‘ >, tedy

N
(B1) “(01 o +49) o1 =\ +4€02‘>1
| |

20>

} > | a soucasné také (B2) } _

Ziejmé (pro komplexné sdruzené koreny) nemuze byt ¢, >0, nebot podminka (A*) by nebyla spinéna nikdy
Pro pfipadné komplexné sdruzené kofeny tedy musi platit ¢, <0 .

Podminka ¢,° <—4¢, predstavuje zde relevantni omezeni.

[ 2 [ 2
I I U s Tt ) P ) M
2

Kofeny maji tedy tvar z; =
292 297

2¢

_ 91 o1’ +49; ) Vor© +49;
2¢; 2¢) 2¢)

Absolutni hodnoty obou komplexné sdruzenych kofenl spoc¢teme jako

2
20 2 2 2 2
|Z],22|: (__W) + 1901—-"4(”2 :\/ 1 91 +49) :\/2(0] +4¢)

20, 20, 40,°  49)° 49,°

&)

Podminka predstavujici pozadavek, aby oba lezely vné jednotkového kruhu, je dana nerovnosti

2 2
+ +
LTI 51, 202 5 2p% 4y > 4957 8. 0 4205 > 2077

492 492
neboli pfi zaporném ¢, <0 ¢;° >205(p> —1) , ti. lo1|>\202(02 - 1).
Vysetfujeme tedy mnozinu bod, pro které soucasné plati tyto tfi nerovnosti:

2 .
01° >202(p2-1), > <—4p; ataké g, <0

spliiujicich slozené podminky /20 (2 = 1) <|p;| < 29,

Omezeni vyplyvaijici z toho (aby prava strana intervalu pipustnych hodnot byla v&tsi nez leva)
203(p2 1)< 9;” <49, odtud 29,7 <29, ,tedy 9y >—1 .
Z hraniéni podminky pro ¢, =—1 odtud dale vyplyva omezeni pro ¢;:

2A-1)(-1-1) o <4=(-1) ti. 2= <|ps|<241=2

13



Takze obor komplexné sdruZenych kofenu je zde dan oborem parametrii ¢;,¢,, kde ¢, <0 a kde
se navic ¢, mize pohybovat jen vrozmezi ¢, 0(-1,0) a ¢;vrozmezi ¢; 0(-2,2). Prvni
nerovnost v prvnim omezeni pak jesté vede k podmince |p;|> ¢, -1, ktera se projevi dvéma

linearnimi omezenimi ¢, <g¢;-1a ¢, <g;+1.

c) By-li by koren reainy dvojnasobny, pak musi byt diskriminant nulovy, tj. ¢ 12 +4¢5, =0, neboli

01> =495, 8l p; = 2,/ ¢, , coz mj. implikuje, Ze p, <0V tomto pfipadé je kofen roven

z=(zj=25)= ;Tiozl, tedy s respektovanim podminky ¢;° = —4p,mame z= _—(012 = %.
_91
2

Pokud tedy ¢; >0 , je kofenz = 2 kladny a podminka stacionarity zde zni z = ENGS Odtud
P1 P1

plyne ¢; <2, tedy 0<gp; <2 aknému pfislusny ¢, musi lezet v rozmezi ¢, 0(-7,0)

Pokud naopak ¢; <0 , je kofenz = 2 zaporny a podminka stacionarity zni 2 < -1. Odtud
?] ?1

plyne 2>-¢;.,tedy -2<¢p; <0 ak nému pfisludny ¢, musi lezet v rozmezi ¢, 0(0.).

Je tieba si ale uvédomit, ze

14



Smiseny proces ARMA [autoregressive and moving averages process]
Smiseny proces fadu p a g znaCeny jako ARMA(p,qg) ma tvar:

(41) V=@Vt Gyio t et gy, Y E 6.6+ 0,6, neboli

(41A) ¢(B)y, =6(B)e, ,

kde operatory ¢(B) a 6(B) byly zavedeny vprocesech AR(p) aMA(q).
Podminka stacionarity (resp. invertibility) smiSeného procesu ARMA(p,q) je
shodna s podminkou procesu AR(p) (resp. invertibility procesu MA(q).)
Stacionarni proces ARMA(p,q) ma nulovou stfedni hodnotu a jeho autokorelaéni
funkce splnuje diferenéni rovnici

(42) Pr =0Ps-1 Y ©Pry o T Gy Py PIO k2 g +1

s feSenim

(43) o, =az " +a,z, K+ +a,z,”" pro k=max(0,q - p +1),
e =12 222 pep

Zp‘)>].
Autokorelaéni funkce procesu ARMA(p,q)nema bod useknuti a je v podstaté

linearni kombinaci klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusoid riznych
frekvenci s geometricky klesajicimi amplitudami, ale s vyjimkou pocate¢nich
hodnot 0, 0,,0,....0,-, (tato vyjimka se uplatni jen v pfipadé g = p).

kde z,,z,,...,z, jsou navzajem ruzné kofeny polynomu ¢z ),Qzl

2ol

Parcialni autokorelacni funkce procesu ARMA(p,q) nema bod useknuti a je

omezena linearni kombinaci klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusoid
raznych frekvenci s geometricky klesajicimi amplitudami, ale s vyjimkou

pocatecnich hodnot o, 0,;.055,---P -4 ,-, (Vyiimka se uplatni, jen kdyz p=¢q).
Proces ARMA(1,1) je pfedstavovan zapisem
(44) Ve =@y tE TOE

a je stacionarni pro || <1 .V tom pfipadé ma nulovou stiedni hodnotu a
rozptyl roven

(45) eIl o

y &

2
I-g;
ovéreni (45): Z definice procesu ARMA(1,1) ve (44) vime, ze plati
veve = 0ryi—1 + e + 076 Norye—1 + +0121), takze
Ey;.y; = Elpjy,—) + & +0;2,~;)° , po roznasobeni pak

E(v;f =02 E(vs—1)? +Ee,)? +0,2E(e,—; ) + 20,E( )+20,E( )+ 20,0, E( )

Yel” =91 EVe-1 &t 1" E\er-1 PIE\yi-1 -8 1E\Er—1 %1 1P1E\YVt—1€1-1-
Z nekorelovanosti y,_; viéi ¢, a ¢ viéi ¢,_; dostavame E(y,_;.e,)=0 a E(e;_;.¢,)=0

(46) E(v,) =0/ E(y,-; ) +0,° +0,70,7 +20,0,E(y;_ 1.2, .)
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Vztah (46) nyni podélime rozptylem veli¢iny y, Dostaneme:

2 2

o o

2 2 2 2 2 2
E(yt ) _ 91 E(yt—l )+Gg +91 O¢ +291¢15(yt—1~8t—1) a nasledné, protoze
Uyz o 2 2

y y y Oy

E(yt—zz): 0y2 a E(y-&-1)= Elej—16-1) = 05

2 2 2 2
(47) =@’ + e N e | po upravé
o 2 2 o 2

y gy y

(1 - ﬂz )Jyz = 052 E 912052 v ZHIQ(J‘EZ
a nasledné obhdrzime shodu s (45)

2o’ +012,082 +2\01¢]082 _ (1+9,12 +2Q1¢1) 5.2
e

R =%
a ma autokorelacni funkci
1+p;0 +0
(48) PI:( ¢121)(¢] 1) .
146017 +2¢;0,
(49) Pr =% -Pr-1 - pro k=2

bez bodu useknuti ve tvaru klesajici geometrické posloupnosti s vyjimkou o,
oveéreni (48):
podle (.... ) a (44) mame

(50) p; = cov(ye, Yi-1) _ E(yiyi—1) _Elgryi—1 +& + 61601 @yi-s + &= +016,-5)

g,.0,_ 2 2
yYy-1 gy, gy,

Vyraz v ¢itateli predchoziho zlomku (50) Ize rozepsat nasledovneé:
Elpryi-1 +& + 0161 )p1ve-2 + €11 +0161-2) =

E E(¢]ZYt—IJ’t—2 )+ Epryi-16t-1)+ Elp1y-10161-2)

+Ele;p1y1-2)+ Eleses—1)+ Eles 01e0—2)+

+E0761-1.0191-2)* E01.60-1 )+ E(9128z—1 -8;—2)
Vyjadrime-li jednotlivé ¢leny pfedchoziho deviti¢lenu, dostaneme:

1+60,°2 + 20,0
) E (¢12 J’t—]yt—Z)z 01° Eyi-1v1-2)= 01’ p10,° =0/ p1~]1—2(”1~%2
-9

(€2)  Elpryi—1ei-1)= 01 E(i=1ei-1)=01.04°
protoze E(y;—j.e;—1)=E(p;ys—2 +er—1 +018,-281-1) = Ele;—; )2 = %2
(€3)  Elpsyi—10161-2)=0101.E(vi=161-2) = 010101 +6;)05>
E(yr—1e0—2)=Elprys— +er—1 +0161-5.60—2) = Elp1ys—261-2)+ Eler—1.6¢—2 )+ 01Ee,—2.60—2) =
= 01E(yi—261-2)+0+610,% =(p; +6) )0’
protoze E(y;—3.6/-2)=E(p1y,-3 +&1-2 +01e1-3.8,-2) = Ele;—2 )2 = 082
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(c4)  E(es01vi-2)=01.Ele;yi-2)=0 v dusledku nekorelovanosti ¢; a v, 5.
(c5)  Eleei—g)=0 v diisledku nekorelovanosti ¢, a ;.
(c6)  E(e07¢,—5)=07.E(ese,-5)=0 v dusledku nekorelovanosti ¢; a ¢;—>

(c?)  E(67e—101v1—2)=010;1.E(e;~;.y,—2)=0 v dusledku nekorelovanosti &,—; a y;—>.

(c8) E(ngt_12)= QIE(S,;_]Z): 91.0’82

(c9) E(ﬁlzst_lg,_g)z912E(g,_18,_2)=0. v disledku nekorelovanosti ¢;_; a ;>
Nyni postupné vse nenulové dosadime do (50) :
2 2,2, 2 v 96,2 0.2 + 00,0 +6,)0.2 + 6,02
,01=¢I P10y O™ TP0" + Q01" O™ *Q0\@ +01)0¢ 19¢
2

Oy

_ [@2-p1-0y2 +o +06(o +6’1)+01]0.9
O'yZ
,010y2 = [4012-,01-%2 +o + 90,0 +91)+91]0’s
P10, (1-07° ) =[o + 96,9 +6,)+ )] 0”
[@+¢’191((01+91)+91]Us
V-a7)

oy =
Dale dosadime z (45) ay2(1—¢12)= (1+012 +2¢191)082 a koneéné mame

_[coz +010;(p; +0; +91]ffe 1+¢191)( 1+6;)

P1= 7
(]+01 +2¢101)0-8 (I+(9] +2¢)19])
(50) o5 = cov(ye, Yi-k) _ E(Yt)’t—k) - E(¢1yt—1 +& +61£,_1).(¢1y,_k +E& +‘91£t—k—1)
Ty-Ty—k o,’ 7,

Vyraz v ¢itateli predchoziho zlomku (50) Ize rozepsat nasledovneé:
Elgryi-1+ & + 6181 @vi—k + &k +6161-5-1) =

= E(¢I2J/t—1yt—k)+ E(@y,—18-4 )+ E@yi-1.616-k~1)
+ E(er@ryi—i )+ E(er60-1 )+ Eley 018 1) +

+E(0161-1 91—k )+ E0).61-1.61.6- )+ E 912€t—1-€t—k—1)
Pii k=2 je vSech 6 poslednich ¢lent rovnych nule. Prvni ¢len je roven
E(ﬂzh—])’t—k)z @2-E(J’t—JJ’t—k) = ¢12-pk—1-0y2
E(g1yi-16-1)= GEW-1.6-1) = GE@yi-2 + £1-1 + 61612611 ) =
=0 E(v—2&-k )+ 0161 Ele,—2.60-1) = 0 Eler—2. 6,1 )+ 010, E(e,- 2.6,
E¢1y-1.0181-k-1)= 4101 E(vi-1 £-k-1) =

DO, E@ -2 +&-1 +06- 2.6 1) =0 O1.E(y—261-k—1)+ OO, E(€1- 2.6 —1)
Podminkou invertibility procesu 4rMA(1.1) je ¢ <1 .
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Parcialni p;, autokorelaéni funkce procesu ARMA(1,1) je omezena klesajici
geometrickou posloupnosti pocinaje od o, .

Zobecnéni stacionarni proces s uroviiovou konstantou

Dosud uvedené stacionarni procesy se vyznacovaly nulovou stfedni hodnotou.
Jejich zobecnéni pro situace, kdy je stfedni hodnota nenulova (ale zistava v Case
neménna) neni vsak nijak obtizné:

Vezmeme-li
Proces klouzavych soucti fadu MA4(g) se stiedni hodnotou 4 ma tvar
(51) ViTHAEAGE _ +O6 ,+. .. 40 =u+O(B)E,

Smiseny proces ARMA(p,q) se stfedni hodnotou 1 ma tvar

(52)

VimH=G o — 1)+ Gy bt ¢ (yt—p - :U)"' E+G& ..t 0,5,
neboli

(52A)  y =@yt ot et gy, T ETOE .06, kde

a=\l-¢,-¢,-..—¢,)u
Konstrukce modelti v Boxové-Jenkinsové metodologii

Podobné jako v ekonometrii, sestava uplna tvorba modelu v Boxové-Jenkinsové
metodologii z nasledujicich trech kroku:

(A) identifikace modelu Znamena to napf. ze pro analyzovanou ¢asovou fadu
V1> V2, Y, identifikujeme ji adekvatni model AR(1)

(B) odhad parametru (kvantifikace) modelu. V ramci modelu 4R(1) se (dejme tomu)
jedna o model tvaruy, =0,72y,_; +¢&, pii o,° =892

(C) diagnostika modelu. Vramci odhadnutého modelu v (b) je tento model

verifikovan na hladiné vyznamnosti a=005 a provéfi se jeho verifikacni
schopnosti.

Pokud diagnostické vysledky z kroku (C) nejsou dostateéné presvédcive, je
potfebné vSechny tfi kroky zopakovat pro alternativni model (¢asto se ale jedna
jen o korekci zamitnutého modelu, ke které nam provedena diagnostika poskytla
diléi navod).

18



(A) - Identifikace modelu

Prispévek autokorelacni a parcialni autokorelacni funkce k identifikaci modelu:

Obecnéjsi poznatky o tvaru autokorela¢ni a parcialni autokorelaéni funkce
stacionarnich a invertibilnich procesti AR(p), AR(q), ARMA(p,q) pfinadsi tabulka:

AR(p) MA(q), ARMA(p,q)
yos neexistuje & ko =q neexistuje &,
Py ve tvaru U-kiivky P ve tvaru U-kiivky
po prvnich g-p hodnotach
Pk ky=p neexistuje &
PO omezena U-kfivkou PO omezena U-kfivkou
po prvnich p-q hodnotach

Odpovidajici identifikaéni postup pak spociva v prohlidce grafického zaznamu
odhadnutého korelogramu a parcialniho korelogramu modelované ¢asové frady,
kdy se snazime fadé pfifadit nejvhodnéjsi typ modelu pravé pomoci charakteristik
z tabulky. V pfipadé pochybnosti testujeme potencialni bod useknuti %, pomoci
Bartlettovy aproximace s pfibliznym (asymptotickym) kritickym oborem (nej¢asté;i
na hladiné a =0,05) pro autokorela¢ni funkci

k
(53) AEY \/é(] +2, flrjz J pro nékteré & >k,
j:

Druhou moznosti je aplikovat Quenouilleovu aproximaci s kritickym oborem (na
hladiné a =0,05) pro parcialni autokorelacni funkci

(54) || 2 2.\ﬁ pro nékteré k>ko
n
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Identifikace pomoci informacnich kritérii

vvvvvv

analytika a v jistétm smyslu identifikaci automatizuje. K problému identifikace
obecného modelu ARMA(p,q) pro danou ¢asovou fadu se zde pristupuje jako

k problému odhadu parametri p,g na zakladé optimalizacniho kritéria

(p.G)=argmin A(k,1)
(k.l)

A(k,l) je vhodné kritérium, kjehoz konstrukci musime pro danou fadu

odhadnout model ARMA(k,l), pfiéemz minimalizaci provadime pro predem

zvolenou sit' hodnot £ =0,1,2,....K [=0,2,....L.

Adekvatnéjsi nez predchozi postup (60) je vSak uplatnit nékteré z kritérii teorie

informace, kdy se penalizuji zbyte¢né vysoké fady /| a ka €asto tak docilit u
odhadu jejich konzistence. Nejbézné;si kritéria zalozena na tomto principu jsou

(A) AKAIKEho informacni kritérium [Akaike information criterion 1974]

(60) . kde

(61) AIC(k,1) =62k P

n
(B)SCHWARTZovo informacni Kritérium [Schwartz (Bayesian) information criterion 1978]
(62) SIC(k,1) =in6 %k +in(n). X!

n
(C) Hannanovo-Quinnovo kritérium [Hannan-Quinn information criterion 1979]
k+1

(63) SIC(k,1)=In6? k1 + 2in(in(n)).
(A) modifikované AKAIKEho informacni kritérium [Hurwich a Tsai criterion 1989]

k+l 1 s x
]—kﬁ.; pro kratké fady, kde

(64) AICC(k,1)=In62 1 + 2.

n

67k, je odhadnuty rozptyl bilého Sumu procesu ARMA(p,q) a v éitateli druhého
¢lenu je pocet odhadovanych parametrli (se zapoctenim eventualné nenulové
uroviové konstanty 4, pfiCemz n je délka dané rady). Korektné by ale misto
prvnich €lent v (61), resp. (62) méla byt pouzita minimalni hodnota logaritmované
vérohodnostni funkce daného modelu vynasobena koeficientem (-2/n).

Kritérium BIC sice poskytuje silné konzistentni odhad fadu modelu (ktery
konverguje skoro jisté, tj. s pravdépodobnosti 1), ale s velkym rozptylem (tj. odhad
ale postrada vydatnost).

U kritéria AIC je tomu presné naopak: pfislusny odhad fadu modelu je zde bohuzel
nekonzistentni, ale je vydatny.
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Odhad parametrid ARMA modelu

V pocateéni fazi kvantifikace modelu se postupuje tak, ze se vyuziji existujici
vztahy mezi parametry daného modelu a jeho autokorelacemi, kdy napf. v modelu
AR(1) plati, ze ¢, = p,. Takovéto odhady odvozené z momenti se vSak zpravidla
povazuji jen za predbézné a slouzi tedy jako pocatecni odhady pro vlastni
odhadové procedury, provadéné vétsinou iteracné vhodnou numerickou metodou.
model momentové odhady kontrolni nerovnosti pro 7,

@ =r , 6 =62y(1_¢1’”1)

(J’t -y *)

Jkde yi* =y —@yi-;

Dilc¢i doplnéni DM: Jak patrno, momentové odhady vychazeji ze vztahi vyvozenych pro
teoretické hodnoty mezi parametry a rozptyly @32 ,dﬂyz , jenze jsou uvazovany ,inverzné“:

s 8

Napf. vzorec pro rozptyl bilého Sumu u procesu MA (1) &L= = 3
1+0;

je vyvozen z vyrazu pro rozptyl
o y2 procesu MA(1) o y2 = 082 (I +0 ]2 ) uplatnéného ve vzorci pro autokorelaéni funkci tohoto procesu.

Stejné tak je tomu u procesu MA (2) @2 ,nebot zde Jyz = %2(1 +¢912 +922) .

_ y
1+@2+@2

Podobné, vzorec pro rozptyl bilého Sumu u procesu AR (1) dﬂgz =dﬂy2 (1—¢jr;) je vyvozen ze

vztahu (28) ay2 =% 5 pro vypocet rozptylu tohoto procesu s uvazenim toho, ze navic plati p; = ¢;
-9

pa
Stejné tak je tomu u procesu AR (2) 6,7 =—yz ,nebot zde ay2 =ac(I-0r1 —03r)) .

1=61° =0
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Odhadové procedury pro konstrukci finalnich odhadu v uvazovanych modelech jsou
vyslovené zalezitosti metod nasazenych v pfislusném software. Napf. v AR(p)

modelu zapsanému ve tvaru
(21) Ve=a+gy vt Gyt Ty, tE

Ize pouzit klasicky OLS-odhad spolu s klasickym OLS-odhadem jeho kovarianéni
matice, ktery je za predpokladu stacionarity procesu konzistentni. Lze totiz ukazat,

Ze regresory v (21) spliuji podminku T_,ooplim(%X'Xj:V, kde V je regularni
matice a stejné tak i podminku ortogonality ; _ ., plim(%X'&jZO. Z vyjadreni
stacionarniho procesu 4AR(p) ve tvaru linearniho procesu (1) specialné plyne, ze

(63) cov(y,_;.&)=cov(y,_,.&)=..= cov(yt_p,é‘t)= 0.

V pfipadé stacionarniho a invertibilniho ARMA(p,q) modelu (vyjadieného pro
jednoduchost s nulovou stredni hodnotou)

(41) V=@Vt Gyio Tt gy, T ETOE +.0,8_,
se nejcastéji pouzivaji NLLS —odhady realizované pomoci nékteré z metod Gauss-
Newtonovy tridy.

Prislusna NLLS -odhadova procedura zde spoc¢iva v minimalizaci souctu ¢tverc

min iet ((01 ,,,,, Cﬂpﬂ]:---ﬂq)z

(64) t=p+1 , kde
@Gy,
et(¢1,...,¢p,9] ..... Hq)zet =yt _¢]yt—1 e _¢pyt—p _glgt—] _"'gqgt—q

pro :=p+1p+2,..,n s vhodné zvolenymi hodnotami ¢,_, . ;,e
2

pP=q+2
Odhad rozptylu bilého sumu o.° se potom obvykle ziska tak, ze minimalni
hodnotu (64) vydélime délkou Fady n. Za predpokladu normality a pfi dost velkém

n jsou odhadové vysledky velmi blizké ML-odhadu (podminénému volbou
€ et 1 Cpmt 2 e,,) Ziskanému maximalizaci logaritmované vérohodnostni funkce

* -_""p _n=pg (2oL $, 3
65  L*(g...6,) —Lin(em)-"= ln(a) — t%f;“”’ ...... g,)

3 Poznamka vychozi (nelogaritmovana) vérohodnostni funkce ma tvar

L(qo, ...... Hq):n|:|p . .exp —L %ei((ol ...... Hq)2
=1 \ 210? 207 1=p+1
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Tabulka: Priblizné hodnoty smérodatnych odchylek odhadnutych parametrii ve
vybranych stacionarnich a invertibilnich modelech Boxovy-Jenkinsovy metodologie:

AR(1) (@)= 'fz

AR(2) o(@)=0lp)= 1_,?2

MA(T) 6(6,)=0(p)= 1'n312

MAQ) 6lp)=0(6,)=,/2 _n}z

ARMA(L1) é(@):\/("‘b’fx’f‘;”éf)z d(éz)=\/("é’fxlf¢’éf)2-
o +6,) o +6,)

Diagnostika modelu

Diagnostika modelu je v ramci Box-Jenkinsovy metodologie velmi propracovana.
Spociva vtom, ze pomoci ruznych diagnostickych/verifikacnich nastroji
ovérujeme adekvatnost sestaveného modelu (t. provéiujeme, zda je skute¢né konformni
s analyzovanymi daty). Pfitom obvykle musime brat v ivahu nékolik aspektu:

1. kontrola stacionarity modelu.

PredevsSim zde kontrolujeme, zda odhadnuty model skute¢né spliiuje podminku
stacionarity, tj. zda kofeny jeho odhadnutého autoregresniho polynomu lezi vné
jednotkového kruhu v komplexni roviné (resp. zda ekvivalentné jejich prevracené
hodnoty, coz jsou kofeny autoregresniho polynomu zapsaného s opaénym
usporadanim mocnin lezi uvnitf takovéhoto kruhu). Je také mozné fadu rozdélit do
nékolika useku a testovat shodnost odhadnutych arovni, rozptyl a autokorelaci
(popi. momenttl vyssich Fadd, zejména Sikmost mezi jednotlivymi Useky).

Jiny postup (tzv. impuls response) spocdiva v analyze toho, jakou odezvu ma
v odhadnutém modelu impuls m (vétSinou standardizovany na velikost jedno nebo
vicenasobek smérodatné odchylky bilého Sumu), ktery nastal v jediném ¢asovém
okamziku nebo opakované od daného €asového okamziku a pfirozené uréuje
nasledné hodnoty procesu — odhadnutd ARMA struktura se pfevede do tvaru
linearniho procesu (1) a od daného okamziku se sem dosazuje inovacéni proces
s jedinou nenulovou hodnotu v tomto okamziku nebo inovaéni proces se stale
stejnymi nenulovymi hodnotami od tohoto okamziku. Je-li analyzovana fada
stacionarni, méla by s rostouci ¢asovou vzdalenosti od okamziku impulsu:

(1) odezva pro jediny impuls postupné odeznit az na nulovou hodnotu
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(2) odezva pro opakovany impuls se stabilizovat na ur¢ité (nenulové) arovni.
2. kontrola struktury ARMA procesu

Rozumi se ji predevSim shoda korelacéni struktury odhadnuté zdat (tj.
autokorelacni a parcialni autokorelacni funkce) s korelaéni strukturou vypoétenou
z odhadnutého modelu, ktery ovérujeme. Jina kontrola struktury modelu souvisi
s testovanim nekorelovanosti pro vypocteny bily Sum pomoci Q-testil.
(nazyvanych také jako portmanteau testy )

3. graficka prohlidka vypocteného bilého Sumu

Velmi ddlezitym diagnostickym nastrojem je vypoéteny bily Sum ¢, =¢,
z odhadnutého modelu rady (analogicky jako rezidua v regresnim model). Jeho
graficky prubéh, odhadnuty korelogram apod. mohou indikovat pfipadné vady
modelu (ve standardni situaci obvykle o¢ekavame pro vypoéteny bily Sum
nulovou hodnotu, konstantni rozptyl, nekorelovanost a normalitu).

4. Testovani nekorelovanosti bilého Sumu

Pouziva se napf. Batlettova aproximace nebo Q-testy.

Typy nestacionarity
V podstaté Ize rozliSit dva zakladni typy nestacionarity:
1) Deterministicka nestacionarita predstavovana deterministickym trendem, napt.:

(71) y, =a+pt+e, ,kde & je bily Sum s rozptylem o’
Po eliminaci tohoto (linearniho) trendu se fada stane stacionarni (v daném pfipadé
ve formé bilého Sumu).

2) Stochasticka nestacionarita predstavovana uréitym typem stochastického
procesu pro y, nebo &,, napf. AR(1):

(72) y,=a+y,_;+& ,kde & je opét bily $um s rozptylem o2, kde se
obvykle predpoklada, ze ¢, =iid.Nestacionaritu (72) lze v jistych pfipadech modelovat
pomoci specialnich stochastickych modeld a s vyuzitim téchto modeld nasledné stacionarizovat.
Konkrétné model (72) je tzv. nahodna prochazka s driftem [random walk with drift].

PrisluSnou ¢asovou fadu Ilze vtomto pfipadé jednoduSe stacionarizovat
prechodem k radé prvnich diferenci 4y, , protoze dle modelu (71) je

(73) 4y, =a +¢, , tzn. jedna se o bily Sum posunuty na
urovei a, coz je evidentné stacionarni fada. Podstata stochastické nestacionarity
modelu (72) je ale Iépe viditelna pfi jeho prepisu do tvaru

(74) vo=yirali-0)+ e
=2
Rada ma tedy nejen deterministicky trend (zde linearni se sklonem «), ale také

stochasticky trend spogivajici v postupné kumulaci hodnot bilého Sumu.
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Interpretac¢né zajimaveé jsou také podminéné hodnoty:
(73) By~ yi-200v1)= @

t—k—1

(76) E(y|y;)=y;+alt=1), varly|y;)=0?(=1) corr{y;—p.v/ly1)= P

ovéfeni: E(y,|y1)=E(y1+a.(t—1)+ §£,|y1]=y, vali-1)+ 3(Ee, =0)=y, +ali-1)
=2 =2

ovéreni: var(y,|y1)=var(y1 +a.(t—1)+ ££,|y1]:var[ £€,|y1]: i (var£,|y1)202(t—])
=2 =2 r=2

corr(y—p vi|v1)= COrr(yz +alt-k-1)+ ézfr-k |yi|y; +ale-1)+ ézfrlyz) =

ovéreni:
t—k-1

corr é‘gr—k|y1|’ éfrbﬁj =
=2 =2

Ze vztahu (75) je vidét, ze fada ma tendenci nevracet se k predchozi urovni, ale
v priméru smérovat k vy$Sim hodnotam pro a >0 nebo k nizSim hodnotam pro
a<0. | kdyby platilo a =0 , pak tato nahodna prochazka bez driftu protne na
rozdil od bilého Sumu vodorovnou osu s nulovou urovni jen zfidka. Ze vztaht(76)
zase vyplyva, ze stfedni hodnota a rozptyl (volatilita) této rady jsou neomezené,
zatimco autokorelaéni funkce ma hodnoty velmi blizké jedné a knule klesa
tempem pomalejsim nez linearnim.

Poznamka 1 Uvazujme ponékud obecnéjsi zapis vztahu (72)

(72%) Ve =a+qpy— t& -

Je patrné, ze (72%) je specialni zapis (72%) pfi ¢; =1. Je-li ¢; <1 ,pak se zfejmé

jedna o stacionarni proces 4R(7) s nenulovou stfedni hodnotou u = ]L
~ @

(77) v, —u=¢(y,-;—u)+e . ,ktery lze také pfepsat pomoci
prvnich diferenci jako
(78) dy, = (¢1 _1)-(%—1 _,U)"' & -

Pro podminénou stredni hodnotu (75) stacionarniho procesu 4R(1) tedy ziejmeé
plati:

(79A) E(Ayzb/t—b ----- y1)<0pr0 Vi-1>H,

(79B) E(&y|y1—7,v7)> 0 pro y,—; <, tzn. na rozdil od ndhodné

prochazky s driftem ma nyni proces tendenci nedriftovat a vracet se k pfedchozi
urovni [tzv. mean reverting] . Kone¢né zbyvajici pfipad |¢|>/ je jiz velmi

neobvykly a specificky, minimalné se vyskytujici v redlnych situacich: v tomto
pripadé se jedna o explozivni proces [tzv. explosive process], ktery roste
s mocninami ¢* - napf. proces y, =3y,_; +&, zaéne byt od uréitého ¢asu t
srovnatelny s deterministickou posloupnosti 3’ bez ohledu na tvar bilého Sumuc,.

Poznamka 2 Pro predchozi modely jesté jednou odliSnost jejich stacionarizace:
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Vmodelu (71)  y, =a+pt+¢& s deterministickym trendem pro dosazeni
stacionarity stai pomoci regrese eliminovat trend. Diferencovani by se zde pro
stacionarizaci nemélo pouzivat, nebot' vede k modeliim s rezidualni slozkou ve
tvaru (neinvertibilniho) MA-procesu

(80) Ay =y =yi-1 =B+E& — &

V modelu (72) y, =a +y,_; +&, nahodné prochazky s driftem staéi pro dosazeni
stacionarity jednou diferencovat. Pokud jde o pfipadnou regresni eliminaci
stochastického trendu, neni zde jasné, co vlastné eliminovat. Mohli bychom sice
prejit k jesté obecnéjSimu rozsireni modelu (77) do tvaru

(77*A) Vi =a+ gy, +& .nebo 4y, = a+/8f+(¢1 _I)J’t—l +t&

s deterministickym i stochastickym trendem, ale zde by pfipadna eliminace trendu
pomoci regrese narazila na jiz zminény problém, ze t-pomér nemusi mit (ani
asymptoticky) t-rozdéleni Model (77*) ze také zapsat ve tvaru

a_
v =By +Bit=¢;(vi—1 =By~ Bi(t=1))+¢, , kde B, =% » 1Bo =1_—¢1¢]'B1 ;
tzn.,, Ze specialné pfi |p|</ se vlastné jedna o stacionarni AR(1) proces
s linearnim trendem.

Testy na jednotkovy koren [unit root tests]

Moznost stacionarizace ¢asové rfady pomoci diferencovani svéd¢i o pritomnosti
(pfiblizné) jednotkového kofene v autoregresnim operatoru pfisluSného modelu.
Napfi. v modelu (72) ma autoregresni operator ziejmé jako svuj jediny kofen pravé
kofen rovny 1. Rozhodnutim o pfitomnosti takovéhoto jednotkového kofene (nebo
vicenasobného) je ¢asto klicovym bodem analyzy. Na pfitomnost jednotkového
kofene by asi bylo mozné soudit z tvaru odhadnutého korelogramu, kdy indikaci
jeho pfitomnosti je velmi pomaly pokles korelogramu od jednotkové hodnoty
k nule (jednotlivé odhadnuté autokorelace s rostouci délkou fady konverguji
v nestacionarnim modelu k jedné). Protoze ale subjektivnim pohledem na
korelogram by se nedaly odliSit nestacionarni modely typu y, =y,_; +¢, od

stacionarnich s téméf jednotkovym kofenem y, =096y,_; +¢,, je Zadouci pouzit
vyvinuteé statistické testy na pfislusné hladiné vyznamnosti.

Dickey-Fullertv test

Dickey-Fullertiiv test byl prvnim ztestu vyvinutych pro testovani jednotkového
kofen. Pfitom byly navrzeny tfi jeho verze ozna¢ované souhrnné jako 7 -testy.

(1) 7 -test tvaru Hy : y, = y,_; +¢&, proti alternativé H; : y, =¢;y,—; +&, pro ¢, <1,
tzn. jednostranny test nahodné prochazky proti stacionarnimu AR(1) procesu,
nebot’ pfipadna nestacionarita pfi ¢; <-/ je v realité malo vyznamna.
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(2)r test tvaru Hj:y, =y,_; +&, proti alternative H; .y, =a+¢y,_;+& pro
¢; < 1,tzn. jednostranny test nahodné prochazky proti AR(1) procesu s nenulovou
hladinou.
(3) r-test tvaru H, : y, = y,_; + & proti alternativé &, : y, =a + Bt +¢;y,—; + & pro
¢ <1 ,tzn. jednostranny test nahodné prochazky proti AR(1) procesu s linearnim
trendem.

Zapis nulové hypotézy je pro vSechny tfi vySetfované pripady tentyz, tzn.:

(81) Ho:dy, =@y +& Pliy=0,
zatimco obecny zapis alternativy je

(82) Hy: 4y, =a+pi+@y,; +& pii ¢<0,
kde w=¢,-1 a

(1) a=p3=0

(2) B=0

Pfitom v piipadé alternativ (2) nebo (3) jde jen o to, zda ¢ <0 a vibec nas
nezajima pfipadna vyznamnost uroviiové konstanty o ani parametru sklonu 3,
tim spiSe ne jejich Ciselné hodnoty, které by pfi vyskytu nestacionarity stejné
nemusely byt korektné spocteny.

Testovou statistikou je ve vSech tfech variantach Dickey-Fullerova testu klasicky t-
pomér (prosté se testuje vyznamnost regresniho parametru ¢ v modelu (81) tzn.

DF:% , kde odhady parametri ziskame metodami ziskanymi dfive a
s kritickym oborem
DF <t;_o*(n) .

Zde vsak (za platnosti nulové hypotézy stacionarity) statistika DF nema (a to ani
asymptoticky a ani pfi platnosti ¢, =iid._) t-rozdéleni jako v pripadé klasického t.-

poméru, ale ma nestandardni (a nepojmenované) rozdéleni, pro které bylo nutné
kritické hodnoty naprogramovat simulaéné a zvlast' pro jednotlivé typy alternativ
(1),(2),(3) a pro rGzné délky fad n. viz tabulka nize.

Obecné zde plati, ze dané rozdélené ma tlustsi konce nez prislusné t-rozdéleni,
takze jeho kritické hodnoty jsou v absolutni hodnoté vice nez dvojnasobné
v porovnani s odpovidajicimi hodnotami t-rozdéleni.

Napf. 5% kriticka hodnota a pfi » - « je kriticka hodnota -3,41 v absolutni
hodnoté vice nez 2x vétsi nez adekvatni kriticka hodnota -1,645 po klasicky t-test),
tj. pro zamitnuti nulové hypotézy ¢ =0 proto potiebujeme vyznamnéjsi hodnotu t-
poméru (pracujeme totiz s nestacionarnim regresorem). Kritické hodnoty uvedli
poprvé jiz Dickey a Fuller, vétSina software ale vyuziva sofistikovanéjsi vypocet
odpovidajicich p-hodnot podle McKinnona [1996].
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hladina vyznamnosti 10%=0,1 5%=0,05 1%=0,01

kritické hodnoty pro r -test -1,62 -1,95 -2,58
kritické hodnoty pro 7, ~test -2,57 -2,86 -3,43
kritické hodnoty pro r,-test -3,12 -3,41 -3,96

Rozsifeny Dickey-Fullertv test

Predchozi test je aplikovatelna jen tehdy, jestlize rezidualni slozka predstavuje
nezavisly bily Sum. Jestlize zavisle proménna 4y, obsahuje autokorelovanost,
ktera neni v modelu - fadné zohlednéna, potom ma DF-test chybu prvniho druhu
(tj.pravdépodobnost zamitnuti #/,) vétsi nez deklarované o . Pro takovy pfipad byl
navrzen RozSifeny Dickey-Fulleriiv test (ADF-test) [augmented DF-test], ktery
misto (81) formuluje nulovou hypotézu jako

n
i=1

Pricemz testova statistika a kritické hodnoty pro jednotlivé varianty (1),(2),(3) tj. po
r -test, 7, -test, r,-test zlstavaji stejné jako pfed rozsifenim (test se opét tyka jen
parametru ¢, pfidané autoregresni ¢leny v jen absorbuji dynamickou strukturu
obsazenou v zavisle proménné. Pro stanoveni fadu p pfidanych autoregresnich
¢lent se doporucuje aplikovat informacni kritéria uvedena vyse.

Phillipstv-Perronuv test

PF_test je podobny ADF -testu stou odliSnosti, Zze zohlednéni pripadné
neuatokorelovanosti rezidui se neprovadi rozsifenim o autoregresni ¢len jako tam,
ale pfimo korekci odhadnuté smérodatné odchylky ve jmenovateli piivodniho DF-
testu. V podstaté se jedna o aplikaci Neweyové-Westova odhadu typu HAC (typu
heteroskedasticity and autocorrelation consistent estimator), jako v pfipadé
autoregresniho modelu s autokorelovanymi reziduy.

KPSS-test [Kwaitkovski, Phillips, Schmidt, Shin [1992]
Tento test reaguje na skuteénost, ze DF-test nékdy miva slabou rozliSovaci
schopnost. Ma-li teoreticky model tvar y, =0,96y,_, + &,, pak by nulova hypotéza

jednotkového korfene méla byt zamitnuta. Nelze-li ji zamitnout, pak to korektné
znamena, Zze bud’ opravdu plati nestacionarita nebo ze mame k zamitnuti jen
nepostacujici informaci (napf. jen kratky usek fady y, =0,96y,_; +¢&,). KPSS-test
byl proto navrzen tak, ze hypotézy H,, H, maji tvar pfesné opacny, nez jak je
tomu u ADF-testu (jako nulova se testuje stacionarita vici alternativni hypotéze
nestacionarity). Prfitom se doporucuje provadét ADF-test a KPSS-test vzdy
simultanné a za smérodatny brat pouze takovy vystup, kdy

(@) 4prH,_se zamitd a souéasné ... H,_zamitnout nelze (v tom pfipadé je

potvrzena stacionarita)
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(b) ,prH,_nelze zamitnout a sou€asné s H,_se zamitd (v tom pfipadé je

potvrzena nestacionarita). Zbyvajici dvé kombinace vysledki se berou jako
neprikazné. Uvedené testy na jednotkovy koien (v€etné dalSich byvaji soucasti
modernich softwarovych testovacich systéma.

Proces ARIMA

Pro ¢asové rady se stochastickym trendem typu (72) , které Ize stacionarizovat
diferencovanim, jsou v ramci Box-Jenkinsovy metodologie uréeny procesy ARIMA.

Integrovany smiseny proces radu p,d,q znaceny jako ARIMA(p,d,q) [integrated]
ma tvar

(84) ¢(B)Wt =a +6(B),.
(84A) w, =0y,

je d-ta diference ¢asové fady y,. a tento proces je stacionarni (i invertibilni)
model ARIMA(p,q) . Jinym i slovy: V takovém modelu ARIMA se nejprve provede

stacionarizace pomoci vhodné diference modelované fady a takto vznikla jiz
stacionarni fada se modeluje pomoci smiSeného modelu ARMA. Neziidka se
ovSem pro ARIMA(p,d,q) voli souhrnny zapis tvaru

(85) AB)N' y,. = a +6(B)s,.

Specialnim pfipadem je integrovany I(d) proces zapisovany obvykle
vjednoduchém tvaru A’y,.=¢,., ktery vlastné vznika naéitanim bilého Sumu
lodtud ,integrovany®) napf. pro d =1 je

t
(86) Ye=nt+ X
7=2

Poznamka3: Tzv. driftovy parametr a modeluje pfipadnou nenulovou uroven
procesu w, tj. deterministicky trend ve tvaru polynomu d-tého fadu pro pivodni
fadu y,. Pro a=0 a d>0 je model ARIMA pro faduy, invariantni vaci
pfipadnému posunu fady o libovolnou konstantu. Proto je vtomto pripadé

zbyte¢né fadu modelovanou jako ARIMA nejprve centrovat ode¢tenim vybérového
priméru.

Poznamka4: Operator ¢(B)A? na levé strané (85) se nékdy nazyva zobecnény
autoregresni operator. Je pro néj charakteristické to, ze odpovidajici

polynom qa(z)Ad ma p korenu lezicich vné jednotkového kruhu v komplexni roviné

a navic d-nasobny jednotkovy koren. ObecnéjSim typem jsou modely ARUMA ,
které maji aspon jeden ztéchto kofenii na jednotkové kruznici , ale rizny od
jednotkového korene, a explozivni modely , které maji aspoi jeden z téchto korent
uvniti jednotkového kruhu.
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Konstrukce modelu ARIMA(p,d,q) je zalozena na tvorbé stacionarniho modelu

ARMA(p,q) pro prislusné diferencovanou ¢asovou radu (pfitom ale nesmime

opomenout pfipadnou poéatecni transformaci rady za uéelem jeji linearizace, ktera
se provadi jesté pred diferencovanim). Rad diferencovani d pfitom v realité
obvykle neprekro€i dvojku (rutinni ¢asové fady ekonomického a finanéniho
charakteru obvykle mivaji d =1 a specialné fady spotiebitelskych indext ¢i
nominalnich mezd mohou nékdy mit & =2. Moznosti, jak stanovit rad
diferencovani d pro analyzovanou fadu, jsou zejména:

- testy na jednotkovy koren

- subjektivni prohlidka fad y,,Ay,,Ny, a jejich odhadnutych korelogramii a

parcialnich korelogramii — specialné pomaly (linearni) pokles odhadnutych
autokorelaci je indikaci pro dalsi diferencovani rady

- porovnani vybérovych smérodatnych odchylek (volatilif) fad y,,Ay,,A%y,

- voli se ten rad diferencovani, ktery odpovida pfipadu s nejmensi volatilitou;
pii vysSich hodnotach se vsak volatility mohou zaéit s navySovanim d d rist
a mluvi se pak o tzv. prediferencovani.

- - aplikace informacnich kritérii modifikovanych pro modely ARIMA.
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