Metoda exponencialniho vyrovnavani'
[R.G.Brown-R.F.Meyer]
Je dal§im z pristup(, ktery je fazen (vedle metody klouzavych primérd) k adaptivnim
technikam urceni trendové slozky ¢asové rady .

Vychozi ivahou této techniky je, Ze se k predikci nové hodnoty ¢asové rady :
a) berou v uvahu vsechna dostupna pozorovani ¢asové rady
b) starsi pozorovani jsou z hlediska sily ovlivnéni aktualnich pfedpovédi

brana s nizsi vyznamnosti nez pozorovani nova (aktualni).
Vahova struktura, ktera je pfi Brownové exponencialnim vyrovnavani uplatnéna, je
predstavovana geometrickym rozdélenim. Vahy jsou tedy stanoveny podle vzorce

(1) w =(1-a)a’
Je patrné, ze vahy spliuji podminku fwl. =1, nebot’
i=1

n n _1-a

Sw,=xl-a)a' =——=

i=1 i=1( ) 1-a
Necht’ neprekvapi, ze vahova struktura se Ffidi rozdélenim, které je definovano na
neomezeném oboru, prestoze pocet pozorovani ¢asové rady, kterym jsou vahy
pfifazovany je vzdy koneény - z matematického hlediska nepredstavuje tato okolnost
zadny problém.
Nazev exponencialni by odpovidal zespojiténi situace, nebot’ obdobou diskrétniho

geometrického rozdéleni je ve spojitém pripadé rozdéleni exponencialni. Nazev tedy
nema nic spolecného s exponencialnim prabéhem trendu.

Podobné jako metoda klouzavych pruméri je i exponencialni vyrovnavani
zalozeno na lokanim vyrovnani ¢asové rady jednoduchou matematickou krivkou
(na rozdil od metody klouzavych priméru se vSak vzata pozorovani nevazi ,symetricky,).

Podle typu vyrovnavajici kfivky rozlisSujeme tfi zakladni verze tohoto postupu :

1. Jednoduché (konstantni) exponencialni vyrovnavani (lokalné vyrovnavaijici
kfivkou je po Castech konstantni funkce).

2. Dvoijité (také linearni) exponencialni vyrovnavani (zde je lokalné vyrovnavajici
kfivkou linearni funkce).

3. Trojité (také kvadratické) exponencialni vyrovnani (uplatfiuje se parabola 2.
stupné lokalné vyrovnavajici kiivkou kvadraticka funkce)

1 Postup vS§ech typl exponencialniho vyrovnavani je zevrubné popsan v monografii:
Brown,R.,G.: Smoothing, forecasting and prediction of discrete time series. London, Prentice-Hall
1963. popf.v ¢lanku

Brown,R.,G.,Meyer, R.,F.“: The fundamental theory of exponential smoothing. Operations
Research 9/1961 str. 673-684.



VSechny verze exponencialniho vyrovnavani se opiraji o nasledujici uvahu :

V kterémkoliv bodé (pevné zvoleném okamziku t) mame k dispozici jednak :
- posledni pozorovani analyzované ¢asové rady, tedy y,

- predpovéd téhoz pozorovani y,* (uréenou dfive na zakladé predtim, tj. do

Casu t-1 dostupnych pozorovani, tedy do hodnoty y,_, véetné).
Pfedpovéd’ pro “opravenou hodnotu“ y, tedy nyni vytvofme pomoci vazeného
praméru
(2) Ve=ay, + (1 B a)-j’t—l
tzn. Ze nova predpovéd’ je konstruovana jako vazeny aritmeticky primér skutecné
hodnoty “nového” pozorovani y, a ,staré, predpovédi tohoto pozorovani y:* (pfi

informaci dostupné do okamziku t-1 véetné). Hodnota “vahové” konstanty a rozhoduje
o tom, které z obou uplatiiujicich se informaci pfisoudime vétsi vyznam (resp.
v jaké proporci budeme tyto informace brat).

Opakovanou substituci dostavame ze vztahu (2) vyraz
ye=a.y, + (1 B a)[“J’t—I ™ (1 B a)JA’t—Z] =a.y;+ a'(l B a)-yt—l + (1 - az)f’t—z

ye=ay, + a-(l B a)-)’t—l + (1 -a? la’-)’t—z + (1 - a)-)A’t—S]

Jo=ay rall-a)y +(-afay,, +(1-a) 5, atd, azpo
3) j=ay, +(l-a)ay,_ +. . +1-a)y " ay,_ . +0-a) 5.,
Pri dostateéné velkém n (teoreticky pron — o ) dospéjeme k nekoneénému souétu
(4) P; = c>Zo‘,a'.(l —a)/y,- |, cozje

j=0
vlastné aritmeticky primér (o nekone¢ném poctu €lend) ,,vyrovnanych hodnot“s
vahami ve tvaru (1) .
Vyraz(2)  J,=a.y, +(1-a)p,_; ,kde a=1- 8 je vyrovnavaci konstanta
Ize dale jednoduchou upravou prepsat na tvar
Ve =Vi-1+ a-()’t - f’t—l) =Y+ a-()’t = (= 1)) =y tad;,

ktery byva nazyvan jako chybovy ¢i korekéni:
pro opravu piedchozi vyrovnané hodnoty y,_; pouzijeme (jakmile dostaneme

pozorovani y, ) pfisluSné upravenou chybu predpovédi dt o jeden krok dopredu
(konstruovanou v ¢aset-1)

coz lze interpretovat tak, ze novou predpovéd’ y, * pro y, dostaneme jako soucet




skute¢né hodnoty pozorovani y, a ur€itého (100xa) procentniho podilu chyby
predpovédi d,_,” téze velidGiny y, uréené na zakladé informaci znamych jen do
minulého obdobi t-1 (predikce je sestrojena toliko z hodnot y,,...,y,_, ) .

Dalezitou otazkou je v tomto kontextu volby ,vyrovnavajici konstanty, a:
zpravidla se omezujeme na rozsah mezi (0,1 - 0,3). Nékdy je vsak vyrovnavaci
konstanta pojimana jako doplnék a do 1, stanovi se tedy 1(0,9;0,7). Cim je
hodnota y blize k 1 tim vahy pfifazované jednotlivym pozorovanim smérem do
minulosti klesaji pomaleji.

O rychlosti klesani dava predstavu toto srovnani s konstantou y:

k= 1 2 3 4 5 6 10

Srovnejme: 0,9 0,81 0,729 0,6561 0,59049 0,531441 .............cuee 0,34868
0,8 0,64, 0,512 0,4096 0,32768 0,262144 ..................... 0,1342177
0,7 0,49, 0,343 0,2401 0,16807 0,117649 ..................... 0,02709

Zatimco podil vah u nejéerstvéjSich (nezpozdénych) pozorovani je 9/7 = 1,2857 : 1, je u
desatych pozorovani (tj. se zpozdénim 9) tento pomer jiz 0,3487/ 0282 tj. 12,341
7 049 0,343 0,2401 0,16807 0,117649 0,082354 0,057648 0,040354 0,028248
0,9 0,81 0,729 0,6561 0,59049 0,531441 0,478297 0,430467 0,38742 0,348678

Pfirozenou otazkou je, zda existuji uZiteCna voditka pro uréeni konstanty o :

a) Pravidla vyvozena ze statistickych pozadavki na odhady obecné :

al) Jedna moznost vychazi z volby vyrovnavaci konstanty ze vztahu

(5) L_I+ap odkud pro dané n dostaneme a, =
n I- ag n+t2

a2) DalSi z moznosti vychazi z variantniho modelu (vyrovnani parabolou k-tého radu),
na zakladé kterého se voli 0o tak, aby vyhovovalo vztahu

n

(6) I-a,=(I-a,)"" o jetzv. ekvivalentni vyrovnavaci konstanta.
a3) Jesté jina moznost vychazi z nejlépe vyrovnavajiciho (pozorované hodnoty ¢asové fady)
klouzavého primeéru délky 4. Pak se stanovi a jako
pro konstantni/jednoduché exponencialni vyrovnavani a stejné tak

d-1

(7TA) pro dvojité exponencialni vyrovnavani (klouzavy primér) a = o

(7B) pro trojité exponencialni vyrovnavani2 g = ‘/%,kde

d je délka (pocet ¢lenll) nejlépe vyrovnavajiciho klouzavého priiméru .

b) Simulaéni zplsob: interval 0,7 - 1 se rozdéli napf. na 30 usekt po 0,01, provedou
se predikce na nékolik krokl dopredu, spocte se prumérna nebo stfedni kvadraticka
chyba predikce a vyhleda se takova hodnota a, pri které je tato chyba predikce
nejmensi.



Poznamka: Vypoctové vzorce (zejména u trojitého exponencialniho vyrovnavani)
jsou jiz natolik (technicky) slozité, Zze je uzivatel zpravidla odkazan na néktery ze
softwarovych produktd uréenych k analyze ¢asovych fad, které zpravidla vSechny tfi
verze exponencialniho vyrovnavani obsahuji. Proto je daleko vhodnéjsi pofidit si
prislusné software (STATGRAPHICS, SPSS, RATS apod.), nez pracné pocitat
hodnoty vyrovnani a predpoveédi (rekurentné) tabulkovymi procesory, kalkulackou
nebo dokonce ruéné.

Komparaéni zhodnoceni: éim je vyrovnavaci konstanta a vzdalenéjSi od 1 (tedy
blize k nule), tim je vyrovnani flexibilnéjSi a provedena nasledna predikce vykazuje
vysSi rozkolisanost.

Podobny rys vykazuje také trojité exponencialni vyrovnavani ve srovnani s
dvojitym a zejména vici jednoduchému, které dava velmi rigidni piedpovédi (tj. po
¢astech konstantnim trendem) .




1. Jednoduché (konstantni) exponencialni vyrovnavani

Formulace modelu je zalozena na predstavé, ze pro dané pevné ¢ a hodnoty
zpozdéni j =0,1,2,3,... lze uplatnit konstantni trend tvaru

(11) Tr, =9, =B, pro j=0,1,23, ..., kde

B, je (jediny) neznamy parametr. Tato domnénka (o konstantnosti vyvoje) neni pfilis
realisticka, avSak jednoduchost modelu (11) umoznuje pfiblizit postup odhadu

vvvvvv

Vychozim predpokladem modelu (11) je tedy trend ve tvaru po éastech konstantni
funkce.

Minimalizacni kritérium ma zde tvar

(12) Min G(y, Byo,@) = (1 - @) ,Zo(yt-j ~Bo) a’

=
Bro

ve kterém se uplatiiuje trendovy model tvaru 7, = 3,, ( tedy konstantni trend ).

Odhad b,, parametru (3, realizovany vazenou metodou nejmensich ¢tvercu (WLS)

je pak dan vztahem

(13) by =(1-a)Za’y,,
=
ovéreni: Derivaci vyrazu (12) podle S,, dostaneme:
(124) 9GO0 - (1- ) 5 2y, ; -0 k-Dar’
0by =0 /

Upravime-li kracenim 2(a - 1) a polozime-li derivaci rovnou nule, dostaneme

(124) Yyl =by Ta’
j=0 j=0

Pak s vyuzitim toho, Ze soucet fady %af :ﬁ, obdrzime (13).

j=0 -
U tohoto typu mohou byt vysloveny namitky, ze model s konstantnim trendem (11)
je pro vétsinu realnych situaci stézi pouzitelny, ponévadz trend ¢asové rady se
zpravidla vyviji jinym zptisobem nez po ¢astech konstantni funkci.
(14) vyrovnani pro aktualni obdobi (7 =0) : 9, =8,

(15) predikce na T obdobi dopfedu (7 >0) : D =0,

Predpovidané hodnoty na libovolné obdobi dopredu jsou tedy shodné s posledni
pozorovanou hodnotou (je ziejmé, Ze tato zasada neni vhodna pro situace, kdy ¢asova
fada vykazuje jakykoliv znatelny trend).

Lze jesté uzit tzv. chybovy vzorec:
(14A)  y, =y, + a(j}t B )A’t—l) =Yt a(j}t — V(1 _1)):j’t—1 +a.d,



V pripadé dvojitého a trojitého exponencialniho vyrovnavani je uZite¢né definovat
dvé tzv. "vyrovnavaci statistiky" : - viz Hindls, Hronové, Novak

(61a) S, =(1-a) Y a’ .y, ; jednoducha vyrovnavaci statistika
j=0
(62b) S;*=(1-a) > jaly,~;  dvojitd vyrovnavaci statistika
j=0
Pro tyto vyrovnavaci statistiky plati nasledujici rekurentni vztahy :
(63a) S =(1-a)y, +as,
(63b) sl =(-a)s, +as,_

ovéreni (63a) , (63b):
Levou stranu (63a) Ize vyjadrit jako

S, =(1-a) iaf.yt_j =(1-a)a’y, +(1- a).a%af".y,_j_, =
j=0 = , pfiéemz (= j -
(1-a)y, +a(l-a)ya*y,_, =(1-a)y, +as,,
k=0
Levou stranu (63b) Ize vyjadfrit jako
s =(1-a)s, +as,_ =(1-a)s, +(1-a) Sa' s, =
=0
0,

=(1-a)s, +(1-a)aXa’"s, ., =(i-a)s, +(i-a)a>a’s,, =(1-a)s, +a.s, V]
k=1

i
= ’

Vypocet téchto statistik se provadi rekurentné pocinaje S,, S0[2 I

Tyto statistiky vSak nejsou samy o sobé bezprostiedné uplatnitelné, protoze
operuji s ¢iselné nenaplnitelnymi hodnotami y,,t=0-1-2,-3,...,— , pro ktera
nemame pozorované hodnoty. Proto se v realnych vypoétech omezujeme na jejich
»kone¢né verze,,, tzn. na obdobné vyrazy operujicimi je se skuteéné dostupnymi
pozorovanymi hodnotami.



Oproti (61a) a (62b) tady definujeme trochu odli§né’:

-
(71a) S, =(1—a).tz a’ y;~ ; konecna jednoducha vyrovnavaci statistika
j=0
* t=1 g v -y , ’ T
(71b) S; =(l-a)*. X jaly,—; konecna dvojita vyrovnavaci statistika
j=0

Povsimnéme si, ze obé tato statistiky operuji vyluéné jen s pozorovanymi hodnotami.

Vztah mezi odhadovanymi parametry a témito koneCnymi vyrovnavajicimi
statistikami: odhady parametrd b»,,,b,, vyjadiené pomoci téchto statistik jsou

722 by =15, =5t

ovéreni (72A) , (72B):
Dosadime-li do vzorcu (30A),(30B) pro parametry b,,,b,, dvojitého exponencialniho vyrovnavani

(30A) by = (I‘a )Z ol yi-j=(1=a)" X ja’ y-;
Jj=0 Jj=0
a1 o (t-af = ;
(30B) by=(@-1)3 a’y_; - > jaly.;
j:O a j:O
I-o  *
vyrazy (71a) a (71b), dostaneme piimo 210 = (1t a)S; =8;* a by =(1-a)S; = St
ve shodé se vzorci (2.80),(2.81) citované knihy Hindlse, Hronové a Novaka. 0.

Naopak ale muzeme vyjadrit zapis obou téchto statistik také v symbolice obou parametri“

(73a)

oty

ovéreni (73A) , (73B):

Vyjdeme z porovnani  (I+a)S, —byy =S,* = %[(1 ~a)S; -by]

a a
(1+a)S; =bg =5 =byy7—~  odkud tedy mame pro St =00 ~bu7—~

1-a
a nasledné
a (l+a)a
Si*=U+a) by —bj——|—byg =a.byg — b iné
= )[to ﬂ]—a} 10 0= g nebo stejné tak
S*=L(1—a)[b -5 L)—b :a[b —p; -2 j—ib _apy-| LAl
S, 00 =0 | o 20 =05 | T 2 = aho —5 |1

vass

ekonomy - str. 133, vzorce (2.80), (2.81)



Pocatecni odhady obou vyrovnavacich statistik ziskame na zakladé vzorct

_ _ a
(75a) S0 =boo ~bo1 -
1
(75a) Sg*=a.byg - L ;_?a bor

kde pocatec¢ni hodnoty obou parametr( 5,,.5y; uréime napf. pomocnou regresi
z nékolika pocatecnich pozorovani ¢asové rady.

Od takto vyjadienych hodnot s,.5," se pak odviji postupny rekurentni vypoéet
obou statistik s,,s,” nasledné pro /=12,..x.

Volba vyrovnavaci konstanty o pro jednoduché exponencialni vyrovnavani:
Omezujeme se zde zpravidla na interval 0 < a < 0,3 a podobné jako pro dvojité se uziva

a) fixni volba a =01 nebo a=0,2 . (Volba a =0,3 se témér neuziva.)

b) volba a = +1’ kde d = 2m +1 je délka klouzavych priméra adekvatni této radé
m

(odvozena z pozadavku, aby tzv. stfedni vék vah jednoduchych klouzavych

2m
praméra této délk, tj. >

a stredni vék vah jednoduchého exponencialniho
k=0 2m+1

vyrovnavani, tj. S k.a(i-a)* byly shodné. Pristup ale neni idealni, protoze stejné
k=0

musime vyjit z vhodné délky klouzavého praméru.

c) Jako mozné hodnoty o se vezmou hodnoty z intervalu o =0,07 ,0,02,......0,30 a
vybere se ta hodnota, ktera nejlépe predikuje ve smyslu minimalni hodnoty SSE.

100.(1- p) predpovédni interval pro jednoduché exponencialni vyrovnavani

V pfipadé, ze rozdéleni nahodné slozky uvazované rady je alespon pfiblizné
normalni, Ize v ramci exponencialniho vyrovnavani vedle bodovych predpovédi
konstruovat také predpovédni intervaly. Jako 700.(1- p) predpovédni interval pro

jednoduché vyrovnavani se doporucuje konstruovat interval ve tvaru
()A’n+r(n) “uj_py2dp MAE ; yyir(n) +”I—p/2-dr-MAE) , kde

libovolné 7 >0 je
Uj-p,2 = (1= p/2)-kvantil normovaného normalniho rozdéleni

d, definovano jako d, = ‘/g =1,25 slouzici k pfevodu MSE na MAE.

MAE je stfedni absolutni chyba, tedy MAE = z §| Vi = Pe(t=1)
ny=j



2. Dvoijité (linearni) exponencialni vyrovnavani
Formulace modelu je zalozena na predstavé, ze pro dané pevné ¢ a hodnoty
zpozdéni j =0,1,2,3,... lze uplatnit lokalné linearni trend tvaru

(21) Tr,,.. =9, =B, + B¢ proj=0,1,23 ..

tt—j

Minimaliza¢ni kritérium ma v tomto pfipadé tvar

(22) Min G(y, By, By, a) = (1 0’ Z [ytj ,Bto +18t1 ] a’

=0 ,
BB

ve kterém se uplatniuje linearni trendovy model tvaru 7v,_; = B, — j.f3.

Vychozim predpokladem modelu (22) je tedy trend ve tvaru po éastech linearni funkce.

V tomto pfipadé jsou pfedmétem odhadu dva parametry b,, - jako odhad B,, -a b;;

-jako odhad parametru p,;; .

Odhad obou parametrii v (22) ziskame FeSenim soustavy normalnich rovnic

(25A)

ovéfeni (25A), (25B): Derivaci vyrazu (22) podle S,, dostaneme

(23A) aG(y“gtbO Bn,a) _
10

=(1-a) Zz[yt - ~(bro +b41.(~ ]a]( 1)
=0

Podobné, derivaci vyrazu (22) podle £, dostaneme:

(23B) 960 Pro-P-D _(1_ ) 5 2y, ; ~(bro + 50 - )’ s
0by =0
Upravime-li (23 A) a polozime-li pfislusnou derivaci rovnou nule:
(24A) S [y b0 + by Ja? , neboli
,_
(24A%) by ZO’] —byy Z]a = Z Yi-;a
j=0 j=0 j=0
as vyuzitim toho, ze soucet rady zaf - L asoucet rady z jall = !
j=0 I-a j=0 (1-0')2
. 1 a %
obdrzime b -b =Y aly,_;
077" 4 t](]—a)z = Yi-j

a nasledné vynasobenim (7 - a) ziskame (25A) .



Kratime-li (23B) vyrazem 2(/ - a) a poloZime-li levostrannou derivaci rovnou nule:

(24B) 0= _zo[yt- J =B+ Bl .
J:
Vyrazy s neznamymi 5, 3, pfemistime v rovnici nalevo
(24B*) Bio Z ja’ =B Z] ‘g = Z j-ajJ’t—j
J=0 Jj=0 J=0
a s vyuzitim toho, ze soucty rad § jalTl = Y lal = a1 +a3)
=0 (1-a) = (1-a)

mame

po vynasobeni (1-a)’ dava (25B).
Mame tedy soustavu dvou normalnich rovnic pro vypocet parametri b,,, b,

(25A)

(25B)

kterou mlzeme vyjadrit v maticovém tvaru

(1 0') z 0’ yt—]
(26) f aa [Z:()J =0 takze
d7(1-af ¥ jaly
1-a ) f=) t
_1 00 .
" g (1-a)% a’.y-;
(1) (thJ A N kde
g - | (1-al 3 jaly,
1-a ( ) j:O t—j
2
determinant matice soustavy (27) je roven ali+a)+a 9 - 9 Takze
l-a l-a a-1
l1-a § al.y,_
- Bo i 1(1_+aa') 1 fra ( )j=0 t—j
by) @ | g4 1 )| (1-a)? g )
a-1 j=0J yt—J
1-a)Y a’y,_ .
(28) th _ a-— —@ -1 ( )j:() =J
btl a a a 1 | (1_0,)2 § a]
j=0J yt—]

10



l+a -1 (l—a)z aly
(29) (thJ — { a - 1} j=0 )
b 1l-a —— > ©
1 a J|(i-a) > jal.y-;
j=0
Odtud mame pro oba parametry vysledné vyrazy

by :(1+a).(1—a)§ aj-y;—j ~(1-a)? § j.aj.yt_j neboli

]:0 j:0
(30A) byo =(1—az)2 a’y;-(l-af T jaly.; a
j:O j:O
(308) by =(a-1)¥ @iy -2 S jaiy,
j:() a ]:0

Vyrazy (30A) a (30B) predstavuji (pfesné) vypocetni vzorce pro ,aktualni hodnoty*“
parametrll b,,, b,; (oba jsou zavisié na t). Tyto vzorce ale nelze pro vypocet této dvojice

parametru (ve skutecnosti jde o dvé posloupnosti parametri) bezprostiedné pouzit, protoze
pfirozené nemame k dispozici hodnoty z ,,nekoneéné vzdalené minulosti“.

Proto se pfi konkrétni aplikaci Brownova exponencialniho vyrovnani postupuje
ponékud jinak, nejcastéji tak, ze se ,pocatecni odhady“ téchto parametrii spoctou
»pomocnym zplsobem®, napf. regresi a poté se pokracuje rekurentnim zplisobem
vypoétu ,,od hodnot ziskanych na zakladé pozorovani v ¢ase t-1 k hodnotam
ziskanym na zakladé pozorovani v ¢ase {.

Pokud pracujeme s koneénym poctem pozorovani, ma odpovidajici soustava
normalnich rovnice tento tvar:

n—-1 . n—1 . on—1 .
(41A) bio X a’ by X jal =X aly,-;
J=0 J=0 J=0
n—1 . n—1 2 . n—1 .
(41B) _th Zja] +bt1 ZJ .a’J=—Z jaf.y,_j,
Jj=0 J=0 Jj=0

coz muzeme dokumentovat srovnanim s ,,nekoneénym piipadem*

(24A%) b Ya’/ ~by Yjal = % J’t—jaj
I S

(24B%) Bo X jal =B, 270l = 3 jaly,;
]:0 ]:0 ]:0
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Resenim (41A) (41B) dostaneme odhady parametrii ve tvaru

(42B)

Tyto vzorce jsou sice formalné ,,exaktni“, ale pro praktické uplatnéni rovnéz malo
pouzitelné, protoze predstavuji nutnost prepo¢ti vyslednych vyrazi pfi jakékoliv
zméné koncové hodnoty n (a nelze vnich také pfirozené pouzit adekvatni
zjednodusSujici vzorce pro souctovani nekonec¢nych fad).

Pro srovnani vyrazi spo¢tenych na zakladé kone¢ného a ,nekone¢ného“ poctu
pozorovani miizeme postupovat napf. takto:

Vy¢islime vyrazy bez ,,ypsilonovych,, €lenli s vyuzitim toho, Ze plati dle

Vyraz ve jmenovatelich (42A), (42B) je rovny

1 (1+a) a2 cr+c72—a'2 a

ZaJZJa’— Ja’ =
J=0 j=0

Potom dle (42A)

) ﬂprave _

a zkraceni

a konec¢né

a podle (42B)

12



a zkraceni

dospéjeme k O.K.

Ta je srovnatelna s (25A), (25B) , protoze pokud n je dostatecné velké, Ize nahradit
(36A)

(36B) §.

prvni rovnice (1-a) a druhé rovnice - (1-a)* dava presné

(25A)

(25B)

primé (alternativni) ovéreni vypoctu parametru ze soustavy (25A), (25B):

(25A)

(25B)

Vyjdéme z (25A), (25B) a vyjadieme z obou téchto vztahi »,;:

(31A)

(31B)

Porovname obé strany a mame

13



by + 1+a[JaZayt]J[ Zjafy,],
a dale podle (31A) substituci _

O.K.
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V ucebnici T.Cipry Finan¢ni ekonometrie jsou v kontextu dvojitého exponencialniho
vyrovnavani definovany vyrovnavaci statistiky ponékud odlisné:

(61a) S, =p.2 B’ .Y;—j Jjednoducha vyrovnavaci statistika
Jj=0

(61b) 8,021 =(1-p) 2 B’S,_ _; dvojita vyrovndvaci statistika, kde |f=(I=a) .
j=0

Jak patrno, druha z téchto statistik je konstruovana obdobné jako prvni s tim

rozdilem, Zze misto pozorovanych hodnot vystupuji na pravé strané hodnoty

jednoduché vyrovnavaci statistiky S, .

Pro tyto statistiky plati nasledujici rekurentni vztahy:

(62a) S, =ay, +(I-a)s,_;

(62b) s =as, +(1-a)s, V!

Pomoci této dvojice vyrovnavacich statistik Ize sestavit soustavu normalnich
rovnic tvaru

(63a)

Z této soustavy dostaneme vyrazy pro hledané odhady ,@0 E] vyjadiené pomoci
obou vyrovnavacich statistik (a pfirozené téz vyrovnavaci konstanty g =(/-«) )

(64a)

bo=25,-5"

poznamka: Vyhodou tohoto zapisu je moznost rychlého ,prepoctu” ¢i ,,aktualizace”
odhadovanych parametrt (a nepotfeba jejich opakovaného vypoétu ze soustavy normalnich
rovnic), protoZe je mozno vyuzit bezprostiedniho vypoctu parametrii pomoci obou

vyrovnavacich statistik podle (64a) a (64b), pricemz aktualizace statistik S,,S,/%/ -
prechod od obdobi -7 k obdobi t - probiha velmi snadno pomoci vztah(62a), (62b).
predikce na T obdobi dopfedu (r >0) je dana vztahy

(65) Vo ¥=b,+b,.T neboli

o) et =| e e o

Z tohoto zapisu bezprostiedné dostaneme (dosazenim za 7 =0 ):
vyrovnani pro aktualni obdobi (r=0) :

(66)
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Model dvojitého exponencialniho vyrovnavani (21) je pro fadu situaci dobrym
predikénim nastrojem, pokud se pfi volbé vyrovnavaci konstanty fidime nékterym z
vySe uvedenych pravidel.

Pri vypoétu statistik St,Stlz] postupujeme rekurentné, pricemz jejich pocatecni
hodnoty pro r =0 ziskame ze vztahu :

(67A)

(67B)
Pocatecni hodnoty odhadu b,,,b,, ziskame prostou lineéarni regresi tak, Ze nékolik
(cca 6-10) pocatecnich pozorovani fady proloZime regresni pfimkou. b, je pfislusna
urovriova konstanta, b,, je parametr sklonu regresni pfimky.




Volba vyrovnavaci konstanty o u dvojitého exponencialniho vyrovnavani:
omezujeme se zde zpravidla na interval 0 <a < 0,3 a podobné jako pro jednoduché Se uZiva

a) fixni volba a = "+1 , kde 4 =2m +1 je délka klouzavych primért adekvatni
m

b) pro danou fadu (vyplyva opét z porovnani stiednich véku vah jednoduchych
klouzavych priméru a vah dvojitého exp. vyrovnavani).

c)Jako vhodné hodnoty o se vysetfi hodnoty z intervalu a =0,01,002,.....0,30 a
vybere se ta hodnota, ktera nejlépe predikuje ve smyslu miry SSE.

c)Jako vhodné hodnoty o se vysetfi hodnoty z intervalu a =0,01,002,.....0,30 a
vybere se ta hodnota, ktera nejlépe predikuje ve smyslu miry SSE.

Jako 700.(1- p)_predpovédni interval se doporucuje konstruovat ve tvaru

, kde pro

libovolné 7 >0 je d, definovano jako

1+ -a) ((1+4a+502)+2(1—a)(1+3a)r+2(1—a)2rz)
d; =125 1+a)
1+m((1+4a+5a2)+2(1—a)(1+3a)+2(1—a)2)

alternativni odvozeni odhadu parametru z (25A) ,(25B) :

z (25B) mame

c(l-a) = 1+a © a
komparaci ( ial y,_ i+ by=ll-a)> a’y,_;+——b
p . ]EOJ Vi-j T ( )jz=:0 Vi—j g0
. « (1—0’)3 © ; 2 X v s
po Upravé a .20 ja’ y,j+(1+a)b, =(1-a) .zoaf i +aby. Odectenim
J= J=

vyrazu a.b, od obou stran dostaneme

by =(1-af & aly,_; -0 S jal .y,
t1 ( 0’) jzz:Oa Yt—j a ]Z::OJa Yt—j
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Dale vyuzijeme (25A)
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3. Trojité (kvadratické) exponencialni vyrovnavani

je tretim uzivanym typem exponencialniho vyrovnavani, které se uplatiuje
predevsim u éasovych rad vyznacujicich se ve svém dosavadnim vyvoji useky se
zietelnou akceleraci nebo naopak deceleraci prubéhu v ¢ase.

Minimalizaéni kritérium ma u toho typu vyrovnani tvar

(51) Min (1 = 0’). ‘20 [yt—j = (:Bto + ﬁtl '(_ ])) - :Btz '(_ ])2] a’
J:
ve kterém se uplatnuje trendovy model tvaru

(52) Vi-i*= B~ B +j216t2
Zde mame co do cinéni jiZz se tremi konstantami b,,,b,,,b,, coby s odhady trojice
neznamych parametru kvadratické funkce g,,.5,,.5,, .

Odhady téchto parametrii se opét obdrzi vyvozenim ze soustavy (ifi) normalnich
rovnic. Ve vyrazech se tentokrat uplatiuiji jiZ tfi vyrovnavaci statistiky :

jednoduché vyrovnévaci statistika IS, =(I-a)y, +a.s,,

dvojita vyrovnavaci statistika

(53) sV =(1-a)za’s,,

=0
s vlastnosti st =(1-a)s +as_Y
trojita vyrovnavaci statistika stl=(1-a)s? +as_!

Pomoci nich se daji vyjadFit jak vyrovnané, tak predpovidané hodnoty :
vyrovnani pro aktualni obdobi (r=0) :

(54) v =38 -35"+ gl

predikce na T obdobi dopiedu (r >0) :

[66{2 +(1+5a)1-a)r+(1- a)z.rzlst
(55) Vier = % ~l6a? +2(1+4a)1-a)r +2(1-a)’ 1? lS,[z]
+2a? +(1+3a)1-a)r+(1-a)’ 1’ St[3]

Predikce pomoci trojitého exponencialniho vyrovnani jsou (zejména pfi nizké volbé
konstanty a - 1j. blizké 0,7) znaéné citlivé na chovani poslednich 2-3 pozorovanych
hodnot rady. Vykazuji-li tato pozorovani zietelny odklon oproti predchozimu
pribéhu casové rady, poskytne kvadratické vyrovnani zpravidla nepouzitelné
piedpovédi (tyto se vychyluji bud’ pfili§ nahoru nebo pfilis doli podle sméru
vychyleni pravé poslednich nejCerstvéjSich pozorovani).

Pfi uréovani pocatecnich odhadu b5,,,5,,,b,, se v tomto pfipadé doporucuje volit
delSi usek (az 1/2 poétu vSech pozorovani). Vyrovnani se zde provadi (pomoci
prosté metody nejmensich ¢tvercu) kvadratickym trendem.

19



Odvozeni normalnich rovnic pro trojité exponencialni vyrovnavani:
Derivaci vyrazu (51) podle 3, a jeho anulovanim dostaneme:

(-0} ¥ s ~(Bo + Bud- )+ Ba= 2] =0 nebol
z

Derivaci vyrazu (31) podle 3, a jeho anulovanim dostaneme:

(56A)

(=) [ =80 + 50 - )+ 82 P a7 =0 e

Derivaci vyrazu (31) podle S,, a jeho anulovanim dostaneme:

(i-a) [yt—j (Bo *+ B (= i)+ B - l] a’ =0 neboli
]_

1
Po vyéisleni sumaci mame B, Bn B 7

( a) ( a) e

(56C)

(56A) upravime na

(56B) upravime na

Dostavame tedy soustavu tii normalnich rovnic k vypoctu parametru g,,, 5.5




1 a a(l+a) © ’
1-a (1-a) (1-a) b, ,Z:;y’_ja
a all+a a*+aat +a || ) i .
= = e = LI P
<
all+a) o’ +4a® +a Ha) b ijzy a
(1 = 0’)3 (1 —0’)4 =0 ~
z niz by byly hledané parametry ziskatelné vztahem (58)
1 a a(l+a) e ;
b)Y | 179 (-af (1-a) 2,0
’ a a(l+a) a’ +4a’ +a © 4
b, |= _— | y_.a’ |J
AT i-a) 2
2/ la(l+a) a®+4a®+a —17a* +33a° +16a° +a | | . ;
ha)= .’
(e (e i

nicméné ziejmé, ze i kdyZ principialné takto parametry 3,,,8,,.5,, ziskame, budou

prislusné tfi vzorce jiz velmi nepiehledné....
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Poznamka: PFi vypocétech souéti konvergentnich nekone€nych fad, které se vyskytuji
v normalnich rovnicich u rGznych verzi exponencialniho vyrovnavani, Ize uzitecné
uplatnit poznatky odvozené z teorie mocninnych rad.

Mame-li pro argument 0 <z </ definovanu funkci resp. mocninnou radu

(101) , pak

vypocet derivaci této funkce (do Ctvrté derivace véetné) vede k témto vysledkim:

(102)
(103)
(104)

(105)

Vsimnéme si, Zze sumace derivovanych prvkd mocninné fady (vyrazy v souctech v
(101, 102, 103, 104) se ziskaji velmi prostym zpusobem tim, ze derivujeme funkci
F(z) . Plati to pro prvni, druhou i treti (pfipadné i vy3Si) derivaci.

Vezmeme-li za argument z vyrovnavaci konstantu a - to je pfipustné, nebot jeji
hodnoty rovnéz lezi v intervalu (0,1) - dostaneme :

(113) - coz vypocteme z rozvoje

0

ij.afmzijz.a”— |:Z](] 10’12+2]0'12j| i;l il - 1a’2+crzjaff1

A J= =

2 2 ] _2’ +a(l-a)_a(i+a)

(1-a) (1-af (1-a) (1-a)

Dale mame jesté

a

- 6a’+3a-3a° -20+4a° -24° a3+4a2+a
114 Sal =
e 3 (i-a) (i-a)

odvozeni (114):

22



Y ital =a’ ZJ a’3=a? Z[] (G-10(j-2)a’ 3 +3%a/73 -2ja’ 3
J=1 J=1 J=1

=a®. 3 (-0 -2)a’3 4303 3 2ai 3 -2a3 ¥ jai 3

Jj= =1 ]—1 j= =1
Tedy SPal=ady j(j-0)(-2a’3+3% 20l -2 ¥ ja’
j=1 j=3 J=1 Jj=l

S vyuzitim (62), (62) a (63) dostaneme

s gl e 8 +3a(1+a)_2. a _ 6a’ +3cr(1+a)(1—a)_2cr(1—cr)2

j=i (t-a)t  (-af (-af (-a)  (-a) (1-a)*
§j3 o) = 6a’ +Sa(1—az)—2a(1—2a+a2): 60> +3a -3a° —2a +4a? -2a°

Jj=l1 ' (1—a)4 (l—a')4

v XX ok 9D & s a’+40% +a
az konecné mame (114) Y ja’/=— — o.

j=I (1-a)?*

Uvedené vztahy se aktivné uplatiiuji pfi vypoCtu vyrazi, které vedou v jednotlivych
typech exponencialniho vyrovnavani k uréeni odhadu parametri b,,,b,,,b,, .

Pokusme se jesté spoditat
(115)

§j4‘aj = §j4,aj_4 =a? ozo:!j.(j—]).(j—2)(j_3)aj_4 +6j3aj_4 —]]jzaj_4 +6jaj_4 =

j=1 j=1 j=

= a4ij.(j—1).(j—2)(j o) +0/“6ij30/"‘4 —a“llijzaf“‘ +a46ija""4

J=1 j=1 j=1 j=1
i (-0)0-2);- 3)af4+6zj af—nz] af+6zjaf
J=1 J=1 J=1 J=1

. 24 +6a3+4a2+a_11a(1+a)+6 a

(t-a) = (-a) (1-a) (1-af

o 24, (-a)la* +aa* +a] | af

(1 -a) (i-af (1-a) (i-a)
)

S [a +6(1 [a +4a® +a] Na(l+a)i-a) +6all- a3]

(1- a)

la* +6la’ +4a? +a]—a.[a3 +4a* +a]—11(a+a2)(1—a)2 +6a(1—3a+3a —a3)]

=a

.a4 +60/3 +24a2 +6a—a4 —4a3 —a2 —(11a+110/2XI—2cr+az)+6a—180/2 +18a3 —6a4]

pa® +23a* +6a—(11a+11a2 -22a* - 2207 +11a° +11a4)+6a—18a2 +18a’ —6a4]
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- - .[20a3 +502 +120 -11a -11a? + 2202 +22a° -11a° -11a* —6a4]
(1-a)
1
= ; .[—17a4 +33a° +16a” +a]:
(1-a)

Tedy koneéné dospivame k vyrazu

a

; .[—17a3 +33a° +16a'+1]
(1-a)
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Holtova vyrovnavaci metoda3

Jistym zobecnénim dvojitého exponencialniho vyrovnavani je tzv. Holtova metoda,
ve které se uplatiuji dvé vyrovnavaci konstanty 0 <a,y <1

a pro vyrovnani urovné L,

y pro vyrovnani smérnice 7, téze rady
(81) L=ay +{-a)L-, +T.,)

Vyhlazeni urovné je tedy definovano jako konvexni kombinace posledni pozorované
hodnoty v ¢ase ¢ a odhadu této hodnoty vzatého v predchozim ¢ase ¢ — 1.

(82) T, =y(L, — L)+ (1-¥)T,,
Aktualizace trendu rady je tedy definovana jako konvexni kombinace rozdilu/posunu
mezi posledni a predposledni Urovni fady L, -1,_; v ¢ase ¢ a hodnoty trendu

spoctené v predchozim ¢ase 1 — /.
Pro vyrovnani, resp. predikci zde plati predpisy:

(83) yi =L

(84) ur(t) =L +T,T pro 7>0
Jako volby pocatecnich hodnot se doporucuiji:

(85A) Ly =

(85B) Ty =y2=n

Za pozornost stoji, ze Holtova metoda byla nejprve navrzena jako ad hoc postup na
zakladé prosteé logické tuvahy. Teprve pozdéji bylo prokazano, ze Brownovo dvojité
exponencialni vyrovnavani se zvolenou vyrovnavaci konstantou o je specialnim
pfipadem Holtova metody , jejiz vyrovnavaci konstanty jsou pak

86 =apl2- , =
(86) ag =ag(2-ap) , yu 1-a
Za pozornost stoji, ze Holtova metoda byla nejprve navrzena jako ad hoc postup na
zakladé prosteé logické uvahy. Teprve pozdéji bylo prokazano, ze Brownovo dvojité
exponencialni vyrovnavani se zvolenou vyrovnavaci konstantou o je specialnim
pfipadem Holtova metody , jejiz vyrovnavaci konstanty jsou pak

ap =01 ,potom apy =01(2-01)=019 yy =——=-"-=0,0527
2-01 19
02 _0l
ap =02 ,pak ay=02(2-02)=036 =~ =2 =0]111111
B P H ( ) YH =02 19
ag =03 ,odtud apy =03(2-03)=051 yy =%=%=0,17647

3 Postup je popséan v textu: Holt, C.,C: Forecasting seasonal and trends by exponentially weighted moving
averages . Research mem. No 52. Carnegie Institute of Technology. Pittsburg 1957.
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