Urcity integral

Uvazujme graf funkce f(x) na intervalu (a, b). Pokusime se urcit obsah plochy
ohraniCené grafem, osou x a svislymi pfimkami x = a, x = b.
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Urcity integral

Uvazujme graf funkce f(x) na intervalu (a, b). Pokusime se urcit obsah plochy
ohraniCené grafem, osou x a svislymi pfimkami x = a, x = b. Postupujme
nasledujicim zpusobem:

rozdélime interval {a, b) na n ¢aste¢nych intervald

(X1, X2), (X2,X3), ..., {Xn, Xnr1), Kd€@ @ = X1 < X2 < ..., Xp < Xpr1 = b. Toto
déleni oznaéime D,. Déle zavedeme
m; = infye (xx.,) F(X) @ Mj = SUP, ¢y .y F(X), i=1,....n.

Hledany ploSny obsah Ize odhadnout pomoci vyrazi

s(f, Dn) = Y21y mi(Xiy1 — X;), resp. S(f, Dn) = Y274 Mi(Xiy1 — X;).

Tyto vyrazy nazyvame dolnim, resp. hornim Riemannovym souctem funkce f
pro déleni Dy



Urcity integral - definice

Oznacme D mnozinu v8ech moznych délenf intervalu (a, b). Je-li funkce f(x)
omezena zdola na (a, b), pak zde existuje tzv. dolni Riemanndyv integral

J5 H(x)dx = sup, s(f, D)



Urcity integral - definice

Oznacme D mnozinu v8ech moznych délenf intervalu (a, b). Je-li funkce f(x)
omezena zdola na (a, b), pak zde existuje tzv. dolni Riemanndyv integral

J5 H(x)dx = sup, s(f, D)

Je-li funkce f(x) omezend zhora na (a, b), pak zde existuje tzv. horni
Riemannuv integral

J2 f(x)dx = infp S(f, D).



Urcity integral - definice

Oznacme D mnozinu v8ech moznych délenf intervalu (a, b). Je-li funkce f(x)
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omezena zdola na {a, b), pak zde existuje tzv. doini Riemannuiv integral

J2 f(x)dx = supp s(f, D)

Je-li funkce f(x) omezend zhora na (a, b), pak zde existuje tzv. horni
Riemannv integral

J2 f(x)dx = infp S(f, D).

Definice : Ma-li funkce f(x) na (a, b) horni i doIni Riemannuv integral a
jsou-li stejné, pak klademe [ f(x)dx = [2f(x)dx = [2 f(x)dx a toto &islo
nazyvame Riemannovym integralem funkce f(x) na (a, b).

Poznamka : Cislo a nazyvame dolni mez integralu, &islo b nazyvame horni
mez integralu. O funkci f fikame, ze je na daném intervalu integrabilni.

Poznamka : Pro existenci integralu f(x) na (a, b) staci, aby zde funkce byla
spoijita.
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Definice : RozSifeni pojmu itegralu pro pfipady, kdy neni spinéna podminka
a<hbh:
pro a = b klademe fab f(x)dx =0,

pro b < aklademe 7 f(x)dx = — [ f(x)dx

Véta : Existuji-li integraly [, f(x)dx i fcb f(x)dx, pak je funkce f(x) integrabilni
i na intervalu (a, b) a plati f: f(x)dx = [ f(x)dx + f: f(x)dx.

Véta : Jsou-li funkce f(x) a g(x) integrovatelné na (a, b) a plati-li pro

Vx € (a,b) : f(x) > g(x), pak také plati f: f(x)dx > f: g(x)dx.

Véta : Pro funkce f(x) a g(x) integrovatelné na intervalu (a, b) a libovolné
konstanty «, 3 je integrovatelna i funkce af(x) + 5g(x) a plati:

J2(af(x) + Bg(x))ax = a [L f(x)ax + B [2 g(x)dx.
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F(x) = f;; f(t)dt je spojitd na (a, b) a ve v8ech bodech spojitosti funkce f(x)
plati: F'(x) = f(x) (tedy je-li f(x) spojita, pak je F(x) jeji primitivni funkci).
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Urcity integral - vypocCet

Pro funkci f(x) integrovatelnou na (a, b) a libovolné xo € (a, b) plati: Funkce
F(x) := f;; f(t)dt je spojita na (a, b) a ve vSech bodech spajitosti funkce f(x)
plati: F'(x) = f(x) (tedy je-li f(x) spojita, pak je F(x) jeji primitivni funkci).
Véta : Newtonova formule:

Je-li f(x) spojita na (a, by a F(x) je jeji libovolna primitivni funkce, pak:

J2 f()ax = F(b) - F(a),

piseme téz [ f(x)dx = [F(x)]2 = F(b) — F(a).

Priklad : Spoctéte urCity integral pro f(x) =x+1, a=1, b=3.
Regeni: [J(x+1)dx = [x2/2+x]? =9/2+3—(1/2+1) =6.

Priklad : Spoctéte urcity integral pro f(x) = ¢/x, a=0, b=1
Resgent: f01 Ixdx = [3x4/3 /41 = 3/4.



Urcity integral - integracni metody

Per partes v urcitém integralu
Jestlize funkce u(x), v(x) maji spojité derivace na (a, b), pak plati:

J7 ¢ (x)v(x)ax = [u()v)1; = f7 u(x)v'(x)dx

a



Urcity integral - integra¢ni metody

Per partes v urcitém integralu
Jestlize funkce u(x), v(x) maji spojité derivace na (a, b), pak plati:

Ja U O)v(x)ax = [uC)v(x)]8 — [, u(x)V'(x)ax

u’:x v=In(x+1) | |, ]
=x2/2 vV =1/(x+1) ‘ = [zt ko =

1, _ 1

Jo mdx 3ln2 —0— fo xle dx = 3In2 — 3 [y ( - x+1)) dx =

3n2 — 3[E —x+In(x+ D))y =1m2-14+1-1m2-0=1

Piklad : [, xin(x + 1)dx =



Urcity integral - integra¢ni metody

Per partes v urcitém integralu
Jestlize funkce u(x), v(x) maji spojité derivace na (a, b), pak plati:

b b
Jo ) v(x)dx = [u(x)v(x)]5 = [; u()v'(x)dx
v=x v=in(x+1)
u=x2/2 v =1/(x+1)
152 _ 1
A o o = 32— 0 — 3 Setitd = 32 — 3 [ (x =1+ gy ) ox =
3n2 — 3[E —x+In(x+ D))y =1m2-14+1-1m2-0=1

Priklad : [ xin(x + 1)dx = ‘ = [£in(x + 1))} -

Substituce v urcitém integralu
Jestlize u = ¢(x) ma spojitou derivaci na (a, b) a je-li f(u) spojitéd na ¢({a, b)),

pak plati f fo(x))e' (x dx_f“’(b) f(u)du.

»(a)



Urcity integral - integra¢ni metody

Per partes v urcitém integralu
Jestlize funkce u(x), v(x) maji spojité derivace na (a, b), pak plati:

b b
Ja U ()v(x)dx = [u(x)v(x)]3 — [; u(x)v'(x)ax

U=x v=In(x+1) | e ]
u=x%/2 v =1/(x+1) ‘ = [zt Dlo -
152 _ 1
A ﬁdx 32— 0 — 3 Setitd = 32 — 3 [ (x =1+ gy ) ox =
3n2 — 3[E —x+In(x+ D))y =1m2-14+1-1m2-0=1

Piklad : [, xin(x + 1)dx =

Substituce v urcitém integralu
Jestlize u = ¢(x) ma spojitou derivaci na (a, b) a je-li f(u) spojitéd na ¢({a, b)),
pak plati f f(x))¢ (x)dx = f;’((al;) f(u)du.
Priklad :
u=x2+2x+3
du = (2x + 2)dx
u(-1) =2, u(0) =3

x+1 _ 0 1 oxy2
f 1 T3 X = o e X =

Sin(u)3 = Sind.



Nevlastni integral

Nevlastnim integralem vzhledem k intervalu rozumime urcity integral, kde
plati: a = —oco nebo b = co.



Nevlastni integral

Nevlastnim integralem vzhledem k intervalu rozumime urcity integral, kde
plati: a = —oco nebo b = co.

Definice : Definujeme [ f(x)dx = lim; f; f(x)dx, pokud tato limita
konverguje. V opacném piipadée fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky
definujeme ffoo f(x)dx = lim, o ftb f(x)dx.



Nevlastni integral

Nevlastnim integralem vzhledem k intervalu rozumime urcity integral, kde
plati: a = —oco nebo b = co.

Definice : Definujeme [ f(x)dx = lim; f; f(x)dx, pokud tato limita
konverguje. V opacném piipadée fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky

definujeme f f(x)dx = lim¢__ oo bf(x)dx.
oo t

Priklad :
o 1 . t 1 . 17t . 1
Jo° wzax =lime o [5 720X = lime oo [—5], = iMoo —F +

[NIEN
I
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Nevlastnim integralem vzhledem k intervalu rozumime urcity integral, kde
plati: a = —oo nebo b = oc.

Definice : Definujeme f f(x)dx = lim¢_ f f(x)dx, pokud tato limita
konverguje. V opacném piipadée fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky
definujeme ffoo f(x)dx = lim, o ftb f(x)dx.
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J2 f(x)ax = [© f(x)dx + fc f(x)dx
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Nevlastnim integralem vzhledem k intervalu rozumime urcity integral, kde
plati: a = —oo nebo b = oc.

Definice : Definujeme f f(x)dx = lim¢_ f f(x)dx, pokud tato limita
konverguje. V opacném piipadée fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky
definujeme ffoo f(x)dx = lim, o ftb f(x)dx.

Priklad : .

2 hdx = limeyo [y Hax = lime oo [-1], = limyoe 1+ 5 =0+ 5 =1
Integral f f(x)dx nazveme konvergentmm pokud pro néjaké ¢ € R
konverguiji oba integraly f (x)dx, [.° f(x)dx, potom definujeme

J2 fx)ae = [° K x)dx+fc F(x)ax.

Priklad : [~ dx = [7,

co X2—2x+5 2x+5

2t=x—1
(x1

T = ‘ 20t = dx
foooo 4t2+42dt 2 f 0o 121%1 ) f 0o t2 dt +3 fO [211 dt =
slarctg()]® o + 3larctg(t)]g° = 5(0 — ¢ + 3-0)=




Nevlastni integral

Nevlastni integral vzhledem k funkci
Jestlize f(x) je neomezend v bodé b, ale je omezend na intervalu (a, t) pro

libovolné t € (a, b), pak definujeme fab f(x)dx = lim;_p_ fat f(x)dx, pokud
tato limita existuje. Jinak fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky se pro
funkci neomezenou v bodé a definuje [2 f(x)dx = lim,a; [, f(x)dx.
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Nevlastni integral vzhledem k funkci
Jestlize f(x) je neomezena v bodé b, ale je omezena na intervalu (a, f) pro
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Nevlastni integral vzhledem k funkci
Jestlize f(x) je neomezena v bodé b, ale je omezena na intervalu (a, f) pro

libovoIné t € (a, b), pak definujeme fab f(x)dx = lim;_,p_ fat f(x)dx, pokud
tato limita existuje. Jinak fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky se pro
funkci neomezenou v bodé a definuje [2 f(x)dx = lim,a; [, f(x)dx.
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Poznamka : Je-li funkce f(x) je neomezena v bodé c € (a, b), pak
definujeme f: f(x)dx = [ f(x)dx + fcb f(x)dx, pokud oba integraly na pravé
strané existuji.
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Nevlastni integral vzhledem k funkci
Jestlize f(x) je neomezena v bodé b, ale je omezena na intervalu (a, f) pro

libovolné t € (a, b), pak definujeme fab f(x)dx = lim;_p_ fat f(x)dx, pokud
tato limita existuje. Jinak fekneme, Ze integral diverguje. Analogicky se pro
funkci neomezenou v bodé a definuje [2 f(x)dx = lim,a; [, f(x)dx.
PHiklad : [) <=dx = lim o, J, d=ax = lim o, [5x*/5/4]} =

lim;_o.(5/4 —5Vt4/4) =5/4 —0=5/4.

Poznamka : Je-li funkce f(x) je neomezena v bodé c € (a, b), pak
definujeme f: f(x)dx = [ f(x)dx + fcb f(x)dx, pokud oba integraly na pravé
strané existuji.

Piklad : Spodtéte: f02 Adx

Spatny postup: fo X = [In|x —15=Im —In1=0

Spravné: funkce neni deflnovana v bodé 1, tedy

Jo srdx = fy srdx+ [ iy = lime g [inlx — 1[5+ limg o [n]x — 1])7 =
— In1 4+ In1 — o, integral diverguje.



