
Derivace elementárńıch funkćı
(xr)′ = rxr−1, r ∈ R

(ex)′ = ex

(ax)′ = axlna, a > 0

(lnx)′ =
1

x

(loga x)′ =
1

x.lna

(sinx)′ = cosx

(cosx)′ = − sinx

(tgx)′ =
1

cos2 x

(cotgx)′ =
−1

sin2 x

(arcsinx)′ =
1√

1− x2

(arccosx)′ =
−1√

1− x2

(arctgx)′ =
1

1 + x2

(arccotgx)′ =
−1

1 + x2

Pravidla pro derivováńı

Pro lib. funkce f(x), g(x) a c ∈ R plat́ı ve všech bodech, kde maj́ı f a g
derivaci a kde jsou násl. výrazy definovány:

a) (c.f(x))′ = c.f ′(x)

b) (f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x)

c) (f(x).g(x))′ = f ′(x).g(x) + f(x).g′(x)

d)
(
f(x)
g(x)

)′
= f ′(x).g(x)−f(x).g′(x)

g2(x)

Derivace složené funkce:

(f(g(x)))′ = f ′(g(x)).g′(x)

Derivace inverzńı funkce:

(f−1(x))′ =
1

f ′(f−1(x))



Použit́ı derivaćı

L’Hospitalovo pravidlo

Necht’ f(x), g(x) jsou takové funkce, že

limf(x) = limg(x) = 0

nebo
limf(x) = ±∞, limg(x) = ±∞.

Existuje-li vlastńı nebo nevlastńı limita limf ′(x)
g′(x)

= α, pak existuje limf(x)
g(x)

a
plat́ı

lim
f(x)

g(x)
= lim

f ′(x)

g′(x)
= α.

Rovnice tečny a normály

Má-li funkce f(x) v bodě a derivaci f ′(a), tečna ke grafu funkce f(x) v bodě
T [a, f(a)] je dána rovnićı

y − f(a) = f ′(a).(x− a).

Rovnice normály ke grafu v bodě T [a, f(a)] je pro f ′(a) 6= 0:

y − f(a) = − 1

f ′(a)
.(x− a)

a pro f ′(a) = 0 je rovnice normály: x = a.

Diferenciál a Taylor̊uv polynom

Má-li funkce f(x) v bodě a derivaci f ′(a), pak

df(a) = f ′(a).dx

nazýváme diferenciálem funkce f(x) v bodě a. Pro malé dx = x − a plat́ı
přibližná rovnost

f(x) ≈ f(a) + df(a).

Má-li funkce f(x) na intervalu I derivace až do řádu n, pro a ∈ I definu-
jeme Taylor̊uv polynom řádu n funkce f(x) v bodě a:

Tn(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n.

Pokud má funkce f(x) na intervalu I derivace až do řádu n+1, pro x ∈ I
plat́ı:

f(x) = Tn(x) +Rn+1,

kde Rn+1 = f (n+1)(θ)
(n+1)!

(x− a)n+1 pro nějaké θ mezi x a a.



Funkce v́ıce proměnných

Diferenciál a Taylor̊uv polynom pro funkce v́ıce proměnných

Necht’ funkce f(X), X = [x1, x2, . . . , xn] má v oblasti Ω spojité všechny
parciálńı derivace prvńıho řádu. Potom

df(X0) = f ′x1
(X0)dx1 + . . .+ f ′xn

(X0)dxn

nazveme diferenciálem funkce f(X) v bodě X0 ∈ Ω. Pro bod X ∈ Ω bĺızký
bodu X0 plat́ı:

f(X) ≈ f(X0) + df(X0).

Pro n = 2 označme X = [x, y] a má-li f v jistém okoĺı bodu [a, b] spojité
všechny parciálńı derivace druhého řádu, definujeme zde Taylor̊uv polynom
druhého řádu:

T2(x, y) = f(a, b) +
1

1!
(f ′x(a, b)(x− a) + f ′y(a, b)(y − b))+

+
1

2!
(f ′′x2(a, b)(x− a)2 + 2f ′′xy(a, b)(x− a)(y − b) + f ′′y2(a, b)(y − b)2)

a plat́ı zde:
f(x, y) ≈ T2(x, y).

Extrémy funkćı v́ıce proměnných

Necht’ funkce f(X), X = [x1, x2, . . . , xn] je definována na oblasti Ω. Necht’

X0 je jej́ım stacionárńım bodem, tj.

f ′x1
(X0) = f ′x2

(X0) = . . . f ′xn
(X0) = 0.

Necht’ v jistém okoĺı Uδ(X
0) má funkce f(X) spojité všechny parciálńı

derivace druhého řádu. Označme

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f ′′
x2
1

f ′′x1x2
. . . f ′′x1xk

f ′′x2x1
f ′′
x2
2

. . . f ′′x2xk

...
...

...
...

f ′′xkx1
f ′′xkx2

. . . f ′′
x2

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, 2, . . . , n.

Je-li Dk(X
0) > 0, k = 1, 2, . . . , n

(respektive (−1)kDk(X
0) > 0, k = 1, 2, . . . , n),

má funkce v lokálńı minimum (resp. maximum).

Základńı neurčité integrály
∫

0dx = c, x ∈ (−∞,∞)



∫
exdx = ex + c, x ∈ (−∞,∞)∫

sinxdx = − cosx+ c, x ∈ (−∞,∞)∫
cosxdx = sinx+ c, x ∈ (−∞,∞)∫
dx

1 + x2
= arctg(x) + c, x ∈ (−∞,∞)∫

dx√
1− x2

= arcsin(x) + c, x ∈ (−1, 1)∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ c, n 6= −1, x ∈ (−∞,∞)pro n ≥ 0 celé,

x ∈ (−∞, 0) nebo (0,∞) pro n < 0 celé, x ∈ (0,∞) pro n necelé∫
dx

x
= ln|x|+ c, x ∈ (0,∞) nebo x ∈ (−∞, 0)∫

dx

cos2(x)
= tg(x) + c, pro interval, kde cosx 6= 0∫

dx

sin2(x)
= −cotg(x) + c, pro interval, kde sinx 6= 0

Pravidla pro integrováńı

Metoda per partes:

Jestlil’e funkce u(x), v(x) maj́ı v intervalu I spojité derivace u′(x), v′(x), pak
zde plat́ı: ∫

u′(x)v(x)dx = u(x)v(x)−
∫
u(x)v′(x)dx.

I. výpočet integrálu substitućı: hledáme
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

1. Zvoĺıme substituci x = ϕ(t).

2. Vypoč́ıtáme dx = ϕ′(t)dt.

3. Do daného integrálu dosad́ıme za ϕ(t) a ϕ′(t)dt a dostaneme
∫
f(x)dx.

4. Vypoč́ıtáme F (x) =
∫
f(x)dx.

5. Urč́ıme interval I, na kterém plat́ı F ′(ϕ(t)) = f(ϕ(t))ϕ′(t).

6. Hledaný integrál je
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(t)) + c, t ∈ I.



II. výpočet integrálu substitućı: hledáme
∫
f(x)dx na in-

tervalu J.

1. Zvoĺıme substituci x = ϕ(t), tak aby na J existovala ϕ−1(x).

2. Vypoč́ıtáme dx = ϕ′(t)dt a do daného integrálu dosad́ıme mı́sto x výraz
ϕ(t) a mı́sto dx výraz ϕ′(t)dt.

3. Urč́ıme G(t) =
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

4. Dosad́ıme doG(t) mı́sto t výraz ϕ−1(x) a dostaneme F (x) = G(ϕ−1(x)).

5. Zkontrolujeme, zda na intervalu J plat́ı F ′(x) = f(x).

Rozklad na parciálńı zlomky

Necht’ R(x) = f(x)
g(x)

je ryze lomená reálná racionálńı funkce, jej́ıž čitatel a

jmenovatel nemaj́ı stejný kořen. Necht’ g(x) =

an(x− α)k(x− β)l . . . (x− γ)m · [(x− a)2 + b2]p . . . [(x− c)2 + d2]q,

( kde α, β, . . . , γ, a, b, . . . , c, d jsou reálná č́ısla a k, l, . . . , m, p, . . . , q
jsou přirozená č́ısla) je rozklad jmenovatele v reálném oboru.

Potom existuj́ı reálná č́ısla

A1, . . . , Ak, B1, . . . , Bl, . . . , C1, . . . , Cm

a M1, N1, . . . , Mp, Np, . . . , P1, Q1, . . . , Pq, Qq tak, l’e plat́ı

R(x) =
Ak

(x− α)k
+ . . .+

A1

(x− α)1
+

+
Bl

(x− β)l
+ . . .+

B1

(x− β)1
+ . . .+

+
Cm

(x− γ)m
+ . . .+

C1

(x− γ)1
+

+
Mpx+Np

[(x− a)2 + b2]p
+ . . .+

M1x+N1

[(x− a)2 + b2]1
+ . . .+

+
Pqx+Qq

[(x− c)2 + d2]q
+ . . .+

P1x+Q1

[(x− c)2 + d2]1
.


