FINANCNI CASOVE RADY

Az dosud popisované modely ¢asovych fad byly svou podstatou pfevazné linearni,
popf. je bylo mozno linearizovat jednoduchou (obvykle logaritmickou) transformaci.
Mnoho vztahi ve financich je vSak vnitiné nelinearnich (pfikladem bud zavislost
opCni prémie na pfisluSnych vstupech, vybalancovani velikosti vynosu a rizika apod.).
Podstatu finanénich ¢asovych fad proto v fadé situaci lépe vystihnou nelinearni
modely.

Linearni modely ¢asovych fad totiz nejsou zpravidla schopny zohlednit nékteré

typické vlastnosti finanénich ¢asovych fad, jimiz jsou zejména:

» Leptokurtické rozdéleni: miry zisku finanénich aktiv mivaji rozdéleni, ktera jsou
vice Spicata kolem stifedni hodnoty/modu, pfiéemz na koncich je jejich hustota
vétsi a vramenech mensi nez u normalniho rozdéleni se stejnou stfedni
hodnotou a rozptylem (lze u nich rozpoznat ,uzsi pas a tézsi konce) s vétsi
Spicatosti nez u normalniho rozdéleni. Vyznaénou charakteristikou byva zde
kladny koeficient Spicatosti. Jako priklad typické podoby leptokurtického
rozdéleni by mohlo slouzit t-rozdéleni o malém poétu stupid volnosti.

» Shlukovani volatility [volatility clustering, v. bunching, v. pooling, v. busting];
Jedna se o tendenci volatility financénich trhii objevovat se ve shlucich
vysokych a nizkych volatilit, tj. velké resp. malé vykyvy v mife zisku lze
ocekavat spiSe po vétSich resp. mensich predchozich vykyvech (nékdy se zde
mluvi o “ vybusSich” [bursts] )

» Pakovy efekt [leverage effect]: tento jev rovnéz souvisi jako v pfedchozim
pfipadé s kolisanim volatility v ¢ase, s kterym se linearni modely nejsou
schopny uspokojivé vyporadat. Konkrétné se jedna o tendenci volatility zvétsit
se vice po cenovém poklesu, nez po cenovém narlstu souméritelné velikosti.

KLASIFIKACE NELINEARNICH MODELU é&asovych fad
Pokud se omezime na ryze stochastické [purely stochastic] modely ¢asovych rad
(tj. bez deterministickych trendu a periodicit), pak za obecny zapis nelinearniho
modelu ¢asoveé rady lze povazovat
(6.1) Vit :f(et’et—l’et—Z'et—.?"“) ;
kde f je nelinearni funkce nekorelovanych, stejné rozdélenych nahodnych veli€in
e, snulovou stfedni hodnou oznaCovanych podle kontextu jako predpovédni

chyby nebo odchylky od podminéné stredni hodnoty nebo Soky ¢€i inovace apod.
Specialnim pfipadem mize byt jiz zminény linearni proces
(6.2) Ve =e t lepiet—i ,

1=
k jehoz existenci a stacionarité napf. staci predpokladat w,z + l[)22 +...<+00,
(jinou moznosti je dosazeni téhoz predpokladem || +|y,|+...+|w3| <+w ) ).



V obecném pfripadé zapisu (6.1) vSak neni nelinearni proces primo aplikovatelny,
protoze mize obsahovat nekoneény pocet parametri. Proto se v literatuie dava
piednost specifictéjSimu tvaru zapsanému pomoci podminénych momentt prvnich
dvou fada. Napi. uz stacionarni AR(1)-proces s nepodminénou nulovou stiedni
hodnotou y, = ¢, y,-; + ¢, |ze zapsat pomoci podminéné stiedni hodnoty jako

(6.3) EWelyi—s)= oy

Obecné lze v ¢ase t podminovat veSkerou informaci Q,, znamou do casu t-1

véetné. Pro nazornost si muzeme predstavit, Ze tuto minulou informaci generuiji
vechny minulé hodnoty {v,_;,7,—>.v,—5...}a {e,_;.e,—>.e,_3,..} a vhodné

funkce téchto hodnot (obecné se takovy prostor oznacuje v topologické symbolice
jako o -algebra generovana uvedenou mnozinou hodnot.) Vzhledem k obvyklému

omezeni se na prvni dva momenty se pracuje s podminénou stfedni hodnotou g,

a podminénych rozptylem o’ ve tvaru (nelinearnich) funkci informace @,_; ,
(6.4A) te = E(y,]2-1) = g(2-)
(6.4B) o’ =h, =vary,|2,_;) = n(@,_;)

kde g, a &, jsou vhodné funkce, pfiemz 7,(*) >0 .| kdyz ma ¢asovy index
odliSovat napf. podminénou stfedni hodnotu i, od nepodminéné, korektnéjsi nez
pouzité zjednodusené znaéeni by bylo napf. Hy)p-; o’ t]¢-1 ) (Jedné se vlastné o

jednokrokové predpovédi stfedni hodnoty a rozptylu daného procesu). Protoze plati

(6.5) yZ = ‘th +et
(coz mj. oduivodiiuje pojmenovani e, pfedpovédni chybou), plati navic pro rozptyl
(6.6) o’ =var (yt 12, ) =var (et 12, )

a mluvi se obecné o volatilité uvazované fady v ¢ase t. Nahodné veli¢iny e, se pak

vedle nazvl uvedenych vySe oznacuji jako odchylky miry zisku od (podminéné)
stfedni hodnoty [mean-corrected returns]. Odpovidajici obecny zapis nelinearniho
procesu, ktery je ve financich vyuzivan nejcastéji, je pak

(6.7) Ve =l Y 0.8 = 1 +\/E'8t :g(Qt—1)+Vh(Qt—1)-8t ,

kde & jsou iid. ndhodné veliiny s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym
rozptylem. Ziejmé pfitom je

(6.8) e, =0,.8 ,

pfiéemz nahodné veli€iny e, jsou sice nekorelované, ale (na rozdil od &) jiz nejsou
obecné vzajemné nezavislé.



UvaZovany nelinearni model je tedy uréen dvéma rovnicemi (6.4A,B). Prvni je tzv.
rovnice stredni hodnoty [mean equation] a druha je rovnice volatility [volatility
equation]. Podle typu téchto rovnic se nelinearni procesy klasifikuji takto:

- Procesy nelinearni ve stredni hodnoté [nonlinear in mean] (maji nelinearni
funkci g,)

- Procesy nelinearni vrozptylu [nonlinear in variance]: maji éasoveé
invariantni (proménlivou a vétSinou nelinearni) funkci %, (tj. 4, neni v ¢ase

konstantni) a velmi ¢asto se oznauji jako procesy s podminénou
heteroskedasticitou [conditional heteroskedasticity].

Ohé kategorie se vzajemné kombinuji a dale c¢leni na velké mnozstvi specifickych
procesu (viz dale). Linearni modely Boxovy-Jenkinsovy metodologie zavedené
dfive jsou specialnim pfipadem (6.7) pro pfipad, kdy je g, je linearni funkce a kdy
h, je konstantni funkce.

MODELOVANI VOLATILITY

Modelovani a predpovidani volatility je v centru zajmu mnoha finanénich analyz

zamérenych jak teoreticky, tak prakticky. To neni nijak pfekvapivé, protoZe volatilita

uvazovana jako smérodatna odchylka riznych ukazatelti vynosnosti ¢i ztratovosti

je dnes zakladni mirou rizikovosti finan¢nich aktiv. Dikazem je budiz. bankovni

metodika kapitalové primérenosti zalozena na hodnoté v riziku VaR véetné

komer€nich softwarovych produkti typu Riskmetrics.

Zde uvedeme ty metody, pomoci nichz se dnes volatilita nejéastéji odhaduje a

predpovida. Prestoze volatilita neni pfimo pozorovatelna, ma urcité

charakteristiky, které jsou obvyklé, kdyz se pravé sleduje vynosnost nejriznéjSich

finanénich aktiv. (Nékteré z nich byly jiz zminény):

- Shlukovani volatility: volatilita mize byt v nékterych obdobich s vysoka a
v jinych nizka.

- Pakovy efekt: volatilita reaguje odliSné na cenovy vzestup a na cenovy pokles..

- Kontinuita: Volatilita se vyviji spiSe spojité bez néjakych vyraznych skokd.

- Omezenost:  Volatilita nesméfuje kextrémné vysokym (neomezenym)
hodnotam, ale jeji priibéh byva spiSe stacionarni v urcitém rozmezi.

HISTORICKA VOLATILITA a MODELY EWMA

Jde o historicky nejstarsi pristup k volatilité, ktera se odhadovala vétSinou jako
vybérovy rozptyl nebo vybérova smérodatna odchylka pres uréité historické

obdobi (proto historicka volatilita), tj. v nejjednodussim pfipadé jako
t

_Z(J/t_ﬁzy Zt:yt
(6.11AB) 6,° =" _k}: — , kde definujeme £ === pro

vhodné zvolenou délku odhadniho obdobi k.



Zaroven se hodnoty definované jako (6.11A,B) bézné pouzivaly jako predpoveédni
v ¢ase t pro kratké predpovédni horizonty. | kdyz se pristup pomoci historické
volatility v po€atcich pouzival napf. pro predpovéd volatility podkladového aktiva
pfi vypoétu opéni prémie podle Blackovy-Scholesovy formule, jeho dnesni vyznam
se omezuje na stanoveni srovnavacich hodnot [benchmarks] pro posouzeni
efektivnosti komplexnéjSich model volatility.

Pragmatickym rozSifenim predchoziho pfistupu jsou modely EWMA.
Nejpouzivanejsi EWMA-model volatility [exponentially weighted moving averages]
predstavuje analogii jednoduchého exponencialniho vyrovnavani pro volatilitu. Na
rozdil od vypoctu historické volatility se zde pfi primérovani vazi tim zpisobem,
ze vahy klesaji geometricky do minulosti. To ma ve srovnani s historickou
volatilitou fadu praktickych prednosti:

V praxi byva volatilita skute¢né vice ovlivnéna aktualnimi pozorovanimi, které jsou
v EWMA-modelu zvyraznény vétSimi vahami, nez pozorovanimi vzatymi z

rvwvrs

V EWMA-modelu se samovolné redukuje problém odlehlého pozorovani
s abnormalnimi velikosti. (Naproti tomu v takovém pfipadé pfi vypoCtu historické
volatility s kratkym odhadnim obdobim mize dojit ve skoku ve vypoctené volatilité,
jakmile odlehlé pozorovani vypadne z odhadniho obdobi, zatimco pfi dlouhém odhadnim
obdobi mlZze vliv odlehlého pozorovani pfetrvavat v nezménéné intenzité delsi dobu, i
kdyz se financni trh jiz davno uklidnil).

V pfimé analogii s modelem jednoduchého exponencialniho vyrovnani, kde jsme
definovali

=0-ATA, & o=ay +(-a)iy
se volatilita pri pfistupu EWMA odhaduje jako
612 o =( —A)éo ¥ (yiey =3P =1=N -3 + 20,7 , kde
odhadnuta volatilita @, je zaroven pfedpovédi (nepfili§ vzdalené) budouci volatility

zéasu t. y je pramérna droven dané fady a A (0 <A<I) je pfedem zvolena

diskontni konstanta. V pripadé, Zze se pocita volatilita pro ¢asovou fadu finanénich
vynosu (logaritmickych mér zisku, log returns) r,, pracuje se €asto s nulovym

prumérnym vynosem (zvlast, kdyz se jedna o vyssi frekvenci méfenych hodnot,
jako jsou napf. denni vynosy), takze (6.12) prechazi do tvaru:

(6.13) 6,7 =(1-0)3 Nr_ 2 =(1-2)? + 7o,
j=0



Ve finanéni praxi (viz napf. text RiskMetrics [1996] ) se na zakladé rozsahlé
zkuSenosti s odhadem volatility doporucuje rutinné konstanta lambda ve vysi 0,94.
Konstanta A je tedy blize k 1, nez konstanta B jednoduchého exponencialniho vyrovnavani.
Typickymi rysy, které vykazuji finanéni ¢asové fady, jsou m;j.:

Shlukovani volatility (viz volatilni shluky v ¢asové fadé dennich logaritmovanych
mér zisku 7, pfiblizné na rozhrani prvni a druhé tretiny a v posledni ctvrtiné fady).

Leptokurtické rozdéleni (rozpozname z histogramu: v ¢asové fadé 7, byl koeficient

standardizované Spicatosti 522 - 3 = 2,22) a hodnota Jarque-Berova testu
normality 53,787 ( p-hodnota zanedbatelna).

Pomoci rekurentniho vzorce EWMA-modelu (6.13) s nulovou poéateéni hodnotou
byla odhadnuta odpovidajici volatilita a jeji pribéh zakreslen na obr.11.2.3. str.383 .
EWMA-odhad volatility potvrzuje predchozi z nahledu vyvozeny zavér: vyskyt
zvysene volatility pfiblizné na rozhrani prvni a druhé tfetiny a v posledni Ctvrtiné fady.

IMPLIKOVANA VOLATILITA
Ve finanéni ekonometrii se vyuzivaji nékteré vztahy, nichz mezi vysvétlujicimi
faktory figuruje pravé volatilita. Nejznaméjsi z nich je Black-Scholesova formule,
ktera vyjadfuje analyticky cenu opce (tj. opéni prémii) jako funkci celkem péti
faktord

S,  -spotova cena podkladového aktiva
X  -realizaéni cena opce

T-t -doba do splatnosti opce

o - volatilita ceny podkladového aktiva
i - bezrizikova Urokova mira

Napf. pro cenu C, evropské opce call je definovan vztah

(6.14) C =8,D(d)-Xe " dd,),
kde hodnoty 4, , d, jsou definovany jako
2
ln(‘i{ )+[i+02](T—t)
(6.15A) d; = (6.15B) d,=d;-oJT -t ,
oNT -t

prfiéemz @(*) je distribuéni funkce rozdéleni ~(0.7) .



Jestlize pozorujeme cenu obchodované (kétované) opce pii danych hodnotach
vysvétlujicich faktoru (kromé volatility), pak jsme schopni pomoci vhodné
numerické procedury pravé tuto volatilitu vypodcitat jako tzv. implikovanou
volatilitu; presnéji fe¢eno, jedna se pak o predpoveéd’ volatility ceny podkladového
aktiva v ¢ase t s predpovédnim horizontem rovnym dobé do splatnosti opce 7 -¢.

Implikovana volatilita je vSak odvozena za predpokladu, které nemusi byt v praxi
splnény (napf. logaritmicko-normalni rozdéleni ceny podkladové aktiva) a proto se
muze znacné liSit od skute¢né volatility. Praxe ukazuje, ze implikovani volatilita
mér zisku rGznych finanénich aktiv byva vys$si nez volatilita odvozena napf.
pomoci modelti typu GARCH.

AUTOREGRESNi MODELY VOLATILITY

Autoregresni modely volatility byly puvodné zavedeny jako piima aplikace
Boxovy-Jenkinsovy metodologie pro vysetfovani volatility — fluktuace, kolisavosti
- ¢asovych fad. V ramci nelinearnich modeld finanénich modelu je ale Ize zaradit
mezi tzv. stochastické modely volatility (viz dale).

Ve finanénictvi se ¢asto pouzivaji pro:

- Casové fady dennich logaritmickych mér zisku z,.. Vzhledem k primérné nulové
urovni takovych fad se za vstup do autoregresniho modelu volatility (6.23) obvykle
bere piimo Fada étvercovych logaritmickych mér zisku (squared log returns) r,” .

(6.21) o, =r?

- Casové rady dennich cen financnich aktiv P,. Zde se casto jako vstup do
autoregresniho modelu volatility (6.23) pouziva rada zlogaritmovanych pomeéru

svv7rs

volatilita je méfena pomoci denniho cenového rozpéti)

(6.22) 0.2 =In max B, | _ maxF, —minF,
‘ min P, min P,

Pro volatility v obou pfipadech (6.21) a (6.22) se nakonec odhadne autoregresni
model AR(s) tvaru

(6.23) o =B+ 2 B e,
]:

pomoci néhoz se pak pfipadné volatilita téz predpovida. ' &, je klasicky bily Sum
s obvyklymi vlastnostmi.



Zakladni reprezentace modell volatility
Zakladnimi charakteristikami nahodnych veli¢in stochastického procesu jsou
nepodminéna a podminéna stredni hodnota a nepodminény a podminény rozptyl.
Vezméme AR(1) proces ve tvaru
(6.81) Ve =@yi-1 t& ,kde

1| <1 a {&} je proces bilého Sumu s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem 02,

Proces (6.81) Ize vyjadfit jako nekoneénou posloupnost

(6.82) Vi TEQE O e e 5t
Je patrné, Ze nepodminéna stfedni hodnota veliéiny y, je nulova, tj. B(3)=0.
Podminénou stredni hodnotou je stfedni hodnota veliiny y; za pfedpokladu, ze

nahodné veli¢iny v ¢asech t-1,t-2,...,tj nabyly konkrétnich hodnot. Podminéna
stfedni hodnota zavisi na volbé podminky, a je tedy jeji funkci. Tato funkce se

oznacuje jako funkce regresni. V pfipadé procesu AR(1) je podminkou ur¢ita
hodnota nahodné veli¢iny v ¢ase t-1. , fj. podminéna stredni
hodnota veli€iny y; je proménliva v Case.

Ze vztahu (6.81) vyplyva, ze nepodminény rozptyl veliiny y, je

(6.83) -, coz je veli¢ina v €ase neménna.

Podminény rozptyl se nékdy oznaCuje jako funkce skedasticka. Jeji prubéh
charakterizuje promeénlivost rozptylu veli€iny y, v zavislosti na hodnotach

veli€iny,_;,y;—5 y,—3 _Z defini¢niho vztahu AR(1)-procesu (6.81) Ize vyvodit, Ze

oo R S SERR R .

ze podminény rozptyl procesu je také v ¢ase neménny.

V tomto pripadé se podminény rozptyl oznacuje jako funkce homoskedasticka, pfi
ménlivém podminéném rozptylu by Slo o funkci heteroskedastickou.

Uvedené vlastnosti jsou charakteristické pro vSechny stacionarni a invertibilni
modely, tj. pro modely typu AR, MA a ARMA.

Proces nahodné prochazky

(6.86) Yi=Vi-1t€ ,kde

{e,} je proces bilého $umu s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem o,.°, Ize také

t
vyjadfit ve tvaru y, =y, + > e, takze
=
Nepodminéna stfedni hodnota [B(57)=3y , kde yy je poéateéni deterministicka

odminka, tzn. , Ze je konstantni v case. Podminéna stfedni hodnota
je zfejmé naopak zavisla na ¢ase.



Nepodminény rozptyl par(y; ) =20, je linearni funkci ¢asové proménné.
Podminény rozptyl var(yt| V- 1)= 032 je stejné jako v pfipadé stacionarnich procesu
funkci homoskedastickou.

Z uvedeného je nazorné patrny problém linearnich modelGi pfi modelovani
finanénich a nékterych ekonomickych €asovych fad, podminéné rozptyly obou
uvedenych modelt jsou v éase neménné. V realité je vSak situace €asto jina,
podminéné rozptyly jsou v ¢ase proménlivé.

Modely volatility vychazeji z predstavy, ze napf. model

(6.87) Vi =@vi—; +e; , kde [g|<1 a {e;} je podminéné
heteroskedasticky proces s podminénou stfedni hodnotou E(s,|!2t_ ;)=0 a
podminénym rozptylemvar(et|Ql_ 1)=h, ,kde ©Q,_; je relevantni minula informace
az do &asu t-1. Tyto pozadavky spliiuje napf. model procesu {g,} ve tvaru

(6.88) e, =/l & ,kde

{g,} jsou nezavislé nahodné veli¢iny s nulovou stiedni hodnotou a s jednotkovym
rozptylem. Je-li rozdéleni nahodné veli¢iny & za podminky informace, ktera je
k dispozici v €ase t-1 normované normalni, tj. & = N,_;(0,1), potom je rozdéleni
nahodné veli¢iny y; za podminky informace, ktera je k dispozici v ¢ase t-1rovnéz
normalni, avSak s podminénym rozptylem, ktery se méni v zavislosti na plynuti
¢asu, tj. y; = N;—;(0,h; ).

Pokud jde o Spicatost rozdéleni veli€iny e;, vyplyva z vyjadreni (6.88) na zakladé
Jensenovy nerovnosti ! vztah :

689)  Ele!)=El2e")= £l )Ele )2 £le? )EM Y = £l )EL)
4

2)e
4
takze plati (6.90) LR £le?)
E(etz)z
tj. Spicatost nepodminéného rozdéleni veli€iny e, je vétSi nebo rovna Spicatosti

normovaného normalniho rozdéleni. Rovnost plati pravé tehdy, jsou-li podminéné
rozptyly konstantni.

Jednotlivé modely volatility se mj. liSi vzajemné v tom, tak je u nich formulovan
vyvoj podminéného rozptylu 4, v €ase.

" Podle ni plati pro konvexni funkci ¢a.) a ndhodnou veli¢inu Z nerovnost (p(E(Z )) <E ( Z ))
Tuto nerovnost poprvé formuloval a dokazal dansky statistik Johan Jensen [1906]. V naSem

pripadé tedy plati: [E(ht )]2 <FE [htz J, protoZe kvadraticka funkce ¢a.) proménné /4, je zde
konvexni.



ARCH - modely

Prilomem smeéfujicim k systematickému modelovani volatility byl model ARCH

(autoregressive conditional heteroskedasticity - autoregresni podminéna

heteroskedasticita), aplikovany poprvé Robertem Englem [1982] na modelovani

inflace ve Velké Britanii. Modely tohoto typu a predevsim jejich zobecnéni na

modely typu GARCH (bude o nich pojednano dale) v souéasnosti predstavuji patrné

nejvykonnéjsi nastroj pro modelovani finanénich ¢asovych rad, které nebyly

dosud ni¢im vyznamnéjsim piekonany. Vychazi se zde ze dvou predikati/tezi:

- Modely éasovych fad jsou heteroskedastické, tj. obsahuijici volatilitu proménné
v Case.

- Volatilita je jednoduchou kvadratickou funkci minulych predpovédnich chyb
(tzn. odchylek od podminéné stfedni hodnoty) e, ),.

Prvni predikat je plné v souladu s pozorovanou empirickou skuteénosti v oblasti
finanénich ¢asovych rad, takze se omezime na vysvétleni pouze druhé teze:

Vzhledem k fenoménu volatility vytvaret jisté shluky, kdy vétsi (i resp. mensi)
vykyvy v dané finanéni fadé lze ocekavat spiSe po vétSich (resp. mensich)
finanénich vykyvech, Ize povazovat volatility za pozitivné autokorelované a jako
jejich nejjednodussi pro jejich modelovani zvolit autoregresni model. Navic je
E(e, ) =0, takze podle (6.6) plati

(6.24) Otz = var(et‘.Qt_]) = E(etz‘_Qz_])= ezz

V dusledku toho se pro finanéni ¢asové fady stava realistickym pro vhodné
zvolené (nevelké) m vztah

(6.25) otZ =q +a1et_12 +....+amet_m2,

ktery zfejmé prezentuje volatilitu jako jednoduchou kvadratickou funkci
zpozdénych hodnot e,. Za povsSimnuti stoji, Ze zavislost (6.25) je nestochasticka,
tj. je vyjadiena bez nahodné rezidualni slozky.

Na zakladé formulace obecného zapisu nelinearniho modelu (6.7) Ize pfistoupit
k formulaci modelu ARCH (m) m-tého fadu ve tvaru

(6.26) y, =1, te e, =0,.8,

2 _ 2 2 2
O =ap+taje_;” +ta,e_," +.... +a,.e_, ,kde

g jsou iid. nahodné veliCiny s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym
rozptylem. Casto se navic pfedpoklada, ze maji normalni rozdéleni, tj. &, = N(0,1),
pfipadné stejnym zplsobem (4. jedniCkovym rozptylem) standardizované t-rozdéleni.
Podminéna stfedni hodnota p, je modelovana pomoci vhodné rovnice stfedni

hodnoty - viz (6.4A) - ktera je vétsSinou linearni. Dost ¢asto se jedna o podminénou
stredni hodnotu odpovidajici linearnimu regresnimu modelu (nékdy
zredukovanému jen na jeho uroviiovou konstantu intercept ) nebo ARMA procesu.



Jako tfi vybrané konkretizace tohoto vyjadieni mizeme zde uvést:

(6.27) (M1) yt = et et = Ot 'St O-tz = ao + a].et_lz + az.et_ZZ +....... + am.et_m y
tedy s nulovou podminénou stfedni hodnotou
(6.28) (M2)  y; =Vp +Vixy *Voxp2 o VX, € =0,

2 _ 2 2 2
Ot - ao + al.et_l + aZ.et_Z + ....... + am.et_m y
tedy s vazbou na exogenni regresory a
(6.29) (M3) y; =@ yi—; *@2Yi-2 * oot Vpyi—p T e € =0 &
2 _ 2 2 2
O't - a0 +a1.€t_1 +a2.€t_2 + ....... +am.€t_m )

tj. s podminénou stredni hodnotou odpovidajici autoregresnimu procesu AR(p).

Charakteristikou uvedenych tfi modell je domnénka, ze velké minulé hodnoty
predpovédnich chyb, které v minulosti vyvolaly zvySenou volatilitu, implikuji také
zvysenou volatilitu v pfitomnosti.

Prvni z téchto modeld se také nezfidka zapisuje v podobé

(6-27*) yt = et ; et :'\’ht 8[ y ht =a() +a] et_12 +a2 et_22 + ... +am .et_m y

vvvvv

obecné (pouze) nekorelované, musi byt veliiny &, stochasticky nezavislé. Logické
jsou také pribéhy korelogrami a parcialnich korelogrami ARCH-modeld. Napfr.
v modelu (6.27) by mél odhadnuty korelogram fady y, vykazovat vSechny hodnoty
nevyznamné, zatimco odhadnuty parcialni korelogram ¢tvercové rady ytz by mél
mit zietelny bod useknuti v misté m.

Koeficienty a; v definicich rozptylu musi spliiovat urcité podminky regularity, aby
nahodné veli¢éiny e, mély kone€né aspon druhé (nepodminéné) momenty (t;.
nepodminény rozptyl). V kazdém piipadé se vSak jako postacujici (ale nikoliv
nutné) podminky kladnych hodnot at2 pozaduji kladnosti/nezapornosti

(6.30) ap>0,a;20,a,=20 ,...,a, 20 .

Poznamka 2. Maticovym rozsifenim zakladniho modelu by bylo schéma

2 _ .
= 0 # (€ Cmm J Aot )

ve kterém se vedle podminky a, >0 pozaduje, aby byla matice A pozitivné

semidefinitni, tj. méla nezaporna vsechna vlastni €isla. Rozptyl je zde definovan
kvadratickou formou odchylek. Vychozi model (6.26) je rovnéZz touto definici
susporné pokryt,. Matice A je zde diagonalni a obsahuje nezaporné diagonalni
prvky: néktera a; ale mohou byt nulova.

(6.31) vy Sy +e . ¢, =0, , 0
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Nékteré vliastnosti ARCH-modelu Ize ukazat na nejjednodussim procesu ARCH(1):
(6.32) y, = +e, , e =0,8 , ot2 =q +a1.et_,2 ,ap>0,a; >0 :

1) Nepodminéna stredni hodnota odchylek je skuteéné nulova:

(6.33) E(e,) = E(Ee|Q,.) = E(0,.E(€,)) = 0.

2) Pro (nepodminény) rozptyl odchylek e, plati: (6.34)

var(e,) = E(e,’ ) = E(E(etz‘gt—l)z E(Uz2)= E(ag +ae,” )= ay +a;var(e, ;)

Protoze ale odchylky e, maji stejné rozdéleni (a tedy shodné rozptyly),dostaneme odtud

(6.35) var(e; ) = % ,
VS a;

pfirozené pokud plati 0 < a; <1, tj. postacujici podminka nejen pro existenci

rozptylu var e,, ale také pro slabou stacionaritu fady e,

3) Casto je potfebné analyzovat také Spicatost odchylek e;.Pokud plati, ze
e, = N(0,1), pak nasledné téz plati

Ee? )= E(Ee|Q-y) = 3.E\ 0y + e, )P )=

=3((a02 +2a0a1.var(et_1))+a12.E(et_14)).

Ze stejného divodu jako pro rozptyl a s vyuzitim vztahu (6.35) odtud dostaneme:

(6.36)

2

(6.37) B(e! =20 0%%)
(I-a;)(1-3a;")

postacujici podminka existence 4.obecného momentu ¢;: O s a; <+1/3.

ovéreni (6.37):

, pokud pfitom plati

E(e)= 3((a02 +2aya;.var(e,_;)) + ajz.E(et_f(»:

tedy nasledné
2 2 4 :
3((% +2a0a1.]i10a +Q; ~E(€t—1 )j

1

E(e,* )—3a12E(et_ £ )= (]—3.a12 )E(et4 ) =3[a02 + 2ay0;. 0

j , a protoze rozptyl i

4.0becny moment jsou nezavislé na t, takze plati var(et ) = var(et_ 1), E (eﬁ)z E (et_ ,4)

(]_3(1]2)E(et4)=3[(1_a1)a02 +2a02a1}:3(a02 —a1a02 +2a0201]:3((102(]+a1)]

]_al ]_al ]_a1 ]_a]

(Nepodminény) koeficient Spicatosti odchylek e, je nasledné
Ele') _,_,1-a _,_ 6

6.38 = . =
(6.58) & (var(et ))2 1- 3a]2 1- 3a12

=0. ,
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To je ve shodé s pozadavkem modelovat leptokurtické rozdéleni (odchylky e,

podminéného normalniho modelu ARCH(1) generuji odlehla pozorovani s vétsi
pravdépodobnosti nez jak je tomu u normalniho bilého sumu.).

Poznamka 3. Pfechozi vysledky lze rozsifit taktéz na model ARCH(m). Postacujici
podminka pro slabou stacionaritu jeho odchylek e, pozaduje, aby vSechny kofeny
autoregresniho polynomu P,(z)=1-a;z-a, z2 = —a,,.z" lezely vné
jednotkového kruhu v komplexni roving; specialné: z nezapornosti parametrt odtud
plyne podminka a; +a, +.... + a,, <1, pficemz pro rozptyl odchylek e, pak plati

Qp

(6.39) var(e; ) = :
I-a;-a,—-...—q,

Z pomérné obsahlého poctu vypocetnich procedur pro modely ARCH vybereme
jen nékteré (pro obecnéjSi modely typu GARCH maji tyto procedury analogicky tvar).
Pro pfiblizeni budeme pracovat s modelem ARCH(m) ve tvaru (6.26), tj. s nulovou
podminénou stfedni hodnotou 1, a s pfimo pozorovatelnymi odchylkami e, . (Jiz

bylo zminéno, Zze vpraxi je toto obvykle splnéno pro finanéni Fady
logaritmovanych mér zisku 7). Vopaéném pfipadé je nutné vzit vuvahu

podminénou stfedi hodnotu: napf. v modelu (6.26) bychom pracovali s vyjadienim
odchylek ve tvaru
(6.40) & =Vt ~PYi-1 ~P2Vi-2- ~PpVi-p

Postupy identifikace ARCH-modelu
Rad modelu Ize identifikovat jako bod useknuti odhadnutého parcialniho
korelogramu v modelu tvaru
(6.41) e’ =ay+aje_;° +aye, s’ ot a, e, +u,  kde

u, je klasicky bily Sum, (tzn. stejnym zpisobem, jako pro klasicky AR model

v ramci Boxovy-Jenkinsovy metodologie). PFi priliS velkém radu m modelu hrozi
nebezpe€i, ze odhadnuté parametry nebudou spliiovat podminky nezapornosti
(6.30). Aby nebylo nutné odhadovat velky pocet parametru pii velkych fadech m,
navrhl Engle [1982] pouzivat misto tfetiho vztahu v (6.26) usporny model s m=4,
ale obsahuijici jen dva parametry:

(6.42) 0,7 =8, +6(04e,” +03e,,7 +02¢,57 +0,1e, )

( model rozlozeného zpozdéni s linearné klesajicimi vahami. )
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Odhad parametrit ARCH-modelu

Protoze kvantifikaCni techniky zalozené na principu nejmensiho souctu ctverct
nejsou pro odhady modeli s podminénou heteroskedasticitou zvice divodi
vhodné, odhaduji se tyto modely obvykle metodou maximalni vérohodnosti.
V tomto pfipadé plati pro pfislusnou hustotu pravdépodobnosti vztah

(6.43) flepeyne,)=f(e,|Qui ) f (1|2, ).fle;.es...e,). Proto,
pokud g = N(0,1), bude mit (podminéna) logaritmovana vérohodnostni funkce tvar

n

1 1 I e’
(6.44) L*(ay,aq,...., a,)= Y (—Eln(Zﬂ)—Eln(UtZ)—E(et_z)J .

t=m+l 0;
Posledni Cinitel byl vynechan, protoze podminujeme poc¢atecnimi hodnotami ¢;e;,...e,, .

Volatility pro log-vérohodnostni funkci (6.44) vyjadfujeme pomoci parametru a;

rekurentné ze vztahu

(6.45) 107 =ap+aje, )t + 02t t Qi t= M, ME2,... N,
Pokud normalni rozdéleni e, = N(0,1) neni adekvatni pfili§ tézkym koncim
modelovanych finanénich dat, lze uzit eventualné i jina rozdéleni. Napf. ma-li
e, =1,(0,1), pak se analogicky vu¢i (6.44) pouzije logaritmovana vérohodnostni

funkce ve tvaru

n o (v+] e’ I 2
6.46) L*(aya,..a,)=— 3 |t I+— |+ Zinia?)].
( ) aO 1 [ 2 ( (V—2)_O’t2 2 t

Pomoci stupid volnosti v, mizeme fidit pravdépodobnostni chovani chvosti
rozdéleni tim, ze pro v, — o prechazi (centrélni) t-rozdéleni na normalni. Pokud

ani t-rozdéleni neni pro dana data dostateéné leptokurtické, lze aplikovat napf.
QED-rozdélena ( generalized error distribution ) .

Maximalizace logaritmickych vérohodnostnich funkci pro ziskani koneénych ML-
odhadu je vyluéné softwarovou zalezitosti (nejcastéji se k tomuto Ucelu uziva
BHHH-algoritmus?). Pritom se vétSinou dohaduje simultanné cely model véetné
rovnice stfedni hodnoty (tj. napf. parametrd ¢;,@,,..@, ve vyjadeni (6.40)),

zpravidla véetné rozptylové matice odhadnutych parametrq.

Poznamka3. Pouzijeme-li pro model ARCH nekorekingé podminéné normalni rozdéleni
e, = N(0,1), budou odpovidajici ML-odhady dotéeného parametri modelu stale

konzistentni (pokud byl model jinak korektné identifikovan), ale vétsinou to jiz nebude
platit o odhadu jejich kovarianéni matice. Konzistentni odhad této matice je ale
mozné pofidit jako QML-odhad (quasi-maximum likelihood). Tento postup
(oznacovany nékdy jako robustni viici nenormalité ¢i heteroskedasticity consistent covariances),
obsahuje napf. software EViews 5.1, ale takeé tfeba gretl.

? viz Berndt,E.R., Hall. B.H., Hall. R.E., Hausman, J.A. [1974] Estimation and Inference in Nonlinear
Statistical Models. Annals of Economic and Social Measurement 3, p.653-665.
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GARCH - modely
ARCH(m) model vykazuje kromé prednosti také nékteré nedostatky:

- Vyzaduje ¢asto prilis vysoky fad m, aby adekvatné popsal vyvoj volatility
dané ¢asové rady.

- Ve vztahu k pfedchozimu je ¢asto nutno odhadovat znaény pocet parametru,
piiéemz navic muze u nékterych dojit k poruseni podminky nezapornosti.

- Je sice zohlednéno shlukovani volatility, ale nikoliv jiz pakovy efekt ci
asymetrie, kdy kladné a zaporné odchylky mohou mit odliSny vliv na volatilitu.

Predchozi nedostatky odstranuje GARCH (generalized ARCH) — model. V tomto
modelu, jehoz zakladni formalizaci navrhl Bollerslev? a v jehoz z mnoha riznych
modifikaci mlze volatilita ¢i podminény rozptyl procesu zaviset také na svych
predchozich (zpoZdénych) hodnotach. Zviast jde o model GARCH(1,1), ktery je
nejjednodussim predstavitelem této tiidy modeld, je dnes jednim z nejvice
pouzivanych u finanénich ¢asovych fad, protoze je schopen pomoci tii parametri
zvladnout velmi obecné volatilni struktury (modely GARCH vy$Sich fadu se proto
v praxi vyuzivaji jen sporadicky).

Model GARCH(m,s) ma tento tvar

srovnatelnym s vyjadfenim ARCH-modelu (rozdilnost je pouze ve tieti podmince).

| zde jsou ' g i.i.d. ndhodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym
rozptylem a obvykle se c pfedpoklada, ze maji normalni rozdéleni, tj. &, = N(0,1)
nebo t-rozdéleni o vétsim poctu stupritl volnosti. Pro pfitomné parametry se pfedpoklada
spInéni téchto podminek:

(6.52) ., kde klademe
a =0 proi>m a [; =0 pro j>s .Pokud s=0, dostavame ziejmé model
ARCH(m).

Posledni nerovnost v(6.52) je postacujici pro existenci rozptylu

(6.52A)

’ Bollerslev,T.[1986]: Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity . Journal of
Econometrics. 31 p.307-327

Bollerslev,T.[1987]: A Conditionally Heteroskedastic Time Series Model for Speculative Pirice snad
rates of Return. Review of Economics and Statistics 69, p.542-547.

Bollerslev,T.[1988: On the Correlation Structure for the. Generalized Autoregressive Conditional
Heteroskedastic Process. Journal of Time Series Analysis 9. p.121-131.
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Specialné model GARCH(1,1) ma jednoduchy tfiparametricky tvar

— — 2 _ 2 2
(6.83)  y, =i te, e =0,8, 0 =aptaje_; +pio ",

(6.53A) ay>0,0;20,6,20,;a; +p;<I.
Nepodminény rozptyl procesu GARCH(1,1){e,} ma podobu

ayp
I-a;-pB
Pro jeho koeficient Spi¢atosti mame - Bolerslev [1986] - vyjadfeni
650) = Ele,*) _ sli=(a; + ) ;e 6a,’ o0

var(etz)Z ]_20'12_(0'1"':81)2 ]_20'12_(0'1"',81)2

platnosti postacujici existenéni podminky
(6.54A) 1-2a° (@, +B, >0 neboli také 3a,% +2a,8, + B> <1,
jinak je Spicatost nekoneéné velka +o .

Srovname-li podminku (6.54A) s analogickou pro ARCH(1) model, kde postacujici
podminka existence 4.0becného momentu e, vyzadovala, aby 0<a; <+/1/3

a (nepodminény) koeficient Spicatosti odchylek e, byl roven

var et2 =

., ato za

_ E(e') _,_ 6a
(var(et ))2 1 —3012 '
Ize konstatovat, ze pfi samotné dodrzeni podminky pro a; u ARCH(1) modelu

31737 +2J173B,+ B2 =1+ 2J1738, + B,° <1

tzn. 2J1/3B8, + B> <0 tj. B (2\/1/ 3+ ﬁ1)< 0 nepostacuje ke splnéni (6.54A).
Konformita podminek pro koeficient Spi¢atosti nastava zrejmeé jen pro B; =0.
Hodnoty autokorelaéni funkce GARCH(1,1) modelu klesaji s rostoucim zpozdénim
k geometricky. Rychlost tohoto klesani zavisi na hodnoté souctu a; + 3;: blizi-li se

tento souéet hodnoté 1, je pokles autokorelaéni funkce velmi pozvolny. Hodnoty
parcialni autokorelaéni funkce rovnéz s rostoucim zpozdénim geometricky klesaji.

Obecné Ize konstatovat, ze tvary ACF a PACF procesu e, odpovidaji tvarim
téchto funkci u modelu ARMA(p,q).

Pokud jde o vypocetni procedury uplatnitelné pro GARCH-modelové specifikace,
v podstaté jde o tytéz, na kterych je zaloZzena kvantitativni analyza ARCH-modelu.

(6.38)
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Predpovédi volatility v modelu GARCH(1,1):

Podle (6.53) zfejmé plati:

(6.55) o (t=1)=ay +aje, + B0,/
Protoze plati

0t+]2 =ay +(a; + ﬁl)atz +a1.0t2(et2 —1) a také E(stz —J\Qt_1)=0 , je rovnéz
(6.56) G (t=1)=ay +(a; + B;)6,° (¢ — 1) aobecné

(657) G (t)=ay+(a; + B;)G,4r—;°(t) prolibovolné (nevelké) 7>1 .
Postupnymi substitucemi dostavame koneény vyraz

I-(a, +B,)"! _ .
(6.58) 6t+ﬁ(r)=a”( Jfaé —ﬁé) ) +(ay + ;)" .G,41°(¢) , ktery zFejmé
] 1

konverguje za podminky (6.53A) a; + B; <1 k limitni hodnoté

6.59 ot (t)=— 0 pH T o,

(6.99) r+7 (1) I—a, - B, p

Predpovéd’ volatility tedy konverguje s rostoucim predpovédnim horizontem
k nepodminénému rozptylu pfedpovédnich chyb e, .

Modifikované GARCH - modely
Analyza nelinearnich ¢asovych rad je rychle se rozvijejici oblasti, kde nové modely
pribyvaji kazdym rokem (¢imz se celkem uz ztraci prehled v jejich velmi
rozmanitych zkratkach). Typickym pfikladem jsou pravé rozmanité modifikace
modeli GARCH. Nékteré z nich budou dale stru¢né popsany Jinak o nich existuje
obsazna monograficka | ¢asopisecka literatura.

IGARCH - modely

Integrovany GARCH model [integrated GARCH] znaéeny jako IGARCH(m,s), je
GARCH(m,s)- model s jednotkovym kofenem autoregresniho polynomu v rovnici
volatility. Jedna se o analogii ARIMA-modelu, ale pro volatilitu misto pro vlastni
¢asovou radu. Vyznacuje se tzv. perzistenci v rozptylu; zatimco v modelu GARCH,
ktery je stacionarni ve volatilité, konverguji prfedpovédi volatility pro rostouci
predpovédni horizont k nepodminénému rozptylu procesu - viz (6.59), v modelu
IGARCH pretrvava sou¢asna informace jako vyznamna pro predpoveédi volatility ve
vsech (tedy | velmi dlouhych) horizontech.
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Pii aplikaci GARCH —-modelu na vysokofrekvenéni ¢asové rady se ¢asto stava, ze
soucet odhadl parametrii a; a [3; je éislo velmi blizké 1: Engle Bolerslev [1986]

uvedli proto tfidu model, které se oznacuji jako IGARCH.

Model IGARCH(m,s) je definovan jako model GARCH(m,s) podle (6.51), kde ale

navic plati
max[m,s]

>(a; + ) =1, takze mj.
i—1

jeho nepodminény rozptyl (6.52A) existovat nemiize.

Specialné nejjednodussi modelu IGARCH(1,1) ma tvar

(6.61) Ve =l te e =08, 07 =ay+ (1= By)e” + o,

(6. 61A) ay>0,0sB,<1 .

Konkrétné model IGARCH(1,1) je tedy modelem GARCH(1,1) s restrikci a; + 5; =1,
Pritom je zajimave, Ze pfi g, =0 a jay =0 ziejmé tento model pfechazi na schéma
EWMA definované v (6.13)

Rekurentni predpovédni vztah (6.57) se v ném nyni zjednodusuje do tvaru

(6.62) G+r (1)=ay+06°1+7-1(t) pro libovolné (nevelké) 7>1,
takze pro opakovanych substitucich nakonec dostavame

(6.63) G, (1)=(t=1)ay +6°1+1(t)=(t=1)ay +G°:+1 pro (nevelké) T>1.
Zjistény vysledek znamena, ze vliv souéasnych volatilit na predpovédi budoucich
volatilit tedy opravdu pretrvava (je persistentni) a volatilni pfedpovédi se navic
vyvijeji podle pfimky se smérnici aj.

Formalné odliSna specifikace modelu IGARCH(1,1) mlze byt zapsana také tvarem
(664) y, =1t +e,, e, =0,8 ¢ =ag+e i v, =g, v =&° Iy

v podobé analogické specifikaci ARIMA(0,1,1).
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GJR GARCH - model

Zietelnym handicapem puvodniho modelu GARCH byla neschopnost modelovat
asymetrické chovani, kdy kladné a zaporné odchylky et mohou mit odliSny vliv na
volatilitu (ve vztahu k uvedenému pakovému efektu).tj. tendenci volatility zvétsit se
vice po cenovém poklesu nez po cenovém nariistu stejné velikosti. Uspésnou
modifikaci GARCH-modelu v tomto sméru navrhli Glosten, Jagannathan a Runkle*
[1993] (a nezavisle na nich Zakoian [1994]5),podle nichz byl pfislusny model
zkratkové pojmenovan jako GJR GARCH, i kdyz nékdy se pouziva také oznaceni
prahovy GARCH model [threshold GARCH ¢i TACHR] v pfipadé této modifikace
uplatnéné na ARCH-model.

(6.65) Ve =l te , =08 ,
2 g 2 Z o 2 .- -
0 =ap+ Yae;” + ¥ P0,—; + Xyie—; I 1-kkde I, =1pro e <0
i=1 j=1 k=1
I, =0pro e =20 .
Tento model ma zajimavou interpretaci v tom, ze dopad ,,dobrych zprav (e,_;, 20)
modelovany pomoci a; je odliSny od dopadu ,Spatnych zprav“ e,_; <0
modelovanych pomoci a; +y;.Je-li y.>0 znamena to, ze Spatné zpravy
vyvolavaji rast volatility, takze se opravdu jedna o pakovy efekt se zpozdénim ;.
V kazdém pfipadé pro y; # 0 se model chova asymetricky.
NejpouzivanéjSi GJR GARCH model v praxi je zjednoduseny model (6.51) na
(6.66) y, =i, +e, , e, =0,8, , 0 =ay+ae,_;° + P10, +ye i I i1,

kde I, =1 pro e, <0 ,resp. I, =0 Vv opaéném pfipadé .

* Glosten, L.R.,Jagannathan,R.,Runkle,D.E.: Pn the relation between the expected value and the volatility
of the nominal excess return on stocks. The Journal of Finance 48/1993 p.1779-1801

5 Zakoian, J.M.: Threshold heteroskedastic models. Journal of Economic Dynamics and Control. 18/1994
p.931/934.
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EGARCH - model

Jiny pfistup kfeSeni problému asymetrického chovani odchylek e, navrhl

D.B.Nelson[1991]5. Po urcitych zjednodusenich jeho navrhu (nebot' Nelson pavodné
systematicky pracoval s rozdélenim GED veli¢in &) ma jim prezentovany exponencialni

GARCH-model (znaceny zkratkou EGARCH) tvaru

(6.65) Ve =MW te 5 e,=0.8
2 _ & |6=il, < Z o €t—k
Ino,” =ay + 2q + Y Bilno,_; + Xy ,
i=1 |Op—i| j=1I k=1 Op—

Zapis modelu pomoci logaritmickych volatilit ma tu vyhodu, ze podminky
nezapornosti parametril (napf. a,) nyni pozbyvaji vyznam a pakovy efekt je nyni
exponencialni (nikoliv jako dfive kvadraticky). Asymetrie zfejmé nastava, kdyz y,. # 0 pro
néjaké konkrétni zpozdéni r . Specialné pro y,. <0 nastava pakovy efekt.

Nejjednodussi a nejpouzivanéjsi tvar EGARCH-modelu je étyfparametricky

(6.66) Ve =W te s e =08
Ino, =ay +a, = + B, Ina’ -1 +y, Ci-1 , jako specialni pfipad
=i Or-1

zapisu (6.65) vzdy jen s jedinym élenem k kazdé ze tfi sumaci.

Pied vlastni konstrukci asymetrickych modeli typu GJR GARCH a EGARCH se
doporuéuje statisticky otestovat symetrii (viz napf Engle a Ng [1993]"). Pracuje se
vétSinou s reziduy e, vypoctenymi z odhadnutého symetrického GARCH-modelu -

& = Vi ~Qi-1 = ®Vi-2 ~ -~ @,¥-, apomoci nektereho z klasickych t-, F-,
nebo LM-testu se testuje vyznamnost parametru v klasickych linearnich modelech typu

S,_; =0 proe,_; =20 .

(6.68) &’ =8y +8:8,.1 ¢ +u,
(6.69) &° =8)+6,S,_; +8:S,-; ey +88,; ¢,y +u, s kde S,_; " =1-8,_; .

u, je zde klasicky bily Sum. Pfitom zaznamenana vyznamnost parametru:
0; v modelu (6.67) svéd¢i o asymetrii volatility v dané ¢asové rade.
60,61 v modelu (6.68) svéd¢i o asymetrii volatility a vlivu velikosti zdpornych odchylek e; na ni.
89.07,6,,03 v modelu(6.68) svédci o asymetrii volatility a vlivu velikosti kladnych a
zapornych odchylek ¢; na volatilitu v analyzované ¢asoveé radé.

¢ Nelson, D.B.: Conditional heteroskedasticity in asset returns: A new approach. Econometrica 59/1991
p.347-370

" Engle,R.F.,Ng,V.K.: Measuring and testing the impact of news on volatility. Journal of Finance 48/1993
p.1749-1778.
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Poznamka: Ve finanénich aplikacich se asymetrické modely pro volatilitu ¢asto
kombinuji s klasickymi AR-modely pro stfedni hodnotu. Napf. R.S.Tsay [2002]8
zkonstruoval pro denni logaritmické miry zisku 7 akcii IBM od 07/1962 do 12/1999

(9 442 hodnot) model AR(2)-GJR-GARCH(1,2) ve tvaru

GARCH-M - model GARCH in mean
Ve financich zavisi ¢asto vynos aktiva na jeho volatilité (napf. investor je
kompenzovan za vyssi riziko vy$Sim vynosem). Proto Engle, Lilien a Robins [1987]
navrhli dalSi modifikaci nejprve ARCH-modelu, kde volatilita €i jeji odmocnina
vstupuje do rovnice stfedni hodnoty (tzv. ARCH-M model).

Pro GARCH modely ma napf. GARCH(1,1)-M model (GARCH-in-mean)
(671) v, =w +vi0,° e, €, =0,8, 0 =ap+aje;° +Po,;° nebo
(6.72) v = +Vvi0; e, € =0;:&, Utz = +a1.et_12 v ﬁlot—lz’
Jestlize je parametr y; signifikantné kladny, pak zvySené riziko projevujici se
zvysenou volatilitou vede ke zvySené urovni fady (tj. ke zvySené podminéné
stfedni hodnoteé).

Modely SV - stochastické volatility

Rovnice volatility zakladniho GARCH-modelu je zfejmé deterministicka ve smyslu
podminovani minulou informaci. O stochastické volatilité [stochastic volatility] se
v kontextu GARCH modelt mluvi v pfipad, kdy do rovnice volatility je dodan dalsi
chybovy ¢len, ktery i pfi podminovani minulou informaci zlstava nahodny.
Jakkoliv jsou jednoduchym prikladem klasické AR modely volatility, obecné se
model SV - viz napf¥. Taylor [1994]° - prezentuje nasledovné

(6.73) Vi=l e, e, =0,8, ol =ay+ S Biinolij+u, , kde

j=1
{u,} je dalSi bily $um (zpravidla i.i.d. s normalnim rozdélenim), nezavisla na{e,};
uziti logaritmické volatility umoznuje ignorovat podminku nezapornosti jako v
EGARCH-modelu. Modely SV-typu se osvédéily v kontextu ocenovani opénich
prémii, kdy volatilita podkladového aktiva, ktera je jednim ze vstupli do Black-
Scholesovy rovnice, nemusi byt fixovana po celou dobu do splatnosti opce.
Nevyhodou téchto modeli je ale jejich pomérné slozity odhad nejcastéji
Kalmanovym filtrem.

¥ Tsay,R.S.: Analysis of Financial time Seriers. Wiley, New York 2002.
° Taylor, S.,J.: Modelling Stochastic Volatility. Mathematical Finance 4/1994, p.183-204
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FIGARCH (fractionally IGARCH) — modely
Pokles hodnot autokorelaéni funkce je pfi soucétu hodnot parametri a; +f;

blizkém 1 geometricky. Realita vSak muze byt odliSna a autokorelacni funkce se
mize vyvijet hyperbolicky (koeficienty klesaji v reciprokych hodnotach). Takovato
autokorelacni struktura mize byt zachycena frakcionalné integrovanymi modely,
resp. tzv. modely s dlouhou paméti. Baillie, Bollerslev a Mikkelsen [1992] navrhli

tridu modell, které oznacili FIGARCH. Proces etz modelu FIGARCH(1,d,0) Ize
zapsat ve tvaru

(4.74) (1-B)'e’ =ay+&, - PBg,_; ,kde 0<d<I.

Po dosazeni vztahu ¢, =et2 —h, do (4.74) je mozné model podminéného rozptylu
vyjadfit ve tvaru ARCH():

(4.75) h=—0 +)(B)e’ ,vnémi
1- by

_1-(1-B) .. . s , o

AB)= m , pfi€emz |ze ukazat, ze pro vysoké hodnoty A aproximativne:
- B,.
1=P; |, a-1

4.76 =| —L k%! kde
w70 & L’ ( d)}

I (.) je gama funkce (zobecnéni faktorialu pro neceloCiselny argument) tvaru
[(z)=[t*"le7'dt srekurentniviastnosti /[ (z)=z.[(z—1)
0

Ze zapisu (4.76) vyplyva, ze - na rozdil od kovarianéné-stacionarniho modelu
GARCH(1,1) nebo modelu IGARCH(1,1), kde se Soky po podminéného rozptylu
zmensuji geometricky - se v modelu FIGARCH(1,d,0) Soky do podminéného
rozptylu zmensuji pomaleji, a to hyperbolicky (v reciprokych hodnotach).

Obecny model FIGARCH (p,d,q) ma vyjadreni:
(4.77) @ Ble ~de’)=a, +[i-B(B)le, ,kde 0<d<1,pficems

kofeny polynomialnich rovnic @(B)=0 a [I-B(B)|=0 lezi vné jednotkového
kruhu.

Uzité znaceni: Polynom B(B): matvar B(B)= BB+ B,B° +..+B,B? .

Polynom @(B): matvar @(B)=@B+@,B° +..+@,B” .
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