Metoda klouzavych primeért

Patii (spolu s metodou exponencialniho vyrovnavani) k adaptivnim pfistupum pfi
analyze trendové slozky. Tyto pristupy pracuji se systematickymi slozkami (napf.
trendem), které v pribéhu plynuti éasu méni svuj globalni charakter, coz m,j.
znamena, ze pro né nelze pouzit zadnou matematickou kiivku s neménnymi (v ¢ase
konstantnimi) parametry. Na druhé strané se predpoklada, ze takovéto vyrovnani je
mozné lokalné (v dilgich, kratkych usecich fady), pfiéemz parametry tohoto — lokalniho -
vyrovnani mohou byt vjednotlivych usecich odlisné. Vtéchto pripadech se
omezujeme pouze na lokalni vyrovnavani (¢i jeho odstranéni) trendu.

Nelze -li tedy vyrovnat ¢asovou fadu pomoci paraboly 2.stupné

(2.1) Try =By + BT+ Bt T1=12,.n,

omezime se na vyrovnani v kratkych usecich, pro jejichz stfedy v éasovych
bodech t Ize pouzit vyrovnani pomoci lokalnich trendu

(2.2) Tr(t,7) = Bo() + BT+ B ()T>  T=t-214—Ltt+1t+2 .
Proces eliminace trendové slozky se tedy adaptuje vici okamzitému lokalnimu
pribéhu fady. Stupen tohoto prizplsobovani lze (za jistych okolnosti) védomé Fidit.
DalSi vyhodou adaptivnich technik je konstrukce predpovédi, které mohou pruzné
reagovat na €asové zmény v charakteru fady a nékdy také vypoé€etni nenaroénost.

Nazev klouzavy prumér [moving average] je spojen s linearni kombinaci ¢lend
puavodni fady s jednotkovych souctem koeficient/vah , napf. typu

)i
(2.3) E(yt-z +2y, t4y, 2y, t yt+z,) ;

nékdy se zkracenym zéapisem (jako operator) %[1,2,4,2,1]

Vytvareni takovych koneénych kombinaci hodnot fady je totiz ekvivalentni pravé
s lokalnim vyrovnavanim rady uréitymi matematickymi kfivkami.

Jde o postup, ktery mize byt vyuzit k identifikaci dvou slozek ¢asové fady :
- trendové slozky
- sezoénni sloZky

Obecnéji muzeme zapsat klouzavy primér jako
(2.4) (Wt—myt—m F W1V i—m g T W Yo ™ Woim+1Viem-1F Wt+myt+m,)

Cislo m nazveme polomérem, hodnotu p =2m + I délkou klouzavého priméru.

vivys

pracovat i se sudym poétem ¢lend, pokud se postup doplni centrovanim?).

1 Centrovani (sladéni polohy vysledného vyhlazeni s polohou pivodnich pozorovani) Ize provést napf. tak, ze
se procedura klouzavych primérd se sudym poctem ¢len( provede dvakrat (nebo obecné 2k-krat) po sobé.
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Predpokladejme napi., ze hodlame danou €asovou fadu vyrovnat polynomem 3.
fadu, tzv. kubickou parabolou. Pro vyrovnani zvolime m =2, klouzavy primér tedy
sestavujeme z 2m + 1 = 5 hodnot uvazované ¢asové rady, které oznacime jako

Vier sPro 1=-2-10,1,2 .
Koeficienty vyrovnavajiciho polynomu - s argumenty v 7, tzn. v bodech, ve kterych fadu

vyrovnavame) odhadneme metodou nejmensich c¢tvercii OLS standardné tak, ze
minimalizujeme vyraz

5 2
(2.6) Z(y,tv.By.B1.B2.P3)= _z_gyt+’[ - By - BB’ ‘ﬁ3-T3)

Derivovanim podle jednotlivych koeficientli polynomu a anulovanim pfislusnych
derivaci pro minimalizaci ziskame pro hledané ¢tyfi odhady »,.5,,6,.5; koeficientl
Bo.B;. B2, B3 soustavu Etyf normalnich rovnic, které Ize obecné zapsat jako

LOLLLLLL 223 o =By B =B =B 1) =0

By
0Z(y,1,B,.8,,5,, 2
()’Tﬂ(jg:@ By, Bs) Z(HT -B. - lgzr -B.T )( -7)=0
A =
0Z(y,t,By.P;. B>,
(y T, ﬁOﬁzﬁl ﬁZ ﬁ3) =) _Z_GH_T _ﬁo _ﬁ]-T_ﬁg-TZ _ﬁ3.T3)/_T2) =0
0Z .
(y L ﬁ()ﬁﬁ] '62 ﬁ3) =) Z(Z)/H.T ﬁ].’l"[)’z.’l’2 —ﬁS.TS}—TS) =0 neboli
3 T=—
2 2 3)
(27A) S vier + By B+ Bra?+ Burd)=0
2 2 3 4)
(2.78) zg—ymrwo”ﬁl.r B+ prt)=0
r=-
2 2 2 3 4 5
. D\ T+ BT+ [T + ST+ 5377 )=0
(2.7C) ( Lot +B.T° + B0 + B )
r=-2
(2.7D) 2(2)'t+rr Bor’ =BTt + B0’ - B )
r=—
tj. ve standardnim tvaru soustavy étyf normalnich rovnic
(2.8A) éyHTTO =by %ro +b; %rl +b) érz +b3 §r3 : j=0
r=-2 r=-2 r=-2 r=-2 r=-2
(2.8B) éyt”r:b() §r+b1 §r2+b2 §r3+b3 §r4. j=1
r=-2 r=-2 r=-2 r=-2 r=-2
(2.8C) §yt+z—T2:b0 §jr2+b1 §r3+b2 §r4+b3 §r5. j=2
r=-2 r=-2 r=-2 r=-2 r=-2



2 2 2 2 2
(2.8D) Z)2’t+rr3=b0 Zg3+b1 Zg4+b2 z§5+b3 226- j=3,
r=- r=- r=- r=- r=-

jinak vyjadfitelnych v souhrnném zapisu

(2.9) zymrf —by zrf ~b; zrf t_p, zr1+2—b zrf 320, j=0123
T=-2 G==2, 7=-2 T=-2 7T=-2

(o - v " , 2
Uvedenou soustavu lIze dale zjednodusit, protoze pro liché ; plati >z’ =0
==

(zde se uplatriuje vyhoda volby lichého poétu ¢lent fady)

2 2 , 2, :
(2.10A) Syier =by 2TV +by X1 neboli
r=-2 r=-2 r=-2

2 2, 2 4 .
(2.10B) S VT =b; X717 +b; Y77 neboli

r=-2 r=—2 1=-2

2 5 2 2 _
(2.10C) Yyl =bg Y17 +by Y17 neboli

F==7 7=-2 7=-2

2 2 2 .
(2.10D) Yyar00=b; Yr¥+b; 1% neboli

r=-2 7=-2 r=-2

. o vor ¥ 2 0 2 2 2 4 2 6
V pfedchozim jsme vyuzilitoho, ze Y ;" =5, > =10, Y ;" =34, Y j° =130.
r=-2 r=-2 r=-2 r=-2

Nas pritom zajima toliko odhad »,, nebot’ je to hodnota vyrovnavajiciho polynomu
P(r)=by +by.T +by.r> +by.r> vbodé 7=0 a v rozvijené metodé ji budeme brat za
hledanou vyrovnanou hodnotu rady ve stfedu zkoumaného Useku.

K uréeni odhadu », staéi tedy pouzit prvni a tfeti rovnici soustavy (2.10A), (2.10C),
pomoci nichz dostaneme :

(2.10A)

(2.10C)

Z prvni rovnice (2.10A) ziskame

Ji
bp.5|=b
Jo[r—z—gtﬂ 0 ] 2

Ze druhé rovnice (2.10C) pak mame

1
T° —by.10 |=b
34(T_Z_§t+r 0- ] 2

2 2 . ,
Komparaci pro »,: 34( > Vier —b0.5J = 10( Y yarl’ —bo.lo] a vydélenim 2 :
r=-2 r=-2

2 2
17 S 9,07 =85by =5 Sy,4,T° —50b,
r=-2 r=-2



2 2 .
(2.11) 17 Syiar =5 SyparT° =35b, s rozvedenim
r=-2 r=-2

17(Vima + Yot + 90 ¥ Veur + Ye42) = 5@ 0 + 900y + 0.9, + yya g +4y,42) = 358, takze
odhadnuta trendova slozka », a souasné vyrovnana hodnota fady v Case t je rovna

1 1
(2.12) b =§(17.zyt+, —5ZT2yt+TJ=§(—3yt_2 + 12y, 1 +17y; + 12,47 = 3V142), r€Sp.
T T

Ve zkraceném symbolickém zapisu mizeme vysledek zapsat jako

Obecné mlzeme vyrovnavat Usek o délce p =2m+1 polynomem r-tého radu a tak
obdrzet klouzavé priaméry délky 2m,+7 afadur.

Vyrovnana hodnota 7, vbodé t je linearni kombinace vyrazi - se

sudymi ;, j<r, coz lze odvodit zobecnénim soustavy (2.12). Po algebraické
upravé je to linearni kombinace hodnot y,_,....», .....y;+,, S PevNé uréenymi
koeficienty, které se nazyvaji vahy klouzavého priméru.

llustrace:

Uplatnéme predchozi pravidlo pro aproximaci hodnot paraboly 3.stupné

Vyjadfeme tfeti mocniny pfirozenych éisel od 1 do 10 :
t = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y, = 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000
a pouzijeme vzorec (2.12A) pro vypocet vyrovnané hodnoty této rady v bodé t= 3

v konkretizaci , tzn.
ve vygisleni

Podobné dostaneme:

Vyrovnavali jsme zde kubickou fadu polynomem3.stupné (shodny vysledek bychom
téz dostali, pokud bychom vyrovnavali polynomem fadu vy$Sim nez 3, coZz ukazeme
na dalSim pfikladé).



Priklad1 Modifikace pro polynomickou kiivku 4.stupné se stejnou délkou priiméru:

2
(2.14) Z(y, TPy, B1.B2.B3)= i_zc’ﬁ’[ - By =BT By.7° = 5.1 ‘54-’54)

Derivovanim podle jednotlivych koeficientii polynomu a anulovanim piislusnych derivaci pro
minimalizaci ziskame pro hledané &tyfi odhady b,,b,,b,,b,,b, koeficientd S,,[5,,05,.5;.5,
soustavu péti normalnich rovnic, které Ize obecné zapsat jako

aZ(y:T,ﬁ()’ﬂl’ﬂZ’ﬂ3’ﬁ4) :222:()/t+r —,80 _,81-1—_,82-1—2 _ﬂ3.1—3 _,84.T4y_])=0

5
LB LR 35,0~y =B =B’ =B} 120
0Z(y.1, ﬁo,gf,ﬂz,ﬂp/i, -ZZ(ym —BT-B, 1 =B - B, -2 )=0
e -22_2(%, ~Ba-pr =B, = ft YT ) =0
aZ(y’Tﬁo)gj:ﬂz’ﬂ3nB4 -ZZ(ym —B =B, =B - B, -1 )=0
neboli i( Vo * By BT+ Bt + BT + B )=

L)

7=

Zz:( yt+,r+,80r+,81r +:82T +:83T +B,.T )

r=-2
2

Syt + B+ BT+ Bt + BT+ P10

r=—2

2 3 3 4 5 6 7

z U — BT =BT+ B, T+ BT + BT ):0
r=-2

2

Z(ymﬁ -B,r' =B + B, 1° +B,. 17 +,84.r8):0
r=-2

tj. ve standardnim tvaru soustavy péti normalnich rovnic:

(2.15A) Zz:ymr”:b(,zz:r”+b,ir1+b222:r2+b322:r3+b422:r". j=0
(2.15B) Zymr b, Zr+b Zr +b, Zr +b, Zr +b, Zr j=1

r=-2 7=-2 r=-2
(2.15C) Zymr =b, ZT +b, Zr +b, Zr +b, ZT +b, ZT . j=2
r=—2 r=—2 r=—2
(2.15D) Zym =b, Zr +b, Zr +b, ZT +b, Zr +b, Zr . j=3,
r=-2 r=-2
(2.15E) Zz:ymr“ :b(,Zr“ +b,Zr5 +b22r6 +b32r7 +b42r8. j=4,
r=-2 r=-2 r=-2 7=-2 7=-2 r=-2



jinak vyjadfitelnych v souhrnném zapisu

S ohledem na nulovost ¢lend s lichymi mocninami u 7 dostaneme dale:

(2.17A) iy,+,r0 =b0.5+b222:r2 +b422:r". j=0
r=-2 r=-2 r=-2

(278) Syt =6, b, 31 j=1
7=-2 7=-2 7=-2

(2.17C) iymrz :boirz+bzzz:r"+b4ir6. j=2
r=-2 r=-2 r=-2 r=-2

(247D) 3 Yt =, 20 5, 20" =3,
7=-2 7=-2 7=-2

(2.17E) Zz:ymr" :boir4+b2ir6+b4ir8. j=4,
r=-2 r=-2 r=-2 r=-2

Po vycisleni ¢lenu se sudymi mocninami 7 mame zjednoduseni:

K uréeni parametrd 5,, », mame nyni k pouziti 3 rovnice: (2.18A), (2.18C), (2.18E),
které Ize souhrnné zapsat maticové

2 2
D Vi 2V
5 10 34\(b, =2 b, 5 10 34 = 0
(219) |10 34 130\ b, |=| D .7y, | tedy |b, (=10 34 130| | > Ty,
34 130 514)\b,) |3 b,) \34 130 514) |7’
4 4
ZT Wanir ZT Yisr

7=-2 7=-2
Pomoci téchto tfi rovnic Ize vypodist vSechny parametry »,,b,,5, ,zatimco k uréeni

zbyvajicich dvou parametrii Ize uplatnit vztahy vyjadiené rovnicemi (2.17B),
(2.17D). Jak patrno, obé (rekursivni) ,podsoustavy, zahrnuji disjunktni mnoziny
parametrd.



Inverzi matice v (2.19) ziskame nasledovné:

(2.20)

, odtud mame

(2.21A)

, po rozepsani

by = Vs ¥ Yy ¥ Vi ¥ Yoy ¥ Vs ~ 125043, + 3, 4 9,y $49,,5)40,25(16y,, + y,, + 3, +16,,,)
bo =yt—2 +yt—] +yt +yt+1 +yt+2 _5yt—2 _1’25yt—1 _1’25yt+1 _5yt+2 +4yt—2 +0’25‘yt—1 +0’25yt+1 +4yt+2

by =Yy * ¥ty —125y,,-125y,,+025y,,+0.25y,, aodiud -

Vahovy vektor pro 5, mé tedy tvar b, =, [0.0..0.0]

Podobné pro », dostaneme

(2.21C)

Kone€né pro », dostaneme

(2.21E)

Analogicky pro podsoustavu dvou rovnic (2.18B), (2.18D), ze které mulzeme
odvodit parametry », , b,, obdrzime maticové vyjadieni



(2.19) , tedy

(b,j_ I [130 —34) 2TVt
506\-34 5 ) 2
ZTj-yt+1:

T=-2

(2.21A)

(2.21A)

Pfiklad 2 Modifikace pro polynomickou kfivku 2.stupné se stejnou délkou priiméru:
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(231) Z(y,1.B,.B,.8,) = i(ytn -5, _ﬁrr_ﬂzfz)

r=-2
Derivovanim podle tfi parametri polynomu a anulovanim pfislu$nych derivaci ziskame pro
odhady b,,b,,b, koeficientli 5,,5,, 5, soustavu tfi normalnich rovnic, které Ize obecné zapsat

0Z(y,1,,.5,.5,) =2i(ym ~B, - BT -Br’ ) ~1)=0

B, =
0Z(y,1,B,.B5,, 2
(y ﬂo IBI ﬂZ) = 22()/t+r _130 ‘ﬁ;-T‘ﬂz-Tz)(‘T) =0
B =
oZ(y,1,B,.8,, 3
(y :Bo ﬁ] ﬂZ)=22(yt+r_ﬁo_ﬁl.r_ﬁz.z.2y_r2)=0
B =
2
Po snadné upravé > (— Vo ¥+ B, + BT+ ,8212) =0
r=-2
2
Z(—ymr +B,1+ B, 1° +,82.r3)= 0
r=-2
2
Z(_ yz+rT2 + :801—2 +:81-T3 +:82'T4): 0
r=-2
tj. ve standardnim tvaru soustavy tfi normalnich rovnic
2 2 2 2
(2.32A) D vt =, > T +b, Y T b, DT j=0
r=-2 7=-2 7=-2 7=-2
2 2 2 2
(2.32B) D VT =b, D T+b, > 17 +b, > T, j=1
r=-2 r=-2 7=-2 7=-2
2 2 2 2
(2.32C) D VT =by Y T+, DT b, Y T j=2
r=-2 r=-2 r=-2 r=-2

jinak vyjadfitelnych v souhrnném zapisu

S ohledem na nulovost €lent s lichymi mocninami u 7 a po vycisleni ¢lent se sudymi mocninamiu 7 :

2 2
(2.33A) D Ve =by.5+b, Y 17 =5b, +10b,. j=0
r=-2 r=-2
2
(2.33B) > ., T=10b,. j=1
r=-2
2 2 2
(2.33C) D Yl =b, > 17 +b, Y 1" =10b, +34b,. j=2
r=-2 7=-2 r=-2

Pro vypocet parametri b,,b, dostavame tedy tytéz vzorce jako v (2.10A,C), zatimco vypocet b,

je dan vztahem

Snadno lIze dokazat nasledujici vlastnosti téchto klouzavych praméru:




(1) Soucet vah klouzavého pruméru je roven 1: aplikujeme-li totiz klouzavy prumér
na fadu stejnych hodnot, pak vyrovnanou hodnotou musi byt pivodni konstanta.

(2) Vahy jsou symetrické kolem prostredni hodnoty , nebot’ ve vyrazech typu
(2.37) g ijt+j
r=-m

maji pro sudé j €leny y,_,,v,., symetrické koeficienty.

(3) Je-li r sudé ¢islo, pak klouzavé pruméry radd r a r+1 se stejnou délkou 2m+1
jsou totozné: prohlédneme-li si pozorné soustavu (2.12), pak pro », dostaneme

stejné feSeni, at' jsou v soustavé zahrnuty ¢leny s neznamou »; nebo nejsou.

Poznamka 1 Vyrovnanim fady pomoci techniky klouzavych primér( ziskame
vyrovnané hodnoty pouze pro ¢t =m+1,..,n—m . Ztratime tedy m hodnot na zaéatku
a m hodnot na konci fady, které ztistanou nevyrovnany.
Poznamka 2 Pokud bychom chtéli k vyrovnani pouzivat useky se sudym poctem 2m
¢lent: vyrovnana hodnota by pak patiila doprostied ¢asového intervalu mezi
okamziky puvodnich pozorovani, coz neni pravé vyhodné vzhledem k interpretaci
vysledki. Uspokojivé Feseni situace bude uvedeno nize.
V nasledujici tabulce 1 jsou uvedeny vahy klouzavych priméri az do patého radu
véetné pii riznych délkach. Vzhledem k symetrii je uvedena nékdy jen prvni
polovina vah véetné prostredni. Podle dfive uvedené vlastnosti jsou vahy pro
druhy a tieti fad stejné, stejné jako jsou stejné pro Ctvrty a paty rad. Pruméry radu
0 a 1 nejsou uvedeny, protoze jde o prosté aritmetické priméry spoctené z 2m + 1
¢lend rady
(2.38) Yi-m Tt Vitm

2m+1
Pro uplnost tabulka obsahuje vahy klouzavych priumért druhého nebo tretiho Fadu
a délky 3, prestoze zde plati y, = y,.

Tabulka 1

délka/ fad 2.a3. 4.ah.

3 [0.1,0] [0.1,0]

5 3—15[— 3,12,17,12,-3] [0,0,1,0,0]

7 L1-2367..] 1L [5-3075,131,...]

21 231

9 L [-211439,5459,..] L 115-5530,135,179,...]
231 429

11 L [-36,94469,84,89....] L 118-45-1060,120,143...]
429 429

13 L -110916,21,24.25,..]
143

Zatim jsme pominuli otazku, jak ur€it vyrovnané hodnoty pro prvnich m a poslednich m
pozorovani ¢asove fady a jak ziskat prislusné predikce pro budouci obdobi.
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Vilustrativnim prikladé jsme vyrovnavali kubickou parabolou vzdy 5 sousednich
hodnot fady. Necht je témito hodnotami pét poslednich hodnot fady

Yn=4,Yn=-3,Yn-2Yn-1Vn+

Na rozdil od predchoziho nas budou nyni zajimat i ty dfive ignorované hodnoty
kubické paraboly vyrovnavaijici tento Usek pro r=1,7 =2. K tomu ale potfebujeme
znat i odhady koeficientl 3;,3,,3; této kfivky. (dfive nam stacil koeficient 5,). Ze

soustavy (2.12A-D) se zjisti, ze pfislusné odhady budou mit tvar

(2.398)
(2.39C)

(2.39D)

Ovéreni napf. pro b, : z pfedchoziho vime, ze , pfiCemz

0-— =3y,_2+12y,_; +17y; +12y;47 —3y;4+2). Proto mame

neboli

Po sdruzeni ¢lenl by =— -Z -7 2 + Y
2 10[7 Yt=2 7Yt1 7 yt 7J%+1 7J%+2j

zavérem dospéjeme k b, =|1 y _ L _1 y 1 [ ! ’
2= 7t2 14J’t1 7t 14 t+1 7t+2

Vysledek (2.39C) po rozvedeni dava :

Tedy plati

(2.39B)

(2.39D)

‘2 39B|




(2.39D)

(2.39D)

Ziskani odhadu koeficientu (kromé 5,) pro b;,b,,b; (2.39B-2.39D) spolu s (2.36A)
pro b, umozni ziskat pro posledni dvé pozorovani y,_; y, jejich vyrovnané hodnoty.

Dostaneme je dosazenim nalezenych odhad( do obecného predikéniho schématu

%,_ ek Shy bk +byk? +hsk =L[-31217,12,-3]y,_, + i[z,—&o,s,—z]yn_ 5
(2.40) ; 35 y 12
+— [2-1-2-12]y,_, + o [-120-21y,-, k=12

Po dosazeni £ =/ a k=2 ziskame tyto vyrovnané koncové hodnoty :
Pfi dosazeni k=1 :

vyrovnanou hodnotu pro y, ziskame jako vazeny pramér této pétice hodnot:

Podobné pfi dosazeni pro k =2 dostaneme z (2.40) :




Vzhledem ke ziejmé symetrii také podobné dostaneme vyrovnanou prvni a druhou
hodnotu ze za¢atku rady jako

Uvedeny postup navic dokonce umoziuje konstruovat predpovédi v dané radé:
napf. pfedpovéd’ hodnoty y, ., ziskame tak, ze do (2.40) dosadime & =3.

Dostaneme predpis:

(2.41B)

(se souétem vah 1)

(se souétem vah 1)

Ovéfeni (2.42):
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(=3.,9 24 12 9 30 17 9 12 9 30 -3 .9 24
En+1(”)——+———yn4+ —t— 3t == V2t —=m———= V= | —F=Ft— [,

35 7 12 35 14 12 35 7 35 14 12

B, (n)= 24 85,5\, (=28 S22 55, (2,
*1 2n=a |\ 5Tty Pt s P2 T T T2 E R

_ 21 175 4 21_175 112
Vh+i (n)__gyn—4 Hlm—t—— Y3 == V2 t| — Yn-1* Vn

35 7

70 70 5 70 70 35
Eﬂ (n):—i +15_4 —i —I’l +]_6
+1 5)’n—4 70 Yn-3 5yn—2 70 Yn-1 5 Yn
]] 4 14 16
Eﬁ] (n)= __yn 4t 3 — Vn-3 _Eyn—Z _?yn—l +?yn 0.

Uvedeny postup Ize ale pouzit jen pro konstrukci kratkodoby predpovédi — ¢im je
predpovidana hodnota vzdalenéjSi od ¢asového bodu predpovédi ¢ =n (tj. ¢im delsi
je horizont predpovédi), tim lze oéekavat pfirozené mensi spolehlivost predikce.

Poznamka: PFi vypoctech vah v klouzavych primérech se uplatiiuje znalost téchto dvou vztahu

Pli p=2m+1I: %lﬁ:dﬂ Zk4 p(p2—1X3p2 7)

kam i 240
2 2_
m=2: p=2m+1=5 Zk2:5b A:524:10
k=-2 12 12
2 5 sls?-1)3.52-7)_ 52468
Yk? = : =200 — 34
k=22 240 240
3 2_
m=3: p=2m+I1=7 Zk2:7& A:748:28
k=-3 12 12
54 72 -1ls.72-7)_ 748140 _7.140
Zk = = = =728 =196
k=3 240 240 5
1 2 _
m=4: p=2m+1=9 Zk2=9@ A:980:60
k=—4 12 12
¢ 4902 -1)3.92-7) _9.80.236
>k* = = =3.236 =708

Pl 240 240

Klouzavé praméry, které jsme takto popsali, se nazyvaji pocatecni, koncové a
predpovédni, podle toho, zda vyrovnavame pocateéni hodnoty rady, koncové
hodnoty fady nebo pomoci nich predpovidame. Poznamenejme, ze tyto klouzavé
praméry jiz nemaji tak vyhodné vlastnosti jako klouzavé pruméry pro vyrovnani
stfednich ¢lend fady: jejich vahy nejsou obecné symetrické kolem prostfedni
hodnoty a vahy klouzavych priaméri napi. druhého a tretiho radu jiz nejsou totozné.

Avsak i pro klouzave pruméry tohoto typu jsou pfislusné vahy v literature tabelovany.

Napf. predpovéd o jeden krok dopredu pii pouziti klouzavych primért prvniho
fadu a délky 3 ma podle prvniho fadku tabulky tvar
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. 1
(2.43) A (n)=§(— 2Vpz* Vus +49,) -

Pro metodu klouzavych prumér(i musime fesit otazku, jaky rad a jakou délku
klouzavych primért pro analyzovanou ¢asovou fadu zvolit.

Obvykle se rozhodujeme na zakladé subjektivniho posouzeni charakteru dat s tim,
ze preferujeme jednoduché priméry co nejnizSiho fadu a délku volime podle
pozadovaného stupné vyhlazeni rady: ¢im je vétSi délka klouzavého priméru, tim
je veétsi vyhlazeni ¢asové rady.

Jednou z dulezitych zasad pro volbu délky priméru je, Zze tato délka by méla odpovidat
periodé sezénnich nebo cyklickych fluktuaci, které chceme z fady vyhladit.

Nespravné: Napf. v asové radé roénich méreni budou k vyhlazeni cyklické slozky
s dvouletou periodou uzity klouzavé praméry délky 3 a 5.

V prvém pripadé je vysledkem vyhlazeni .inverzni cyklus“: ve skupiné tfi
sousednich hodnot vyrovnavané rady jsou bud’ dva horni a jeden dolni bod zvratu
nebo naopak.

Ve druhém piipadé nastava opacna situace: vyrovnana rady nasleduje puvodni
fadu vzhuru do hornich bodu zvratu a dolt do dolnich bodu zvratu.

Pokud jde o volbu fadu klouzavych primeérd, Ize vyvodit objektivni kritérium:
Pfedpokladejme, ze uvazovana fada y, matvar y, =7, + E,, kde 7, je polynom r-
tého fadu a E, je bily Sum s rozptylem o”. Budeme postupné diferencovat, ¢imz
polynom vytvafejici fadu y, bude postupné pfi kazdé diferenci snizovat svij fad o
1, protoze nap¥. v rozdilu

(8, + B+ B+t BT )-8y + Bl =)+ B~ 1F + .+ B 1) ).

je #"~! nejvy$s$i mocnina proménné t s nenulovym koeficientem. Koneéné pfi fadu
t+1 se tento polynom upIné vynuluje. Pfi fadu » je diferenci konstanta obvykle
rdzna od nuly. Bily Sum vytvofi pfi k-té diferenci veliinu

(2.44) Ae =, —@a_l +@«%_2 ~(=1)"ey,

ktera ma nulovou stfedni hodnotu a rozptyl roven

2 2
(2.45) var(d‘ gt)= o’ [1 + (k J i (kj +..+ 1] = (ij.az.
1 2 k

15



i(Akyt)z

Oznacime-li tedy I, = =55 pak pro k=7 +1 je V/, odhadem rozptylu o’

2k,
W

Metoda vazenych klouzavych priiméru

NevyluCuje to ovSem moznost, ze pozorovani Ize vyrovnat lokalné, tzn. v riznych usecich ¢asové fady
riznymi kfiivkami (tfeba téhoZ typu, ale s riznymi, v éase se ménicimi parametry).

bilého Sumu.

K pozorované hodnoté y, konstruujeme vyrovnanou hodnotu 7,, jiz nahrazujeme
tuto pozorovanou hodnotu y, takto :

5, = Viem Y Vi—m+l T Vi—m+2 T Ve Y Vi1 Y Vibm—1 T Viwm
.=

2m+1
tj. prostym klouzavym primérem , resp.
o _WiemVi=m Y Wi—m+1Vi=m+1 T We Ve T Wik 1 Vel Y Wekm—1YVe+m—1 Y WetmVi+m
wlt =
2m+1
tj. vazenym klouzavym primérem prokazdé :=17.2,...n

( n je pocet pozorovani )
Je patrné, ze prosty aritmeticky primeér je specialnim pripadem vazeného aritmetického
prumeéru s rovnhomeérné rozdélenymi vahami w, = provsSechna r=1.2,...n.
m

Vlyrovnani ¢asové rady pomoci klouzavého priuméru zavisi na :

a) poctu clenu, které zahrneme do priiméru; ten tedy muze byt :
lichy - p = 2m + 1: pak hodnotu spoéteného priméru pfifadime prostrednimu
¢lenu pruméru
sudy- p=2m : provadime tzv. centrovani, kterym hodnotu spoc¢teného
priméru prisoudime okamziku mezi dvéma prostiednimi
pozorovanimi asové rady
b) vahach pfirazenych pozorovanym hodnotam ekonomického ukazatele
Ty mohou byt :
- symetrické plati w; =w_;,w, =w_,, atd. w; =w_;

index "0" oznacuje prostredni pozorovani, ,,stfed“ priméru
- nesymetrické: zpravidla podle specialniho t¢elu klouzavého priméru

pro hodnoty vah plati podminky: »w; =1 (vzdy, da se zajistit normovanim)
J
w; 20 (obvykle, existuji vsak vyjimky)

Timto zpusobem vSak nelze nahradit pozorované hodnoty v krajnich bodech :
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- u lichého poctu ¢lent priméru ztratime vzdy m —1 krajnich ¢lenu
(po (m—1)/2 nakazdé strang)

- u sudého poctu ¢lent pruméru ztratime rovnéz m —1 krajnich ¢lend
(ziskané hodnoty centrujeme do ,meziobdobi“ leZicich vzdy uprostfed dvou pozorovani )

Poznamka: Mizeme ovSem pouzit néktery ze zpusobl "dodefinovani" hodnot v
krajnich bodech (néjakym vhodnym algoritmem).
2Aplikace klouzavych praméru k identifikaci trendové slozky

1) mechanické vyrovnavani :

2) vyrovnavani pomoci polynomi k-tého (nevelkého) stupné :

Aplikace klouzavych priméru k identifikaci sezonni slozky

Mame-li fadu pozorovanych hodnot y,a klouzavym primérem vyrovnanych
hodnot y), miZzeme se pokusit jednoduchym zplisobem ur€it (nebo pfiblizné
odhadnout) miru sezénniho kolisani ¢asové fady (pokud jde o ¢asovou fadu, ktera
vykazuje sezénnost a pokud jsou jeji hodnoty registrovany v mésiénich nebo
Ctvrtletnich ¢asovych odstupech).

Uvazujme pfipad ¢tvrtletni casoveé fady ( n ... pocet pozorovani za rok = 4 )
( Analogicky bychom postupovali u ro¢ni sezénnosti pfi n=12):

A) v pripadé aditivniho modelu sezonnosti : v, =T, +S§, +¢

Ize nejjednoduseji uplatnit napr. tento postup: Vytvofime individualni odchylky
vsechna t. Sdruzime (po Ctveficich) hodnoty odchylek u stejnolehlych étvrtleti a tyto
zprimérujeme (pies pocet let, které obsahuje datovy vzorek):

1
at :;(dt *dprg tdpeg vdpspy + )

I

a2 = (dias +dyas +divg +dpaps +...)
.

FE _;(a;t+2 tdpvg vdpegg g+ o)

1
a? :;(dt+3 tdpsg +dprg tdpegs to)

Hodnoty d®,d®,d® ,dP nazyvame sezénni diference, pficemz je Ize
povazovat za odhady skuteénych (aditivné chapanych) sezénnich faktort. Je ziejmé,
e nékteré z hodnot dV,d®,d® d™® budou kladné, jiné zaporné (neutralni
hodnota je 0). Pro tyto sezonni diference plati: d +d® +d® +d* =0.

B) v pfipadé multiplikativni sezénnosti : v, =T, *S, *¢,

Ize analogicky uplatnit tento jednoduchy postup: vytvofime podily ¢, =7, /y, pro
vSechna 7. Tyto sdruzime po shodnych étvrtletich tak, ze vynasobime hodnoty

stejnolehlych étvrtleti v prislusnych letech a vysledek odmocnime hodnotou rovnou
poctu let:

2
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1) _
(1) —l\‘/% *rva T qQr+8 Fqrr12 F o

q
2) _

q( / —I\C/QHI Ge+5 Fqv9 T qrer3 T
3) _

9 =Hqre2* rv6 *dre10 T der1a F

4) _
C]( ) —I{/CI;+3 7 T 11 T s e

Ziskané 4 hodnoty ¢,¢®,¢¥,¢™ se nazyvaji sezénni_poméry a lze je
povazovat za odhady (tentokrat multiplikativné pojatych) sezdnnich faktord. Je pfitom
zfejmé, ze nékteré z hodnot ¢V, ¢, ¢, ¢ budou vétsi nez 1, jiné mensi nez 1

( neutralni hodnota je 1) Pro tyto sezénni poméry plati : jg".¢®.¢* ¢ =1.

Pfiklad 3 Modifikace pro polynomickou kfivku 3.stupné s délkou pruméru 7

3 2
@50) 2O BoBuBof)= Sier ~Bo - Bia-Bot® - Byt
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Derivovanim podle jednotlivych koeficienti polynomu (2.51) a anulovanim pfislusnych derivaci
pro minimalizaci ziskame pro hledané &tyfi odhady by,by,b,,b; koeficientd [y, [, 5,55

soustavu ¢tyr normalnich rovnic, které Ize obecné zapsat ve tvaru

aZ(yar,ﬂO’ﬂl’ﬁzﬂﬂ?a) :223:()/1” _ﬂo _ﬂpr_ﬂz-rz _,6’3-T3k_1) :O

0/,
aZ oty sHF1s/~2> _ 2 2 3 —
(yrﬂgﬁﬂ A '83)—22(%”—,80—,8]1—,821 -B,.T )(—r)—O
aZ s 021020 3 — 3 2 2\ —
Sl ﬂaﬁlg IB IB ) _2Z(yz+r_ﬁo_ﬂ1-r_:82-r —,33.T3X—T )=0
2 7=-3
aZ P sM1sF2» _ 2 2 3 3\ —
OLLLL) 223y =y A= B = B ko) =0
3 7=-3
neboli
J 2 3
(2.52A) z(—y,+,+,80 + BT+ BT+ BT ):0
r=—
3( 2 3 4)_
(2.52B) Z3—yt+rr+,80r+,81.r +L.07 + BT =0
r=-
J 2 2 3 4 5
(2.52C) 2(—y,+rr + BT+ [T+ BT+ BT )=0
r=-
3( 3 3 4 5 6)_
(252D ) Z3‘J’t+rr t BT [T BT + T )=0
r=-
tj. ve standardnim tvaru soustavy ¢tyf normalnich rovnic
J 0 3 0 2 S 9 3 3 .
(2.53A) Syuarl  =by YT +b YT +by YT7+by 377 j=0
r=-3 7=-3 r=-3 r=-3 r=-3
3 3 3 2 3 3 3 4 )
(2.53B) Syl =by XT+b XT°+by YT +by YT j=1
r=-3 r=-3 r=-3 r=-3 r=-3
J 2 N J 3 3 4 3 s .
(2.53C) SVrl” =hy X7 b X1 +by YT by T j=2
7=-3 r=-3 7=-3 r=-3 r=-3
J 3 33 3 4 3 5 3 6 .
(2.53D) Syurl’ =by XU +b YT +by YT +by Y10, j=3,
r=-3 7=-3 r=-3 r=-3 r=-3

jinak vyjadfitelnych v souhrnném zapisu

3 . 3 . 3 i+ 3 i+ 3 3
. VigrlU) — T/ — T - T - T =VU. 7y =012,
(2.54 ) Syurl! —=by S0 -k ST/ =by S0/ —by Y1/ =0, j=0,123
r=-3 7=-3 7=-3 7=-3 7=-3

S ohledem na nulovost €lenu s lichymi mocninami u 7 dostaneme dale:
3 3 2
(2.55A) Zyt"’f :b0.7 +b2 ZT [ J=0

7=-3 7=-3
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(2.55B) Zymf by ZT + b3 ZT J=1

r=-3 r=-3
(2.55C) Zyﬁ,r2 = by Zrz +b, Zr4. j=2
r=-3 r=-3 r=-3
(2.55D) Zy;+rT =h Zr +by Zr . j=3,
7=-3 7=-3
Po vycisleni ¢lent se sudyml mocnhinami 7 mame :
(2.56A) j=0
(2.56B) j=1
(2.56C) j=2
(2.56D) j=3
Pro uréeni parametru 5, mame nyni k pouziti 2 rovnice:
(2.56A), (2.56C), které Ize souhrnné zapsat maticove
3 3
2Vi+T -1l X Vi+r
(257) (278 szs]'[zoJ =l §7 | tedy [ J (278 12986] 5
? Z;’tﬂfz b2 Z%’Hﬂ'z
T=- r=-

Pomoci stejnych dvou rovnic Ize vypodcist parametry »,, b, , zatimco k uréeni

zbyvajicich dvou parametru Ize uplatnit vztahy vyjadiené rovnicemi(2.56B),(2.56D).
Jak patrno, obé (,blokové rekursivni,)podsoustavy maiji disjunktni mnoziny parametrd.

Inverzi matice v (2.57) ziskame nasledovné:

7 28\ g 196 =28\ 1 (196 -28)_ 1 (196 =-28)_
28 196 7196 -28°\-28 7 1372-784\-28 7 588\-28 7

b i —i Vit
01=| 3 21| 1=-3 , odtud mame
1 1 3
P2) | || Syt
21 84 )| 51T
3 7 3
(2-58) bo—— 2LV T ZT Ye+r

Sr=—3 2=

20



1 1
by = 5()’;‘—3 TV 2 ¥ Ve TV T Ve 2 ;Vt+3) - 5(9%—3 ta4yi 0t Vit Y 4V t 9yt+3)

1 1
h)=§IOYr3+7Yr2+7Yrq+7Yt+7%+1+7%+2+7Yﬁ3)+5109Yh3_4%—2_Yr4‘Yﬁd‘4%+2‘9%+ﬂ

1 A
(259) b, = 1 ( 2y, 33y, %6y, +7y, +6y,,, +3y,, ~ 2yt+3):yt

Vahovy vektor pro », ma tedy tvar _ (se souétem vah 1)

Podobné pro », mame z druhé rovnice stejné podsoustavy
3

b i —i Zyt”
( o] _| 3 21| =53
] 1 [l 3
b2 3 54 zyt+1'T2
7=-3

Tedy pro b, dostaneme (2.61C)
Vahovy vektor pro 5, ma tedy tvar _

Pfiklad 4 Zjednoduseni pro polynomickou kiivku 2.stupné s délkou priméru 7
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5 2
(2.61) Z(y.t.Bp.B1.B2) = Z(3yt+r - B -ﬁz-T—ﬁz-TZ)
T=—

Derivovanim podle jednotlivych koeficienti polynomu (2.61) a anulovanim pfislusnych derivaci
pro minimalizaci ziskame pro hledané tii odhady b,,b;,b, koeficientd f3,),;,3, soustavu tfi

rovnic vyjadfitelnou ve tvaru

6Z(y,T,,30,,BI’/32) =2 %(Yﬁr —ﬂo —ﬂI_T—ﬂZ.T2}_1)=0
e r=-3

2.0.80-B1B2) =y 5y, -y - .2~ o f-r)=0
Jey T=-3

0Z(y,1,B.81.52) s %({vtﬂ s _ﬁ]'r_ﬁﬂzl,_rz)zo
aﬁb 7=-3

Po jednoduchych upravach obdrzime soustavu tfi normalnich rovnic

3 3 3 3
(2.62A) Yyarr0 =by S10+b; Srl+b, T2, j=0
r=-3 r=-3 r=-3 r=-3

3 3 3 3

(2.62B) S vepT=by ST+b; ST2+by Y10, j
r=-3 r=-3 r=-3 r=-3
3 3 3 3

(2.62C) Yyarll=by Sr2+b; Sr3+b, St j=2
r=-3 r=-3 r=-3 r=-3

1]
~

ktera je zjednodusitelna odstranénim pravostrannych ¢len( s lichymi mocninami
r a vyCislenim €lenu se sudymi mocninamir:

3
(263A) Z?;t+’[ = 7.b0 +28.b2
T=—
(2.63B) 3 yaeT = 285
r=-3
(2.63C) 3 V47T = 28by +196b,
7=-3

Zaznamenavame, Ze prvni a treti rovnice (2.63A), (2.63C) této soustavy jsou zcela
totozné s analogickymi dvéma rovnicemi predchoziho pfikladu 3 (2.56A), (2.56C),
zatimco druha rovnice je oproti (2.56C) jednodussi. Odtud plyne, Ze pro parametry
by,b> plati stejné vyjadreni jako v (2.59) resp. v (2.61) , ale parametr »;, ziskame zde
oproti (2.63B) snadnéji jako

by =%(— 3Y-3 = 2¥p—2 = Yi—1 + Y+ + 2902 +3Yp43) -

Obecné predikéni schéma by v tomto pfipadé mélo tvar

j}n—3+k = bO + bl k + b2 'kz = L [_ 253,65796,3:_2]})11—3 + i[_ 39_2,_150:1:2,3]yn—3
21 28

(2.64) .

+ 8—4[5,0,—3,—4,—3,0,5] vy, k=123

Tedy konkrétné dostaneme pro trojici koncovych klouzavych priméru vztahy
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Predpovéd pro hodnotu y,-5 spoéteme na zékladé (2.64) pro k=1 jako
Pust =Pus = by +b.1+b,.1° =

_ _ RN L P
_E[ 2,3,6,7,6,3, 2]y,,_3+28[ 3,-2, 1,0,1,2,3]y,,_3+84 [5,0,-3,-4,-3,0,5]y, ,

Pfedpovéd pro hodnotu y,—; spoéteme na zékladé (2.64) pro k=2 jako
j}n—3+2 = j}n-1 = bo +b1.2 +b2.22 =

= -[- Sy + 232 4150
=o:[-2367.63-2ly, + - [-32-10023],, + 15034305y,

(se souétem vah=1)
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Pfedpovéd pro hodnotu y, spoéteme na zékladé (2.64) k=3 jako
)A;n—3+3 = j’n = bO +b.3+ b2,32 =

1 _ LN I 3 5034
'H[ 2,3,6,7,6,3, 2]y,,_3+28[ 3,-2, 1,0,1,2,3]y,,_3+84 [5,0,-3,-4,-3,0.5]y, .

= é [-236763-2]y,-3 + 2—38 [-3-2-10.123]y,-3 + 2_38 [5.0-3-4-3,0,5]y,,-3

(se souétem vah=1)

Pfedpovéd pro hodnotu 3., bychom spogetli na zakladé (2.64) pro k=4 jako
j}n—3+4 = j}n+1 = bo + b1-4 +b2.42 =

1 o) 4
E [_ 2,3,6’7’6’3,_2]‘);”_3 + ﬁ [_ 3’_2’_150:1:293]yn—3 + E [5,0,_3,_4, _3’0’5]yn—3

po koneéném zkraceni (se souétem vah=1)
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Poznamka: Vahova schémata pro predpovédni a pocatecni klouzavé priméry 1-3
radu délek 3-13 najdeme v knize T.Cipry: Finanéni ekonometrie str.280-281

Pro vypocet ,,symetrickych“ (kolem nuly) kone¢nych souétii sudych mocnin pfirozenych ¢isel
Ize vyuzit nasledujici vzorce:

2 5, 5(52-1) 524

Tedy specidlnépro m=2= p=5 mame J} j =10
= 12 12
3 2 _
podobné pro m=3= p=7 mame ] SN =28
j=-3 12 12
4 2 _
a takeé pro m=4= p=9 mame Zj2:9(9 1):9'80:60
=4 12 12

2 4 _5(5%-1)(3.5%-7) _5.24.68

Tedy specialné pro 2= 5 mame =34
v Pro Z_Jz 240 240
3 2 _ 2 _
podobné pro m=3= p=7 mame » j'= 177 -DBT =7) 748140 40
= 240 240
4 2 _ 2 _
a také pro m=4= p=9 mame > j‘= 20 ~DG3.9 ~9) _9.80.234 _,,,
= 240 240

Pro vypocet vah u klouzavych pruméri Ize uzit tento vzorec:

Ziejmé jsou tyto vahy symetrické, tzn., Ze plati w; = w_; arovnéz plati Z wj =1
j=—m

ovéreni platnosti 2 wj =1

j=—m
——[3p —71(2m+]) ; 3207
4p(p’-4) 4p(p® —4) j=m
il i)
4p(p2 4){[31) 7]p zoj_z_il} 4p(p’ 4){[31) 7]p °

_- D.
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Vzorec (2.71A,B) mizeme napi. uplatnit kvypoétu vah u sedmiélenného

klouzavého

ocleww v~ 0o & N &

primeru:

O A =~ O = b~ ©

80
20

20
80
180

-0,09524 -2 7

60 0,14286 3 140
120 0,28571 6 1260
140 0,33333 7 0,00238
120 0,28571 6

60 0,14286 3
-40 -0,09524 -2
420 1 21
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Pokraéovani pfikladu 3 polynomicka kfivka 3.stupné s délkou primeéru 7:

Podobné pro podsoustavu rovnic pro (2.56B), (2.56D), ze které muzeme odvodit
parametry mame pfrislusné maticové vyjadreni:

(2.72) , tedy
_ XTY+r
(273) (ZZ:IJ - 44464 —3814]6 =6048 [fiii 2156] T§_3
¥ - ZT3'yt+T
T=-3
3 3
(b]]_ 1 [1588 —]96J Tzz_';'yt+’[ 1 [397 —49 T_Z_';yt+’[
b3 ) 6048\ - 3 Syl
3) 60as\-196 28 ) 35 \Tisi2\-49 7 ) 35
==3 =-3
s _
(2.75B)

Vydélime jesté tfemi a mame:

Ted' totéz provedeme pro vypocet

(souget vah je 0.) Takze jsme odvodili nasledujici vztahy pro vypocet b0, b1, b2, b3:
Vahovy vektor pro 5 :

Vahovy vektor pro 5, :

Vahovy vektor pro »;:

Obecné predikéni schéma pro 7 .. :k=1234 bude mit vtomto pfipadé

(sedmiclenny klouzavy primér vyrovnavany kubickou kfivkou) tvar:
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Py = Phozag =bp+bpd+by 2 +b3. 15 = —[—236763 ~2]y,- 335 [22 ~67,~58.0,58,67,-22]y,—3

+Q[5’0"3"4"3’0’5] V-3 +§[— 11,10,~1,-11]y,_3

2,22 5 1 [3 67 1) (6 58 3 1) (7 4)
21 252 84 36" T\ 21 252 T 36 T\ 21 T 252 w4 T 36 )t T\ o1 T sa 3

6 58 3 I 3,67 1 2 _22 5 1
+| =+ — V-2 | —+— 7+ =S+
21 252 84 36 21 252 36 21 252 84 36

pfiéemz soucet vah: -

aeg =hy by 2+by 2% +b5.2% =L[-236763-2]y,_3 +——[22-67-58,0,58,67,~22]y,
3+2 0 1 2 3 27 n—3 252 n-3

4 8
+—4[5,0,—3,—4,—3,0,5]yn_ 3 +£[— LLLO~1=11]y,—3

pfiéemz soucet vah: -
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$h—34+3 =bp +b;.3+b3.3% +b3.3° =%[— 2367,63,-2]yp-;3 +2—;[22,—67,—58,0,58,67,—22]y,,_ 3

9 27
+§[5,0,—3,—4,—3,0,5]yn =3 +£[— 1110,~1-11y, 3

, po zkraceni 6

soucet vah je 1.

Pfi dosazeni k=4 :
Vhozeq =hp+bjd+by4’ +b3.43 =é[— 2367.63-2y,-3 +%[22,—67,—58,0,58,67,—22];»,,_ 3

16 64
+§[5,o,—3,—4,—3,0,5] V-3 +£[— LLLO~1=11]y,—3

a po zkraceni Cislem 36:

, pfiéemz soucet vah je 7/7=1




