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Kapitola 1

Cisla

Kazdy &tendf tohoto textu pracuje s Cisly. Prace s &isly je mu samoziejmosti, avsak
malokdo si uvédomuje, jak je pojem C&isla obtizny. Pfesné zavedeni pojmu ¢&isla se
vymyka naSim moznostem. Tuto kapitolu je proto moZné chdpat jen jako pfipomenuti
vlastnosti &isel a jako pokus o vytvoreni ndhledu na jeden zplisob zavedeni pojmu ¢isla.
V této kapitole uvedeme téZ nékolik pfipominek k numerickym vypoltiim a zopakujeme
si nékteré ukony s redlnymi &isly. Zopakujeme si téZ zavedeni komplexnich &isel. Soudasti
vykladu je nékolik pfikladli. Pokud nékdo bude mit potize s jejich feSenim, doporuduji
sbirky ptikladl ze stfedoskolské matematiky.
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1.1. Realna cisla

Historicky zacali lidé pouZivat napted pfirozena ¢isla. Vyjadfuje se jimi pocet prvki
kone¢né mnoziny i poradi odpoditavanych objekti. V matematické literatufe neni po-
jem mnozina prirozenych &isel chdapan jednotné. N&ktefi autofi zafazuji do mnoziny
pfirozenych &isel i nulu. V dal$im budeme pod mnoZinou pfirozenych &isel rozumét jen
mnozinu &isel 1,2, 3,...; budeme ji znacit N.

Na mnoZiné N je zavedena relace , <" (men3i nebo rovno) a jsou zavedeny operace

seCitani, oznalend ,,+ ", a ndsobeni, oznalena ,,-“. Jestlize a,b € N a existuje takové
¢islo ¢ € N, pro néz plati a = b+c, oznatime ¢ = a—0. Je tedy mezi nékterymi prvky z N
definovana operace,,— “, nazveme ji odeditanim. PoZadavek proveditelnosti této operace

pro viechna a,b € N vede k zavedeni 0 a celych zdpornych ¢&isel —1,—2,—3,....
MnoZina N sjednocend s mnoZinou {0} a mnoZinou celych zapornych &isel se znadi Z a
nazyva mnoZinou celych &isel. Operace ,,+, — " a usporadani,, < “ definované na mnoziné
prirozenych &isel se rozsifuji na celou mnoZinu Z. Na mnoZiné Z je pak definovana
operace ,,—". (Zavedeni celych &isel umoZiiuje pracovat nejenom s hotovosti, ale i s
dluhy.)

Necht p,q € Z, q¢ # 0. Jestlize existuje v € Z tak, 2e p = ¢ - =, pieme x = g, resp.
x = p : q. Operaci ,:" nazyvame délenim. Aby déleni &isla p &islem ¢, g # 0, bylo
vzdy proveditelné, rozsifuje se mnozina Z na mnoZzinu QQ, zvanou mnoZina racionalnich
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isel. Operace ,,+, —, - a usporadani, definované na mnoziné 7Z, rozsifujeme na celou
mnozinu Q. Na mnoziné Q je pak definovano i déleni ¢isla p Cislem ¢ pro vSechna
p,q € Q, ¢ # 0. MnoZinu Q nazyvame mnoZinou racionalnich &isel a operace ,,+, —, -, :“
nazyvame raciondlnimi operacemi. Raciondlnim &islem je tedy kaZdé &islo tvaru £, kde

ql
p.q €Z, q#0.
p

Jestlize §,§ € Q, potom i =, jestlize ps = rq. Napf. % % Kazdé celé &islo a € 7Z
a ﬁ p

|lze zapsat ve tvaru {. (Zavedeni raciondlnich &isel umoZiiuje potitat i s ¢astmi celku.)

Ve

Zaved me si nyni &iselnou osu.

Ciselna osa. UvaZujme pfimku s danym bodem 0, nazveme jej potatkem. Jisty smysl
pfimky zvolime jako kladny. Zvolme dale usecku, jeji délku ozna¢ime jako jednotku.
V textu budeme tuto p¥imku kreslit ve vodorovné poloze a za jeji kladny smysl| volime
smér zleva doprava. Ke kazdému raciondlnimu &islu pfiradime na této p¥imce bod takto:
ke kazdému prirozenému &islu n ptiradime bod, ozname jej n, a to tak, Ze zvolenou
jednotku naneseme od poc¢atku n-krat v kladném smyslu, to jest doprava. Ke kaZzdému
celému zapornému ¢&islu m prifadime bod, oznaéme jej m, a to tak, Ze zvolenou jednotku
naneseme od polatku (—m)-krat v zaporném smyslu, to jest doleva. Cislu 0 ptiradime
potatek. Necht g je raciondlni &islo, které neni celym &islem. Bez djmy na obecnosti
|ze predpokladdat, Ze p e Z, ¢ € N, q # 0. Useéku, jejiz délku jsme zvolili za jednotku,
rozdélme na ¢ stejnych dilkd. Je-li p > 0, naneseme p téchto dilki doprava, je-li

p < 0, naneseme (—p) té&chto dilkii doleva. ObdrZeny bod oznatime L. Jsou-li

q’

10@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ® Close ® Quit



. takova raciondlni &isla, Ze ps = rq, potom je jim pfifazen tentyZ bod. Cisla 2 L
jsou zapisy téhoz raciondlniho &isla, napt¥. zapisy % % predstavuji totéZ racionalni &islo.
Ozname Q mnoZinu viech bodil pfitazenych naznaenym zpiisobem k racionalnim
¢islim. Uvedenou p¥imku nazveme C&iselnou osou. Neni podstatny rozdil mezi bodem
Z mnoziny Q a racionalnim &slem, k némuz byl bod pfifazen. Budeme tedy pouzivat

pojem bod %’ a raciondlni &islo g ve stejném vyznamu. Na obr. 1.1 jsou vyznadena Zisla
Y 7
—2,-1,0,1,2,3,4 a &islo 5.

1 u \\
! ! 4

Obrazek 1.1: Ciselna osa
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JestliZe k &islu p je pFifazen bod na &iselné ose nalevo od bodu ptitazenému k Zislu ¢,
je p < q, resp. ¢ > p. Budeme pak Fikat, Ze &islo p je mensi nez &islo g, resp. ze Cislo ¢
je vétsi nez Cislo p. Rekneme, ze p < q, je-li p < g nebo p = q.
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1.2. Zapis realnych cisel v desitkové ciselné soustave

K zapisu &isel v desitkové soustavé pouZivdme deset symboli (cifer) 0,1,2,3,4,5,6,7,
8,9 a pfipadn& desetinnou &arku (v zahrani¢nim textu a p¥i praci na pocitadi &asto
desetinnou tetku). Tak napt.

3,15 (1.1)

je zkraceny zapis &isla 3+1-10"1 +5-10~2-. Tomuto &islu odpovida na &iselné ose bod
leZici mezi bodem ,,3" a ,,4". Vzdalenost mezi ,,3" a ,,4" rozdélime na 10 dilkd — jeden
dilek ma délku 1—10 a od &isla ,,3" naneseme jeden tento dilek napravo — dostaneme bod
na &iselné ose odpovidajici &islu 3, 1. Dilek délky %o rozdélime opét na 10 dilkd — jeden
dilek ma pak délku —. 5" t&hto dilki naneseme od bodu , 3, 1" napravo. Dostaneme

100"
tak bod, ktery odpovidd bodu ,,3,15."

1.2.1. Zapis racionalniho cisla.

KaZdé nenulové raciondlni &islo Ize zapsat ve tvaru —|—§ nebo —%’, kde p,qg € N, q # 0.
Délenim ¢&isla p ¢islem ¢ podle znamého algoritmu dostaneme kde sgn je znaménko
.+ nebo ,-“, n je pfirozené &islo nebo nula, ,," je tzv. desetina &arka a aq,ao, ...
jsou cifry ,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9"

Napt.a) 2=0,75 b) 3 =0,333... Lehce nahlédneme, Ze zpis kaZdého racional-
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niho &isla se vyznaZuje tim, Ze bud'to

e za desetinou ¢arkou je koneény pocet nenulovych cifer nebo

e existuje takova usporadand skupina Cisel, Ze za kaZdou takovou skupinou Cisel
bezprostfedné ndsleduje opét tato skupina Cisel. Takovato &isla se nazyvaji period-
icka. Zapis je mozné provést tak, ze nad prvnim vyskytem opakujici se skupiny se
da pruh a dalsi navazujici skupiny se nepisi. Tedy nahofe uvedené &islo % =0, 333...
|ze zapsat jako 0, 3.

Ke kazdému racionalnimu &islu odpovida na &iselné ose bod (Tak jak jsme to vidéli s
Cislem ,,3, 15",

1.2.2. Iracionalni ¢isla

Lze ukdzat, Ze délku uhlop¥icky Ctverce o strané ,, 1 nelze vyjadfit jako raciondlni
¢islo. To znamend, Ze neexistuje takové racionalni &islo ,,u”, jehoz druha mocnina je
je rovna ,2" (viz.1.1). Tento nedostatek odstranime zavedenim tzv. iraciondlnich
¢isel. IraciondInim &islem budeme rozumét opét symbol (1.2),av3ak takovy, Ze za de-
setinou ¢arkou je nekone¢né mnoho nenulovych cifer a neexistuje v tomto zapisu takova
usporadand skupina disel, Ze za kazdou takovou skupinou Cisel bezprostfedné nasleduje
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opét tatdz skupina &isel. To znamend, Ze zdpis (1.2) nepfedstavuje &islo raciondlini.
Jestlize

T =sgnn,aias...d,..., (1.2)
je iracionalni Cislo,potom pro kazdé n lezi &islo x mezi racionalnimi &isly
T1 = SgN N,a10s . ..0,, Ty = SGN N,A102 ... Ay, ... Ayl + 1S, (1.3)

kde & je nejmensi takové p¥irozené &islo, Ze a, 11 ¢ {0,9}. Men&i z &isel (1.3), oznatme
je x4 nazveme dolni aproximaci iracionalniho &isla x a vétsi z téchto &isel, oznatme je
xp, nazveme horni aproximaci Cisla z. LeZi tedy &islo x mezi dvéma racionalnimi Zisly,
jejichz vzdélenost je |z, — z4|. S rostoucim n se &isla x4, xj, ,, p¥iblizuji* k bodu, ktery
odpovida iraciondlnimu &islu. V dalSim nebudeme délat rozdil mezi bodem na ¢&iselné
ose a realnym bodem.

1.2.3. Aproximace cisel.

Uved me si n&kolik pozndmek k aproximaci &isla  &slem 7. Rozdil & — x nazyvdme
absolutni chybou aproximace x. V redlnych situacich tuto chybu nezndme, ale &asto
ji miZzeme odhadnout. Odhadem absolutni chyby rozumime ¢&islo 6 > 0, pro néz plati
|z — x| <.
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Jestlize x je iraciondlni ¢islo v desitkové soustavé a v jeho zapise ponechdame jen prvnich
n cifer za desetinnou &arkou, dostaneme racionalni ¢islo Z, pro neZ plati |z —Z| < 107".

Predpokladejme, Ze p¥i méFeni vzdalenosti dvou mist A, B, kde A je misto v Praze a
B je misto v Brng&, se dopustime chyby nejvy$e 1 m. Podobné pfedpoklddejme, Ze pfi
méreni délky obdélnikové mistnosti se dopustime rovnéz chyby nejvySe 1 m. Je zfejmé,
Ze stejny odhad chyby méfeni nelze pouZit ke srovnani pfesnosti metody méreni.

Va4

K posouzeni , kvality” aproximace se pro x # 0 pouZiva Casto tzv. relativni chyba,

definovana vztahem
T —a

X

Cislo § > 0, pro néz plati

nazyvame odhadem relativni chyby.

Pri numerickych vypoctech jsme v jistém okamZiku nuceni Cisla iracionalni, s nimiZ se
pracuje, aproximovat Cisly racionalnimi. Provadime-Ili vypocty na kalkulaéce, nebo na
pocitaci, nemame k dispozici ani mnoZinu vsech racionalnich Cisel. Pracuje se jen s Cisly
dané reprezentace v daném rozsahu. Vysledek raciondlni operace (+,—,-,:) s témito
Cisly se aproximuje podle zabudovaného kritéria opét Cislem dané reprezentace. Tim,
Ze nepracujeme s presnymi Cisly, alae jenom s jejich apoximacemi, miZe vést k velkym
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chybdm. Je tomu tak ptedevsim pti déleni velice malymi &isly. lraciondInim Fislim &asto
pfitazujeme symboly, napf. m a teprve k zavéru, jeli to ulelné, provddime aproximaci
raciondlnimi &isly.

1.2.4. Vlastnosti realnych cisel

MnoZinu vSech raciondlnich ¢isel, sjednocenou s mnoZinou Cisel ira-
ciondlnich,nazyvame mnoZinou realnych C&isel a budeme ji znacit R. Aritmetické
operace ,+ — selitani, - —odecitani, . —nasobeni a ; déleni pro raciondlni Cisla
rozsifujeme i na ¢isla realnd. RovnéZ Ize rozsitit relaci < na mnoZinu vsech redlnych
&isel. " (Zavedeni je moZno provést vyuZitim dolni a horni aproximace aproximace
iraciondlnich ¢&isel.)

Uved me v8ak napred zakladni vlastnosti takto zavedenych redlnych &isel. Dale uvedené
vlastnosti je mozno pouzit k axiomatickému zavedeni redlnych &isel takto. MnoZinu
R, na niZ jsou zavedeny operace ,+,-" a usporaddni < s nasledujicimi vlastnostmi,
nazyvdme mnoZzinou redlnych Cisel.
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Zakladni vlastnosti realnych cisel

R1) (r+y)+2z=x+ (y+ 2) pro vSechna z,y, z € R.
(R2) x+y =1y + x pro kazdé x,y € R.
(R3) Existuje prvek 0 € R tak, Ze pro kazdé x € R plati x 4+ 0 = .
(R4) Ke kaZdému x € R existuje prvek —x € R tak, Ze v + (—x) = 0.
(R5) (z-y)-z=uax-(y-2) pro vSechna z,y,z € R.
(R6) T -y =1y -x pro kazdé z,y € R.
(R7) Existuje prvek 1 € R tak, Ze pro kazdé x € R platix -1 = x.
(R8) Ke kaZdému x € R, x # 0 existuje prvek x~! € R tak, Ze x - 2! = 1.
RO x-(y+2)=(x-y)+ (z-2) pro vdechna x,y, z € R.
(R10) Usporadani < je linedrni.
(R11) Je-liz,y,z € R, x <y, pak x + z < y + z.
R12) Je-liz,y,z € R, x <y, 2>0, pakx-z<y-z.
(R13) Jsou-li X C R, Y C R neprazdné mnoZiny a plati-li x < y pro kazdé x € X a
kazdé y € Y, pak existuje a € R tak, Ze x < a < y pro kazdé x € X a kazdé
yeyY.
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1.2.5. Vlastnosti usporadani realnych cisel.

Ze ,,zakladnich vlastnosti redlnych &isel“ dostdvame tuto vétu.

Véta 1.1. (Nerovnice) Pro libovolnd &isla x,y, z,u plati
(1.4) Je-lix < y,z <u, potomz+ z < y+ u.

Slovy: Levé i pravé strany souhlasnych nerovnic miZeme secist.

(1.5) Je-lix <y,2>0, pakx-2<y-z.
Slovy: Nasobime-Ii obé strany nerovnice tymZ kladnym &islem, smysl nerovnice
se nezméni.

(16) Je-li0 <z <y 0<z<u,plati0<z-z<y-u.

(1.7) Je-lix < y,2 <0, potomz-z2>1y- 2.
Slovy: Nasobime-Ii obé strany nerovnice tymZ zapornym &islem, zméni se smysl
nerovnice.

(1.8) Je-li 0 < x <y, plati 0 < i < %
Slovy: Jestlize v nerovnici mezi kladnymi C&isly pFejdeme k reciprokym hod-
notam, zméni se smysl nerovnice.

Diikaz: DokdZeme jen (1.7). Diikazy ostatnich tvrzeni prenechdvam &tena¥i. Necht
tedy

<y, z<O0O.
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P¥i¢teme-li na ob& strany vztahu z < 0 &islo —z, dostdvame podle (R11)
0 < —=z.
Nédsobenim vztahu x < y &islem —z dostdvame podle (1.6)
—xz < —yz.

P¥i¢tenim xz + yz na obé strany této nerovnice dostdvame

yz < xz, tojest xz>yz.
Pr¥iklad 1.1. V R ¥edte nerovnici

2z +1 < bz — 2. (1.9)

Reseni. Na ob& strany (1.9) p¥ipotitejme —2z + 2. Uzitim (R11) dostavame

3 < 3. (1.10)
N&sobenim (1.10) islem 3 dostavame

x > 1.

Tedy nerovnici (1.9) vyhovuji viechna &isla x > 1.
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1.2.6. Zavedeni absolutni hodnoty realného cisla.

Zopakujme si zavedeni pojmu absolutni hodnota redlného &isla.

Definice 1.1. (Absolutni hodnota realného ¢&isla)
Necht z € R. Polozme

2] = x, je-liz >0,

| —a, jeliz <0.

Cislo |x| nazveme absolutni hodnotou &isla .

Pfiklad 1.2. a) | — 4| = 4. PoloZime-li z = —4, je x < 0, takZe podle definice je
| — 4] = |z] = —(—2) = —(-4) = 4.

b) |z — 2|, kde = je redIné se ur&i takto: Je-li z — 2 > 0, to jest, jestlize © > 2, je
|z —2| =2 —2.V pfipadg, Ze  —2 < 0, to jest, jestlize x < 2, je |z —2| = —(x—2) =
2 —x. Tedy

_Jx—=2 prox > 2,
|x_2|_{2—az pro x < 2.

Pro absolutni hodnotu redlnych &isel plati vztahy uvedené v ndsledujici vété. Jejich
dikazy prenechdvdme &tendfi.
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Véta 1.2. (Pravidla pro absolutni hodnoty)
Necht z,y,a,c € R, € > 0. Potom plati
|z >0 (1.11)
r < |z|,—x < |z (1.12)
2 = |~ (1.13)
|z = [y < |z +y| < [z] + |y (1.14)
|-yl = [z |y| (1.15)
|§] :%proy#o (1.16)
lr—a|l<e<=a—-cs<zr<a+e (1.17)

Poznamka 1. Pro v8echna z,y € R poloZme

p(x,y) = |z -y

je p(z,y). Cislo o je vzdalenost bodi z, .

Poznamka 2. Jsou-li a,¢, kde € > 0, pevna &isla, potom |z — a| v (1.17) znamen3,
Ze x je od bodu a vzdileno o méné nez . Ponévadz body a — ¢, a + € jsou od bodu
a vzdaleny pravé o ¢, leZi © mezi body a — ¢, a + ¢, tedy platia — e < x < a + € (viz
obr. 1.2).
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T 1
a—¢ a x a—+ e

Obrézek 1.2: K poznamce 2.

Pr¥iklad 1.3. V R fedte nerovnici

2r— 1< |z —2| <3z +2. (1.18)

Reseni. Regeni rozdéme do dvou &asti
«) Necht z — 2 > 0. Potom |z — 2| = 2z — 2. Déle je

x> 2. (1.19)
/e vztahu
2 —1<ax—2
dostavame
r < —1. (1.20)
Ze vztahu
rT—2<3r+2
dostavame
20 > —4,
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tedy
x> —2. (1.21)

Vztahy (1.19), (1.20), (1.21) vyzna&ime na Ciselné ose.

-3 -2 -1 0 1 2 3
Vidime, Ze pro x > 2 nema rovnice FeSeni.

B) Necht z — 2 < 0. Potom |z — 2| = —x + 2. Podle p¥edpokladu je
v < 2. (1.22)
Ze vztahu (1.18) pro tato x dostavdame
20 —1 < —x + 2.

Odtud dostavame
3r < 3,
tj.
z <1, (1.23)
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Ze vztahu
—(x—2) <3z +2

dostavame
4x > 0,

t].
z > 0. (1.24)
Ze vztahi (1.22), (1.23), (1.24) dostavdme

0<x<l.

Dané uloze tedy vyhovuji vsechna &isla, pro néz plati

0<zx<l.
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1.3. Maximum, minimum, supremum a infimum mnoziny
realnych cisel

Zaved me si n&kolik pojmii spojenych s mnoZinami redlnych &isel.

Ohranié¢ené mnoziny. Necht M C R. Rekneme, Ye mnoZina M je shora ohranicend,
jestliZze existuje takové &islo h, ze

reM = z<h.

Cislo h nazyvame hornim ohrani¢enim mnoZiny M.

Podobné Yekneme, Ze mnozZina M je zdola ohranicend, jestlize existuje takové realné
éislo d, Ze

reM = x>d.
Cislo d nazyvame dolnim ohrani¢enim mnoZiny M.

Jestlize mnoZina M je shora i zdola ohranicena, ¥ikdme, Ze je ohraniena.
Jako p¥iklad uved me mnozinu
1
M={xeR:x=—, kde n € N}.
n

Ztejmé hornim ohrani¢enim mnoZziny M je kazdé realné &islo h > 1 a dolnim ohrani¢enim
mnoziny M je kazdé &islo < 0.
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Zaved me si dale pojmy maximum, minimum a pojmy suprémum a infimum mnoZiny
realnych Cisel.

Maximum c¢iselné mnoziny

Rekneme, Ze &islo xpax Jje maximum ciselné mnoZiny M, jestlize
1. 2. € M,
2. jestlize x € M, potom x < Tpax.

Piseme xp.x = maxz, resp. Tmax = max M. Jestlize takové Cislo neexistuje,
xre

Ffikame, Ze mnoZina M nema maximum.

To znamena, Ze . je hornim ohrani¢enim mnoziny M, které do do M patFi.

Minimum ¢iselné mnoziny
Rekneme, Ze &islo Tmin J€ Minimum ¢iselné mnoZiny M, jestlize
1. xpin € M,
2. jestlize x € M, potom x > xyiy.
Piseme x i, = Héljrwl x, resp. rmin = min M. JestliZe takové Cislo neexistuje, Fikame,
X

Ze mnoZina M nema minimum.

To znamena, Ze T, je dolnim ohrani¢enim mnoZiny M, které do do M patfi.
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Jako ptiklad uved me dv& mnoZiny U, V' reélnych &isel

1
U = {xGR:x:E, kde n € N}, (1.25)
V = {zeR:x<2Az>0}. (1.26)

Ztejmé max r = 1, min x neexistuje, max:r: =2, minx = 0.
zelU xzelU eV eV

Vsimnéme si, ze podle definice je maximum (minimum) ¢iselné mnoziny
M jejim prvkem.

Uved me si dva podobné pojmy: supremum a infimum &iselné mnoZiny. Tyto pojmy
posluchadi nékdy mylné zaménuji s pojmy maxima a minima ciselné mnoZiny.

Jestlize mnoZina M je shora ohrani¢ena, potom existuje jeji nejmensi horni
ohrani¢eni, oznacme je supM, a nazveme je suprémem mnoZiny M. Toto cislo,
na rozdil od maxima mnoZiny, nemusi patfit do mnoZiny M.

Jako priklad uved me mnoZinu M={0,9; 0;99; 0.999, ...} Lehce nahlédneme, Ze tato
mnozina je shora ohrani¢ena — jejim suprémem je ziejmé &islo ,,1". Toto &islo neni
maximem mnoZiny M, nebot nepat¥ do M.

Jestlize mnoZina M je zdola ohrani¢ena, potom existuje jeji nejvétsi ohraniceni
zdola, oznacme je inf M, a nazveme je infimem mnoZiny M. Toto Cislo, na rozdil
od minima mnoZiny, nemusi patfit do mnoZiny M.
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Jako ptiklad uved me mnozinu M={0,9; 0;09; 0.009, ...} Lehce nahlédneme, Ze tato
mnozina je zdola ohrani¢ena — jejim infimem je zfejmé &islo ,,0". Toto ¢islo neni minmem
mnoZiny M, nebot nepat¥i do M.

VSimnéme si, Ze sup M a int M nemusi byt prvky mnoZiny M. Jestlize plati G =
sup M € M, potom G je maximem mnozZiny M. Podobné, plati-li g = inf M € M,
potom g je minimem mnoziny M.

1.3.1. Symboly co, —0

Rozsiteni mnoziny realnych cisel o dva symboly co, —oo. MnoZinu redlnych Zisel
R nyni rozsifime o dva symboly oo, —oo, (misto oo lze psat i +o0) (éteme (plus)
nekoneéno a minus nekone&no). MnoZinu R U {—o00, 00} budeme zna&it R*. Symboly
—00, 00 nazyvame nevlastnimi &isly. (N&kdy z diivodu stru¢nosti pouze &isly.) Stejn&
jako misto terminu redlné &islo Ize pouzit termin bod x, Ize mluvit o bodech oo, resp.
—00.

Polozme x < oo pro v8echna z € R. Jestlize mnozina M C R neni shora ohranicena,
poloZime

sup M = oo.

Nevlastni ¢islo co je nejmensi horni ohrani¢eni mnoziny redlnych isel.
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PoloZme © > —o0 pro v8echna x € R. Jestlize mnoZina M C R neni zdola ohraniéen3,
poloZime

inf M = —o0.

Nevlastni &islo —oo je nejvétsim dolnim ohrani¢enim mnoZziny p¥irozenych Cisel.

Neékteré racionalni operace rozsirime i na nevlastni ¢isla —oo, co. Pravidla
pro pocitani s —oo, 00 obsahuje nasledujici ramecek.

Necht a € R, potom definujeme

a—+ 00 =00, 00+ a=00

o0+ 00 = o0

a—00=—00, —00+a=—00
—00 — 00 = —0

a

— =0

+00

o000 =00
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00 - (—00) = —00

—00 + 00 = —00

—00 - (—o0) =

{ oo, je-lia>0

a- o0 = .
—o00, je-lia <0

0 (—o0) = —00, je-lia>0
N oo, Je-lia<0

Poznamka. Vsimnéme si, Ze nékteré operace, napriklad

+00

iOO,O'OO,O-(—OO),

00 — 00, —O00 + 00,

jsou nadale nedefinované.
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1.3.2. Zavedeni pojmu interval, a pojmu okoli bodu.

Necht a,b € R, a < b. MnoZinu véech x € R, pro n&Z plati a < x < b, budeme
zapisovat jako (a, b) a nazyvat uzavienym intervalem o koncovych bodech a,b. Cislo a
(b) nazyvame levym (pravym) koncovym bodem intervalu (a, b).

MnoZinu viech = € R, pro néZ plati a < x < b, budeme zapisovat jako (a,b) a nazyvat
otevFenym intervalem o koncovych bodech a,b. Cislo a (b) nazyvame levym (pravym)
koncovym bodem intervalu (a,b).

MnoZinu v8ech x € R, pro n&Z plati a < = < b (a < x < b), budeme zapisovat jako
(a,b) ((a,b)) a nazyvat zleva uzavfenym (otevfenym) a zprava otevfenym (uzavfenym)
intervalem o koncovych bodech a,b. Cislo a nazyvame levym a &islo b nazyvéme pravym
koncovym bodem intervalu (a,b) ((a,b)).

MnoZinu v3ech &isel x € R, pro n&Z plati a < x < 0o (a < & < o0), budeme zapisovat
jako (a,>0) ((a,00)) a nazyvat zleva uzavfenym (otevienym) intervalem o koncovych
bodech a, 0. Bod a budeme nazyvat levym a bod oo jeho pravym koncovym bodem.

MnoZinu v3ech &isel z € R, pro né&Z plati —oco < z < a (—oc0 < = < a), budeme
zapisovat jako (—oo, a) ((—o00, a)) a nazyvat zprava uzavfenym (otevfenym) intervalem
o koncovych bodech —oo,a. Bod —oco budeme nazyvat levym a bod a jeho pravym
koncovym bodem.
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MnoZinu v3ech redlnych &isel z miZeme zapsat jako (—oo,00) a nazyvat intervalem o
koncovych bodeh —o0, .

¥ ' {a,b)

2 ¢ (a,b)

i H (a,b)

¥ < (a,b)

+ (@, 00)

> (@, 00)
+ (=00, a)
¢ (=00, a)

(=00, 00)

Obrazek 1.3: Intervaly.

Vsimnéme si, Ze levy koncovy bod kazdého intervalu je mensi neZ jeho pravy koncovy
bod. Kdybychom v definici intervalu (a,b) nahradili pozadavek a < b poZadavkem
a < b, zahrnuli bychom pod pojem intervalu téZ jednobodovou mnoZinu, obsahujici
jediny prvek a, kterou bychom mohli zapsat jako (a,a). Na obr. 1.3 jsou vyzna&eny
uvedené intervaly.

32@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



Okoli bodu. Zaved me si je$t& pojem okoli bodu a € R. Necht a € R, § € R,
d > 0. Potom interval (a,a + &) budeme nazyvat pravym d—okolim bodu a a budeme
jej v&tsinou znatit Uy (a). Tedy Uy (a) = (a,a+0). Kvilli zkracen{ zapisu jej |ze n&kdy
oznatit stru¢né U™ (a).

Necht a € R, § € R, 6 > 0. Potom interval (a — d, a) budeme nazyvat levym d—okolim
bodu a a budeme jej vétinou znatit U; (a). Tedy Uy (a) = (a — 6, a). Kvili zkracenf
zapisu jej Ize n&kdy oznalit stru¢n& U~ (a).

Necht ¢ € R, § € R, § > 0. Potom interval (a — d,a + §) budeme nazyvat j—okolim
bodu a a budeme jej vétSinou znatit Us(a). Tedy Us(a) = (a — 6§, a+9). Kvili zkraceni
zapisu jej lze nékdy oznatit stru¢n& Ula).

Necht k£ € R. Potom mnoZinu (k, c0) nazyvdme k-okolim bodu oo a zna&ime Uy(c0),

nebo stru¢n& U(oco). Podobné& mnoZinu (—oo, k) nazyvame k-okolim bodu —oo a
zna¢ime Uy(—00), nebo stru¢né U(—o0).
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1.4. Komplexni ¢isla

Rada matematickych dloh neni ¥eSitelnd v oboru redlnych &isel. Nap¥. neexistuje realné
&islo z, pro n&Z je 22 = —1. To znamend, Ze rovnice 2 +1 = 0 nema v oboru redlnych
Cisel FeSeni. Tato a cela ¥ada jinych dloh nas inspiruje k zavedeni komplexnich &isel.

Definice 1.2.

Oznagme C mnoZinu uspo¥adanych dvojic redlnych &isel (z, y), na niZ jsou zavedeny

operace seditani ,,+" a nasobeni ,-“ s témito vlastnostmi: Pro ai,as,b1,bs € R
polozime

(al, ag) —+ (bl, bQ) = (a1 + bl, a9 + bg), (127)

(al, ag) . (bl, bg) = (a1b1 — agby, a1by + Clgbl). (128)

MnoZinu C nazveme mnoZinou komplexnich &isel, jeji prvky nazyvame komplexnimi
Cisly.

Je-li z = (a,b) € C, Ize psat
z=(a,0)+(0,1) - (,0) (1.29)

Cislo (¢, 0) Ize zkrdcen& oznatit jako ¢ pro kazdé ¢ € R. Symbol (¢, 0) oznatuje tedy
redlné &islo. Cislo (0, 1) ozna&ime symbolem i a nazveme imagindrni jednotkou.
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Potom (1.29) Ize zapsat jako
2 =a-+ib. (1.30)

Jestlize z = a + ib € C, potom &islo a nazyvame jeho redlnou &asti a zna&ime ji R(z),
b nazyvdme imagindrni &asti a znalime (z). Je tedy

R(a +ib) = a, S(a +ib) = b.

Necht z = a + ib € C. Potom &islo a — ib nazyvame &islem komplexné sdruZenym
k Cislu z. Budeme jej znatit z. Tedy z = a — ib.

Vzhledem k definovani sou¢tu a sou€inu &isel (ay,by), (az, by) dostadvame
(a1 + Zbl) + (CLQ + Zbg) = ((11 + CLQ) + Z(bl + bg),
(a1 + ibl) . (CLQ + Zbg) = (a1a2 — blbg) + i(albz + agbl).
P¥iklad 1.4. (24 3i) + (4 —1i) =6+ 2
(2+30)-(4—d) =11+ 10z
Lze ukazat, Ze operace s¢itdni a ndsobeni komplexnich ¢&isel maji tyto vlastnosti

(1) (214 22) + 23 = 21 + (22 + 23) pro kazdé zy, 29, 23 € C,
(2) 21+ 22 = 29 + 21 pro kazdé z1, 2o € C,
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(3) Pro 0= (0,0) € C plati z+ 0 = z pro v8echna z € C,

(4) Ke kazdému z € C existuje —z € C tak, %e z + (—z) = 0,

(5) (21 - 22) - 23 =21 - (22 - 23) pro kaZdé 21, 29, z3 € C,

(6) 21 22 = 29 - 21 pro kazdé z1,5 € C,

(7) Pro1=(1,0) € C a pro kazdé z € C plati 1 - z = z,

(8) Ke kazdému 2z € C, z # 0 existuje 271 € C tak, Ze z- 271 =1,
(9) 21 - (29 + 23) = (21 - 22) + (21 - 23) pro kazdé z1, 29, 23 € C.

Vidime, Ze operace seditani a ndsobeni komplexnich &isel maji vlastnosti, které jsme
uvedli u redlnych &isel na strané 16. Komplexni ¢isla v8ak nejsou linearné usporddana.

Komplexni ¢isla se znazornuji jako body v rovinég, ve které je zavedena kartézska soustava
soufadnic, nazyva se Gaussovou rovinou. Kazdé komplexni &islo z = = + iy se v ni
znazoriiuje jako bod o sou¥adnicich z,y, tedy jako [z, y].

Na obr. 1.4 je graficky znazornén soucet dvou komlexnich &isel.

7 Vs

Na obr. 1.5 je vyznaleno komplexni &islo z a k nému komplexn& sdruzené Zislo

I\

Absolutni hodnota komplexniho ¢&isla. Necht z = a+1ib € C. Potom &islo va? + b?
nazyvame absolutni hodnotou komplexniho &isla z a zna&ime ji |z|. Je tedy |a + ib| =
va? + b?. Je to vzdalenost bodi [0, 0], [a,b].
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as + b

bo

2

b1 a1 a; + by

Obrazek 1.4: Soucet dvou komplexnich ¢isel.

P¥iklad 1.5. Ur&ete redlnou a imaginarni &ast komplexniho &isla

1+2
z= .

3 —4i

Reseni. Zlomek, jim# je komplexni &islo z definovano, rozi¥ime &slem komplexn&
sdruzenym k &islu ve jmenovateli, to jest &islem 3 + 4¢. Dostaneme
(1+2i) - (3 +44)

z = to jest z =

—5+ 102
(3—4i)- (3 +4i) |

25
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W oez = a+ib
X

Je tedy R(z) = —

Z vykladu je zfejmé, Ze redlna &isla jsou podmnoZinou komplexnich ¢&isel, tedy R C C.
Komplexni €isla, kterd nejsou redlnd, nazyvame imaginarnimi. Rozdéleni komplexnich
Cisel Ize schematicky zndzornit takto:
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Komplexni C

cisla
Imaginarni Redalna R
¢isla ¢cisla

!—k—\

Iraciondlni Raciondlni Q

Cisla ¢isla
Necela racionalni .,
. Cela ¢isla | Z
Cisla
Cela zédporna Nula Pfirozend N
¢isla 0 Cisla

Zaved me si jedté celotiselné mocniny komplexnich &isel nasledovng.
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Necht a € C,n € N. PoloZme

an:g.a/.....a[.@’ (131)
|

a "= —, proa#0, (1.32)
an

a’ =1, pro a # 0, (1.33)

0" = 0. (1.34)

Pro celotiselné mocniny komplexnich ¢isel plati tato pravidla.

Necht a,b € C,r,s € 7. Potom plati
ar . CLS — r+s ( )

a’:a’ (1.36)
(a")? = a"* (1.37)
(a-b)" = a" (1.38)
(1.39)

5) = %

3
<
S
<

pokud ma leva strana vyznam.
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1.5. Pripomenuti dulezitych vzorcu pro pocitani s €isly.

n—faktorial. Cislo n/! (¢teme ,,n faktoridl") definujeme takto:

7 w7’

Kombinaéni &islo. Necht n € N, k € {0} UN. Definujeme

()=
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[Diilezité vzorce] Necht a,b € C, n € N. Potom plati

(a+b)? = a* + 2ab + b? (1.40)
(a —b)? = a® — 2ab + b* (1.41)
(a —b)(a +b) =a* — b (1.42)
(a+0b)* = + 3a%b + 3ab® + b (1.43)
a—b) =a® —3a’b + 3ab® — b’ (1.44)
a’ — b = (a —b)(a® + ab + b?) (1.45)
a® + b = (a+ b)(a* — ab + b?) (1.46)

Binomicka véta

n __ n n n n—1 n n—kik n n
(a+0b) —(O>a +<1>a b+ +(k)a b" + +<n>b
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Kapitola 2

Zakladni pojmy linearni algebry

V této kapitole se zavadéji pojmy linedrni algebry jako je matice, operace s maticemi,
zapis systému linedrnich rovnic v maticové notaci a pojem matice inverzni.

2.1. Uvod do maticového poctu

V dennim Zivoté se Casto setkdvdme s riznymi tabulkami &isel. Jednd se vlastné o
skupinu Cisel zapsanych do n&kolika ¥adkd a né&kolika (tfeba jiného po&tu) sloupci.
Jako pfiklad si uved me nasledujici tabulku.
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Vi Va Vs Vi Vs
tuk 0,00 0,4 0,3 0,6 0,6
kakao 0,05 0,2 0,1 0,1 0,0
cukr 0,10 0,2 0,2 0,1 0,2

Tabulka 2.1: Tabulka pro vyrobu v ¢okoladovné

Tato tabulka charakterizuje vyrobu v ¢okolddovné p¥i vyrobé 5 druhii vyrobki, oznacenych
jako Vi, Vo, V3, Vi, V5. V nasem prikladé se uvadi spotfeba surovin Sp, .55, 53, to jest po
fadé tuku, kakaa a cukru v kg na 1kg kazdého z vyrobki Vi,..., V5. Nap¥. p¥i vyrobé

1 kg vyrobku V5 spotfebujeme 0,4 kg tuku.

Vynechdame-li zahlavi v tabulce, jedna se o uspotrddanou skupinu 15 &isel, zapsanych do
ti ¥adkd a péti sloupcli. Pro takové usporadané skupiny Cisel si zavedeme nésledujici

definici pojem matice.

Zavedeni pojmu matice. Matici typu (m,n) budeme rozumét kaZdou
usporadanou skupinu m - n redlnych Cisel resp. funkci, definovanych na néjaké
mnoZiné, zapsanych do m radki a n sloupci. KaZzdé z téchto Cisel, resp. kaZdou
z téchto funkci, budeme nazyvat prvkem matice. Abychom vyznacili, Ze tato Cisla,
resp. funkce, vytvareji matici, budeme tuto skupinu Cisel davat do kulatych zavorek.

V dalSim se omezime na matice, jejiz prvky jsou disla.
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Oznacovani. Matice budeme oznacovat vétSinou velkymi tuéné vytisténymi pismeny,
napf. A. Prvek matice umistény v jejim :—tém ¥adku a v j—tém sloupci, budeme vétsinou
oznacovat malym pismenem, odpovidajicimu ozna&eni matice, s indexy ¢, 7, umisténymi
u jeho dolniho pravého rohu. Tedy a; ; bude zna&it prvek matice A v jejim i—tém ¥adku
a v j—tém sloupci. Pokud nemiZe dojit k chybg, Ize ¢arku mezi indexy vynechat.

P¥iklad 2.1. VyZe uvedenou tabulku vyznagime tedy jako matici typu (3, 5) nasledovné:
0,00 0,4 0,3 0,6 0,6

A=1] 0,05 0,2 0,1 0,1 0,0 |. (2.1)
0,10 0,2 0,2 0,1 0,2

V této matici je napt. ag3 = 0,1;a;3 = 0, 3.

Zapis obecné matice A typu (m,n). Matici A typu (m,n) miZeme tedy zapsat
takto

( a1 air2 ... al’j - Qlp-1 QA1n \
A= ;.1 ;2 ... Qi ... Qjp—1 Ain . (22)
\ Qm,1 CLmQ ce am’j cer Qmn—1 am’n /
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Jestlize matice A je typu (1,n) , to jest, jestlize
A = (al,l GLQ e aLn), (23)

potom ji nazyvame téZ radkovym vektorem. Budeme jej vétSinou oznalovat tulné
vytisténym malym pismenem. Ponévadz u vSech prvki je prvni index stejny, roven
1, Ize jej v&tsinou vypoustét. Misto nahofe uvedené matice(2.3) miZeme tedy psét

a=(ayay ... ay).
Prvky tohoto fadkového vektoru budeme nazyvat sloZkami vektoru. Tedy a; je i—td
slozka vektoru a.

Podobng, jestlize matice A je typu (m, 1) , to jest, jestlize

( a1 \

as 1

)

: (2.4)

oy

potom ji mizeme nazyvat téZ sloupcovym vektorem. Budeme jej vétSinou oznacovat
tuéné vytisténym malym pismenem. Ponévadz u v8ech prvki je druhy index stejny,
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roven 1, budeme jej vétSinou vypoustét. Misto (2.4), miZeme tedy psat

()

as

2y
Radky matice typu (m,n) jsou ¥adkovymi vektory a sloupce matice jsou sloupcovymi
vektory.

P¥iklad 2.2. V ndsledujicim ptikladé je A matici typu (2,3), vektor b je ¥adkovy
vektor se 4 slozkami, ¢ je sloupcovy vektor se 4 sloZzkami.

1

153 —2
A< ) b=(16054), c=

457 3

5

Je tedy napt. ax3 = 7.
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P¥iklad 2.3. Oznaéme D;, Dy mista, z nichZ se provadi rozvoz do mist Z;, Zs, Z3.
Oznalme c;; ndklady v K& na dopravu 1 tuny zboZi z mista D; do mista Z; pro i =
1,2; 5 =1,2,3. Z &isel ¢;; utvofime matici, nap¥.

2000 1500 1800
C = . (2.6)
800 50000 1000

Jde o matici typu (2, 3). V této matici je nap¥. ¢; 3 = 1800, to znamend, Ze naklady na
dopravu jedné tuny zboZi z mista D; do mista Z3 jsou 1800 K¢&.

P¥iklad 2.4. Uved me matici popisujici cenu v $ t¥i druhl zboZi V;, Vs, V3 ve &tyrech
riznych zemich 71, Zy, Z3, Zy.

230 450 100
200 420 90
C= . (2.7)
210 430 80
235 435 95

Zde c;; znadi cenu zboZi V; v $ v zemi Z;. PonévadZ cyo3 = 90, je cena zboZi V3 v zemi
Z5 rovna 90 $.

Uved me jest& p¥iklady matic, které obsahuji jenom jeden ¥adek, tedy p¥iklady ¥adkovych
vektor(.
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P¥iklad 2.5. UvaZujme vyrobni zavod, v jehoZ dvou provozovnach se vyrabéji stejné
Ctyfi rizné vyrobky, oznalme je Vi, V5, V3, V. Oznalme a; polet vyrobkl V;, které se
maji denné vyrobit v prvni provozovné a b; pocet vyrobki V;, které se maji denné vyrobit
v druhé provozovné. Potom vektor @ = (ay as ag a4) charakterizuje denni vyrobni pldn
prvni provozovny a vektor b = (b by by by) charakterizuje denni vyrobni plan druhé
provozovny. Je-li tedy napft.

a=(1586), b=(4612), (2.8)
potom napf. as = 5 znamena, Ze prvni provozovna ma denné vyrobit podle pldnu 5
vyrobkl V5. Druha provozovna ma podle planu vyrobit téchto vyrobki by = 6.

Zatim jsme pouze uvedl|i zptsob zapisu usporadané skupiny isel, se kterymi je vhodné v
dal$im pracovat jako s celkem. V dalSim budeme vétSinou odhliZet od vécného vyznamu
jednotlivych prvkl matic a ukdZzeme moznosti, jak Ize s maticemi pracovat.

2.2. Relace mezi maticemi

Mezi maticemi téhoZ typu si zavedeme ndsledujici relace. Necht A, B jsou matice
téhoZ typu (m,n).

FVRekneme, Ze matice A je mensi nebo rovna matici B, a piseme A < B, jestlize
a;j < bj; provsechnat=1,2,....m, 7=1,2,...,n.
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Rekneme, Ye matice A je mensi nez matici B, a piieme A < B, jestlize a;j < b;j pro
véechna:=1,2,....m, j=1,2,...,n.

Rekneme, Ze matice A je v&t3i nebo rovna matici B, a piéeme A > B, jestlize a;; > b;;
provSechnai=1,2,....m, j=1,2,...,n.

Rekneme, e matice A je v&t¥ nez matice B, a pideme A > B, jestlize a;j > b;; pro
vechna:=1,2,....m, j=1,2,...,n.

Rekneme, e matice A je rovna matici B, a piéeme A = B, jestlize a;;j = b;; pro
vdechna:=1,2,....m, j=1,2,...,n.

P¥iklad 2.6. Necht

12 -3 8 2 —2
A=|20 3|, B=|30 3
2 2 -5 22 0

P¥esvédcte se, 72e A < B.

P¥iklad 2.7. Presvédite se, Ze mezi maticemi A, B , kde

12 -3 2 0 —3
A=|20 3|, B=]238 3
2 2 -5 00 0
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/7 v 7/

neplati zZadna z relaci <, <, >, >, =.

2.3. Zakladni operace s maticemi

Zaved me si tyto operace s maticemi.

Zatnéme s n&kolika motivaénimi p¥iklady. Nahote v pFikladé 2.5 jsme uvazovali vektory
a a b, dané vztahy (2.8). Vektor a predstavuje denni vyrobni plan prvni provozovny
a b predstavuje denni vyrobni plan druhé provozovny. Necht a; je denni plan vyroby
vyrobku V; v prvni provozovné a b; je denni plan vyroby vyrobku V; v druhé provozovné
pro ¢ = 1,2,3,4. Jestlize se ve vyrobnim zavodé vyrabéji uvedené vyrobky pouze v
téchto dvou provozovnach, pak denni plan vyroby vyrobki Vi, V5, V3, Vy celého zdvodu
predstavuje zfejmé
c=(511928),

kde ¢; = a; + b;, je denni plan vyroby celého zavodu vyrobku V; pro 2 =1, 2, 3, 4.
Jevi se proto uZite¢nym oznalit vektor ¢ jako soucet vektorl a a b.

Priklad 2.8. Necht podnik vyrabi vyrobky Vi, V5, V3 ve dvou provozovnich. Plan
vyroby vyrobki Vi, Vs, V3 v prvni provozovné podniku je pro jednotlivé kvartdly charak-
terizovan matici A a vyroba ve druhé provozovné je pro jednotlivé kvartdly charak-
terizovana matici B. Ob& matice jsou typu (4,3). Necht prvek a; ; matice A udava
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planovany pocet vyrobki V; v i—tém kvartalu v prvni provozovné. Analogicky vyznam
ma prvek b; ; matice B. Tedy

a1 a2 a13 bl,l 51,2 b1,3

a1 22 G23 ba1 bao boj3
A: s B:

asi as2 433 bs1 bs2 b33

as1 (42 Q43 bi1 bio by3

)

Pokud zdvod vyrabi uvedené vyrobky pouze v téchto dvou provozovnach, lze charakter-
izovat pldn vyroby vyrobki Vi, Vs, V5 celého podniku pro jednotlivé kvartaly matici C,
Jjejiz prvek c; ; = a; ; + b; j ptedstavuje plan vyroby vyrobku V; v i—tém kvartalu celého
podniku. Tedy

a1 +b11 a12+bio arg+bi3

as1+ba1 asa+bao asz+bas

asi+bs1 azas+bsoy ass+bss

as1+041 aso+bio asg+bas

Z téchto prikladi je patrno, Ze ma smysl definovat soudet dvou matic A, B téhoZ typu
podle nasledujici definice.
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Definice 2.1. (Souet dvou matic)

Necht matice A, B jsou téhoZ typu (m,n). Sou¢tem matic A a B budeme rozumét
matici C typu (m,n), pro jejiz prvky ¢;;, i =1,...,m, j=1,...,n, plati

Cij = @ij+ bij.

Pro operaci se&itani matic budeme pouZivat symbolu ,,4+"“. PiSeme pak C' = A+ B.
P¥iklad 2.9. Necht A, B jsou matice typu (3, 3)

1 0 -3 72 -1
A= 61 3 B=1]135 0
-2 0 =3 15 2

Potom matice C = A + B je

10 =3 72 -1 8 2 —4
C = 61 3|+]135 0 = 96 3
-2 0 =3 15 2 -1 5 -1

Nésobeni matice &islem. V piikladé 2.4 jsme uvedli matici C. Cislo ¢; ; v ni zna&i cenu
v $ vyrobku V; v zemi Z;. Chceme-li vyjad¥it cenu jednotlivych vyrobkd v uvaZovanych
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zemich v K&, stadi nasobit kazdy prvek matice C stejnym &islem, danym kurzem dolaru.
Vzniklou matici ozna¢ime D.

To nds motivuje k zavedeni definice soucinu &isla a matice takto:

Definice 2.1. (Soucin &isla a matice)

Necht A je matice typu (m,n) a a je redlné &islo. Potom sou&inem matice A a
¢isla o rozumime matici C, pro jejiz prvky c; ; plati

cGij=a-a;; pro t=1,...,m, 3=1,...,n.

Pro nasobeni matice &islem budeme pouZivat symbol ,-“. PiSeme pak C = o - A.
Symbol - " Ize vynechat.

P¥iklad 2.10. Necht o = 3 a necht A je matice typu (3, 3)

10 =3
A= 61 3
-2 0 =3
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Potom

10 -3 30 -9
C=a-A=3- 61 3 |= 18 3 9
-2 0 =3 -6 0 =9

Definice 2.2.

Necht A, B jsou matice téhoZ typu. Potom definujme A — B jako matici A +
(—-1)- B.

Sou&in dvou matic. Zaved me si je$t& definici souginu dvou matic. Za&neme s prikladem.
UvaZujme matici

0,00 0,4 0,3 0,6 0,6
A= 00502010100 |. (2.9)
0,10 0,2 0,2 0,1 0,2

V ni a;; znadi spotfebu v kg i—té suroviny S; na vyrobu jednoho kilogramu j—tého
vyrobku V;, t =1, 2,3, 7 = 1, 2, 3, 4, 5. Zapidme tuto matici obecné.

ayl ai2 AaAp3 di4 Aals
A= 21 G292 Q23 Q24 Q25 . (210)

aszy1 Q32 G333 A34 G35
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Ma-li se vyrobit x; kg vyrobku V;, spotfebuje se p¥i jeho vyrobé a; ; - z; kg suroviny .S;.
UvaZujme pfipad, Ze chceme vyrobit vyrobky Vi, V5, V3, V4, Vs v mnoZstvich 1, x9, x3, 24, x5
v kg a Ze chceme urdit spotfebu suroviny S; pro nékteré ¢+ = 1, 2, 3. Oznalme ji y;.
Potom y; je souttem Cisel a; ;- x;, 7 =1, 2, 3,4, 5. Tedy

Yi=Q;1T1+ a2 To+a;3 T3+ Qjg-Ts+ aj5- Ts.

Oznalme tedy x sloupcovy vektor o péti slozkach, v némZ x; udavd pozadované
mnoZstvi vyrobku V; v kg. Budeme jej nazyvat vektorem vyroby. Ozna¢me y sloup-
covy vektor o tfech slozkach, v némz y; vyjadfuje mnoZstvi suroviny S; v kg potfebné
k vyrob& vyrobki V;, 7 = 1,2,3,4,5 v poZadovanych mnoZstvich z;. Nazveme je]

vektorem spotfeby. Tedy

(=)

L2 Y1
r=\|z3 |, y=\| v |- (2.11)
T4 Y3
\ a5 /
Oznaéme
Yi = Q;1°T1+Qi2 T+ a3 T3+ aj4-Ty+a;5-25, =123 (2.12)
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Budeme Fikat, Ze vektor y je sou¢inem matice A a vektoru & a budeme psat

y=A-x.
Pro vektor vyroby
( 250 \
120
150

\ 50 )

8
I

a matici
0,00 0,40 0,3 0,6 0,60
A= 0,05 0,20 0,10 0,10 0,00
0,10 0,20 0,20 0,10 0,20
dostavdame

y1 = 0,00-250+0,4-120 +0,3-150 4+ 0,6 - 85 + 0,6 - 80,
ys = 0,05-250+0,2-120+0,1-1504 0,1 -85+ 0,0 - 80,
ys = 0,10-250+0,2-120+0,2-150 4+ 0,1 -85+ 0,2 - 80.
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Vydislenim obdrzime y; = 192, ys = 60, y3 = 103. Tedy
192.0

y=| 60.0
103.5

Tento pfiklad nas inspiruje k zavedeni pojmu soudinu dvou matic A, B touto definici.

Definice 2.3. (Soucin matic)
Necht A je matice typu (m, k) a B je matice typu (k,n). Potom sou¢inem matic A
a B v tomto poradi je matice C typu (m,n) pro jejiz prvky c;j,i=1,...,m, j =
1,...,n, plati

Cij = Q41 * blj + a;o - ij coo Qg bkj. (213)

Piseme pak C = A - B.

Poznamka 1. Ze vztahu (2.13) je patrno, Ze pro vypolet prvku ¢;; matice C' (tj. prvku
v i—tém ¥adku a v j—tém sloupci matice C' pouzivdme i—ty ¥adek

(CLZ'J a;2 ... ai,k) (214)
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matice A a j—ty sloupec matice B
b1,

b .
* (2.15)

b j

Rikame, e c; ; je skalarnim soutinem ¥adkového vektoru (2.14) a sloupcového vektoru
(2.15).

Poznamka 2. Vztah (2.13) Ize zapsat takto

k
Cij = E iy by
r=1

k Ve v yé Ve \v&d o Ve
Zde symbol Zrzl a;, - by ; znamenad, Ze se provadi secitani ¢lend, které dostaneme tak,

e do vyrazu za symbolem ) dosazujeme postupn& r =1,... k.

Poznamka 3. Pro soutin dvou matic budeme pouZivat opét symbolu ,,-“. To neni na

zivadu, nebot ze souvislosti je vZdy patrno o jaké ndsobeni se jednd. Budeme tedy psat
C=AB.

Poznamka 4. Vsimnéme si, Ze pocet sloupcl v matici A je stejny jako je poclet Fadki
v matici B. Kdyby tomu tak nebylo, nebylo by moZno aplikovat vzorec (2.13).
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P¥iklad 2.11. Urcete matici C' = A - B, jestliZe

1 =3
1234
2 =5
A= 0785 |, B=
8 3
4329
-1 1

Pon&vadZ A je matice typu (3,4) a B je matice typu (4,2), lze vypotist souéin C =
A - B. Podle (2.13) dostdvame

25 0
C=| 73 —6
17 =12

Nap¥. prvek cy; dostaneme jako skalarni sou¢in druhého ¥adku matice A, to jest
fadkového vektoru

(07 8 5)
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a prvniho sloupce matice B, to jest sloupcového vektoru

Vypoctem dostdvame

02,120'14—7'2—{—8'84-5'(—1)273.

Poznamka 5. Obecné matice A- B neni rovna matici B - A. Dokonce miiZe nastat
pFipad, Ze A - B existuje, avSak B - A neexistuje. Jestlize pro néjaké matice A, B

plati
A-B=B-A,

potom matice A, B se nazyvaji zaménitelné.
Pfiklad 2.12. Je-li nap¥. matice A typu (3,4) a matice B je typu (4,3), potom
A - B je matice typu (3,3). Aviak B - A je matice typu (4,4). Jsou tedy matice
A - B, B - A rliznych typ( a tedy, aniz bychom jejich soudiny poditali, vidime, Ze jsou
navzajem rizné. Matice A, B nejsou tedy v tomto p¥ipadé zaménitelné.
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P¥iklad 2.13. Necht
12 13
A= B= |
(3 4) ( 1 0)
1 3 8 10
A-B( ) B-A( )
19 1 2

Vidime, Zze A- B # B - A, takZe tyto matice A, B nejsou zaménitelné.
P¥iklad 2.14. Necht

8 10 1/3 —=5/3
1 2 —-1/6  4/3
Pro tyto matice plati
10
A-B=B - A= :
01

Dané matice A, B jsou tedy zamé&nitelné.

Potom
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Matice transponovana.

Definice 2.4. (Matice transponovand)

Necht A je matice typu (m,n). Potom matici, jejiZ i—ty Fddek je roven i—tému
sloupci matice A, 1 = 1,2, ..., m, nazyvame matici transponovanou k matici A a
budeme ji znacit AT. Matice AT je tedy typu (n,m).

P¥iklad 2.15. Necht
123
A= :
45 6

Potom

O transponované matici soudinu dvou matic plati tato véta.
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Véta 2.5. (Transponovana matice soutinu matic)

Necht A, B jsou takové matice, Ze existuje A - B. Potom plati

(A-B)T = BT . AT.

Dikaz: Dikaz pfenechdvam ¢tendfi.

Submatice. Zaved me si pojem submatice nasledujici definici.

Definice 2.6. (Submatice)

Necht A je matice typu (m,n) a necht w = (iy,...,i,) je takovy vektor, Ze
1 <y <ig < -+ < iy, < m. Déle necht v = (ji,...,J,) je takovy vektor, Ze
1 <j1<ja<---<jgs <n. Potom matici, kterd vznikne z matice A vypusténim
radkia s radkovymi indexy, které jsou sloZkami vektoru w a vypusténim sloupci
matice A se sloupcovymi indexy, které jsou sloZkami vektoru v, nazyvame submatici
matice A a znacime ji Ay ), resp. Ay.. Tedy napf.A;; znali submatici, kterd
vznikne z matice A vypusténim i—tého Fadku a j—tého sloupce.
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P¥iklad 2.16. Necht

1 24 5
A= 572 -1
410 2

Potom vypusténim druhého ¥adku a druhého a &tvrtého sloupce matice A dostaneme

submatici B = A, 5 4). Je tedy
1 4
B = .
4 0

Zavedeme si jesté toto oznalovani

Oznaceni.
Necht A je matice typu (m, n). Potom A(i, :) bude znalit jejii—ty Fidek a symbol
A(:,j) bude znatit jeji j—ty sloupec.
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Vyznam symbolia ,,=, :=.“
Symbol ,, = " znamend, Ze leva strana, tj. vyraz nalevo od rovnitka, se rovna pravé
strané, tj. vyrazu napravo od rovnitka. Napr.

1 24 5

A=| 57 2 —1

4 10 2
znadi, Ze A je matice, jejiZ prvky jsou uvedeny napravo od ,, = “. Naproti tomu
symbol ,, := " znali, Ze proménné nalevo od tohoto symbolu se pFifadi hodnota

vyrazu napravo od tohoto symbolu. Napt.
A= A+ B (2.16)

znaci, Ze vysledkem tohoto prifazeni bude matice A, ktera vznikne ze souctu matice
A a matice B, pfed pFifazenim.

Upozornéni. Vztah (2.16) neni moZno chapat jako rovnici, nelze tedy nap¥.pFevést
matici A z pravé strany na levou — vzniklo by 0 = B. V literatufe se vétsinou misto
, = " piSe jenom ,, = " a rozliSeni se ponechava na kontextu.(V textu tomu bude
rovné&Z tak.)
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2.4. Specialni matice a pravidla pro pocitani s maticemi

Ctvercova matice. Matici A typu (n,n) budeme nazyvat Ctvercovou matici Fadu
n. Misto ¢tvercova matice ¥adu n stadi Fikat matice ¥adu n, ponévadz o ¥adu matice
mluvime jen u ¢tvercovych matic.

Nap¥. matice
12 3

A= 456
789

je ¢tvercova matice ¥adu 3.

Nulova matice. Matici typu (m,n) budeme nazyvat nulovou matici typu (m,n),
jestlize v8echny jeji prvky jsou rovny nule. Nulovou matici budeme znatit O.

P¥iklad 2.17. Matice
0000

O0=]000O0
0000
je nulova matice typu (3,4).

Hlavni a vedlejsi diagondla v matici. Necht A je matice typu (m,n). Budeme
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fikat, Ze jeji prvky a;i,2 = 1,2,...,m leZi na hlavni diagonale a jeji prvky a;;, pro néz
jei+j=n+1,1=1,2,...,m, lezi na vedlejsi diagonale.

P¥iklad 2.18. Necht

1 =2 31
A= 0 -3 8 5
-5 04 2

Potom prvky ,1, -3, 4" lezi na hlavni diagonale a prvky , 1, 8, 0" lezi na vedlejsi
diagonale.

Rekneme, Ze &tvercova matice E ¥adu n je jednotkova, jestlize vechny prvky na hlavni
diagonale jsou rovny &islu 1 a v8echny ostatni jeji prvky jsou rovny 0. Chceme-li zdiiraznit
jeji ¥ad n, oznalime ji E.,,.

Pr¥iklad 2.19. Matice
100

010
001

je jednotkovd matice ¥adu 3.

Diagondlni matice. Rekneme, Ze ¢tvercova matice A je diagondlni, jestlize vSechny
jeji nenulové prvky lezi na hlavni diagondle.
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Priklad 2.20. Matice

1 00
A = 020
00 3

je diagonalni matici.

Horni trojuhelnikova matice. Rekneme, Ze ¢tverova matice A ¥adu n je horni

trojuhelnikovou matici, jestlize vSechny jeji prvky pod hlavni diagondlou jsou rovny
0.

Dolni trojuhelnikova matice. Rekneme, Ze &tvercova matice A ¥adu n je dolni

trojuhelnikovou matici, jestlize v8echny jeji prvky nad hlavni diagonalou jsou rovny
0.

Horni schodovitd matice. Necht A je matice typu (m,n). Rekneme, %e matice
A je horni schodovita matice, jestliZe existuje takové pfirozené &islo h < n, Ze ke
kaZdému ¥adkovému indexu ¢, 1 = 1,2, ..., h, existuje nejmensi sloupcovy index s; tak,
ze a5, 7 0 a 51 < 52 < ... < sy a zbyvajici ¥ddky h + 1,...,m jsou nulové.
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Priklad 2.21. Matice

1234567
A=]10012345
0000O0O09

je horni schodovitou matici. V tomto pfikladé je zftejmé s1 = 1,50 = 3,53 = 7.

Poznamka. Schodovitou matici mizeme definovat ekvivalentné takto. Matice A typu
(m,n) je horni schodovitd matice, jestlize pro kaZdé dva ¥adkové indexy p, ¢ matice A
plati:

[0 Necht p—ty ¥adek matice A je nenulovy a ¢g-ty ¥adek matice A je nulovy, potom
p < q.

[0 Necht p—ty a g—ty ¥adek matice A jsou nenulové a necht ap,s, Je prvni nenulovy
prvek matice A v p—tém ¥adku a a, s, je prvni nenulovy prvek v g—tém ¥adku
matice A. Jestlize p < ¢, potom je s, < s,,.

[] Ponévadz budeme mluvit jen o hornich schodovitych maticich, miZeme slovo
»horni* vynechavat.

Pravidla pro pocitani s maticemi. Pro zavedené operace s maticemi plati vztahy
uvedené v nasledujici vété.

70eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close O Quit



Véta 2.7. (Pravidla pro potitani s maticemi)
Necht A, B, C, 0 jsou matice téhoZ typu, kde O je matice nulovd, a necht o, 3 € R.
Potom plati
A+B = B+A, (2.17)
(A+B)+C = A+ (B+0O), (2.18)
A+0 = A, (2.19)
A-A =0, (2.20)
1-A = A, (2.21)
0 (B-A) = (a-f) A, (229
(a+p0)-A = a-A+3-A, (2.23)
a-(A+B) = a-A+a-B. (2.24)

Dikaz: Provedeme pouze dikaz vztahu (2.17). Ostatni vztahy se dokazuji analogicky.

Prvek v i—tém ¥adku a j—tém sloupci matice na levé stran& vztahu (2.17) je roven
a;; + bij a prvek v i—tém Yadku a j—tém sloupci matice na pravé stran& vztahu (2.17)
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je roven b;; + a;; pro viechna i, 5. Plati tedy (2.17).

Véta 2.8. (Pravidla pro potitani s maticemi)

Necht typy matic A, B, C, 0 (nulovd matice), E (jednotkovd &tvercovd matice)
Jsou takové, Ze operace ve vztazich (2.25)—(2.30) maji vyznam. Potom plati

0-A =0, A-0=0 (2.25)
E-A = A, (2.26)
A-E = A, (2.27)
(A-B)-C = A-(B-C), (2.28)
(A+B)-C -~ A-C+B-C, (2.29)
C.-(A+B) = C-A+C-B. (2.30)

Poznamka. Jestlize pro matice A, B plati A - B = 0, nemusi byt Zadna z matic
A, B nulovou matici.

Napf¥.

() (20)-(20)
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2.5. Systémy linearnich algebraickych rovnic, ivod

Uvazujme vyrobu ¢tyf vyrobkd Vi, Vs, Vs, V. K jejich vyrobé jsou pottebné suroviny
S1,92,53. Jejich mnozstvi v kg potfebné pfi vyrobé jednoho kilogramu kazdého z
vyrobki Vi, V5, V3, Vj je uvedeno v nasledujici tabulce. Ve sloupci ozna¢eném pismenem

Z jsou uvedena mnoZstvi Z1, Zsy, Z3 jednotlivych surovin S1, S9, S3, ktera se maji spotfebovat.
Budeme se zabyvat udlohou uréit mnozstvi jednotlivych vyrobki V4, V5, V3, Vi v kg tak,
abychom zcela spotfebovali suroviny S1, So, S3, jejichZ mnoZstvi jsou uvedena v tabulce

ve sloupci Z.

Vi Vo V3 Vi
S, 10,07 041 0,37 0,6
Sy || 0,21 0,2 ] 01| 01
Ss |l 0,1 ] 0,21 02| 01

w N o N

Oznalme postupné 1, To, x3, x4 hledanda mnozstvi v kg vyrobkid Vi, Vs, V3, Vy. K jejich
vyrob& by se potfebovalo
0,455‘2 + 0,3$3 + 0,61’4

kg surovin S7,
0,221+ 0,229 40,1234+ 0,124
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kg surovin S, a
0,121 4+0,229 40,2234+ 0,124
kg surovin Ss.
Jestli se maji suroviny 51, S, S5 plné spotfebovat, musi se vyrobky V7, V5, V3, V, vyrabét
v mnozstvich 1, x9, x3, 14, kterd spliiuji tyto podminky:
0,429+ 0,323+ 0,624 = 5
0,221+ 0,229+ 0,123+ 0,124
0,1$1+0,25L’2+O,2$3+0,1ZE4 =

(2.31)

KaZzda z téchto podminek predstavuje rovnici pro neznamé veliciny x4, xo, x3, 4. KaZzda
z nich je tvaru
ay-x1+ag-xo+...4+a, -, =0>b. (2.32)

V rovnici (2.32) x1,x9,...,x, jsou nezndmé a ai,as, ..., a, jsou (vétsinou) zndma
¢isla, nazyvame je koeficienty rovnice. Koeficient a; je koeficient u nezndmé z;. Cislo
b nazyvdme pravou stranou. Rovnici (2.32) nazyvdme linedrni algebraickou rovnici o
neznamych zi,...,x,. Ponévadz v linedrni algebte, kterou probirdme, pojednavdme
jenom o algebraickych rovnicich, budeme uZivat zkrdceného pojmenovani,, linedrni rovnice .

P¥i FeSeni tloh vétsinou se pracuje s vice rovnicemi. JestliZe koeficienty v téchto rovnicich
jsou obecna &isla, miZzeme je odliSit od sebe tak, Ze v i—té rovnici ozna¢ime koeficient
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u x; napr. a; ;.

Potom systém (misto systém miiZzeme F¥ikat téZ soustava) m linedrnich algebraickych

rovnic o n neznamych x1, xo, ..., x, lze zapsat takto:
a1 + a2 + -+ a1, = b
a1T1 + A22T2 + -+ + asux, = by
! . (2.33)
A, 171 + A, 222 + -+ AmnTn = bm
Zde a;;, i =1,...,m, j = 1,...,n, znadi koeficient u neznamé x; v i~té rovnici,

druhy index j oznaluje slozku nezndmého vektoru x). Cislo b; nazyvdme pravou stranou
1—té rovnice.

Oznaéme A matici

a11 1,2 T a1n
as1 a2 e asn

A=| 7 S (2.34)
am.1 Am.2 U Am.n

) ) )
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Nazyvame ji matici soustavy systému (2.33). Vektor

L1

L2
T = .

Ln

nazyvame vektorem neznamych a vektor

b1

by
b= _

bTTL

nazyvame vektorem pravych stran.

Lehce nahlédneme, Ze systém linedrnich algebraickych rovnic (2.33) Ize zapsat
uZitim tohoto oznaceni jako

A-x=0b. (2.35)

Skutetng&, matice A je typu (m,n),  je typu (n, 1), takZe A -x je matice typu (m, 1).
Rovnice (2.35) znamena, Ze kazda slozka vektoru A - x je rovna odpovidajici sloZce
vektoru b. Porovnanim i—tych slozek téchto vektorli dostdvdme i—tou rovnici systému

(2.33).
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Matice, ktera vznikne z matice A p¥idanim vektoru b jako daliho sloupce, se nazyva

rozSifenou matici systému rovnic (2.33).
Znatime ji (A|b). Je tedy

a1 1,2 T a1n ’ by

a a e a b
(A|b) _ 2.,1 2,2 2n \ 2

am.1 am 2 U Am.n ‘ bm

) )

Pt¥iklad 2.22. UvaZujme systém linedrnich algebraickych rovnic

ry + 3332 — 3(133 = —12,

41 + dx9y + 223 = —06. (2.36)

Oznaéme-li A matici soustavy tohoto systému rovnic, b vektor pravych stran a x vektor
nezndmych tohoto systému rovnic, je

13 -3 12

A= b= o=
45 2 6

3
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Matice rozsitena je rovna

Al — 13 —3]-12
A= 2| —6 )

Dany systém rovnic lze tedy zapsat jako

A-x=0b.

Zaved me si nyni pojem YeSeni systému linedrnich rovnic.

Definice 2.2.
Vektor %z nazveme ¥eSenim systému linedrnich rovnic

A-x=0>,

jestlize A -% = b. (To jest, jestli vektor Yz vyhovuje rovnici A - x = b).

Vratme se k p¥ikladu 2.22. Ozname

3 0 3
=] -4 |, = -2, %=1 0
1 2 1
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Ztejmé
0
A-lz=b A-%x=b A ’r= (14) #b.

Jsou tedy vektory x, “r Ye$enim uvaZovaného systému (2.36), aviak *r neni jeho
feSenim.

Lehce se presvédcime, Ze vektor

6—-3-c
r=| -6+2-¢
c

je FeSenim uvaZovaného systému rovnic (2.36) pro kaZdé redlné c.

Pt¥iklad 2.23. UvaZujme systém linedrnich rovnic

Ty — 219 = 3, (2.37)

Tento systém rovnic nema FeSeni. Skute¢né, predpokladejme, Ze a, 3 jsou takova &isla,
Ze v1 = «, xo = (3 vyhovovuji prvni rovnici, tedy, Ze plati

a—2-0=3.
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Potom by bylo
2-a—4-0=6

ane2-a—4-0 =25, takZze x1 = a, x5 = 3 nevyhovuje druhé rovnici.

Poznamka. Pozdé&ji budeme Fesit obecné& otazku, kdy systém linedrnich rovnic ma jedno
teSeni, kdy ma nekonecné mnoho ¥eseni a kdy nema viibec Zadné YeSeni.

2.6. Zavedeni pojmu inverzni matice

V linearni algebfe ma velky vyznam pojem inverzni matice k dané matici. Tento pojem
si nyni zavedeme nasledujici definici. Pozdéji si fekneme néco o existenci inverzni matice
k dané matici a seznamime se s fadou vlastnosti inverznich matic a nau¢ime se nalézt
k dané matici matici inverzni.

Definice 2.3. (Inverzni matice)
Matice B se nazyva inverzni k matici A, jestlize

B A=A -B=E. (2.39)

Matici inverzni k matici A budeme zna&it A"
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Véta 2.9. (Vlastnosti inverzni matice)

Necht je ddna matice A a necht k ni existuje matice inverzni A~'. Potom plat{
a) Matice A a matice A~ jsou &tvercové matice tého? Fadu.

b) Inverzni matice Al je jednoznané uréena.

¢) K matici A~ existuje matice inverzni a plati (A™1)~! = A.

d) Jestlize A, B jsou &tvercové matice téhoZ ¥adu n a jestli k nim existuji matice
inverzni A™', B™!, potom k matici A - B existuje matice inverzni a plati

(A-B)"'=B"'- A"

a) Toto tvrzeni je bezprostfednim disledkem (2.39).
b) Necht B, C jsou inverzni k A. Potom

A-B=B-A=E, A-C=C-A-=E.

Odtud
C=FE-C=(B-A-C=B-(A-C)=B-E=B.

Tedy B=C.
c) Toto tvrzeni je bezprostfednim disledkem definice inverzni matice.
d) Podle vét 2.7, 2.8 platfi

(B'A™Y). (AB)=B '(A'A)B.
Ponévad? A~'A = E, dostidvdme odtud
(B'AY). (AB)=B ' E-B=B 'B=E.
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Podobné& dokazeme, Ze
(AB)- (B'A™) =E.

Je tedy B~ A~ inverzni matici k matici AB.

Uved me si zde vé&tu o YeSitelnosti a jednozna&nosti ¥edeni systému linedrnich rovnic,
za predpokladu, Ze k matici soustavy existuje matice inverzni.

Véta 2.10. (ReSeni systému A - © = b pomoci inverzni matice A™').
Necht
A-xz=b (2.40)

Jje systém n linearnich rovnic o n neznamych, kde A je Ctvercova matice soustavy
¥adu n a b je vektor pravych stran typu (n,1). Necht k matici A existuje matice
inverzni A~'. Potom systém rovnic (2.40) m4 pravé jedno Feseni x, které Ize uréit
vztahem

x=A"b (2.41)

Duakaz: Jak jiz bylo d¥ive dokdzano, inverzni matice A je uréena jednoznaéné. Vynasobime-
li (2.40) matici A™' zleva, dostavame

Al (A-x)=A"-b (2.42)

Vzhledem k vété 2.8 plati
(A1 A z=A"b
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Ponévad? (A™'- A) = E a E - © = x, dostdvame odtud (2.41).

DokaZzme jesté jednoznacnost FeSeni. Predpoklddejme, Ze existuji dvé FeSeni
systému (2.40). Potom

g2

A-lz=b, A ’lx=0o
Odeétenim téchto vztaht dostdvame
A-(txz —?xz)=0.

Vynasobenim tohoto vztahu matici A~! zleva dostavame

1:c—2w:0,

takze
T ="°x.

M3 tedy systém A - & = b pravé jedno FeSeni.
Poznamka. Problematiku jak urcit matici inverzni k dané matici, budeme ¥esit pozdéji.

P¥iklad 2.24. Naleznéte feseni systému linedrnich rovnic
A -x =0, (2.43)
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jestlize

1 5 2 26
A=13411], b=| 39
014 78
a znate-li k matici A matici inverzni
_ 5 6 1
13 13 13
1 4 4 5
A = [ 3%
1 1 11

13 39 39

ResSeni. Podle predchdzejici véty ma dany systém pravé jedno feseni a to

5 6 1
13 13 13 26

— 4 _ 4 _5
T = 13 739 39 39
1 1 11 78

13 39 39
Vypoctem dostdvame
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2.7. Ukazka formulace tlohy linearniho programovani.

(Ulohu nebudeme ¥esit!!)V této kapitole popsany aparat maticového poétu pouZijeme
nyni k matematické formulaci nasledujici dlohy, kterd pat¥i do dloh linedrniho pro-
gramovani. Tyto ulohy jsou velice vyznamnou aplikaci linedrni algebry. Ulohy tohoto
typu se fesi vé&tSinou pomoci pocitacd a k jejich ¥eSeni jsou vypracovany specidlni pro-
gramy. My se nebudeme zde zabyvat otdzkou jak se ¥eS$i, ale jenom otdzkou, jak se
da dloha matematicky formulovat a jak se ptipravi data pro vstupni hodnoty téchto
programdl.

P¥iklad 2.25. Cokolddovna vyrabi 5 druhii vyrobki. Jsou to vyrobky, které oznatime
Vi, Vo, V3, Vi, V5. K vyrobé potfebujeme suroviny tuk, kakao a cukr. Tyto suroviny jsou k
dispozici v omezenych mnoZstvich, v uvedném poradi 1500 kg, 300 kg, 450 kg na jeden
den. Spot¥eba surovin v kilogramech na 1kg vyrobku je ddna tabulkou 2.1 na strané
44, Odbytové ceny jednotlivych vyrobki v uvedném pofadi jsou 20 K¢, 120 K¢, 100 KE,
140 Kg, 40 K& Ukolem je stanovit takovy denni vyrobni plan, aby hodnota vyroby byla
maximalni. Vyrobky jsou vyrabény technologicky nezavisle na sob& navzdjem. Vyroba
se tedy uskutecriuje ve formé& péti vyrobnich procesii, které v8ak nejsou navzajem zcela
izolované, nebot spolen& spotfebovavaji vyrobni zdroje, jeden proces na tikor druhého.

Matematicka formulace alohy. Pro ti¢ely matematické formulace zaved me 5 nezavisle
prom&nnych: z; necht oznatuje mnoZstvi vyrobku V; v kg, jeZ bude vyrab&no za den, kde
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Jj =1,2,3,4,5. Hledame tedy hodnoty z; > 0, j = 1,2, 3,4, 5, vyhovujici nerovnostem

O, 4$2 + O, 3$3 + O, 6$4 + O, 6$5 < 1500
0,05z;1 + 0,2x9 + 0,1z3 + 0,1xy < 300 (2.44)
0,107 + 0,220 + 0,223 + O0,1xy + 0,225 < 450

Vime, Ze pfi vyrob& x; vyrobki V;, 7 =1,2,3,4,5, bude odbytova cena vyroby rovna
z = 2021 4+ 12029 + 10023 4 14024 + 40z5. (2.45)

Nasi dlohu miZeme tedy formulovat takto : Naleznéte takova nezaporna &isla z;, j =
1,2,3,4,5, kterd vyhovuji nerovnostem (2.44) a pro n&z funkce (2.45) nabyva svého
maxima.

Tato uloha je tedy popsana matici A, vektorem 1m mnoZstvi surovin a vektorem b
odbytovych cen vyrobkii a vektorem x poctu vyrobki

20
0,00 0,4 0,3 0,6 0,6 1500 190

A=|00502010100]|, m=/[ 30], »'=] 100 |,
0,10 0,2 0,2 0,1 0,2 450 138
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X1
T2

Ly
L5
Potom (2.44) lze zapsat jako jako
Ax <m (2.46)

a funkce (2.45) Ize zapsat jako
=b-z. (2.47)

Nagi dlohu mizZeme vyslovit takto: Nalezn&te vektor & > 0 vyhovujici (2.46), ktery
minimalizuje funkci (2.47).

Matice A, vektory m, b a pozadavek, Ze vektor
T
x' = (11, 79,73, 24, x5) > 0,
jsou vstupnimi Udaji programu, kterym se vypocet realizuje. Dostavame

21 =0, 29 =0, 23 = 1000, 2, = 2000, x5 = 0.
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Kapitola 3

Linearni prostor

3.1. Aritmeticky vektorovy prostor.

V minulé kapitole jsme si zavedli pojem sloupcového a fadkového vektoru jako zvlastni
pfipad matic — totiZ sloupcovy vektor jako matici typu (n,1) a ¥adkovy vektor jako
matici typu (1,n). Tedy vektory miZeme chdpat jako prvky mnoZiny R”, tj. mnoZiny
usporadanych n—tic redlnych ¢&isel, kde n € N. Zna¢ime je malymi, tu¢né vytist&nymi
pismeny. Cislo na i—té pozici vektoru a nazyvdme jeho i—tou slozkou a vétsinou
oznacdovat jako a;. Nebude-li nic ¥e¢eno, budeme predpoklddat, Ze se jednd o sloupcové
vektory. O jaké vektory se jednd, bude &asto vidét ze zapisu, aniZ bychom zdiraziiovali,
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Ze se jedna o sloupcové, resp o fadkové vektory. Pfipomerime si, Ze je-li a sloupcovy
vektor, potom a’ je ¥adkovy vektor se stejnymi slozkami. P¥ipomeiime si, Ze soutet
dvou vektorii zna¢ime symbolem ,, + “ a nasobeni redlnymi &isly te¢kou ,,- “, kterou,
nemuize-li dojit k omylu, lze vynechat. Tedy napf¥., jestlize

ay by

an bn
potom jejich sou¢tem a + b je ¢ € R", pro néz plati

a1 + by
c=a+b= : :
a, + b,

a je-li @ € R, potom sou¢inem a.a rozumime d € R", pro néZ plati

a.aq
d=oa.a= : :
o.a,
MnoZinu R" spole¢né s témito operacemi ,, +, . “ budeme znacit V, a nazyvat

aritmetickym vektorovym prostorem.
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Vektorovy podprostor Necht P C R" a necht plati: jestlie a,b € P a o € R,
potom i a + b € P,a.a € P. Budeme fikat, Ze na P je definovdn aritmeticky
podprostor prostoru V,. Budeme jej znacit P. Casto budeme o n&m mluvit prost&
jako o vektorovém prostoru.

Oznatkeni. Misto a € P lze psit a € P. Misto a + (—b) Ize psat a — b.

3.2. Linearni nezavislost vektoru

Uvazujme systém linedrnich algebraickych rovnic
ai71x1+...+ai,nxn:bi, 1=1,...,m, (31)
v némz xy,...,T, jsou nezndmé a a; j, b;,1 =1,2,...,m, j= 1,2, n. jsou dand Cisla.
PY¥i jeho analyze je zapottebi zjistovat, zda
[] néktera z rovnic systému neni v rozporu s jinymi rovnicemi tohoto systému
[] zda kaZda z rovnic ddva nové pozadavky na hledané nezndmé x1, ..., x,,

[J zda podminky na neznamé rovnici vyjadreny jednotlivymi rovnicemi, je nebo neni
JiZz obsazen v jinych rovnicich systému.

P¥i téchto Gvahach je vhodné k i—té rovnici tohoto systému (3.1) pfiradit vektor

(ai,h"'vai,n)bi); 1=1,2,...,m.
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Soudlet dvou rovnic pak mizZeme realizovat pomoci souctu vektor(, které jsou k témto
rovnicim ptifazeny. Podobné& ndsobeni rovnice ¢islem mizeme realizovat pomoci ndsobeni

vektoru, pfifazenému

k této rovnici, timto &islem.

K ¥eSeni nahofe uvedeného problému pouZijeme ddle zavddéné pojmy: linearni kombi-
nace vektord (rovnic), linedrni nezavislost a linedrni zavislost vektord (rovnic). S témito
pojmy se setkdme i v jinych dvahach.

Definice 3.1.

¢isla. Potom vektor

Necht z,...,"x jsou vektory z vektorového prostoru P a ci,...,c, jsou redlnd

nazveme linedrni kombinaci vektorii 'z, ..., ".

r=c'r+.. . +c, "

P¥iklad 3.1. Necht

jsou vektory z prosto

't =(2,3,-1), & = (52,6), "r = (9,8,4)

ru V3. Ponévadz

2.(2,3,—1)+ (5,2,6) = (4,6, —-2) + (5,2,6) = (9,8,4),

t].

2 + % = 3w,

je vektor %z linedrni kombinaci vektorl ‘z, %r.

OleFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close O Quit



Definice 3.2. (Linearni nezavislost a zavislost vektorti)

Necht 'z, ..., " jsou vektory z vektorovém prostoru P. Rekneme, Ze tyto vektory
jsou linedrné nezavislé, jestlize

ax+.. . +e,e=0 < c1=c=...=c¢,=0. (3.2)

Jestlize vektory 'z, ..., T nejsou linedrn& nezavislé, jsou linedrné& zavislé,

Pozndmka. Z nahote uvedené definice vyplyva, 7e vektory 'z, ..., " z vektorovém
prostoru IP jsou linedrné zdavislé, kdyz a jenom kdyz existuji takova ¢isla ¢y, co, ..., cp,
z nich? alespoii jedno je rGizné od 0, 2e c;'x + ... 4+ ¢, " = 0.

Priklad 3.2. UkaZme, Ze vektory &z = (1,4,—4), & = (1,2,0), & = (1,5, -2)
z prostoru V3 jsou linedrné nezavislé. Skuteéné, ze vztahu

-t tes-r=0

dostavame
c1-(1,4,—4) 4+ c2- (1,2,0) + ¢3- (1,5, —2) = (0,0,0),

to jest

(€1 + co + ¢3,4¢1 + 2¢9 + Beg, —4eq + 0ca — 2¢3) = (0,0,0).

O2eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



Aby rovnost mezi témito vektory platila, musi koeficienty ¢, co, c3 vyhovovat systému
linedrnich rovnic

c1 + co + Cy — 0, (33)
461 + 202 + 503 = 0, .
—4c1 + 0cg —2¢3 = 0. (3.5)

Jak se lehce pFesvéd&ime, ma systém rovnic (3.3)—(3.5) jediné ¥eSeni ¢; = co = ¢3 = 0.
Jsou tedy dané vektory linedrné nezdvislé.

Poznamka. a) Vektor 0 je linedrné& zavisly, nebot a0 = 0 pro kaZdé o € R.
b) Vektory 'x,...,"z, n > 1, jsou linedrné& zavislé, kdyZ a jenom kdyZ alespori
Jeden z nich Ize vyjadFit jako linedrni kombinaci ostatnich z nich. (DokaZte!)

Pt¥iklad 3.3. UkaZme, Ze vektory

(1,2,3), (=1,2,0), (1,6,6)

jsou linearné& zavislé.

Lehce nahlédneme, Ze
2-(1,2,3)+ (—1,2,0) = (1,6,6).
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Vektor (1,6,6) jsme vyjad¥ili jako linedrni kombinaci zbyvajicich dvou vektord, jsou
tedy linedrné zavislé.

Zaved me si nyni pojem hodnosti skupiny X vektor(i z prostoru V,,.

Definice 3.3. (Hodnost matice.)
Necht X je skupina vekorli z prostoru P. Maximalni polet linedrn& nezavislych
vektorll této skupiny budeme nazyvat jeji hodnosti. Budeme ji zna&it h(X).

Poznamka. Pojem hodnosti matice pouZijeme k ¥eSeni problému ,, Ma dany systém
linedrnich rovnic feSeni 7. Ma-li feSeni, kolik je téchto feSeni?*“

Poznamka. Necht A je matice typu (m,n). Na matici A se miiZeme divat jako

na usporddanou m~—tici fadkovych vektorii z vektorového prostoru V,, resp. jako na

usporadanou n—tici sloupcovych vektorti z vektorového prostoru 'V ,,. Aplikovanim definice
hodnosti na ¥adky matice dostavame Fadkovou hodnost matice a aplikovanim definice

hodnosti na sloupce matice dostdvdme sloupcovou hodnost matice. Pozdéji ukaZeme,

Ze pro kaZdou matici je sloupcova hodnost rovna jeji Fadkové hodnosti. Pokud to

nedokdZzeme a vyslovné nefekneme o jakou hodnost se jednd, budeme mit na mysli

fadkovou hodnost.
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Pr¥iklad 3.4. Ur&ete Fadkovou hodnost matice

12 3 4
A= 56 7 8
6 8 10 12

Oznaéme 'z, %z, % postupné prvni, druhy a tteti ¥ddek matice A. Tedy
T = (1234),
x = (5678),
to= (6810 12).

Z¥ejmé vektor % je linedrn& zavisly na vektorech 'z, %, nebot
r="z+%
a vektory 'z, %x jsou linedrn& nezavislé. Skutetn&, kdyby tyto vektory byly linedrn&
zavislé, byl by jeden z nich ndsobkem druhého. To znamend, existovalo by takové islo
a, 7e by %r = o'z to jest, platilo by
(56 78)=a(l234).

Takové &islo o v8ak evidentn& neexistuje. Vektory 'z, % jsou tedy linedrn& nezavislé.
Tedy mezi vektory 'z, %z, % jsou pravé dva linedrn& nezavislé vektory. Radkova hodnost
matice A je tedy rovna 2.
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Definice 3.4. (Regularni matice)

Necht &tvercovd matice A ¥ddu n ma hodnost n. Potom ji nazyvame reguldrni
matici.

Ukol. Dokate si, Ze horni schodovitd matice ma ¥adkovou hodnost rovnu poctu
jejich nenulovych ¥adka.

Poznamka. Zjistovat hodnost matice pfimo z definice je obti?né. Hodnost matice
budeme hledat pozdéji jejim pfevodem na horni schodovitou matici o stejné hodnosti
pomoci elementdrnich transformaci, o kterych ted pojedndme.

3.3. Elementarni transformace

1. Necht matice A je typu (m,n) a « je libovolné redlnd &isla, 1 € N, 1 <7 < m.
Necht matice B je matice, jejiZ i-ty ¥adek je roven av ndsobku i-tého ¥adku matice
A a ostatni ¥adky matice B jsou stejné jako v matice A. Potom ¥ekneme, Ze
matice B vznikla z matice A transformaci 71(i, ). PiSeme pak

B =T1(i,a)A, resp. {rj=ar;}A=B.
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Priklad. Necht

1 2 3 4
A=|5 6 7 8 (3.9)
9 10 11 12

Ozname B matici, ktera vznikne z matice A tak, Ze jeji druhy ¥adek vynasobime
Cisle, ,,—3" a ostatni ¥adky ponechame beze zmény. Dostaneme

1 2 3 4
B=T1(2,-3)A=| —-15 —18 —21 —24
9 10 11 12

Tuto transformaci Ize zapsat téz takto

{7“2 = —3.7“2}14 = B.

. Necht matice A je typu (m,n) a a, 3 # 0 jsou libovolna redlnd &isla, i,j jsou
pfirozena Cisla 1 <i,7 < m,i # j Oznalme B tu matici typu (m,n), jejiz j-ty
tadek je roven souétu a-ndsobku ¢-tého ¥adku matice A a B-nasobku j-tého Fadku
matice A a ostatni ¥adky jsou stejné jako u matice A. Potom fekneme, Ze matice
B vznikla z matice A transformaci 72(i, «; j, 3). PiSeme pak

B =T2(i,a;j,8)A, resp. B ={r;j=a.r;+ (.rj}A.
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Priklad.Necht

1 2 3 4
A=|5 6 7 8. (3.10)
9 10 11 12

Oznaéme B matici, kterd vznikne z matice A tak, Ze ¥adek ,2", vyndsobeny
Cislem,,-4" pripocitame k ¥adku €. ,,3" vynasobenému &islem ,,5" a ostatni fadky
matice B jsou stejné jako v matici A. Tedy matice B je matice, ktera vznikne
transformaci 72(2, —4;3,5)A. Dostavame

1 2 3 4
B=T722,-435A=| 5 6 7 8
25 26 27 38

Tuto transformaci lze zapsat téZ takto

B = {7“3 =4.ry + 5.7“3}A.

. Necht matice A je typu (m,n) a 4, jsou p¥irozend &sla 1 < 4,5 < m,i # j
Ozna&me B tu matici typu (m, n), kterd vznikne z matice A, vzajemnou vyménou
jejiho 2-tého Fadku s j-tym ¥adkem. Potom ¥ekneme, Ze matice B vznikla z matice
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A transformaci 73(i; j) A. Piseme pak

B =7T3(i;j)A, resp. B ={r; < r;j}A.

Piiklad.Necht

1 2 3 4
A=|5 6 7 8. (3.11)
9 10 11 12

Oznalme B matici, ktera vznikne z matice A tak, Ze ¥adek ,,2" matice A vyménime
s fadkem ¢&. ,,3" matice A a ostatni Fadky matice B ma stejné jako v matice A .
Potom ¥ekneme, Ze matice B, vznikne z matice A transformaci 73(2;3)A. Tedy

1 2 3 4
B=T32:3)A=| 9 10 11 12
5 6 7 8

Tuto transformaci Ize zapsat téz takto

B = {7’2 — T’3}A
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3.4. Transformace matice na matici schodovitého tvaru

UkdaZeme si nyni transformaci matice A elementarnimi transformacemi na horni schodovi-
tou matici B. Tuto transformaci vyuZijeme

e pFi zjistovani hodnosti matice

e na analyzu YeSitelnsti systému linedrnich rovnic a odvozeni eliminaéni metody na
feSeni systému linedrnich rovnic

e na vypocet hodnoty determinantu.

Ve vykladu pouZivame oznadeni:

A ... proménnd pro matici. Na zalatku je ji pFitazena matice, kterou mame transfor-
movat na horni schodovitou matici. V jednotlivych krocich bude tato matice transfor-
movana sama na sebe.

m ... polet Fadkid matice A

n ... pocet sloupcl matice A

Postupné pro ¢ = 1,2, ... budeme provadét nasledujici tkony.
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ZACATEK

=1

Bod 1. Budeme vytvaret i-ty ¥adek hledané matice schodovitého tvaru.

Bod 2. K &islu ¢ uréime nejmensi poradové Cislo sloupce matice A, v jehoz ¥adcich 7,7 +
1,...,m je alespon jeden nenulovy prvek. Toto poradové Cislo sloupce oznaéme
Si-

Bod 3. Zvolme p € {i,...,m}, pro neZ je a, s, # 0. (je-li takovych p vice, zvolime jedno
z nich).Zvoleny p-ty ¥adek matice A nazveme hlavnim ¥adkem.

Bod 4. Je-li p # ¢, vyménime navzdjem p-ty a i-ty ¥adek matice A. Vyménu téchto dvou
fadkl provedeme transformaci A := 73(i,p)A. Po této vymé&né& je i-ty ¥adek
hlavnim ¥adkem. Je-li p = 1, je jiZ i-ty fadek hlavnim ¥adkem. Vyména Fadki se
tedy neprovadi.

Bod 5. Provedeme nyni takové elementarni transformace, aby po jejich realizaci byly prvky
@j41,s;, - - - » Om,s; TOVNy 0. Toho dosdhneme nap¥. elementarni transformaci

a) A:=T2(i,—a;s;Jj,a;s)A pro ty indexy j =i+ 1,...,m pro néz a;, # 0,
nebo transformaci

b) A :=T2(i,—2% ; j 1)A proty indexy j =i+ 1,...,m pro n&% ajs, 7 0,

ai,si
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Bod 6. Jestlize matice A neni jesté ve schodovitém tvaru, poloZme : = ¢ + 1 a pfejdeme
zpét na Bod 1. Je-li A jiz schodovitého tvaru, je vypolet ukoncen.

Priklad 3.5. Matici
01323

02641
00012
01324

transformujte na horni schodovitou matici uzitim elementarnich transformaci.

Reseni. PoloZme

01323
02641 _
A= , V nasem pfipadé je m =4, n=>5.
00012
01324
V nasledujicim popisu vypoctového postupu bude oznaéeni Bod 1-t,...,Bod 6-2
znamenat tkony Bod 1, ..., Bod 6 pro dané .
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ZACATEK
=1l

Bod 1-1 Budeme vytvéfet i-ty (prvni) ¥adek hledané schodovité matice.

Bod 2-1 K &islu i (to jest k &islu i = 1) urgime nejmen3i pofadové &islo sloupce, v jehoz
¥adcich 7,...,m (to jest v jehoZ ¥adcich 1,2, 3,4) je nenulovy prvek. Je to druhy
sloupec. PoloZime tedy s; = 2 (tj. s1 = 2).

Bod 3-1 Zvolime hlavni ¥adek. V s;—tém sloupci (to jest ve 2. sloupci) jsou nenulové prvky
v fadcich 1,2,4. Z nich zvolime jeden. Jeho poradové &islo ozna¢ime p. Rozhod-
neme se pro fadek p = 1, ktery zvolime jako hlavni.

Bod 4-1 Ponévadz jsme zvolili za hlavni ¥adek p—ty ¥adek, kde p = 7, neprovadime vyménu
p-tého ¥adku s i-tym Fadkem.

Bod 5-1 Provedeme nyni takové elementarni tranformace matice A, aby po jejich realizaci
byly v s;-tém sloupci (to jest ve druhém sloupci) v ¥adcich i +1,...,m (to jest v
fadcich 2, 3, 4) nulové prvky. (Prvky as 9, as 2, as2 eliminujeme). Toho dosdhneme
napt. elementarnimi transformacemi

A=T2,—ajs ; j,ais)A, proj=i+1,...,m, jelia;, #0.

Ponévadz i = 1, s; = 2, m = 4, eliminaci provedeme elementarnimi transforma-

cemi
A= 72(1, —Qj2 j, CLLQ)A, pro ] = 2, 3, 4.

To znamena, Ze prvek a; 2 pro kazdé j € {2,3,4} eliminujeme tak, Ze hlavni ¥adek
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(to jest prvni fadek) vyndsobime &islem (—a;2) a pFicteme jej k j-tému ¥adku
vynasobeného &islem a; .
e PoloZme j =i+ 1 (tedy pro j = 2) dostavame
A = 72(1, —CL272, 2, CLLQ)A.
Po této transformaci je druhy ¥adek matice A roven
—2-(01323)4+1-(02641)=(0000 —5)
a ostatni fadky matice A se neméni.
e PoloZme j = j + 1. Je tedy j = 3. Ponévadz a;s, = 0, (to jest ags = 0),
eliminaci neni tfeba provadét a prejdeme k dal$imu ¥adku.

e PoloZme j = j+ 1. Je tedy j = 4. Ponévadz a;,, = 1 # 0, (to jest as2 # 0,)
provedeme elementarni transformaci

A= 72(1, —Aa4.2, 4, CLLQ)A.
Po této transformaci je &tvrty ¥adek matice A roven

~1-(01323)4+1-(01324)=(00001).
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Ostatni Fadky matice A se neméni. Je tedy

0132 3

0000 -5
A:

0001 2

0000 1

Bod 6-1 PonévadZ obdrzend matice A jesté neni horni schodovitou matici, polozime
L =1

a prejdeme na bod Bod 1.

Bod 1-2 Je tedy i = 2. Budeme vytvaret druhy radek horni schodovité matice.

Bod 2-2 K &islu i (to jest k &islu ¢ = 2) uréime nejmensi poradové &islo s; (to jest o)
sloupce, v jehoZ ¥adcich i, ..., m (to jest v jehoZ ¥adcich 2, 3, 4) je nenulovy prvek.
Je to &Etvrty sloupec. PoloZime tedy s; = 4 (s9 = 4).

Bod 3-2 Zvolime hlavni ¥adek. V s;-tém sloupci (to jest ve 4. sloupci) je v ¥adcich 2,3, 4
nenulovy prvek jen v fadku 3. Jeho pofadové &islo ozna¢ime p. Tento Fadek zvolime
za hlavni ¥adek. Je tedy p = 3.

Bod 4-2 PonévadZ jsme zvolili za hlavni ¥adek ¥adek p, kde p # ¢, provedeme v matici A
vyménu Fadku p s ¥adkem 7. (Tedy vymé&nu druhého a t¥etiho ¥ddku.) Dostdvame
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tak matici

0132 3
0001 2
A =
0000 =5
0000 1
Bod 5-2 Provedeme nyni takové elementdrni transformace matice A, aby po jejich realizaci
byly v s;-tém sloupci (to jest ve &tvrtém sloupci) v ¥adcich i+ 1,...,m (to jest v

fadcich 3, 4) nulové prvky. (Prvky as 4, as4 eliminujeme.) Aviak v tomto p¥ipadé
jsou prvky as 4, as 4 rovny 0, takZe eliminaci neni tfeba provadét. Je tedy vyslednd
matice v tomto kroku

0132 3

0001 2
A:

0000 =5

0000 1

Bod 6-2 Obdrzend matice A jesté neni horni schodovitou matici, proto polozime
i =1

a prejdeme na bod Bod 1.
Bod 1-3 Je tedy © = 3. To znamené, Ze budeme vytvéret tfeti fddek hledané schodovité
matice.
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B2-3 K &islu i (to jest k &islu ¢ = 3) urime nejmensi poradové &islo s; (to jest s3),
v jehoZ ¥adcich 4,...,m (to jest v jehoZ ¥adcich 3, 4) je nenulovy prvek. Je to paty
sloupec. PoloZme tedy s; = 5 (s3 = 5).

B3-3 Zvolime hlavni ¥adek. V s;-tém sloupci (to jest v 5. sloupci) jsou nenulové prvky v
fadcich 3, 4. Z nich zvolime jeden. Jeho poradové &islo oznatime p. Rozhodneme
se pro fadek p = 4, ktery zvolime jako hlavni.

B4-3 PonévadZ jsme zvolili za hlavni ¥adek p-ty ¥adek, kde p # 4, provadime vyménu
tadku p s fadkem 7. Po této vyméné je

0132 3
0001 2
A=
0000 1
0000 =5
B5-3 Provedeme nyni takové elementdrni transformace matice A, aby po jejich realizaci
byly v s;-tém sloupci (to jest v patém sloupci) v ¥adcich i+1, ..., m (to jest v Fadku
4) nulové prvky. (Prvek x5 eliminujeme.) Toho Ize dosahnout nap¥. elementarni
transformaci

A= 72(3, —a4 5, 4, a3,5)A.
touto trnsformci bude &tvrty ¥adek roven

5-(00001)+1-(0000 —5)= (0000 0).
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Je tedy
01323

00012
00001

000O00O

Bod 6-3 PonévadZ obdrzena matice je jiZ horni schodovitou matici, je transformace dané

matice na horni schodovitou matici jiz ukon&en.
PonévadZ obdrzend schodovitd matice ma celkem t¥i nenulové ¥adky, je jeji hodnost a

tedy i hodnost zadané matice rovna 3. Tedy h(A) = 3.

Pt¥iklad 3.6. Ur&ete hodnost skupiny vektort
a=(10-12), “@a=012-1), “a=(013 —6).

Reseni. Uloha je ekvivalentni s tlohou nalezeni fadkové hodnosti matice

10 -1 2
A=|101 2 -1
01 3 —6

Tuto hodnost hledejme transformaci matice A elementarnimi ransformacemi na horni
schodovitou matici postupem popsanym na str. 77.
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PoloZzme
=1

Bod 1-1 Budeme vytvatet i-ty ¥adek (1. ¥adek) schodovité matice.

Bod 2-1 K ¢&islu ¢ = 1 uréime nejmensi pofadové &islo sloupce matice A, v jehoZ Fadcich
1, 2, 3 je alespori jeden prvek riizny od 0. Je to v prvnim sloupci. Pokldddme tedy
S1 — 1.

Bod 3-1 Hleddame nyni ¥adek matice A, v jehoZ sloupci s pofadovym Zislem s; = 1 je
nenulovy prvek. To jest, hleddme p € {1,2,3}, pro néZ je a,, # 0. Je to pro
p = 1. Polozme tedy p = 1. Radek p = 1 volime za hlavn.

Bod 4-1 Ponévadz p = i, neprovddime vyménu p-tého a i-tého ¥adku. Prvni ¥adek je
hlavnim.

Bod 5-1 PonévadZ v8echny prvky v prvnim sloupci podinaje druhym ¥adkem, jsou nulové
(tj. prvky a;1 = 0 pro j = 2, 3), prejdeme k B6-1.

Bod 6-1 Matice A neni horni schodovitou matici, proto poloZime
a jdeme zpét k bodu B1.

Bod 1-2 Je tedy i = 2. Budeme vytvaret 2. ¥adek schodovité matice.

Bod 2-2 K ¢&islu i (tj. k &islu ¢ = 2) uréime nejmensi pofadové Cislo sloupce s; (to jest s3),
v jehoZ Fadcich 2, 3 je nenulovy prvek. Je to druhy sloupec. PoloZime tedy s, = 2.

Bod 3-2 Zvolime hlavni ¥adek. Ve sloupci s pofadovym &islem so (tj. ve druhém sloupci)
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hleddme index j, ;7 > 4, tak, aby a;,, # 0. Je to pro j = 2 a pro j = 3. Zvolme
jedno z nich. Rozhodneme se pro j = 2. Polozime p = 2. Bude tedy p-ty ¥adek
hlavnim ¥adkem.

Bod 4-2 Ponévadz jsme zvolili za hlavni fadek p-ty ¥adek, kde p = 7, neprovddime vzajemnou
vyménu p-tého a i-tého ¥adku. Je tedy i-ty Fadek hlavnim ¥adkem.

Bod 5-2 Provedeme nyni takové elementarni transformace, aby po jejich realizaci byly v s;-
tém sloupci (ve druhém sloupci) v ¥adcich ¢+ 1,...,m (to jest v ¥adku 3) nulové
prvky. Toho dosahneme nap¥. elementdrni transformaci

A = 72(2, —CL372; 3, a/2’2)A.
Vypoétem dostdvame treti fadek vektoru A
—1(012 —-1)+1(013 —=6)=(001 —5).

Celkem dostdvame

10 -1 2
A=]101 2 -1
00 1 -5

Bod 6-2 DosaZend matice A je horni schodovitd matice. PonévadZ ma t¥i nenulové ¥adky,
je jeji hodnost rovna 3, je tedy h(A) = 3.

2

Dané vektory 'a,%a,a jsou linedrn& nezavislé.
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P¥iklad 3.7. Ur&ete hodnost matice
00123

02243
02489
00246

Reseni. V tomto p¥ikladé naznatime pouze vysledky jednotlivych dprav bez komenta¥e.

02243 02243 02243
00123 00123 00123
“lo2489| [oo0o246]| |o0o0000
00246 00246 00000

Ma tedy matice X hodnost 2.
Transformace matice A = (B|C) na matici (E|X).
Necht B je &tvercové reguldrni matice ¥adu n a C' je matice typu (n, m). Popi¥me al-

goritmus transformace této matice elementarnimi transformace na matici tvaru (E| X).

Ve vykladu pouZivdme oznadeni:
A ... proménnd pro matici. Na zalatku je ji pFitazena matice, kterou mame transfor-
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movat na poZadovany tvar. V jednotlivych krocich bude tato matice transformovand
sama na sebe.

m ... polet Fadkl matice A

n ... pocet sloupcl matice A

Postupné pro : = 1,2, ... budeme provadét nasledujici tkony.
ZACATEK
=1

Bod 1. Budeme vytvaret i-ty fadek hledané matice.

Bod 2. K &islu ¢ ur¢éime nejmensi poradové &islo sloupce matice A, v jehoz ¥adcich 7,7 +
1,...,n je alespori jeden nenulovy prvek. Toto poradové &islo sloupce oznaéme s;.

Bod 3. Zvolme p € {i,...,n}, pro nez je a, s, # 0. (je-li takovych p vice, zvolime jedno
z nich).Zvoleny p-ty ¥adek matice A nazveme hlavnim Fadkem.

Bod 4. Je-li p # i, vyménime navzajem p-ty a i-ty fadek metice A. Vyménu téchto dvou
fadkl provedeme transformaci A := 73(i,p)A. Po této vymén& je i-ty ¥adek
hlavnim ¥adkem. Je-li p = 7, je jiz i-ty ¥adek hlavnim ¥adkem. Vyména ¥adkil se
tedy neprovadi.

Bod 5. Provedeme nyni takové elementarni transformace, aby po jejich realizaci byly prvky
ajsi,J = 1,...,m, j # i rovny 0. Toho dosdhneme nap¥. elementdrnimi trasfor-
macemi
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a) A:=T2(i,—ajs; j,ais)Aprotyindexy j =1,...,n,j #ipronéta,, #0,
nebo transformaci b) A := 7 2(i, _aaj : 4, )A protyindexy j =1,...,n,j # 1,
pro néz a;, # 0,

Bod 6. Jestlize 1 < n polozme ¢ := ¢ + 1 a jdeme zpét k Bod 1. V opaéném pripadé
jdeme k bodu (Bod 7).

Bod 7 Provedeme tyto transformace

1
A=T1(,—),i=1,...,n

Qj g

Tim je A hledanou matici.

113eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



Kapitola 4

Metody reSeni systému linearnich
algebraickych rovnic

4.1. Reseni nékterych typia systému linedrnich rovnic

Uloha. Reseni systému n linearnich rovnic o n neznamych s regularni horni
trojuhelnikovou matici soustavy

ReSme systém rovnic

Cz =d, (4.1)

kde C' je horni regularni trojihelnikovd matice ¥adu n, d je n—rozmérny sloupcovy

114e@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ® Close ® Quit



vektor a @ je n—rozmérny sloupcovy vektor neznamych. Tento systém rovnic Ize tedy
zapsat jako

11 €12 ... Cin-1 Cin 4o d;
( Y )

0 c2 ... Cop—1  Cogp ) dy
= : (4.2)
0 0 0 Cn—1n—-1 Cn—1n Tn—1 dn—l
\ 0O 0 0 0 Cn.n ) \ Ln / \ dp )
Rozepsdnim tohoto systému dostdvame
1171 + cipT2 + ...+ Cip—1Tp-1 + Cipx, = 4
C22T2 + ...+ Con1Tp-1 +  Copx, = do
(4.3)
Cn—1n—1Tn—1 + Cn—1nTn = dn—l
Cnndn = dn

Ponévadz dle predpokladu je matice C' reguldrni, jsou jeji prvky na hlavni diagondle
rizné od nuly. Tento systém rovnic lze ¥eSit metodou, zvanou metoda zpétné sub-
stituce.
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Z posledni rovnice vypocitame z,,. Dostdvame
Tp = dp/Cpn. (4.4)

Dosadime-li do pfedposledni rovnice za z,, vypocitanou hodnotu (4.4), dostdvame

Cn—1n—1 " Tp-1 + Cn—1n * dn/cnm = dn—l- (45)
Odtud
Tp—1 = 1/Cn—1,n—1 : (dn—l —Cp—1n - dn/cn,n)- (46)
Kdyz jsme jiz vypotitali z,,x, 1, dosadime tyto hodnoty do (n — 2)-té rovnice a
vypocditame x,,_o. Timto zplsobem dale pokracujeme. Kdyz jsme jiz vypotitali z,,, x,,_1, ..., To

dosadime tyto hodnoty do prvni rovnice a vypoditame zbyvajici hodnotu z;.
P¥iklad 4.1. Naleznéte ¥eeni systému linedrnich rovnic (jehoZ matice soustavy je

horni regularni trojihelnikovd matice).

2r7 + 3x9 + x3 = 11

Z posledni rovnice vypocitame z3. Dostavdme x3 = 4. Dosazenim této hodnoty do
druhé rovnice dostavdme
To+8=09.
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Odtud dostadvdme x5 = 1. Dosad me za x», 23 tyto vypo&itané hodnoty do prvni rovnice
systému. Dostavdame
21 +3+4=11.

Odtud dostavame z; = 2.
Regenim zadaného systému rovnic (4.7) jsme tedy obdreli

.1'1:2, $2:1, 373:4.

Uloha. ReSeni systému linearnich rovnic s regularni diagonalni matici soustavy.

ReSme systém rovnic

kde C' je reguldrni diagonalni matice.
Rozepsdnim Ize tento systém zapsat takto
C1,171 = d
2972 = dy
(4.8)
Cn—1,n—1Tn—1 = dy—

CpnTy = dy.
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Regenim tohoto systému rovnic je zfejm& vektor & = C~'d, to jest

xi:di/ci,i; 221,2,...,71.

Pt¥iklad 4.2. Naleznéte FeSeni systému rovnic s diagonalni matici soustavy
2.%1 = 6,
3.%’2 1,
—2 Tr3 = D.

ReSeni. Z prvni rovnice vypolitdme x1. Dostavdme x1 = 3. Z druhé rovnice vypocitdme
xo9. Dostdvame xo = 1/3. Z tfeti rovnice vypolitdme x3. Dostdvame x3 = —5/2.

Uloha. Reseni systému linearnich rovnic s horni schodovitou matici sous-
tavy (4.9) typu (h,n), s hodnosti h < n.

Re¥me tedy systém rovnic

Cx=d,
ktery po rozepsani ma tento tvar.
ClsyTsy + oo+ ClLsyToy + oo+ ClLs T, + ... FCLpTn = d4
C2 59Ty + .o+ C2g,Ts, + ...+ Conky, = do
(4.9)
Ch,syTs, + ..+ ChpTn = dj.
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V n€m jsou prvky ci g, 25,5 -, Chs,, kde 51 < s9 < ...sp jsou riizné od nuly.

Neznamé x1, xo, ..., x, tohoto systému Ize rozdélit do dvou skupin. Prvni skupina ob-
sahuje h neznamych — nazveme je zadkladnimi, a druhd skupina obsahuje zbyvajicich
n — h neznamych. Toto rozdéleni nezndmych do dvou skupin neni libovolné. Musi byt
takové, Ze jestlize ¢leny jednotlivych rovnic systému C' x = d, obsahujici zakladni
proménné, ponechdme na levé strané a ostatni ¢leny rovnic ddme na pravou stranu
rovnic, obdrZime systém h rovnic o h nezndmych z prvni skupiny s reguldrni matici sous-
tavy. Prava strana takto vzniklého systému obsahuje nezndmé druhé skupiny — parame-
try. Tedy zakladni promé&nné Ize vypoclist z daného systému jako funkce nezndmych
druhé skupiny — parametr(i. Toto rozdéléni neznamych neni jednoznaéné uréeno. Za
zakladni proménné Ize zvolit nap¥. neznamé z,,¢ = 1,2, ..., h. MnoZinu vSech feSeni
daného systému rovnic nazyvame obecnym reSenim daného systému. Je funkci
zvolenych n — h parametrd.

Pt¥iklad 4.3. Naleznéte YeSeni systému linedrnich rovnic

r1 + 229 + x3 + 4va + 5 + 20 + Tx7 = 40
— 2$3 + s - Ty = -8 (410)
Tg — 3%7 = —15

o nezndmych z;, 1 =1,2,3,4,5,6,7.
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Reseni. Matici soustavy je horni schodovitd matice
12 1412 7
A=100 -2010 —1
00 00O01 =3

Oznaéme b vektor pravych stran a @ vektor nezndmych. Potom je

(1)

)

40 T3

b= -8 |, =] x4
—15 T5

L6

\ @1 )

Zadany systém (4.10) rovnic Ize pak zapsat v maticové notaci jako

A-x=0b.
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Za zakladni nezndmé lIze volit neznamé xq, x3,x5. VSechny &leny rovnic obsahujici
neznamé x1, r3, rs ponechdme na levé strané a ostattni ¢leny dame na pravou stranu.
Dostdvame tak systém rovnic

r1 + 13 + 2x¢ = 40 — 229 — 4dxy — x5 — Tx7
— s _ 3 — x5 4+ (4.11)
Tg = —19 + 3x7

Dosadime-li za nezndmé x5, x4, x5, x7 do (4.11) jakakoliv &isla, je pravou stranou takto
vzniklého systému konstantni vektor a systém prechdzi na systém 3 rovnic o tfech
neznamych 1, 3, r¢. Matice soustavy tohoto systému je reguldrni horni trojihelnikovd
matice faddu 3. Jeho vyfeSenim dostdvdme hodnoty nezndmych x1, x3, 4, které spolu
se zvolenymi hodnotami s, x4, 5, x7 ddvaji feSeni zadaného systému linedrnich rovnic.

Na nezndmé x5, x4, x5, 7 se budeme tedy divat jako na parametry. Kvili zvySeni
pfehlednosti zavedeme toto oznaleni parametrii:

Xo =C1, X4=Cy, Tn=C3, T7=C4. (4.12)
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Dosazenim té&chto parametrl do (4.11), dostdvame

r1 + x3 + 22 = 40 — 2¢4 — 4dc9 — 3 —
— 23 = =8 — ¢ + o« (4.13)
Teg — —15 + 364

Z posledni rovnice vypocitdme 4. Dostdvame
Tg = —15+ 364.

Do druhé rovnice dosadime vypotitanou hodnotu z4 a vypolitdme 3. (Dosazeni za
se neprojevi, nebot koeficient u x4 je v této rovnici roven 0.) Dostdvdme

T3 = 4 + 1/263 — 1/264.

Dosadime tyto vypotitané hodnoty za 3, xg do prvni rovnice systému (4.13) a vypocitdme
x1. Dostavame

I = 66 — 201 —|—4CQ + 1/263 — 25/264
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V&echna YeSeni zadaného systému rovnic (4.11) lze zapsat takto

[ 66 —2c1 + dey + 1/2c3 — 25/2¢4 |
C1

4+ 1/263 - 1/264

8
|

Co s
C3

—15 + 364

kde c1, co, c3,c4 € R jsou parametry.
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Toto FeSeni |ze zapsat ve tvaru

66 —2 4 1/2 —25/2
0 1 0 0 0
4 0 0 1/2 ~1/2
x = 0 + - 0 + ¢y - 1 + c3- 0 + ¢4 - 0
0 0 0 1 0
—15 0 0 0 3
0 0 0 0 1
Partieaamt Obecné Yefeni homogenniho systému Az = 0 i
FeSen( systému
Az =b

Poznamka 1. MnoZinu v8ech ¥eSeni systému linearnich rovnic A - * = b nazyvame
obecnym reSenim. Lze ukazat, Ze toto obecné ¥eSeni je souctem obecného Feseni
pfislusného homogenniho systému rovnic A - & = 0 a partikuldrniho, to jest libovolné
zvoleného jednoho Fedeni systému rovnic A -x = b, b # 0.

Poznamka 2. V nasem pFipadé obdrZené obecné Ffedeni zavisi na 4 parametrech. Zna-
mena to, Ze kazdou volbou parametrli dostavdme ¥eSeni uvedeného systému linedrnich
rovnic a naopak, kazdé ¥eSeni daného systému rovnic dostaneme specialni volbou parametri.
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V tomto obecném FeSeni je vektor

(66\

S = O

—15

\ 0 )

jednim z YeSeni daného systému rovnic. Nazyvdme je partikularnim ¥eSenim. MnoZina
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() () () (e

1 0 0 0
0 0 1/2 —1/2
c - 0 +co- | 1 + c3- 0 + ¢y - 0 ,
0 0 1 0
0 0 0 3
S N N .

kde ¢1, ¢9, c3,c4 € R jsou parametry, je obecnym FeSenim systému A - & = 0, ktery se
nazyvd homogennim systémem rovnic, pfislusnym k danému systému rovnic A-x = b.

Poznamka 3. Vyjadfeni obecného YeSeni systému rovnic neni jednoznacné (kazdé
vyjadFeni ovem obsahuje tatadz ¥eSeni), da se vyjad¥it v riiznych tvarech.
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4.2. Ekvivalentni systémy rovnic.

Definice 4.1. (Ekvivalentni systémy rovnic.)
Necht
Ax=0b, Cx=d

jsou dva systémy linedrnich rovnic o n nezndmych. Tyto systémy nazveme ekvi-
valentnimi, jestlize kazdy vektor x, ktery je FfeSenim systému rovnic Ax = b, je
i feSenim systému C'x = d a naopak, kaZzdé ¥eSeni x, které je feSenim systému
rovnic C'x = d, je i feSenim systému rovnic Ax = b.

P¥i ¥eSeni systému rovnic Ax = b plijde o nalezeni takového ekvivalentniho systému
rovnic, ktery je moZno snadno posoudit. To znamend urit, zda tento ekvivalentni
systém ma nebo nema ¥eSeni a v pfipadé, Ze ma YeSeni, toto FeSeni nalézt.
4.2.1. Prevod systému linearnich rovnic na ekvivalentni systém rovnic.
Uvazujme systém linedrnich rovnic

A-x=0b (4.14)
Ukazme si platnost nasledujicich pravidel P1, P2, P3, P4.

127@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



P1. Necht «a je libovolné redlné &islo # 0. UvaZujme libovoln& zvolenou i—tou rovnici
systému (4.14)
a1 1+ ...+ aipn-x, = b (4.15)
Je evidentni, Ze vektor & vyhovuje rovnici (4.15), kdyZ a jenom kdyZ vyhovuje
rovnici
a-(a- x4 ... 00 x,) = b (4.16)

Nahradime-li tedy v systému (4.14) nékterou rovnici jejim nasobkem
¢islem «, a # 0, je vznikly systém ekvivalentni s danym systémem.

P2. Necht o, 3 € R, 3 # 0 a necht

aivl-x1+...+ai,n-xn = bi, (417)
aj1-T1+...+ajn Ty, = bj, (418)

jsou dvé libovolné rovnice systému rovnic (4.14). Je opé&t evidenetni, Ze kazdy
vektor & vyhovuje obéma témto rovnicim, kdyz a jenom kdyZ vyhovuje rovnicim

;1 -:z:l—l—...—i—a,',n-xn — bi, (419)
(ozam + ﬁajyl) I 4+ ...+ (ozam + Bam) Ty = ozbi + ﬁbj, s (420)

kde o, 6 € R, 3 # 0.
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P3.

P4.

P5.

Pricteme-li tedy k S-nasobku nékteré rovnici systému (4.14) a-nasobek
jiné rovnice, o, € R, vznikne systém ekvivalentni se systémem
(4.14).

Vzajemnou vyménou dvou rovnic systému A - = b vznikne systém
ekvivalentni s danym systémem.

Vypustime-li ze systému rovnic (4.14) rovnici tvaru

0O-214+0-29+... 40 -2, =0,
obdrzime systém rovnic, ktery je ekvivalentni se systémem rovnic
(4.14), nebot kazdy vektor x € V,, této rovnici vyhovuje. Tato rovnice tedy ned4vd

zadné omezeni pro Fedeni systému rovnic (4.14).
Jestlize v systému rovnic (4.14 ) je néktera rovnice tvaru

0O-29+0-294...40-2,=¢, c#0,

nema uvazovany systém zadné fesSeni, nebot této rovnici nevyhovuje Zadny
vektor.

Tyto Uvahy mizeme shrnout ndsledovné.
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Véta 4.1.
Necht jsou ddny dva systémy linedrnich rovnic
Ax=0b Cx=d

o nezndmych 1, xa, ..., x,. Necht systém C x = d vznikl ze systému Ax = b

témito ukony:

T1. Libovolnou rovnici systému jsme nasobili &islem riznym od nuly.

T2. K nenulovému ndsobku jedné rovnice jsme pFipocetli libovolny nasobek jiné
rovnice.

T3. Vyménili jsme navzdjem dvé rovnice systému.

T4. Z daného systému rovnic vypustime rovnice typu

0O-214+0-29+...+0 -2, =0,

Potom systémy Ax = b, C x = d jsou navzdjem ekvivalentni

Abychom si usnadnili zapis p¥i operacich s rovnicemi, budeme pracovat jenom s koefi-
cienty rovnic a s jejich pravymi stranami. K systému rovnic

Az =b (4.21)
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pfitadime rozsifenou maticitohoto systému rovnic
(Alb) (4.22)

Souttu dvou rovnic systému (5.1) odpovida souet odpovidajicich ¥adki matice (4.22).
Podobn& ndsobeni n&jaké rovnice systému (5.1) &islem riznym od nuly odpovida nasobeni
odpovidajiciho ¥adku matice (4.22) timto &islem.

Ptredpokladejme, Ze jsme k systému linedrnich rovnic
Ax =0

pfiradili rozSifenou matici soustavy tohoto systému rovnic. Potom tkonim T1, T2, T3,

s rovnicemi systému Ax = b, uvedenych ve vété 4.1, odpovidaji elementdrni transfor-
mace 71(i, ), T2(i, 5 7, 3), T3(i, j), vypusténi rovnice odpovidd vypusténi odpovidajiciho
faddku v matici (A|b). Aplikovanim téchto dkond na matici (A|b). obdrzime matici
odpovidajici ekvivalentnimu systému k systému A x© = b.

Vhodnymi elementdrnimi transformacemi lze z matice (A|b) dospét ke schodovité
matici (C|d), kterd odpovida systému Cx = d, ekvivalentnimu k systému linedrnich
rovnic Ax = b. V kapitole 7?7 jsme uvedli postup pfevodu matice na schodovity tvar
uzitim elementarnich transformaci.

Reseni systému linedrnich rovnic Ax = b Ize timto zplisobem pfevést na feSeni systému
linedrnich rovnic se schodovitou matici soustavy. O feSeni systému linedrnich rovnic, s
horni schodovitou matici soustavy, bylo pojedndno jiz d¥ive.
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Postup reseni systému linearnich rovnic

Necht je dan systém linedrnich rovnic
Az =b (4.23)

o n neznamych xq, ..., x,. Tento systém linedrnich rovnic miZeme F¥esit v téchto
krocich

1. K daném systému rovnic pfifadime matici rozsitenou (A|b).
2. UZzitim vhodnych elementarnich transformaci

T1(i,a), a #0, T2(i,a ;5 j,0), B8#0, T3(, )

postupné& aplikovanych na matici (A|b), vytvofime horni schodovitou matici (F'|g).
3. Vypustime nulové ¥adky matice (F'|g). Takto vzniklou matici oznatme (C|d).
Této matici odpovida systém rovnic

Czx=d. (4.24)

4. Tento systém rovnic (4.24)
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a) md budto tvar

Clsy Ty T oo+ ClLsyTsy + ... Clg, Tsy , + ... FC1pTy = di
C259Tsy F oo+ Cogy Tsy |+ ...+ Conly = do
(4.25)
Ch—1,s,_1Lsp_1 + ...+ Ch—1nTn = dh—l
0- Lp = dha
v némz &isla ¢1 4, €265, - -5 Ch—1.5, 4, @1, JSOU riizna od 0.
b) nebo tvar
ClsTsy + oo+ ClgyTsy + ...+ Cls, s, + ... FCipTy = b
C2,55T sy + ...+ C2.5, Lsy, 4+ ...+ ConTn = dg
(4.26)
ChospTs, T -+ Chntn = dj

V n€mZ 15, C2sy -- -, Chg, JSOU riznd od 0.

V ptipad& a) nemd systém C x = d YeZeni, nebot jeho posledni rovnice 0-x,, = d;, neni
splnéna pro zadné x,. V tomto pfipadé ma matice C hodnost h — 1 a matice rozsitena
(C|d) hodnost h. Maji tedy rizné hodnosti.Vzhledem k tomu, Ze elementdrnimi trans-
formacemi se hodnost matice neméni, miiZeme konstatovat, Ze systém rovnic Ax=b
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v Vv e

nema Feseni, kdyZ a jenom kdyZ hodnost matice soustavy je mensi neZ hodnost matice

7

rozsirené.

Podivejme se na pfipad b). O zplsobu ¥eSeni tohoto systému jsme jiZ d¥ive pojednali.
Stru¢né to zopakujme. V tomto pFfipadé lze neznamé rozdélit do dvou skupin , skupinu
h neznamych — nazveme je zakladnimi, které lze vypodist pomoci zbyvajicich n — h
neznamych — parametrli. Toto rozdéleni neni jednoznacné uréeno. Mozné volby jsou
patrny z tvaru systému

JestliZze ¢&leny systému C' @« = d, obsahujici zdkladni proménné, ponechame na levé
strané a ostatni ¢leny ddme na pravou stranu, musime obdrZet systém rovnic s horni
trojuhelnikovou matici soustavy, jejiz diagonalni prvky jsou nenulové. Za zakladni proménné
Ize napt. zvolit neznamé =, .+ = 1,2,..., h a zbyvajici promé&nné — nazveme je parame-
try a ozna¢ime je ¢y, ..., Cyh_p.

Vysledek téchto dvah shrneme do nasledujici véty.
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Véta 4.2. (Frobeniova véta.)

Necht

Ax=0b (4.27)
je systém m linedarnich rovnic o n neznamych. Potom plati:
JestliZe matice soustavy A md mensi hodnost neZ matice rozsi¥ena (A|b), potom
systém rovnic (4.27) nemd FeSen.
Jestlize matice soustavy A ma stejnou hodnost jako matice rozsitena (A|b), po-
tom systém rovnic (4.27) ma FeSeni. JestliZe tato spole¢nd hodnost je rovna poltu
neznamych n, potom ma pravé jedno reseni. Jestlize tato spole¢na hodnost je h < n,
potom ma nekone¢né mnoho Feseni, zavislych na n — h parametrech.

P¥iklad 4.4. Proved me analyzu systému linedrnich rovnic

Ax = b,
kde
0 1 —4 3
-6 -2 1 4
A= ., b=
7T —4 0 2
1 0 2 1
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Jedna se o systém Ctyf linedrnich rovnic o tfech neznamych. Analyzu FeSitelnosti tohoto
systému rovnic provedeme podle pfedchoziho ndvodu.

Utvo¥me rozsifenou matici (A|b) tohoto systému

0 1 —4|3
—6 -2 1[4

(Alb) = :
7T -4 0|2
1 0 2]1

Transformujme ji na horni schodovitou matici.

0 1 —43 I 0 2 1
T < Ty
-6 -2 1|4 0 -2 13 10
T2:67“1+T2 =
7T -4 0|2 0 —4 —-14 -5
ry = —1Tr1 + 13
I 0 2|1 o 1 —4 3

136@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



1 0 2 1 1 0 2 1
To <= Ty
0 —2 13| 10 01 —4 3
ry =4ry + 13 =
0 —4 —14| -5 00 =30 7
Ty = 27’2 + 1y
0 1 -4 3 00 5 16
1 0 2 10 2 1
{ 6 01 -4 01 -4 3
ry =13+ 0r
Y 400—30 00 —30 7
00 5 00 0 103

Hledanou horni schodovitou matici je tedy matice

01 —4
00 —30
00 0

i
1

Této matici odpovida systém linearnich rovnic
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10 2 T 1

01 —4 I9 3
00 —30 | | 25 | 7
00 0 T4 103

Tento systém rovnic nemd ¥e¥eni (posledni rovnice !!l). Nem3 tedy ¥efeni ani dany
systém rovnic A ® = b, ktery je s timto systémem ekvivalentni.

Uved me ukazky ¥edeni n&kolika tdloh, v nichZ? matice soustavy neni schodovita.

P¥iklad 4.5. Reste systém linedrnich rovnic
T + 2332 — 35173 + x4 = 1,
20y — 1wy + w3 — x4 = 1, (4.28)
4r1 + 3x9 — dxrg + 34 = 3.

Reseni. K danému systému rovnic napi¥eme odpovidajici rozéifenou matici soustavy
1 2 -3 1|1
(Ap)=12 -1 1 =11 |. (4.29)
4 3 =5 1|3

Tuto matici transformujeme elementarnimi transformacemi na horni schodovitou matici.
Vypocet provedeme v nékolika krocich.
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1. Prvni ¥adek zvolime jako hlavni. Budeme eliminvat prvky asi,as;. Prvni fadek
nasobime &islem (—2) a p¥i¢teme ke druhému ¥adku. Dostaneme

1 2 -3 1] 1
(Ap)~ | 0 =5 7 —3|-1
4 3 =5 1| 3
Prvni ¥adek nasobime (—4) a p¥ipoc¢teme ke &tvrtému ¥adku. Dostaneme

1 2 -3 1] 1
(A)~ | 0 =5 7 —3|-1
0 -5 7 —-3|-1

2. Druhy Yadek zvolime jako hlavni. Budeme eliminovat prvek ass. Druhy ¥adek
nasobime &islem (—1) a p¥ipotteme ke tfetimu Faddku. Dostaneme horni schodovi-

tou matici
1 2 -3 1 1
(Alb)~ | 0 =5 7 =3|-1
O 0 0 0| O

V této matici vypustime ¥adek obsahujici samé 0. Dostdvdame tak matici, oznacme ji
(B]c), ktera odpovidd systému (4.30) Bx = c, ktery je ekvivalentni s danym systémem
rovnic (4.28).

Ty + 2x9 — 3r3 + 14 = 1

- 5[62 + 7x3 — 3.%4 = —1 (430)
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Cleny téchto rovnic obsahujici nezndmé x3, x4 pfevedeme na pravou stranu systému.
Budeme je povazovat za parametry. Zarover polozime

C1 = X3, Co — X4.

Dostavame
ry + 2x2 = 1 + 301 — Co,
— bx9 = —1 — Tc1 + 3oo.

Z posledni rovnice vypocitdme x,. Dostaneme
To = 1/5 : (1 + 701 - 302).

Dosadime tuto vypocitanou hodnotu xo do prvni rovnice a vypocitdme z takto vzniklé
rovnice x1. Dostaneme

xr1 = 1/5 . (3+Cl —I—Cg).
Obecnym ¥e¥enim zadaného systému linedrnich rovnic (4.28) je tedy vektor
(1/5-(3+ 1+ )
1/5-(1+7¢c; — 3¢s)

1

, kde c1,c0 € R.

C2
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Toto obecné teSeni |ze zapsat ve tvaru

3/5 1/5 1/5
1/5 7/5 —3/5
Tr = / +c1 - / + ¢o - / , kde ¢, € R
0 1 0
0 0 1

Pt¥iklad 4.6. Naleznéte YeSeni systému linedrnich rovnic

r1 + 219 — 3x3 + 14 = 1
201 — X9 + 13 — x4 = 1 (4.31)
4dry + 3x9 — dxy + 14 = 4

Reseni. K danému systému rovnic napiS§eme odpovidajici rozSifenou matici soustavy.

1 2 -3 +1|1
(Ap)=1[ 2 -1 1 —1]1
4 3 -5 1|4

Tuto matici soustavy transformujme elementdrnimi transformacemi na horni schodovi-
tou matici.
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1. Prvni ¥fadek zvolime jako hlavni. Budeme eliminovat prvky as i, as ;. Prvni fadek
nasobime &islem (—2) a p¥i¢teme ke druhému ¥adku. Dostaneme

1 2 -3 1] 1
(A)~ | 0 =5 7 —3|-1
4 3 -5 1| 4

Prvni ¥adek nasobime (—4) a pfipocteme k t¥etimu ¥adku. Dostaneme

1 2 -3 1] 1
(Ap)~ [ 0 =5 7 —3|-1
0 -5 7 =3 0

2. Druhy ¥adek zvolime jako hlavni. Druhy ¥ddek ndsobime &islem (—1) a p¥ipo&teme
ke tfetimu Fadku. Dostaneme horni schodovitou matici

1 2 -3 1] 1
(Ab)~ | 0 =5 7 —3|-1
0 0 0 0] 1

Prvni ¢ty¥i sloupce predstavuji matici, kterou jsme obdrZeli elementdrnimi transforma-
cemi matice soustavy daného systému rovnic. Tato matice ma hodnost 2. Celd matice
predstavuje matici, kterd vznikla elementdrnimi transformacemi rozsifené matice sous-
tavy daného systému rovnic. M3 hodnost 3. To znamend, Ze matice soustavy daného
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systému rovnic ma hodnost 2 a matice rozsitena daného systému rovnic ma hodnost 3,
tedy odliSnou od hodnosti matice soustavy. Dany systém rovnic tedy nema ¥eSeni.

Neexistence feSeni daného systému rovnic vyplyva i z této uvahy. Tato vysledna matice
reprezentuje systém linearnich rovnic

r1 + 2wy —  3x3 + Ty = 1,
— bwy +  Txz — 3xy = —1, (4.32)
O'ZCl +O'5L’2 +0'5L’3 +0'£L‘4 = 1.

Vzhledem k posledni rovnici je patrno, Ze systém nema ¥eSeni.

4.3. Gaussova eleminac¢ni metoda.

V nasledujicim vykladu nejde o nic nového. Jde o zavedeni ndzvu pro metodu, o které
jsme jiZ obecnéji pojednali. Specialni p¥ipad uvddime proto, Ze se s timto ndzvem miZete
setkat.

Necht A je reguldrni &tvercovd matice ¥adu n, b je n—rozmérny sloupcovy vektor a x
je nezndmy n—-rozmérny sloupcovy vektor. UvaZujme systém n linearnich rovnic

Az = b. (4.33)

Tento systém rovnic (4.33) YeSme takto:
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1. Matici (A|b) transformujeme elementarnimi transformacemi na horni schodovitou
matici. Dostaneme

(Te), (4.34)

kde T je horni trojihelnikovd matice. (Je to zvlatni p¥ipad horni schodovité mat-
ice.)

2. Re¥ime obdrzeny systém rovnic Ta = ¢ s horni trojihelnikovou matici metodou
zpétné substituce.

Tento zplisob vypoltu se nazyvd Gaussova eleminac¢ni metoda. Tato metoda ma
mnoho variant, spo&ivajicich jak ve vyb&ru hlavnich ¥adki (p¥i transformaci rozditené
matice soustavy na horni schodovitou matici), tak i p¥i provadéni jednotlivych krokd

v elementarnich transformacich, jimiZ se systém rovnic (4.33) pFevadi na systém rovnic
(4.34).

Ptiklad 4.7. Gaussovou eliminaéni metodou ¥este systém linedrnich rovnic

Ax = b,
kde
1 -3 2 1
A= 0 5 -2, b=
-2 4 1 9
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K systému rovnic pfifadime roz$ifenou matici soustavy

1 -3 2|1
Ap) = 0o 5 —2/4
2 4 19

Tuto matici pfevedeme elementdrnimi transformacemi na matici
(Blc),

kde matice B je horni trojuhelnikovd matice. Postupné dostdvdame

1 -3 21 1 -3 2|1
(Ap)=( 0 5 —2/4|~[0 5 —2| 4|~
2 4 1|9 0 -2 5|11
1 -3 2|1
~l0 5 —2| 4
0 0 21|63

Posledni matici odpovida systém linearnich rovnic

r1 —3xry +2x3 = 1,
dry —2x3 = 4,
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Tento systém ¥eSime metodou zpétné substituce. Z posledni rovnice vypoditame xs.
Dostdvame x3 = 3. Dosadime-li tuto hodnotu do druhé rovnice a vypoditame x,,

dostdvame x5 = 2. Dosadime-li nyni do prvni rovnice vypocitané hodnoty z3,xo,
dostavdme z ni 1 = 1. Je tedy hledanym ¥eSenim vektor
1
=\ 2
3

4.4. Jordanova eliminac¢ni metoda.

V nasledujicim vykladu pojedndme o metodé zalozené na specidlné cilenou elementarni
tranformaci roz&ifené matice soustavy. (Popis algoritmu je na str. 150.)

- A uldrni &tvercova ice ¥ddu n, b je n—rozmérny sloupcovy v
Necht A je regularni &vercova matice ¥ad b je n—rozmérny sloupco ektor a
je neznamy n—rozmérny sloupcovy vektor. Uvazujme systém linedrnich rovnic

Ax =0b. (4.35)

Systém rovnic (4.35) YeSme takto:

1. Matici (A|b) transformujeme elementarnimi trasformacemi na matici (C'|d), kde
C' je regularni diagonalni matice ¥adu n.
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2. Re¥ime systém rovnic s diagondlni matici
Cx=d. (4.36)
Tento zplisob vypoltu se nazyva Jordanova eleminaéni metoda. Tato metoda
md mnoho variant, spocivajicich jak ve vybéru hlavnich ¥adkd tak i p¥i provadéni jed-

notlivych krokl v elementarnich transformacich, jimiZ se systém rovnic (4.33) pFevadi
na systém rovnic (4.36).

Pt¥iklad 4.8. Jordanovou eliminaéni metodou fesSte systém linearnich rovnic

kde

I
|
N O
|
B T
|
N
o
I
© W =

K systému rovnic pFifadime rozsifenou matici soustavy

1 -3 21
(Ap)=| 0 5 —2|4
—2 4 1|9
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Tuto matici pfevedeme elementarnimi transformacemi na matici
(Cld).

kde matice C' je diagondlni matice, (to lze, jestlize matice A je regularni). Postupné
dostavdme

1 -3 21

(Ap)=| 0 5 —2|4

2 4 1|9
1 -3 21 1 -3 2|1
{ r3=2r1+r; 0 5 —-2/4]=(0 5 -2 4
2 4 1|9 0 -2 5|11
g 1 -3 2|1 50 417
{“:2”%” 0 5 -2/ 4|=[05 2|14
BTARTOR N g 2 5(11 00 21|63
i 4 50 4|17 105 0 0]105
{;1:2rrl+21:2 05 -2 4]=| 0105 0]210
272 S\ 0 0 2163 0 0 21| 63
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Posledni matici odpovida systém rovnic

1052, = 105,
10525 = 210,

Jeho FeSenim dostavdme hledany vektor

4.5. Jordanova metoda na reSeni maticové rovnice A X =B

Uvazujme systém rovnic
AX = B, (4.37)

kde A je dand &tvercovd reguldrni matice ¥adu n, B je dand matice typu (n,m) a X
je nezndma matice typu (n,m).

KaZdy sloupec X (:, j), j =1, ... ,m, matice X je FeSenim systému rovnic
AX(:, 7)) =B(,j), j7=1,....m. (4.38)
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Mame tedy Yesit m systémi rovnic (4.38) se stejnou matici soustavy A. Tyto systémy
miZeme FeSit najednou. K systému rovnic (4.37) p¥ifad me matici rozsifenou

(A[B). (4.39)

UZitim elementarnich transformaci pfevedeme tuto matici na matici

(E|C), (4.40)
kde E je jednotkovd matice. Polozme
G := D 'F.
Matice G ma tedy tvar
G = (E|R).
Této matici odpovida systému rovnic
EX =R, (4.41)

ktery je ekvivalentni se systémem (4.37). Ponévadz E. X = X, dostdvdme ze systému
(4.41)
X = R, (4.42)

takZe matice R je feSenim systému (4.37).
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Vypocet inverzni matice k regularni matici radu »

V podkapitole 5.4 jsme ukazali, Ze v p¥ipadé€, Ze matice A je regularni, potom inverzni
matici, ozname ji X, nalezneme feSenim systému rovnic

AX = E.

Jde tedy o FeSeni systému, ktery je specidlnim p¥ipadem systému rovnic (4.37).
Pfevod matice F' elementarnimi transformacemi na matici G.

Algoritmus. P¥edpoklddejme, Ze proménné F’ je p¥itazena matice (A | B) a promé&nné
n je pfitazen ¥ad matice A a proménné m je pfifazen pocet sloupcil matice B.

Zacatek

B1 Zagneme s tpravou prvniho sloupce matice F'. Polozime
7 :=1.

B2 Zvolme p € {j,j + 1,...,n}, pro néz je
fp,j # 0.

(Takové p existuje vzhledem k reguldrnosti matice A.) Touto volbou zvolime p-ty
fadek matice F' jako hlavni pro nasledné eliminace. Jestlize p = j, je j-ty Fadek
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hlavni a jdeme k B3. Jestlize p # j, vyménime navzajem p—ty a j—ty ¥Fadek
matice F' a jdeme k B3.

B3 Proi =1, ... ,n,7 # j, provedeme tyto kony
b1l Polozme i := 1, jdeme k b2.
b2 Jestlize i = j jdeme k b4, jinak k b3.
b3 Je-li f;; =0, jdeme k b4, jinak poloZime
F =HA4(j,—fij/fi; i, 1) F.
(Po této transformaci bude f; ; = 0.) Jdeme k b4.
b4 polozme 7 :=17 + 1. Je-li + < n jdeme k bodu b2, jinak jdeme k bodu BA4.
B4 Polozme j := j + 1. Jestlize 5 < n, jdeme k B2. Jinak jdeme k bodu B5.
B5 Pilivodni matice F' se transformovala na matici
F =(D|C) kde matice D je diagonalni.
Potom hledana matice G je

G:=D'F = (E|R).

P¥iklad 4.9. Naleznéte inverzni matici k matici

124
A= -2

12 (4.43)
435
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Reseni. Oznatme X matici inverzni k matici A. Pfedpokldddme-li, Ze matice A je
reguldrni, je hledand matice X ¥eSenim systému linedrnich rovnic

AX =FE.

Této rovnici odpovidd matice F' = (A|E), to jest matice

12 4[10 0
F=[-212/010 (4.44)
435[(001

Na matici F' budeme postupné aplikovat elementarni tranasformace podle nahofe pop-
saného algoritmu.

Polozme j := 1. Za¢neme s tpravami prvniho sloupce matice F'.
Za hlavni ¥adek zvolime ¥adek 1.(Prvek fi; # 0.) Elementarnimi transformacemi typu
‘H4 dosahneme toho, aby ve vzniklé matici byly prvky fo1, fs31 rovny nule. Provedenim

transformace F' := H4(1, — f21/ f1.1,2,1)F , to jest transformaci F' := ‘H4(1,2,2,1)F
dostavdme

12 41100
F=10510(210
43 5/001
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Provedenim transformace F' := H4(1, —f31/f11,3,1)F to jest provedenim transfor-
mace F' := H4(1, —4,3,1)F dostdvame

1 2 4 1 00
F=10 5 10]2 10
0 =5 —11|—-4 0 1

Polozme j := 2. Za&neme s Upravami druhého sloupce matice F'.

Za hlavni Yadek zvolime ¥adek 2.(Prvek fs9 # 0.) Elementdrnimi transformacemi typu
‘H4 dosdhneme toho, aby ve vzniklé matici byly prvky fi2, fs2 rovny nule. Provedenim
transformace F' := H4(2,—f12/f22,1,1)F, to jest provedenim transformace F' :=
H4(2,—2/5,1,1)F dostdvdme

1 0 0 ]1/5 —2/5 0
F=10 5 10 | 2 1 0
0 -5 —11| -4 0 1
Provedenim transformace F' := H4(2, —f32/ f2.2,3,1)F, to jest provedenim transfor-
mace F' := H4(2,5/5,3,1)F, dostavame
10 01/5 —2/5 0
05 10| 2 1 0
00 —1|-2 1 1
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Polozme j := 3. Za¢neme s lpravami tfetiho sloupce matice F'.

Za hlavni ¥adek zvolime ¥adek 3.(Prvek f33 # 0.) PonévadZ f 3 = 0, provedeme jenom
takovou elementarni transformaci typu H4, aby ve vzniklé matici byl prvek f;3 roven
nule.

Provedenim transformace F' := H4(3, —f23/f33,2,1)F, to jest transformaci F :=
H4(3,10,2,1)F dostavame

10 0]1/5 =2/5 0
F:=105 0/|-18 11 10
00 —1| =2 1 1
Ozna&me obdrzenou matici F' jako
F=(D|C).
Je tedy
10 0
D=|05 0
00 —1
K ni inverzni matici je matice
1 0 0
D'=(01/5 0
0 0 -1
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PoloZme

G:=D'F
Dostdvame
1 00[1/5 =2/5 0
G=(010-2 & 2
00 1] 2 -1 -1
Matici G Ize zapsat jako
G = (E|R)
Této matici odpovida systém rovnic
EX = R
ekvivalentni s danym systémem rovnic A X = FE. Je tedy hledanou inverzni matici
matice
1/5 =2/5 0
_p _ 18 11
X=R=| —% =+ 2
2 -1 -1
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Kapitola 5

Determinanty

V této kapitole se zavadi pojem determinantu ¢tvercové matice a zplisoby jeho vycisleni.
Odvozuje se Cramerovo pravidlo na FeSeni systému linedrnich rovnic pomoci determi-
nantd a pfimy vypocet inverzni matice.

5.1. Zavedeni pojmu determinantu matice

Nékolik dvodnich slov. UvaZujme systém dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych
L1, L2
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apq - Ty +aje-xr2 = by,

(5.1)
a1+ T1 +azs-x2 = bo.
Jestlize 11-QA22 — Q192 0Q21 7é O, potom
by - az2 — by - a2 _ berarn—br-ag
Tl = , L9 = (52)
1,1 - Q22 —A12 - 421 a1 - a2 —Aa12 - a1

je YeSenim systému (5.1), jak se Ize pFesv&diit dosazenim téchto hodnot za xy, 5 do
rovnic (5.1).

Zaved me si toto ozna&eni. Oznaéme C matici

C11 C12

C:

C21 C22

)

Potom ¢islo
C1,1-C2—C2°C1

nazveme determinantem matice C. Ozna&ime jej det(C), resp. |C|. Tedy

C1,1 C12 C11 C12
det(C') = det = =C1,1°C2—C12°C21.

C21 C22 C21 C22
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Regeni (5.2) systému (5.1) Ize pak pomoci determinantii zapsat takto

by a12 a1 by
by a2 2 as1 by
= py= "L (5.3)
11 Q12 11 Q12
a21 22 az1 22

V téchto vzorcich je jmenovatel determinantem matice soustavy

a1l aip
A= ,

21 Q22

ktery je dle predpokladu # 0. Citatel ve vyjd¥eni pro z; je determinantem matice,
kterd vznikne z matice A nahradou jejiho prvniho sloupce vektorem pravych stran

Podobné Citatel ve vyjadfeni x5 je determinantem matice, kterd vznikne z matice A
ndhradou jejiho druhého sloupce vektorem pravych stran b.

V dal$im si zavedeme pojem determinantu i pro ¢tvercové matice A libovolného ¥adu
n. Budeme jej znalit shodné jako determinanty matic ¥adu 2. Determinanty vyuZijeme
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pFi feSeni systému n linedrnich rovnic o n neznamych. Pojem determinantu se vyuziva
i pri feSeni Fady jinych ekonomickych tloh.

Zaved me si nyni pojem determinantu matice.

Definice 5.1. (Determinant matice)

Necht A je &tvercovd matice. Determinantem matice A rozumime &islo, ozna¢me
je | Al nebo det(A), definované takto:

Je-lin =1, to jest, jestlize A = (ay1), potom |A| = ay;.

JestliZe je jiz definovdn determinant matice fddu n — 1, potom determinant matice
fadu n definujeme takto:

|A‘ = (—1)1+1a1’1 . |A171 + ...+
+<—1)1+ka17k . |A17k| 4+ ...+ (—1)””&17” . |A17n

: (5.4)

kde A;; je matice (jak jsme si to jiz d¥ive zavedli), kterd vznikne z matice A
vypusténim jejiho i—tého Fadku a j—tého sloupce.

Poznamka. Je tedy determinant matice funkce definovana na mnoZiné vsech ¢tvercovych
matic.

P¥iklad 5.1. Nap¥. je-li A = (—2), potom |A| = —2.
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P¥iklad 5.2. Necht

A=) (5.5)
21 Q22
DokaZzme, Ze
Al =a11-a22 —a12-az;. (5.6)
Skutetng, podle (5.4) je
Al = (=D capy - AL+ (D) ar. | ALl (5.7)

Zde A, je matice, kterd vznikne z matice A vypusténim 1. ¥adku a 1. sloupce. Je tedy
Ai1 = (az2), |A11] = ago. Podobn& A5 je matice vznikld z matice A vypusténim
jejiho prvniho ¥adku a 2. sloupce. Je tedy A;9 = (a21), |Ai2| = ag1. Dosazenim do
(5.7) dostdvame

a1 a2

_ ) ’ . 1+1 1+2
Al = = (=17 rai1 a2+ (1) 7 a1z - asa.
az1 Q22
Po tpravé dostaneme
a1 12
=a11-G22 —A12°-0a2]1.
21 Q22

161eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



Poznamka. Determinant matice 2. Fadu Ize tedy vypocitat takto: Od soutinu prvki
na hlavni diagonale ode¢teme soudin prvkid na vedlejsi diagonale.

Pt¥iklad 5.3. Vypoditejte hodnotu determinantu matice

3 =2
A= :
5 4
ReZeni. Jedna se o vypolet determinantu matice 2. ¥adu. Podle (5.6) je |A| =, soutin

prvki na hlavni diagondle — soudin prvkii na vedlejsi diagondle”. Tedy

A =3-4—(-2)-5, |A|=22

P¥iklad 5.4. Necht A je matice ¥adu 3
11 Aair2 a3
A= a1 ag2 a3z |. (5.8)
a3 as2 ass
Vypocitejme determinant z této matice.

Podle Definice 5.1 je
(Al = (=) ars - A+ (1) ag - [A + (1) - aiz - [Aig]. (5.9)
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Zde A;; je matice, kterd vznikne z matice A vypusténim 1. ¥adku a 1l.sloupce. Je tedy

22 023
Al,l — )
aszz2 ass
takze podle (5.6) je
|A11| = ag2- a3z — azs - ass.

Matice A; 2 vznikne z matice A vypusténim 1. ¥ddku a 2. sloupce. Je tedy

a1 023
A1,2 = )
as1 ass
takze podle (5.6) je
|A12| = a9 - ag3 — azs - asq.

Matice A; 3 vznikne z matice A vypusténim 1. ¥ddku a 3. sloupce. Je tedy

a1 G292
A1,3 — )
asi1 as?2
takze podle (5.6) je
| A1 3| = ag1 - ass — aszs - as;.

(5.10)

(5.11)

(5.12)
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A 3| vypotitané hodnoty (5.10), (5.11), (5.12),

Dosadime-li do (5.9) za | A1 1|, |A12
dostavame

’Al = al’l . (CL2’2 . CL3’3 - CL273 . CL372) — CLLQ . (a2,1 . CL3,3 _ CL2’3 . a3,1)+
+az-(ag1 a3z — aga-azy). (5.13)

Odtud dostdvame po upravé

|A| = (a11-a29-a33+as1-as2-a13+ag1-aro- ags)—
— (a3 -aso-ai3+ay;-ass-azz+asy-arz-azs). (5.14)

Odtud dostavame nasledujici pravidlo—, Sarusovo pravidlo“ pro vyZisleni determinantu
matice ¥adu 3.
Pozor!!

Poznamka. Je nutno si uvédomit, Ze Sarusovo pravidlo bylo odvozeno pro deter-
minanty matic 3. Fadu. Pro matice vysSich Fadi neni obdoba Sarusova pravidla.
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Sarusovo pravidlo. Podle pfikladu 5.4 se vypocita hodnota determinantu matice
A Fadu n = 3 vztahem

[A] = S — S, (5.15)
kde

S = a1 G22-a33+ a1 a3z -a13+asi- a2  ass,
So

asy-G22-0a13+a11-a32 023+ A1 Q12" a33.

Vidime, Ze S je souctem tFi ¢lenii, kaZdy z nich je soucinem t# prvkii matice A.
Na nasledujicim obrazku 5.1 jsou prvky matice vyznaleny krouzky a kaZda trojice
prvkd, jejichZ soucin je ¢lenem v Sy, je propojena carou.

Sy je souctem tFi Clend, kaZdy z nich je sou¢inem tFi prvkii matice A. Na nasledujicim
obrazku 5.2 jsou prvky matice vyznaleny krouZky a kaZda trojice prvki, jejichZ
soucin je ¢lenem v Sy, je propojena Carou.
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iy

Obrazek 5.1: S; Obrazek 5.2: S

Ptiklad 5.5. Vypodlitejte hodnotu determinantu matice

5 =2 3
A= 2 4 =2
-3 6 7

uZitim Sarusova pravidla.

Reseni. Hledejme tedy hodnotu determinantu

5 -2 3
Al=| 2 4 -2
3 6 7
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Podle Sarusova pravidla dostavame
Al=[5-4-7T4+(-2)-(-2)-(-3)+2:6-3]—[3-4-(=3)+(—2)-6-54+(—2)-2-7].
Upravou dostavame

|A| = [140 — 12 + 36] — [—36 — 60 — 28],

takze |A| = 288.
Pt¥iklad 5.6. Vypoditejte hodnotu determinantu matice

12 -1 3
23 4 1
A=
01 2 3
14 -3 =2
Reseni. Podle (5.4) dostavame
3 4 1 2 4 1 2 3 1 2 3 4
Al=1-]1 2 3|-2-l0 2 3 |-1-l01 3 |=3-]01 2
4 =3 =2 1 =3 =2 14 =2 1 4 =3
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Hodnotu kazdého z téchto determinantl matic ¥adu 3 uréime uzitim Sarusova pravidla.
Dostdvame

A =1-60—2-20—1-(=20) —3-(—20),

takZe | A| = 100.

5.2. Vypocet determinantu rozvojem podle libovolného rad-
ku, resp. sloupce

Napred uved me n&kolik vlastnosti determinantii &tvercovych matic.

Véta 5.1.

Necht i # j jsou indexy Fadkii Etvercové matice A a necht B je matice, kterd
vznikne z matice A vzdjemnou vyménou jejiho i— tého Fadku s j—tym Fadkem.
Potom plati

|B| = —|A]
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Véta 5.2.

Necht A je matice Fadu n > 1. Necht jeji i—ty Fddek (sloupec) je stejny jako jeji
j—ty Fadek (sloupec), i # j. Potom |A| = 0.

Dikaz.Skuteéné. Oznaéme B matici, ktera vznikne z matice A vyménou obou stejnych
¥adkd (sloupci) matice A. Je tedy A =B, takZe |A| = | B|. PonévadZ matice B vznikla
z matice A vymé&nou dvou jejich ¥adkid (sloupcii) je |A| =- |B|. To je mozné jen v
ptipadg, Ze |A| = |B|.

P¥iklad 5.7. Necht

o —2 3
A=\ 2 4 =2
5o —2 3

Vidime, Ze v této matici jsou si prvni a tfeti ¥adek rovny. Vypoctem se snadno presvédlite,
ze |A| =0.

Uved me si tento p¥iklad.Necht

() ()
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Matice B vnikla z matice A vzdjemnou vyménou jejiho prvniho a druhého ¥adku. Zfejmé
|A| = =5, |B]| = 5.e tedy ve shod& s vétou (5.1), Ze |A| = —|vekB],

V definici 5.1 determinantu matice ma jeji prvni ¥adek vyjimené postaveni.Lze dokazat,
Ze vypolet determinantu ¢tvercové matice A Ize provést analogickym zplisobem — misto
prvniho ¥fadku Ize pouzit libovolny ¥adek, jak je uvedeno v ndsledujici vété. Dikaz této
véty nebudeme provadét, v dilkaze se vyuZiva véta (5.1).

Véta 5.3. (Vypoclet determinantu — rozvoj podle ¥adku.)

Necht A je libovolnd matice Fadu n > 0. Potom pro kaZdé s € {1, ... n}. plati

n

Al = Z(—1)8+k A |As

k=1

(5.16)

Vypolet pomoci tohoto vzorce nazyvame vypoctem determinantu matice A rozvo-
Jjem podle s—tého radku.

Duikaz: Dikaz nebudeme provadét. Diikaz se opird o vétu, zZe vzdjemnou vyménou dvou
Fadkl se zméni znaménko hodnoty determinantu.

170@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



Pt¥iklad 5.8. Vypoditejte hodnotu determinantu matice

120 -1

003 O
A=

401 2

o1 0 2

Reseni. Pon&vad? ve druhém ¥adku md matice A t¥i nulové prvky a jenom jeden
nenulovy prvek, provedeme vypoclet determinatu dané matice rozvojem podle druhého
fadku. Podle pfedchdzejici véty obdrzime

12 -1
|A| = —0-]Ag1|+0- Az +3-(=1)*-14 0 2 |+0-]As4|= —3-(-2)=6.
51 2

Vztah mezi determinantem matice A a determinantem matice A”.

Zabyvejme se nyni vztahem mezi hodnotou determinantu matice A a matice k ni
transponované A”. Dfive ne? uvedeme v&tu o vzdjemném vztahu mezi determinantem
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matice A a determinantem matice A’ tak si uv&domte, ¥e matice A” je transponovana
k matici A, jestlize kazdy i—ty ¥4dek matice A je i—tym sloupcem matice AT .

Lehce nahlédneme, Ze plati vztah
(A;;)" = (A", (5.17)

Doporuduji, aby jste si tento vztah sami dokdzali. Abychom demonstrovali pravdivost
tohoto vztahu, uved me nasledujici p¥iklad.

P¥iklad 5.9. Necht

123 147
A=|456 |, AT=|2538
789 369

Vidime, Ze napt.

(A2 = < 51,) ;l ) = (A32)".

DokaZme nyni, platnost této véty.
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Véta 5.4.
Necht A je &tvercovd matice Fadu n. Potom

det(A) = det(A”). (5.18)

Dukaz: Vétu dokazeme uZitim matematické indukce. Vé&ta je evidentné spravnd pro
matice fddu n = 1. Pfedpoklddejme nyni, Ze véta je spravnad pro matice ¥adu n a
dokaZme, Ze je pak spravna i pro matice ¥addu n 4 1. Necht tedy A je matice

aii a2 ... Qlp+1
A == am CL,"Q ce ai,n—l—l
ap+1,1 An+1,2 --- Antln+l

173eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



Oznatéme A = AT take

/ a1y a2 ... QAln+l
A= Akn+1 Qkn+2 - -- Ak n+1 , kde Q; 5 = Aj;
\ ap+1,1 Op4+12 --- Apilntl

Rozvojem podle 1—tého ¥adku matice A dostdvame

n+1
Al =) (1) ai] Ayl. (5.19)
k=1
Rozvojem podle k—tého Fadku matice A dostévime

n+1

Al = (=1 Ayl (5.20)

i=1
Vzhledem k tomu, Ze ay.; = a;; a ponévad? podle (5.17) je (A;;)! = (AT)M = AM,
|ze tento vztah p¥epsat na tvar

n+1

Al =) (1)l (A" (5.21)

i=1
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Ponévad? podle indukéniho predpokladu je v&ta spravna pro matice ¥adu n, je |(A;x)T| =

|A; |, takZe
n+1

Al =) (=10, 1| Ay
i=1
Provedeme-li vypocet |A| podle (5.19) proi =1, 2, ..., n+1 a tyto obdrzené vysledky
se¢teme, dostavame

. (5.22)

n+1 n+1
(n+ DA} =) (=1 a1 Aigl. (5.23)
=1 k=1

Podobng, provedeme-li vypotet | A| podle (5.21) prok = 1, 2, ..., n+1 a tyto obdrzené
vysledky se¢teme, dostdvame

n+1 n+1
(n+ DA =) (1)) a; 1| Asxl- (5.24)
=1 k=1

Porovnanim (5.23) a (5.24), dostavame, Ze

detA = det AT .

Bezprostfednim disledkem této véty je ndsledujici véta, ktera ukazuje zplsob vycisleni
determinantu matice rozvojem podle libovolného sloupce matice.
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Véta 5.5. (Vypolet determinantu — rozvoj podle sloupce)
Necht A je matice n—tého Fadu

( a1 Ce W Ce a1n
a2 1 e a2 j ce a2 n
A — . . .
ap-11 --- Qp-145 --- Qp—1n
\ an 1 ce an,j ce Qpon

Necht j je libovolny index jejiho sloupce. Potom

n

A=) (D" ay

k=1

Al (5.25)

Diakaz: Vzorec (5.25) nazyvame vypoltem determinantu matice A rozvojem podle
jejiho j-tého sloupce.
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Pt¥iklad 5.10. Vypocitejte hodnotu determinantu matice

12 3
A=| 456
789
rozvojem podle druhého sloupce.
Reseni. Dostivime
4 6 1 3 13
|A‘ —9. (_1)1+2 +5 (_1)2—|—2 +8 (_1)3—|—2
79 79 4 6

Po vytisleni obdrZzime |A| = 0.

Véta 5.6.

Necht A je matice Fadu n > 1. Necht vSechny prvky v n&kterém jejim Fidku (resp.
sloupci) jsou rovny 0. Potom |A| = 0.

Dukaz: Tvrzeni vychazi z vypoctu determinantu matice rozvojem podle ¥adku (sloupce),
jehoz v8echny prvky jsou rovny 0.
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5.3. Hodnota determinantu matice B vzniklé z matice A
elementarni transformaci.

UkaZme si vztah mezi hodnotou determinantu z matice A a matice B, ktera vznikne
z matice A nékterou elemntdrni transformaci.Plati tyto véty.

Véta 5.7.

Necht A je Etvercovd matice n—tého Fadu. Potom plati- Necht B je matice, kterd
vznikne z matice A vyndsobenim jejiho i—tého Fadku redlnym &islem « tj. necht

B=T1(i,a)A, kdeax € R

Potom plati
|B| = a|A| (5.26)

Slovy ,determinant matice B, ktera vznikne z matice A vyndsobenim jejiho libo-
volného Fadku i &islem oo, ma hodnotu | Al “ tj.

171(i, ) Al| = a|A.
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Dikaz je snadny. Staéi porovnat vypoéty obou determinantd matic A, B rozvojem
podle i—tého ¥adku.

Tuto vé&tu demonstrujme na tomto ptikladé. V ném matice B vznikne z matice A
vynasobenim prvniho Fadku matice A &islem ,, 3"

12 36
A= — -2 B= =6
(57) )

Tedy |B| = 3| A| ve shodg& s nahofe uvedenou v&tou (5.7).

Priklad 5.11.

Véta 5.8.

Necht o, 3 € R,i1 # j jsou indexy Fddkii matice A a necht B je matice, kterd
vznikne z matice A tak, Ze jeji i—ty Fadek vynasobeny ¢&islem « se pFicte k j—tému
radku vynasobenému Cislem (3, tj

B =T2(i,0;5,0)A

Potom plati
| B| = 5| A]
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Slovy ,Necht B je matice, kterd vznikne z matice A tak, Ze jeji i—ty Fddek
vynasobeny ¢&islem o se pFicte j—tému Fadku vynasobenému ¢&islem 3. Potom plati“

|B| = 5|Al.

Upozornéni. 1—ty Fadek v matici B je stejny jako v matici A.

Dikaz: provedeme ve dvou krocich, napred dokdzeme tuto vétu pro zvlastni pt¥ipad
a=p0p=1.

1. Necht By = 72(i,1;4,1), tj. necht matice B je matice, jejiz j—ty ¥adek je
sou¢tem i—tého a j—tého ¥adku matice A a ostatni ¥adky jsou stejné jak md
matice A. DokaZme, Ze v tomto p¥ipad& plati |B| = |A|. Rozvojem |B;| podle
j—tého ¥adku dostdvame

|B1| = |Ba| + [A]
kde Bs je matice, kterd ma j—ty fadek stejny jako i-ty fadek a ostatni fadky ma
stejné jako md matice A. Je tedy | B3| = 0. Tedy |B,| = —A—.

2. Necht nyni @ # 0. Potom matici B dostaneme z matice A postupn& t&€mito
elementarnimi transformacemi takto:

1
C=T1(,0)A,D=T1(j,8)C,F =T2(i,1,j,1)D,B =T1(i, — D).
o

Zvejmé |D| = a.3.|A = |F|. Odtud B = 3.|A|.
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P¥iklad 5.12. Necht

1 -2 3
A=1|10 1 2
2 =31
Vypoctem dostaneme |A| = —7. Ozname

B=7T2(1,3:3,2)A

t.). matici
1 -2 3
B=|0 12
4 —6 2
Vypoltem zjistime, Ze |B| = —14, takZe skutetn& |B| = 2| A].

Ndsledujici vétu jsme jiz sice uvedli, ale uvedeme ji jesté jednou, aby vSechny tfi véty
tykajici se vypoctu determinantu z matice vzniklé elementarnimi transformacemi z jiné
matice byly uvedeny na jednou misté.
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Véta 5.9.

Necht i # j jsou indexy Fadkii Etvercové matice A a necht B je matice, kterd
vznikne z matice A vzdjemnou vyménou i— tého Fadku s j—tym Fadkem, tj. necht

B="T3(i, j)A

Potom plati
|B| = —|A]

Slovy ,Necht B je matice, kterd vznikne z matice A tak vzdjemnou vyménou
i—tého Fadku Potom |B| = —|A|, “ t.

730, ) = —|Al.
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5.4. Vypocet hodnoty determinantu z horni schodovité mat-
ice.

Véta 5.10. (Determinant horni schodovité matice)
Necht B je horni schodovitd matice n—tého ¥adu:
[ by bio bis .. biaa big \
0 Do bag ... bap-1 oy
0 0 6373 RN bg’n_l b37n
B = : : L : : : (5.27)
0 0 ... 0 bnflynfl bn—l,n
\ 0 0 ... 0 0 by )
Potom
|B| =0b11-bao-... byy. (5.28)

Dikaz: Proved me vypotet hodnoty determinantu této matice rozvojem podle jejiho
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prvniho sloupce. Dostavdme

bQ,Q b2,3 ce b2,n—1 bZ,n
0 b3,3 ce b?),nfl bg,n
|B| = (=1)""" by
0 0 s bnfl,nfl bnfl,n
0 0 ... 0 bon

Hodnotu determinantu takto vzniklé matice uréime opét rozvojem podle prvniho sloupce.
Dostdvame

b3z ... bsp-1 b3y,
‘B| _ bl,l . (_1)1+1 . (_1)1+1 . b2’2 .
0 <o bn—l,n—l bn—lm
0 ... 0  byn

Timto zpisobem pokralujeme, aZ po n krocich obdrZzime hledany vzorec (5.28)

IB| =bi1-bos-. .. byn.
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Pt¥iklad 5.13. Vypocitejte hodnotu determinantu matice
52 45
04 3 4
A= : (5.29)
0084

000 2

ReZeni. Podle vzorce (5.28) dostavame

|A| =5-4-8-2=320.

Poznamka. Jestlize néktery prvek schodovité matice B na hlavni diagonale je roven
0, potom |B| = 0.

Vypocet hodnoty determinantu jejim prevodem na horni
schodovitou matici

Ukazme si metodu vypoctu hodnoty determinantu ze &tvercové matice fddu n prevodem
na horni trojihelnikovou matici uZitim elementdrnich transformaci. (UvaZme, Ze horni
schodovitd matice je horni trojdhelnikovou matici.)

Ve vykladu pouZivdame oznadeni:
A ... proménna pro matici.
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v ... proménnd, v niZ se sleduje zména hodnoty determinantu vlivem elementarni trans-
formace.

D ...Oznaceni hledané hodnoty determinantu
Na za¢dtku vypoltu je promé&nné A pFitazena matice, ze které mame pocitat hodnotu
determinantu.
Na zacatku vypoctu polozime
v =1,
takZe na zac¢atku vypoctu je
D =~-[A|

Algoritmus vypoctu je podobny jako algoritmus, ktery jsme uvedl|i pro transformaci mat-
ice na schodovity tvar. Musime mit v8ak na paméti, Ze vlivem elementarni transformace
se obecné zméni hodnota determinantu a to takto

1. Jestlize |
B=T1(i,0)A, «a#0, potom |A|=—|B|
o
2. Jestlize 1
3. Jestlize

B =73(i, j)A, potom |A|=—|B|

186e@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



ZACATEK
=1l

Bod 1. Budeme vytvaret i-ty fddek hledané matice trojuhelnikového tvaru.

Bod 2. K ¢&islu 7 uréime nejmensi poradové &islo sloupce matice A, v jehoZ ¥adcich 7,7 +
1,...,m je alespon jeden nenulovy prvek. Toto poradové &islo sloupce oznaéme
s;. Je-li s; > 1 je hodnota determinantu D rovna nule. Vypocet je ukoncen.V
opa¢ném pripadé jdeme k Bod 3.

Bod 3. Zvolme p € {i,...,m}, pro neZ je a, s # 0. (je-li takovych p vice, zvolime jedno
z nich).Zvoleny p-ty ¥adek matice A nazveme hlavnim ¥adkem.

Bod 4. Je-li p # i, vyménime navzajem p-ty a i-ty ¥adek matice A. Zaroveli zménime
hodnotu proménné ~, poloZime v = —~. Tedy

A:=T3(i,p)A, ~v:=—v

Po této vyméné je -ty ¥adek hlavnim ¥adkem. Pro tuto transformovanou matici
tedy plati

D =~-|A|
Je-li p =1, je jiz i-ty ¥adek hlavnim ¥Yadkem. Vyména ¥adki se tedy neprovadi a
neprovddi se zména hodnoty proménné .

Bod 5. Provedeme nyni takové operace, aby po jejich realizaci byly prvky

@j41,s;, - - - » Gm,s; rovny 0 a hodnota proménné v se zménila odpovidajiacim zpisobem.
Toho dosdhneme nap¥.podle a) nebo podle b)
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a) Prokazdé j=1i+1,...,n, proné% a,, # 0 provedeme oba tyto tkony

1

a’?:,SZ'

A = 72(27 _aj,sz- 7 j) ai,si)A; 7 = fy

nebo transformaci
b) Proty indexyj =i+1,...,mproné&za;, # 0, provedeme tuto transformaci
A:=T2(i,—2% . j 1A
Bod 6. Jestlize matice A féni jedt& ve schodovitém tvaru, polozme i =i + 1 a p¥rejdeme
zpét na Bod 1. Je-li A jiz horni trojihelnikovou matici, je

D=~y-a11 ... anp.

Pt¥iklad 5.14. Vypocitejte determinant matice jejim pfevodem na horni trojihelnikovou

matici
021 0
210 =2
-3 3 2 1
031 0
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ResSeni. PoloZme

021 0

210 =2
A =

-3 32 1

031 0

Hodnotu determinantu dané matice oznaéme D. PoloZme v := 1, takZe D = ~-det(A).

021 0 332 1
210 —2 210 —2
trierm b ooy 7 021 o 7Y
031 0 031 0
332 1 332 1
a2+ 3 210 2| L 094 el
021 0 021 0 3
031 0 031 0
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-3 3 2 1 -3 3 2 1

{r3:—2r2+9r3 094 4| 094 —4
ry = 3ry — 9ry 021 0 001 8
031 0 003 —12
1 -1
Y=g
332 1 332 1
09 4 —4 094 —4
tra==Srsre T 01 8| T
003 —12 000 —36

Tim jsme dospéli k horni trojihelnikové matici A. Hodnota determinantu z této horni
trojihelnikové matici je rovna soucinu diagonalnich prvki, tedy |A| = (—3)-9-1-(—36).
1 1

Hodnota prom&nné v je rovna (—1) - 5 - (—5) - 5 - 1. Je tedy

D=~-]A|=14
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5.5. Pouziti determinantu

PFima metoda feSeni systému linearnich rovnic.

V d¥ivéjsim vykladu jsme se sezndmili s feSenim systému n linedrnich algebraickych
rovnic 0 n neznamych

jestlize matice soustavy A ma hodnost n. Za tohoto predpokladu ma tento systém
rovnic podle Frobeniovy véty prdvé jedno FeSeni. Na YeSeni tohoto systému jsme si v
d¥ivéjsim pojednani ukazali dv€ metody — Gaussovu a Jordanovu metodu. Ukazme si
nyni jesté dalsi metodu — Crammerovo pravidlo. Touto metodou se ¥eSeni uréi pomoci
determinanti. Pro nalezeni YeSeni systému n rovnic o n neznamych je nutno vydislit
n + 1 determinantli z matic n-tého ¥adu.(Pokuste se odhadnout potet aritmetickych
operaci, které by bylo nutno provést k feseni systému nap¥. 100 rovnic o 100 neznamych
I11). Vzhledem k velkému pottu operaci potfebnych k ¥e¥eni systému rovnic o vétsim
po¢tu neznamych, se tato metoda pouziva jen pro feSeni mensiho poctu rovnic anebo
tam, kde potfebujeme FeSeni explicitné zapsat, aniZz bychom jednotlivé determinanty
pocitali.
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5.6. Cramerovo pravidlo

Véta 5.11. (Cramerovo pravidlo)
echt A je reguldrni Etvercovd matice Fadu n, b je n—rozmérny sloupcovy vektor a
x je hledany sloupcovy n—rozmérny vektor. Oznacme

B, 1=1,...,n,

matici, ktera vznikne z matice A tak, Ze jeji i—ty sloupec nahradime vektorem
pravych stran, vektorem b. Potom systém linearnich rovnic

Az =b (5.30)

ma pravé jedno FesSeni x, pro jehoZ slozky plati

|B;| .
T = ., i=1,...,n. (5.31)
Al
Dukaz. Dokazme, Ze vektor x o slozkach
| B
T = ——, k=1,...,n, (5.32)
Al
je YeSenim systému (5.30). Necht j je jedno z &isel 1,...,n. Dosazenim hodnot z; do
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levé strany j—té rovnice vySetfovaného systému obdrzime veli¢inu, kterou oznadime L.

Dostavame .
| B|
L=) ajrr= Zaw
py Al

Rozvojem determinantu |Bj,| podle k—tého sIoupce dostavdme odtud

|A\ Z ]kz 1) Fb;| A; 1.

Provedenim udpravy pak dostdvame

ST Z DI
k=1

Vyraz (5.33) rozepiseme na dva scitance — pro i = j a pro i # j. Je tedy

- & Z )i

A il (5.33)

n

Al + ) (CD) 0 (1) agl Al (5.34)
k=1

—y
Ponévadz
n n
S (=1 aji Akl = ALY (=1 FaAigl =0 pro i
k=1 k=1
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dostdvame z (5.33), Ze L = b;.Je tedy skute&né& vektor & o slozkach (5.31) FeSenim
systému 5.30).

Pt¥iklad 5.15. Uzitim Cramerova pravidla ¥eSte nasledujici systém linedrnich rovnic

r1 + 229 —x23 = —1
201 + Txy —x3 = 3 (5.35)
3r1 + 6xy —x3 = 1

Reseni. Oznadime-li A matici soustavy tohoto systému, b vektor pravych stran a x
vektor nezndmych, je

12 -1 ~1 7
A=|27 -1, b=| 3|, z=| = |. (5.36)
36 —1 1 23

Vypoltem zjistime, Ze |A| = 6. Je tedy matice A reguldrni a dany systém lze FeSit
Cramerovym pravidlem.
Matici B dostaneme tak, Ze prvni sloupec matice A nahradime vektorem b. Dostavame
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tak matici

-1 2 -1
B, = 37 -1 a determinant  |B;| = —6.
1 6 —1

Matici By dostaneme tak, Ze druhy sloupec matice A nahradime vektorem b. Dostavame
tak matici

1 -1 -1
B,=]2 3 -1 a determinant | By| = 6.
3 1 —1

Matici B3 dostaneme z matice A tak, Ze jeji tfeti sloupec nahradime vektorem b.
Dostaneme tak matici

12 -1
Bs=127 3 a determinant | B3| = 12.
36 1

Regenim systému (5.35) je tedy
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| By

$2:—_

a’;3:—_

6

6 6
|Bs| 12
6 6

5.7. Primy vypocet inverzni matice pomoci determinantu

V d¥ivéjsim pojednani jsme si zavedli pojem inverzni matice k dané matici A. Rekli
jsme, Ze matice B je inverzni k matici A, jestlize A- B = B - A = E. Ukdzali jsme,
Ze jestlize ¢tvercovd matice A je reguldrni, potom matice B, pro niz plati

A-B=F

je hledanou inverzni matici. Ukdazali jsme si Jordanovu metodu na ¥eSeni tohoto systému
rovnic. Nyni si ukdZeme metodu, kterou miZeme vypoditat inverzni matici k matici A
pomoci determinantl. P¥i vypo&tu je nutno vypolitat determinant z matice A a n?
determinant(i matic ¥adu (n — 1. Metoda je zaloZena na Cramerové pravidlu.

Necht tedy matice A je reguldrni &vercova matice ¥adu n. Hledejme &tvercovou matici
B tak, zZe

A -B=E. (5.37)
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Zvolmei € {1, ..., n}. UvaZujme i—ty sloupec B(:, 7) hledané matice B a i—ty sloupec
E(:, i) matice E. Tedy

() (0)
bg’i 0
B bi—1,i Bl 0
S bii | (9 = 1 | ...i-ty ¥adek
bit1, 0
\ b/ \ 0/
Ze vztahu (5.37) vyplyva
A-B(,i)=E(, ). (5.38)
Tento systém rovnic feSme uzitim Cramerova pravidla. Dostavame
C|
b',i =T, 1, ooy Ny (539)
’ Al

kde C; je matice, ktera vznikla z matice A nahrazenim jejiho j—tého sloupce vektorem
E(:, i). Determinant |C;| vy&islime rozvojem podle j—tého sloupce. Jediny nenulovy

197 eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



prvek v tomto sloupci je Cislo 1 v i—tém ¥adku. Tedy

Cjl = (1) A1 (5.40)

Z (5.39), (5.40) vyplyva
A

b= (—1)" . —L (5.41)

! Al
Z (541) proi = 1,2,...,n, 7 = 1,2,...,n dostdvdme matici B. Vypoltem se
presvédlime, Ze

BA=F.

Je tedy matice B skute¢né matice inverzni k matici A.

Dosazeny vysledek miiZeme shrnout do nasledujici véty.

Véta 5.12. (Vypocet inverzni matice)
Necht A je reguldrni Etvercovd matice Fadu m. Potom k matici A existuje pravé
Jedna matice inverzni, oznacme ji B. Jeji prvek b; ; se vypocita podle vztahu

b = (_1)i+j|A¢

proi,j=1,...n. (5.42)
A

Poznamka. Vsimnéte si potadi indexti 7,7 u b; j, A;; v (5.42)!
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P¥iklad 5.16. K matici A urdete matici inverzni.

1 2 4
A=| -2 1 2
4 35
Reseni. Vypottem dostdvime
|A| = -5
1 2 —
|A14| = =—-1, |Aq = = —18,
3 5 4 5
-2 1 2 4
‘A1,3| — — _10, |A271‘ — — _2’
4 3 35
1 4 1 2
| Ag | = = —11, |Ay3| = — 9,
4 5 4 3
| Ay 3| 24 0, |Ags] 10
Bl=1 5T 281=1 5 5| T
A pu— :5'
s3] ‘2 1
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Tedy podle véty 5.12 dostavame
[Au]  —[Aaa|  |Asy \
Al (AL A
_‘A1,2| ’A2,2| _‘A3,2|
Al (A4
K ‘A1,3| 7‘A2,3| ‘A3,3| )
Al (A4

Dosazenim vypocitanych hodnot za jednotlivé determinanty dostdvame

1/5 —=2/5 0
A'=B=| —18/5 11/5 2
2 -1 -1

Zkousku spravnost vypoltu provedeme vypoétem A - B, B - A. Zjistime, Ze oba tyto
soudiny jsou rovny matici E.
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Kapitola 6

Vztah mezi volnymi a aritmetickymi
vektory

6.1. Zavedeni volnych vektoru

Zopakujme si zavedeni volnych vektor(i z vaseho dFfivéj$iho studia.
Definice 6.1. (Volné vektory)

MnoZinu vsech nenulovych orientovanych usecek, které maji stejny smér a stejnou
velikost, nazveme nenulovym volnym vektorem a mnoZinu vSech nulovych oriento-
vanych useCek nulovym volnym vektorem.
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KaZda orientovana usecka je pak umisténim prislusného volného vektoru a reprezen-
- - - Ve v 7 v v v H
tuje jej. Volné vektory budeme oznalovat pismenem se Sipkou nahore, napf. a .
— ; ,
Nulovy volny vektor budeme oznacovat symbolem 0. Délku kaZdé orientované
Ve v Ve - Ve — Ve . 7 7
usecCky, ktera reprezentuje volny vektor a’, budeme nazyvat velikosti volného vek-
— .. v |—
toru @ a budeme ji znacit |'a|.

Definice 6.2. (Vektorovy prostor volnych vektorii)
Necht U je mnoZina volnych vektorii. Na této mnoZiné zavedeme dvé& operace —

secitani dvou volnych vektorti, budeme ji znacit ,+ “ a nasobeni volnych vektorii
realnymi ¢&isly, budeme je znacit ,, - " a to takto.

Secitani Volnych vektorti. Necht a je volny vektor reprezentovany orlento-
vanou tiseckou AB a volny vektor b _Je reprezentovany orientovanou tseckou BC
Potom definujeme Jej/ch_sgucet a’ + b jako volny vektor ¢, ktery je reprezentovany
orientovanou tseckou BC'. (viz. obr.6.1)

Nasobeni volného vektoru redlnym é&islem. Necht o je libovolné realné
Cislo a necht a  je libovolny volny vektor. Potom definujeme b = a-d takto.
Velikost | D | = \oz\ a’|. Smér vektorii @, T Je stejny; je-li « > 0, potom smysel
orientace vektorii @, ? Jje stejny, je-li o < 0, potom smysl orientace vektori @ , ?
je opacny.
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Potom mnoZina U s takto zavedenymi operacemi ,+ “a ,, “ nazveme vektorovym
prostorem volnych vektorti. Budeme jej znacit V. Prostor volnych vektori v roviné
budeme znacit téZ V? a prostor volnych vektorii v t¥irozmérném prostoru budeme
znadit téz V3.

—
. Vd v v/, 7 7 Ve o —> —_— -

Na obr. 6.1 je zndzornéno seC|tan| dvou volnych vektoru a, b.Vektor a je reprezen-

tovany orlentovanou iseckou PQ a volny vektor Y Je reprezentovany orientovanou

tseckou RS Jejich souttem je volny vektor ¢ = @ + b reprezentovany orientovanou
iseckou AC

Q C
P
A B

Obrazek 6.1: Secitani volnych vektor(

Vs Ve —_
Na obr. 6.2 je zndzornéno ndsobeni voIneho vektoru @ real_ym islem. Volny vektor a
je reprezentovan orientovanou useckou PQ Volny vektor d =2-a je reprezentovan
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. ;o - = , — — . , .
orientovanou use¢kou AB a volny vektor ¢ = —2 - '@’ je reprezentovan orientovanou
useckou C'D.

D C
—f—
P Q
A " B

Obrdzek 6.2: Ndsobeni volného vektoru &islem

Volné vektory v kartézském soufadném systému v roviné. V predchazejici definici
jsme uvazovali volné vektory nezavisle na soufadném systému, byly uvaZovany v tzv.
invariantnim tvaru.

Pojednejme nyni o prostoru U, volnych vektorii v roviné, v niZ je zaveden kartézsky
soufadny systém. Oznalme x1, x5 soufadné osy kartézského souradného systému v
roviné.

Oznaéme Uy mnoZinu vSech volnych vektord v této roviné s uvedenymi operacemi
secitani volnych vektor{i v roviné a ndsobeni volnych vektorii v roviné realnymi Cisly.

—_— —
UvaZujme dvé orientované usetky P, RU (viz. obr. 6.3), kde
P = P[p17p2]7 Q - Q[Q17QQ]7 R = R[Tth]a U= U[u17u2]-
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KaZda z téchto orientovanych tselek reprezentuje tenty? volny vektor @ € Us, kdy? a
jenom kdyZ
@1 —Pp1r=ur—7r1 N g2 — P2 = Uz — T2 (6.1)

T2

q2

az

b2
Ug

az

ay ay
141 q1 1 Uy

Obrazek 6.3: Zobrazeni V? do R?

—
y H 7 - 7 4
K volnému vektoru a € Us,reprezentovanému orientovanou useckou P(Q), kde

P = Plp1,p2], Q = Q[q1,¢)

pFitadime aritmeticky vektor a = (a1, as), kde a; = q1 —p1, as = g2 — po. Toto pravidlo

pfifazeni ozna¢me P. Vektor a nezdvisi na volb& orientované tsecky, kterd reprezentuje
H
vektor a .

205@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ® Close ® Quit



Lehce Ize nahlédnout, Ze jestlize volnému vektoru @ € U, je pravidlem P pfifazen
_)

vektor @ = (a1,as) € V5 a volnému vektoru b € U, je pravidlem P p¥itazen vektor

b = (b1,by) € V5 a « je libovolné redlné &islo, potom plati

a+b=7C%&at+b=c, Qa:E)@aa:d, (6.2)

H
kde volnému vektoru ¢ je pravidlem P p¥itazen aritmeticky vektor ¢ a vektoru d je
pravidlem P pfitazen aritmeticky vektor d. Toto ptifazeni P je jednoznaéné.

A
X
2+ Yo oz U
Y2
i) X
X
2‘% X
O
0 Y1 1 1+ Y1 X1 axy
Obrazek 6.4: Zobrazeni zachovava seditani Obrdzek 6.5: Zobrazeni zachovava nasobeni

Vzhledem k uvedenym vlastnostem neni tedy nutno délat striktni rozdil mezi vek-
torovym prostorem V4 a vektorovym prostorem Us.
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Vektor a = (a1, as) si miZeme predstavit jako mnoZinu vsech takovych oriento-

—
vanych dseCek PQ), P = [p1, pa|, @ = [q1, q2|, v kartézském souFadném systému v
rovinég, Ze

¢1 —p1=air N\ g2 —p2 = as.

Budeme psat a = () — P. (Jde o vztah mezi souFadnicemi bodii P, Q a sloZkami
vektoru a.)
Volné vektory v kartézském soufadném systému v tfirozmérném prostoru.
UvaZujme nyni prostor volnych vektorii Us ve tfirozmérném prostoru, ﬂgémzv Jje zaveden
kartézsky soufadny systém. Uvazujme dvé orientované use¢ky P(Q), UR, kde

P:P[p17p27p3]7 Q:Q[QI7q27q3]7
U = Uluy,us,us], R= Rry,rs,13].

KaZda z t&chto dvou orientovanych tsetek reprezentuje tenty? volny vektor @ € Us,
kdyZ a jenom kdyz
1 —p1r=71—u N ga—p2="2— U2 N\ g3 —pP3g=T3— U3. (6.3)

Vztah mezi prostorem V3 a prostorem volnych vektort v tfirozmérném pros-
, ﬁ Va - Ve v
toru. K volnému vektoru a € Us,reprezentovanému orientovanou tse¢kou P(), kde

P:P[p17p27p3]7 Q:Q[q17q2’q3]
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p¥itadime aritmeticky vektor @ = (ai, as,as3), kde a1 = q1 — p1, as = qo — P2, az =
q3 — P3-

Podobné& jako ve dvojdimenzondlnim prostoru lze ukdzat, Ze vektor a = (ay, as, ag)
—

si miZeme predstavit jako mnoZinu vsech takovych orientovanych tsecek P(), kde
P = [p1,p2, 03], Q = |q1,q2,q3] v kartézském souFadném systému v prostoru, Ze

G1—pr=a1 N ga—p2=azx N g3 — p3 = as.

Neni proto nutno striktné rozliSsovat mezi prostorem Us a V3.

6.2. Skalarni souc¢in, norma a vzdalenost ve vektorovém
prostoru

Na gymndziu se zavadi pojem skaldrniho soucinu dvou volnych vektor(i. Toto zave-
deni se motivuje potfebami fyziky. Skaldrni soulin jste vyuzivali nejen ve fyzice, ale i
v analytické geometrii a to jak v dlohach s pfimkami, tak i v dlohach s rovinami. Po-
jem skalarniho soudinu dvou volnych vektor(i a vypocet thlu dvou nenulovych volnych
vektord nas bude motivovat k zavedeni skaldrniho sou¢inu a dhlu dvou vektorii v aritme-
tickych vektorovych prostorech. S témito pojmy se pak mizZete setkat p¥i feSeni rliznych
aplikagnich dloh. Za&néme tedy s volnymi vektory.
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Definice 6.3.
s —
Uhlem volnych vektorii @, b rozumime tihel

@ € (0,m),

—

o ktery je nutno otolit orientovanou tselku AB, reprezentujici @, kolem bodu A
— —

b

7

v roviné& uréené body (A, B, C') do sméru orientované se¢ky AC, reprezentujici
kde A je libovolny bod (viz obr 6.6).

C

A

Obrézek 6.6: Uhel dvou vektorii

—

1 H . Ve Ve
Skalarni soucin dvou volnych vektort. Necht b jsou dva volné nenulové vek-

a,
= ws Vé Vs v Ve v 7 7 v . —_— -
tory. Potom jejich skalarnim sou&inem rozumime ¢&islo (skalar), oznaéme je (‘a’, b ),
definované vztahem
—
—
(a’, b

)= [@- [P cos(o), (6.4)
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kde ¢ je tihel ktery sviraji vektory @, b Jestlize alesponi jeden z vektorii a, b je nulovy
vektor, definujeme

Podivejme se nyni na pojem skaldrniho soudinu dvou volnych vektorli v kartézském
soufadném systému ve t¥irozm&rném prostoru. (Analogické tivahy je moZno provést ve
- v 7 v oo 7 7 — - ! Vg
dvojrozmé&rném prostoru.) UvaZujme dva nenulové volné vektory @', b. Necht volny
—_— . Vé . Ve v e 7 - . 7
vektor a je reprezentovan orientovanou uset¢kou O A a volny vektor b je reprezentovan
orientovanou tse¢kou OB, kde O = |0, Oﬂ,A = la1, as, ag], B = [by, by, b3]. Oznatme
—_—
¢ uhel, ktery sviraji orientované tse¢ky OA, OB. Na trojihelnik A(OAB) aplikujme
kosinovou vétu. Dostdvame (viz obr.6.7)
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T3

@) T2

T

Obrdzek 6.7: Odvozeni skalarniho sou&inu dvou vektoru

)AB‘ ( ) +‘OB‘ —Q‘OA‘ ‘OB‘COS
Do tohoto vztahu dosad me

(ﬂ%) = /(b1 — a1)? + (by — a)? + (bs — a3)?,

‘(74) = \/a%+a§+a§, )O—é‘ = \/b} + b3 + b3.

Upravou dostaneme

— —
’OA‘ : ‘OB’ - cos(p) = a1by + asby + agbs. (6.5)
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A — ~D3 - (o2
Ponévad? ‘OA‘ =|d]a ’OB’ = ‘ b ‘ dostavame odtud a z (6.4)

—

(E), b ) = a1by + asby + asbs (66)

H
Jsou-li volné vektory @', b nenulové, Ize uZitim vztahl (6.4), (6.5) urdit cos(y) vzta-
hem

cos :@. 6.7
(W)= (67

UZitim (6.6) pak dostavdme

o arby + azbs + agbg
Vai+ad a2 /bR +0E

cos ()

UvaZujme nyni zobrazeni P prostoru Us na prostor V3, definované vztahem
N —
P(a’) = (a1, az, az) = a, P(b)= (b, by, b3) =b.

Vzhledem k vlastnostem zobrazeni P a vzhledem k (6.6) definujeme skaldrni soucin
vektorl a, b v prostoru V3 vztahem (pozdg&ji definici skalarniho soucinu zobecnime)

(a, b) = ((CLl, as, CL3), (bl, b, b3)) = a1by + asby + asbs (69)
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a Uhel ¢, ktery sviraji dva nenulové vektory a, b, vztahem

a1by + asby + asbs

Vai+ a3+ a3 \/b] + b3+ b3
Uvézime-li, Ze |a| = \/a? + a2 + a2, |b] = \/b} + b3 + b3, Ize (6.10) p¥epsat takto
(a,b)

Necht a = (ay, as),b = (b1, bs) jsou vektory zVs. Potom jejich skaldrnim sou&inem
Je Cislo
(a, b) = a1b; + asby (612)

Tyto vektory sviraji uhel p, jehoZ kosinus je dan vztahem

b
COSSO:|ELC‘L’ |£|, kde a=/a}+ a3, b= /b + b3 (6.13)

Podobné pro vektory z prostoru Vs
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Necht a = (a1, as, az),b = (b1, b, b3) jsou vektory z V3. Potom jejich skaldrnim
soucinem je ¢islo
(G,, b) = a1b; + asby + azbs (614)

Tyto vektory sviraji thel p, jehoZ kosinus je dan vztahem
cosp = 28 e a=\Jd tai+ad b=/ +B+H (615
' al - |b]’ 1 2 3 1Y% U3 :

Takto zavedeny pojem skalarniho soucinu vektori z V3 a z V3 a pojem uhlu dvou
nenulovych vektorii z téchto prostorii rozsitime i pro vektory z V,,.

6.3. Zavedeni Euklidova prostoru E,

Pojem vzdalenosti na mnozin&. Necht M je mnoZina a necht ke kazdym dvéma
prvkim x,y € M je p¥itazeno nezaporné &islo, oznaéme je p(x, y) tak, Ze pro vechna
x, Yy, z € M plati

1V

L p(z,y) >0, pficemz p(z,y)=0&2z=y,

2. p(z, y) = ply, )
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3. p(z, y) < ply, 2) + p(z, ). (trojihelnikovd nerovnost)

Potom p(x,y) se nazyva vzdalenosti prvki =, y € M.

Poznamka. MnoZina M miZe byt jakdkoliv; napf.mnoZina v8ech spojitych funkci na
daném intervalu.

Necht n je pFirozené &islo, R" je mnoZina usporddanych n—tic redlnych &isel. Necht
ke kaZdym dvéma prvkim X = [r1,...x,],Y = [y1,...,ys] € R" je pkitazeno
&islo p(X,Y) vztahem p(X,Y) = \/(y1 — x1)2 + - - + (yn — x,)%, potom p(X,Y)
definuje vzdalenost na R".

Necht n je p¥irozené &islo. Ozna&me E,, mnoZinu uspofadanych n—tic redlnych &isel z
R"™, jejiz kazdy prvek ma dvoji vyznam.

Vyznam bodu. V tomto p¥ipadé usporadanou n—tici redlnych &isel ddme do hranatych
zavorek a pripadné oznacime symbolem, vétSinou velkym pismenem, napf. A =
[a1, ... ,a,). Cisla a;,i =1, ..., n, se nazyvaji souradnicemi bodu A.

Vyznam aritmetického vektoru z prostoru V,,, takZe uspofadand n—tice redlnych
Cisel predstavuje aritmeticky vektor. V tomto p¥ipadé ji ddvame do kulatych zavorek

a pripadné ozna¢ime symbolem, v&tSinou malym tu¢n& napsanym pismenem, napf.
a=(ay, ..., a,). Cisla a;,i =1, ..., n, nazyvame slozkami vektoru a.

Vztah mezi body z E,, a vektory z V,, je definovdn ndsledujicim zplisobem. Necht
P = [p1,...,ps] je libovolny bod v E,, s = (s1,...,s,) je libovolny vektor z

215@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



aritmetického vektorového prostoru V,,. Oznatme X = [z1,...,2,] € E,, pro
néjZ plati
T = p; + S, kde 1= 1,...,TL. (616)

Tento vztah budeme zapisovat téZ jako
X =P+s. (6.17)

Z rovnice (6.17) Ize vypocist jednozna&né kterykoliv &len pomoci zbyvajicich dvou
¢lend. Napt.
s=X-P (6.18)

Tento vztah zapiseme téz takto
——
s=X—-P=PX

Budeme Fikat, Ze uspotddand dvojice bodl P, X tvofi umisténi vektoru s. Bod
P nazyvdme pocate¢nim a bod X nazyvame koncovym bodem umisténi vektoru
s. V8imnéte si, ze pro n = 2 a pro n = 3 urluje usporddana dvojice bodi
P, X orientovanou dsecku, ktera reprezentuje volny vektor, k némuz jsme priradili
aritmeticky vektor s.

Skalarni soucin dvou vektorl definujeme takto:

Necht a = (ay, as, ... a,),b = (b, by, ... b,), jsou dva vektory z V,,, potom
jejich skaldrnim sou&inem rozumime &islo a1by + - - - + a,b, a zna&ime jej (a, b).
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Je tedy

(a,b) = a1by + -+ - + ayby.
Vsimnéte si, Ze pro n = 2 a pro n = 3 dostavame dfive definovany skaldrni soucin.
Vzdélenost dvou bodl Alay, as, ... a,], Blb1, ba, + -+ -+ by] se definuje vztahem

p(A, B) = /(b —a1)?+ -+ (b — a,)’

Vektor a(aq, as, ... a,) lze reprezentovat uspofadanou dvojici bodi (74 kde
polate¢ni bod je O = [0,...,)0] a koncovy bod je bod A = |ay,...,a,], je-
jichZ vzdélenost je \/a? + -+ a2. Proto velikost vektoru a budeme definovat

jako

jal = \Jad + - + a2,

Uhlem dvou nenulovych vektord @ = (ay, ag, ... ay), b= (b1, ba, ... b,), rozumime

thel ¢, pro néjz plati
(a,b)

la]b]

cosp =

Tento prostor [E,, nazveme n—rozmérnym euklidovskym prostorem.

Poznamka. Prostory [, [Es, €3, jste probirali na gymnaziich a dovedte si je pfedstavit.
Smyslova predstava prostorii £, pro n > 3 kon¢i a musime tyto prostory
uvazovat jen ve smyslu definic.
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P¥iklad 6.1. Necht A =[1,-2,3,0], B=[7,1,2,3]. Potom
s=AB=[7,1,2,3] — [1,-2,3,0] = (6,3, —1,3).

Definice 6.1.

Necht P € E, a necht 1s,.... % jsou linedrn& nezavislé vektory z prostoru V,,.
Potom mnoZina bodd X z E,

X=P+ts+.. 495, (6.19)
kde Y%,...,% jsou parametry (libovolnd &isla), se nazyva podprostorem dimenze d
vnofenym do prostoru E,, (pro d < n).

P¥imka

I Linearni podprostor dimenze 1 vnoreny do prostoru IE,, nazyvame p¥imkou.

P¥imku, uréenou bodem P a vektorem s lze tedy zapsat ve tvaru
X =P+ts, kdete (—o0,00) je parametr, (6.20)

X je obecny bod pfimky. Vektor s nazyvdme smérovym vektorem primky.

P¥iklad 6.2. Napi¥me v E; rovnici pfimky danou bodem A = [2, —1, 3] a sm&rovym
vektorem s = (2, —3,0).
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ReZeni. Podle (6.20) dostavame
[SL’l, X9, 563] = [2, —1, 3] + t(2, —3, 0),
takze obecnym bodem p¥imky je bod o soufadnicich

r1=242t, x9=-1-3t, x3=3, kdete (—o0,00).

Pf¥iklad 6.3. Napi¥me v E; rovnici pfimky danou body A = [2,—1,3,2],
B=1[1,0,-5,2].

ReSeni. Za smé&rovy vektor hledané pfimky lze zvolit vektor s = B — A. Je tedy
s = B — A. Vypottem pak dostdvame

(51782783784) — [1707 _572] - [27 _17372]7

takze
s=(-1,1,-8,0).

Podle (6.20) je tedy
X =A+ts,

takZe dosazenim dostavame
(21, X9, 23, 4] = [2,—1,3,2] +t(—1,1,-8,0), kdet € (—o0,0).
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P¥imka, uréena body A, B, mad tedy rovnici

X=A+4+t(B—A), te(—00,0) (6.21)

Usetkou AB rozumime body p¥imky (6.21), pro n& platf
X=A+t(B—A), te€{(0,1). (6.22)
Viimnéte si, Ze parametru t = 0 odpovida bod A a parametru ¢ = 1 odpovida bod B.

Rovina

I Linedrni podprostor dimenze 2, vnoreny do prostoru E,,, n > 2, nazyvame rovinou.

Rovinu, uréenou bodem P a nezdvislymi vektory r, s Ize tedy zapsat podle (6.19) ve
tvaru

X=P+ur+wvs, kdeuée (—o0,00),v€ (—00,00) jsou parametry.  (6.23)
(Zde X je obecny bod p¥imky.)

P¥iklad 6.4. Napiste rovnici roviny v Ey, kterd prochdzi body P = [1,0,2, —5],
Q=1[4,2,-7,0], R=10,4,2,6].

ResSeni. PoloZme
— —

r=PQ, s=PR
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Dostavame
r=(3,2,-9,5), s=(-1,4,0,11).

Dosazenim do (6.23) dostavdme hledanou rovnici roviny
[1’1, To, T3, 5134] = [1, 0,2, —5] +u (3, 2,—9, 5) + v (—1, 4,0, 11),

kde u,v € (—o0, 00).

Nadrovina v prostoru E,

Podprostor dimenze n — 1, vnoFeny do prostoru E,,, n > 3, nazyvame nadrovinou.
Necht P € E,, a necht s, ..., ("= Vs jsou linedrn& nezavislé vektory z prostoru V,,.
Potom mnoZina bodi X z K, uréenych vztahem

X =ttls .. 4 DDy (6.24)

kde 't,..., "=Vt jsou parametry, je nadrovinou v prostoru E,. Lze dokdzat, Ze

Y

kaZdou nadrovinu v prostoru E,, danou vztahem (6.24) lIze vyjadFit ve tvaru
axi+...+a,x, =0, (6.25)

kde ai ... ,a,,b jsou redlnd C&isla. Vektor n = (ay, ... a,) je kolmy na vektory
1 (n—1)
S,y S.
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Necht
axi+...+a,x, =0, (6.26)

je nadrovinou v prostoru IE,,. Tato nadrovina uruje v prostoru IE,, dva poloprostory,
uréené nerovnicemi

a1+ ...+a,x, >b, arx1+...+a,x, <b.
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Kapitola 7

Pojem funkce, zakladni pojmy

7.1. Mnozina, konstanta, proménna

V matematice se pracuje s riznymi objekty. Témto objektiim se vedle nazvu pfitazuje
také symbol.

Mnozina. Jednim ze zdkladnich objektd, s nimiZ se v matematice pracuje, je mnoZina.

MnoZinou rozumime soubor néjakych pfesné vymezenych, navzajem odlisnych objektd,
kterym ¥ikdme prvky, nebo elementy mnoZiny. P¥i tom o kaZdém objektu se musi dat
rozhodnout, zda pat¥i nebo nepatfi do tohoto souboru. Mezi mnoziny pocitame i soubor,
ktery neobsahuje zadny prvek — této mnoziné budeme ¥ikat prazdna mnoZina a budeme
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ji zna&it (). Jako p¥iklad mnoZiny je moZno uvést mnoZinu p¥irozenych &isel. Do této
mnoziny pat¥i napft. Cislo 2. Nepat¥i do ni nap¥. komplexni &islo 7.

VSimnéme si, Ze zde pojem mnoZina nebyl pIlné vymezen. K jeho vysvétleni jsme pouzili
pfibuzny pojem ,,soubor"”.

Oznadime-li uvaZzovanou mnoZinu nap¥. A, potom okolnost, Ze objekt x pat¥i do mnoZiny
A, budeme znatit x € A a okolnost, Ze objekt y nepat¥i do mnoZiny A, budeme znadit

y & A.

MnoZiny mizeme zadavat rliznym zptisobem. Je-li kone¢n4, to jest, ma-li kone¢ny polet
prvki, lze ji zadat vyétem. Tak napfiklad, jestliZze mnozina A obsahuje prvky a,b, c a
zadné jiné, byva zvykem ji zapisovat takto

A={a, b, c}.

P¥iklad 7.1. Necht M je mnoZina pismen obsaZenych ve slové PRAHA. Z¥ejmé
M ={P, R, A, H}.

Potom napt. Re M, u ¢& M.

Podmnozina. Necht M, N jsou dané mnoZiny. Jestlize kazdy prvek mnoZiny M je i
prvkem mnoziny N, potom fikame, Ze mnozina M je podmnoZinou mnoziny N, nebo
Ze mnozina N je nadmnoZinou mnoziny M. Piseme pak M C N, resp. N O M.
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Jestlize zaroven plati M C N a M O N, potom tikdme, Ze mnoZiny M, N se sobé&
rovnaji a piseme M = N. Jestlize M C N a jestlize mnozina N obsahuje prvky, které
do mnoziny M nepatfi, fikdme, Ze mnoZina M je vlastni podmnoZinou mnoziny N a
piseme M C N, resp. N je vlastni nadmnoZinou M a piSeme N D M. Je-li tedy
M C N, jetéz M C N, avsak je-li M C N nemusi byt M C N.

Priklad 7.2. Necht M = {1, 4, 3, 9}. Potom {1,3} C M, avdak {3, 7} neni
podmnoZinou mnoZiny M, nebot prvek 7 neni prvkem M.

V&mn&mé si dvou vyznamové i formaln& odlidnych zapisi. Uved me priklad. Necht
M = {1, 4, 3, 9}. Potom zapis 8 € M znamend, Ze 8 je prvkem mnoZiny M, a zapis
{8} C M znamend, Ze mnoZina, obsahujici jediny prvek 8, je vlastni podmnoZinou
mnoziny M.

Konstanta, proménnd. Rekli jsme si, 7e objekty oznatujeme symboly. To jednak

zjednodusuje vyjadfovani, jednak umoziiuje struény zdpis nékterych vypovédi o objek-

tech mnoziny.

Jestlize symbol oznaluje jeden konkrétni prvek mnoziny, nazyvame jej konstantou.

Ptikladem je napf. symbol 7, kterym oznalujeme konkrétni redlné &islo — Ludolfovo

&islo.

Oznaduje-li symbol kterykoliv prvek z dané mnoziny, nazyvame jej proménnou. MnoZinu

konstant, kterych mizZe tato promé&nnd nabyvat, nazyvdme oborem proménné. Chceme-
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li pracovat s prvky mnoZiny pfirozenych &isel N, miZeme zvolit nap¥. symbol n pro
promé&nnou s oborem hodnot N. Jestlize tedy ozna¢ime symbolem x proménnou s oborem
M, potom v3e, co se fekne o x, vztahuje se na kazdy prvek mnoziny, kterd je jejim
oborem.

Uved me si tento p¥iklad. Oznaéme M mnoZinu viech kladnych redlnych &isel mensich
ne? 8. Mohu vyslovit tvrzeni: , Jestli x € M, potom z? < 64"

Kontrolni otazky

1. Co je to mnoZina?

2. Napiste mnoZinu A, jejiz prvky jsou pismena obsaZena ve slové ,, matematika". a)
Pro kazdé z pismen ,a, b, c, i, j* zapite, zda patfi nebo nepatfi do mnoZiny A. b)
Napiste podmnoZinu B mnoZiny A, obsahujici v8echny samohlasky mnoziny A. c) Co
znamenaji zdpisy BC A, BC A.[a) A= {m,a,t,e,;i,k}, ac A ;b & A, ¢ ¢
A ie A j ¢ A;b) B = {a, e, i}; c) B je vlastni podmnoZinou mnoZiny A; B je
podmnoZinou mnoZiny A.]

3. Vysvétlete rozdil mezi konstantou a prom&nnou. Uved'te priklady.

4. Co je to obor proménné?
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7.2. Zobrazeni.

Zopakujme si dilezity pojem , zobrazeni“. S timto pojmem se v dennim Zivoté neustale
setkavdme, aniz bychom jej vyslovovali. P¥ifazeni prvkii jedné mnoZiny k prvkim druhé
mnoZiny se specifickymi vlastnostmi se nazyva zobrazenim. Zvlastnim p¥ipadem zo-
brazeni je pak realna funkce realné proménné.

Definice 7.1. (Zobrazeni.)

Necht A, B jsou neprazdné mnoZiny. Pravidlo F', jimZ ke kazdému prvku = € A je
pFifazen pravé jeden prvek y € B, nazyvame zobrazenim mnoziny A do mnoziny
B. Ozna&ime-li © proménnou s oborem A a y proménnou s oborem B, piseme

y = F(x).

O prvku y, pfitazenému v zobrazeni F' k prvku x, fikdme, Ze je obrazem prvku z, a o
prvku x ¥ikame, Ze v zobrazeni F' je vzorem prvku y.

MnoZinu A (to jest mnoZinu prvki, k nimZ v zobrazeni F' pfifazujeme prvky z B),
nazyvame definicnim oborem nebo téZ neodvislym oborem zobrazeni F. Znalime jej
¢asto Dp, resp. D(F') a mnoZinu B nazyvame odvislym oborem zobrazeni F'.

Podmnozinu mnoZiny B, ktera obsahuje vSechny ty prvky y € B, kterd jsou v zobrazeni
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F p¥itazany k prvkiim x z mnozin A, nazyvdme oborem zobrazeni F'. Zna&ime ji H(F),
resp. Hp.

Jestlize Hrp C B, potom Fikdme, Ze zobrazeni F' je zobrazenim mnoziny A do B.
Jestlize Hrp = B, potom Fikame, Ze zobrazeni F' je zobrazenim mnozZiny A na B.
Jestlize B C A, potom tikame, Ze zobrazeni I’ je zobrazenim mnozZiny A do sebe.
Jestlize Hrp = A, Yikdme, Ze zobrazeni F' je zobrazenim mnoziny A na sebe.

Proménnou s oborem hodnot A nazyvdme neodvisle proménnou a proménnou s oborem
hodnot B nazyvame zavisle proménnou. V této definici jsme pouZzili symbol x pro
neodvisle proménnou a symbol y pro odvisle proménnou.

Na obrdzku 7.1 je zndzornéno zobrazeni ' mnoZiny A do mnoZiny B, rovnéz je
znazorn&n obor zobrazeni F', to jest mnoZina H(F'). Je zde znazorn&n téZ prvek u € B,
ktery nepat¥i do H(F'). Neni tedy obrazem Zadného prvku = € A.
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Obrdzek 7.1: Zobrazeni A do B

V nékterych pt¥ipadech je moZno p¥itazeni GG, v némz je ke kazdému prvku z mnoziny A
pfifazen prvek z mnoziny B, popsat tabulkou utvofenou takto: V prvnim Fadku tabulky
se uvadéji prvky z mnoziny A a v druhém ¥adku jsou pod nimi uvedeny k nim pfifazené
prvky z mnoZiny B . Ne kaZdé pravidlo, jimZ je ke kazdému prvku z € A p¥ifazen
prvek z B, je zobrazenim. Toto pfifazeni je zobrazenim A do B pouze tehdy, jestlize
ke kazdému = € A je pfitazen praveé jeden prvek y € B.

Ptiklad 7.3. Necht A je mnoZina urtité skupiny studenti, B mnoZina redlnych
nezdpornych &isel. Ozname z proménnou mnoZiny A, (to jest x je symbol, ktery
zastupuje kteréhokoliv studenta ze skupiny A). Ozna&me nyni y promé&nnou s oborem
hodnot B. Ke kazdému x € A (to jest, ke kazdému studentovi z A), p¥itad me jeho
aktudlni télesnou vysku v centimetrech, tedy Cislo y z mnoZiny B. (Tedy pravé jedno
Cislo.) Toto pravidlo pFitazeni oznalime V. Ke kaZzdému x € A jsme tedy p¥itadili
pravé jedno Cislo y z mnoZiny B. Je tedy V zobrazenim mnoZiny A do mnoZiny B
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podle nahofe uvedené definice. Zobrazeni V' neni zobrazenim mnoZiny A na mnoZinu
B, ponévadz existuji &isla v B, kterd nejsou pfifazena v zobrazeni V' k zadnému prvku
x z mnoziny A. (To vyplyva nap¥. z toho, Ze A je kone¢nd mnoZina a B obsahuje
nekone&n& mnoho &isel.)

Jako konkrétni p¥itazeni uved me toto. P¥edpoklddejme, Ze A je skupina studentd, které
si pro na$ (el oznatime a, b, c. Ke kaZdému studentovi p¥itad me jeho t&lesnou vysku.
Toto ptirazeni oznaéme V. Necht je V(a) = 175, V(b) = 175, V(c) = 180. Toto
pFifazeni lze zndzornit nasledujici tabulkou.

x H a ‘ b ‘ c
y || 175 | 175 | 180

Uvedené ptitazeni V' je zobrazenim mnoZiny A do mnozZiny R, ponévadZ ke kazdému
prvku x € A je pfifazen pravé jeden prvek y z mnoZiny R. Toto zobrazeni v8ak neni
zobrazenim mnoziny A na mnoZinu R, ponévadz napf¥. ¢islo 190 neni p¥ifazeno Zadnému
prvku z A. (V uvaZované skupin& t¥i studentl neni Zadny student s télesnou vyskou
190 cm.) Toto zobrazeni je v8ak zobrazenim mnoZiny A na mnoZinu C' = {175, 180 }.
Ziejmé C' = Hy.

P¥iklad 7.4. UvaZujme t¥i matky, oznaéme je a, b, c. Necht matka a md syna, oznaéme
ho s1, matka b ma syna, oznalme ho sy a matka ¢ ma dva syny, oznatme je s3 a
s4. Oznalme A mnoZinu matek, tedy A = {a, b, ¢} a B mnoZinu syni, tedy B =
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{s1, s9, s3, sS4 }. Ozname nyni D pf¥ifazeni, kterym ke kaZzdé matce p¥ifadime kaZdého
z jejich syndl. Tedy necht
D(a) = s1, D(b) = s9, D(c) = s3, D(c) = s4. Toto p¥ifazeni D znazornéme tabulkou

Toto ptitazeni neni zobrazenim mnoZiny A do mnoZiny B, nebot k prvku ¢ z mnoZiny
A jsou pFifazeny dva prvky z mnoZiny B, totiz prvky s3, S4.

Zaved me si n&kolik pojmii souvisejicich se zobrazenim.

Zobrazeni prosté. Necht F' je zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B. Toto zobrazeni
nazyvame prostym, jestliZze ma tuto vlastnost: Jestlize x, y € A a x # y, potom

F(x) # F(y).
Ptiklad 7.5. Necht A = {a,b,c} a B = {«a,3,7}. Zobrazeni F' dané ndsledujici
tabulkou je prostym zobrazenim A na B.

ZCHCL C
y | a | B8]~
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Inverzni zobrazeni. Necht F je prosté zobrazeni mnoziny A na mnoZinu
B. Potom existuje zobrazeni, nazveme ho inverznim zobrazenim mnoZiny B na
mnoZinu A a ozna&ime je F~!, kterym ke kaZdému y € B pfifadime ten prvek
x € A, pro n&Z plati F(x) =y. (Viz obr.7.2)

Oznaégeni. Symbolem F~! jsme oznatili inverzni zobrazeni k zobrazeni F', nejedna se

o umocnéni zobrazeni F' na &islo (—1).

Obrazek 7.2: Inverzni zobrazeni

P¥iklad 7.6. Necht zobrazeni F mnoziny A = {1,2, 3,4} namnozinu B = {¢, ¢, x, ¥}
je dano tabulkou :
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x H 1 3

y [ o[ el x[9
Tedy F(1) = ¢, F'(2) = ¢, F(3) = x, F'(4) = 1. Toto zobrazeni je prosté zobrazenf{
mnoZiny A na mnoZinu B. Existuje proto k nému inverzni zobrazeni, ozna¢me je F'~1.

V tomto zobrazeni plati F1(¢) = 1, F7l(p) = 2, FY(x) = 3, F(¢) = 4. Toto
inverzni zobrazeni lze popsat tabulkou.

y | o | o | x | ¥
x |1 | 2] 3| 4

V tomto inverznim zobrazeni je mnoZina B neodvislym oborem a mnoZina A je odvislym
oborem.

Vsimnéte si, Ze v tabulce popisujici toto inverzni zobrazeni, je neodvisle proménnd
oznadena y (zastupuje kterykoliv prvek z B) a zavisle prom&nnd je oznalena x (za-
stupuje kterykoliv prvek mnoZiny A). PonévadZ jsme zvykli oznatovat symbolem z
neodvisle proménnou a y odvisle prom&nnou, miizeme pro inverzni zobrazeni zavést

[J symbol x pro neodvisle promé&nnou (symbol x miZe zastupovat kterykoliv prvek
neodvislého oboru, to jest mnoZiny B)

[J symbol y pro odvisle proménnou (symbol y muiZe zastupovat kterykoliv prvek
odvislého oboru, to jest mnoziny A)
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Tabulka pro toto inverzni zobrazeni md pak tvar

o | ¢ | x | ¥
1 | 2 | 3 | 4

Slozené zobrazeni. Necht ¢ je zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B. Necht funkce
| zobrazuje mnoZinu H, do mnoZiny C'. Potom zobrazeni, oznacujeme je F', kterym
ke kaZzdému x € A je pkitazen prvek z = f(p(x)) € C, nazyvame slozenym
zobrazenim. Zobrazeni ¢ nazyvame jeho vnitini sloZkou a zobrazeni f nazyvame
Jjeho vnéjsi slozkou. Piseme y = F(x). Je tedy F(x) = f(¢(x)). Viz obr. 7.3.

P f

D

Obrazek 7.3: SloZené zobrazeni

P¥iklad 7.7. Necht A = {a, b, ¢}, B = {a, 8, v}, C = {1, 2, 3}. Necht zobrazeni
@ mnoziny A do mnoziny B je dano tabulkou
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| a c
u=p@ [ a [ 8 [ a

zobrazeni f mnoZiny H, do mnoZiny C' je dano tabulkou

u_ | a| B
y=fw| 1 ] 2

Ztejmé H, = {a, B}.
Potom sloZené zobrazeni F' = f(¢(x)) zobrazuje A do C takto :

Toto sloZzené zobrazeni F' miZeme popsat nasledujici tabulkou:

xHa b‘c
y | 1] 2] 1

Poznamenejme, Ze ¢ je vnitini slozkou a f je vnéjsi slozkou zobrazeni F'.
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7.3. Pojem funkce a nékteré jeji vlastnosti

Uved me si nyni n&které specialni pojmy zobrazeni.V p¥ipadg, Ze v definici 7.1 zobrazen{
F' je B mnoZina &isel, budeme vétSinou misto pojmu zobrazeni pouzivat pojem funkce.
Pojmy svdzané s pojmem zobrazeni se pfenasi na pojem funkce. Nap¥. misto obor hodnot
zobrazeni se pouZziva obor hodnot funkce, nebo misto pojmu prosté zobrazeni se pouZiva
pojem prosta funkce, misto inverzni zobrazeni se pouZiva inverzni funkce, misto sloZené
zobrazeni se pouZiva pojem sloZena funkce atd.

P¥iklad 7.8. Jako ptiklad si uved me funkci, kterd vyjad¥uje vysledky voleb do posla-
necké snémovny. Necht &ty¥i politickd seskupeni, ozna&me je a, b, ¢, d, ziskala k¥esla
v poslanecké snémovné, a to postupné v poctech 70, 50, 60, 20. Potom pf¥ifazeni,
oznatme je f, kterym ke kazdému z politickych seskupeni a, b, ¢, d p¥itadime pocet
kFesel, ktera ve volbach ziskalo, je redlnou funkci. Je tedy f(a) = 70, f(b) = 50, f(c) =
60, f(d) = 20. Oznatime-li A = {a, b, ¢, d }, B = {20,50,60,70}, potom A je neod-
visly obor funkce f a B je odvisly obor funkce f. Funkce f zobrazuje A na B. Funkce
je prosta.

Jestlize v definici zobrazeni F' jsou mnoZiny A, B mnoZiny redlnych ¢isel, mluvime
o realné funkci realné promeénné.
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Piiklad. P¥ikladem redlné funkce redlné promé&nné je zobrazeni mnoZziny A =< 1/2, 00)
do mnoZiny B =< 0, 00) definované vztahem

y=V2r—1, xz€A yeB.

JestliZe v definici zobrazeni je mnoZina A mnoZinou uspofadanych skupin n-realnych
Eislech (tedy A C R") a B je mnoZina redlnych &isel, potom zobrazeni F' mnoZiny
A do B nazyvame redlnou funkci n-proménnych. Jestlize X = (z1,...,x,) je
neodvisle proménna s oborem hodnot A a odvisle proménnou vy, potom tuto funkci
miuZeme zapsat jako,

Yy = F(X), resp Yy = F(£131,---7$n)-

Jestlize funkce je zadand predpisem bez udani definiéniho oboru, budeme jejim
definicnim oborem rozumét mnoZinou vsech hodnot neodvisle proménnych, pro néz
ma dany predpis vyznam.

P¥ikladem reaIné funkce jedné promé&nné je funkce y = 2> + 1, kde neodvisle promé&nn3
x € (—00, 00).

Jako ptiklad redlné funkce dvou proménnych x;, x5 uved me funkci

_ ./ 2 _ .2
z2=14/1—27—x5.
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Pon&vad? zde neni uveden jeji defini¢ni obor, rozumime jim (podle dohody) mnoZinu

vdech bodi [z, ], pro n& ma vyraz /1 — a3 — x3. smysl. Je to mnoZina Dy =

{1, 29 : 23 + 23 < 1},

Graf funkce. V matematice rozumime grafem funkce y = f(x1,x9,...,2,)., S
defini¢nim oborem Dy, mnoZinu vSech bodi [x1, %, . .., X, f(T1, 29, ..., 2,)], kde
(21,22, ...,2,] € Dy. Jako graf je téZ oznafovdna grafickd reprezentace této
mnoziny.

Graficka reprezentace grafu funkce.

Grafickou reprezentaci grafu funkce y = f(x) jedné proménné = miZeme provést
takto. V roviné€ zvolime pravouhly soufadny systém Ouzy, kde O je polatkem a x, y
jsou sou¥adné osy (oznaleni neni zavazné). Jsou to dvé navzajem kolmé &iselné osy
se spoleénym bodem O, ktery nazyvame pocatkem. Osu x budeme volit v horizontalni
poloze a osu y ve vertikalni poloze. (Dohoda.) Kladnou orientaci osy 2 budeme volit zle-
va doprava, kladnou orientaci osy y budeme volit zdola nahoru. Mé¥Fitka na souradnych
osach mohou byt obecné odlisna. Jsou-li stejnd, mluvime o kartézském soufadném
systému. Kazdému bodu v roviné odpovida usporadana dvojice redlnych &isel a naopak,
kazdé usporadané dvojici redlnych &isel odpovidd bod v roviné. Prvnimu z této dvojice
Cisel ¥ikdme z-ova sou¥adnice a druhému ¥ikdme y-ovd soutadnice. Na (obr.7.4) je
znazornén bod [z, yo|.

238e@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ® Close ® Quit



Yy
Pz,
Yo |oveoeoeonenennn [.gyo]
O To 7

Obrazek 7.4: Sou¥adnice bodu

Ve zvoleném soufadném systému vykreslime jednotlivé body grafu. Musime mit na
paméti, Ze pfi vykreslovani jednotlivych bod{ jsme omezeni technickymi mozZnostmi.

Na ndsledujicim obr.7.5 je zndzorn&n graf funkce y = z? definované na intervalu
<_27 2>
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Obrazek 7.5: Graf paraboly y = 22

Defini¢ni obor funkce z = /1 — 22 — 42 je kruh se stfedem v bod& [0, 0] o poloméru
r = 1, znazornény na obr.7.6.
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Obrazek 7.6: Defini¢ni obor funkce z = /1 — 22 — ¢?

O moZnostech grafické reprezentace funkci dvou a vice proménnych pojedname pozdéji.

Posloupnost realnych &isel. Redlnou funkci f, jejiz neodvisly obor je mnoZina
prirozenych &isel, nazyvame posloupnosti. Je tedy posloupnost pravidlo, jimZ je ke
kaZdému pFirozenému &islu n pFifazen prvek z néjeké mnoZiny B. Je-li B mnoZina
realnych ¢isel, mluvime o posloupnosti redlnych Cisel.

Posloupnost redlnych &isel je tedy pravidlo, oznaéme je f, kterym ke kazdému p¥irozenému
Cislu n je p¥irazeno &islo f(n), n =1, 2, .... Misto f(n) je u posloupnosti zvykem psat
fn. Cislo f,, nazyvdme n-tym &lenem posloupnosti. Tuto posloupnost byva zvykem za-
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pisovat téZ symbolem {f,,}°2 ;, nebo stru¢n&ji {f,,}5°, resp.
f1, fo, - .. (7.4)

Ptiklad 7.9. Jako p¥iklad si uved me posloupnost {1/n}5°. Tedy nap¥. paty &len této
posloupnosti (pro n = 5) je roven 1/5. Na nésledujicim obrazku obr.7.7 je zndzornéno
prvnich pét €lend posloupnosti {1/n}5°.

Obréazek 7.7: Posloupnost {1/n}%°

Casto se znazoriuji pouze hodnoty fi, fo, f3, ... na &iselné ose, kterd se kresli ve
vodorovné poloze. Nap¥. na obr.7.8 je zndzornéno nékolik &lenli posloupnosti { f,}5°.
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Ffe fs f 7

Obrézek 7.8: Posloupnost {1/n}°

Kontrolni otazky

1. Co je to zobrazeni F' mnoZiny A do mnoZiny B? Co je to definiéni obor zobrazeni,
co je to obor zobrazeni?

2. Vysvétlete, co je to prosté zobrazeni A na B.

3. Co je to inverzni zobrazeni?

4. Co je to funkce jedné prom&nné? Co je to funkce vice proménnych?

7.4. Realna funkce realné proménné

Pojednejme nyni soustavné o realné funkci jedné realné proménné. Zopakujme si jesté
jednou zavedeni tohoto pojmu.

Ptedpokladejme, Ze A, B jsou neprdazdné mnoZiny redlnych &isel. Potom predpis f,
jimz ke kazdému prvku = € A je pfitazen pravé jeden prvek y € B, nazyvdme redlnou
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funkci redlné proménné. Pokud nemize dojit k omylu, budeme v dal$im zkracen& mluvit
jen o funkci. Tuto funkci f budeme vétSinou zapisovat takto

y = f(x), xr € A (7.5)

MnoZinu A nazyvdme neodvislym oborem, proménnou x s oborem hodnot A nazyvame
neodvisle promé&nnou. MnoZinu B nazyvdme odvislym oborem. Je nutno si uvédomit,
Ze v B mohou existovat &isla, kterd nejsou pfifazena zadnému &islu x € A. MnoZinu
v8ech téch Cisel y € B, ktera jsou pfifazena ke véem &isliim = € A, nazyvame oborem
funkce f. Neodvisly obor funkce f nazyvame téZ defini¢nim oborem, budeme jej znadit
D(f), resp. Dy. Obor funkce budeme zna&it H(f), resp. Hy. Z¥ejm& Hy C B. Bude-li
funkce f zadand predpisem bez uddani defini¢niho oboru, rozumi se jim mnoZzina vSech
t&h Cisel, pro néZ ma predpis pfitazeni vyznam. Jestlize M/ C D;, potom mnoZinu
{f(z) : x € M} lze oznatit jako f(M).

V matematice oznacujeme vétsinou neodvisle proménnou x a odvisle proménnou v .
Toto oznaceni je nepodstatné, takZe funkci (7.5)lze zapsat téZ nap¥. jako

w=f(t), teA (7.6)

Zde neodvisle proménnd je oznalenat a odvisle proménna je ozna&ena u. (Je nepod-
statné oznaceni neodvisle proménné a odvisle proménné; podstatnym je pouze obor
Jejich hodnot a pFedpis pFifazeni f.)
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Uved me si n&kolik p¥ikladi.
P¥iklad 7.10. PoloZme

y=2x+1, x € (1,4). (7.7)

Ke kazdému &islu = € (1,4) se p¥itazuje vztahem (7.7) pravé jedno Cislo, totiz &islo
2x 4+ 1. Je tedy 2z + 1 funkce definovand na intervalu (1,4). Pro pohodIngjsi zpis si
naptiklad ozna¢me tuto funkci jako g(x), takZe

g(x) =2z + 1.

Nap¥. k &islu 3 je touto funkci ptifazeno &islo 2 - 3 4+ 1, to jest &islo 7. Misto réeni
.k Cislu 3 je pFifazeno &islo 7" miZeme téZ ¥ici, Ze funkce g nabyvd v bodé (&isle) 3
hodnotu 7. Pi¥eme pak ¢(3) = 7. Podobn& ¢(1,5) = 2-1,5+ 1, to jest g(1,5) = 4.
Lehce nahlédneme, Ze oborem funkce g je interval (3,9). Piseme téZ ¢((1,4)) = (3,9)

Pt¥iklad 7.11. PoloZme
y=+v2r+1. (7.8)
PY¥edpisem (7.8) je definovand funkce. PonévadZ neni uveden jeji definiéni obor, rozumi

se jim mnoZina v3ech t&ch &isel x, pro n&Z ma p¥edpis v/2z + 1 vyznam. Tedy D(f) =

{r e R:2x+1>0}. Tedy
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P¥iklad 7.12. Ozna&me h funkci

s defini¢nim oborem A = (=3, —1) U (1, 3). Tuto funkci Ize zapsat téZ takto

h:(=3,-1)U(1,3) — R,

r — Va2 —1.

Poznamky ke grafické reprezentaci funkci jedné proménné

Grafickou reprezentaci grafu funkce f : A — B, A C R, B C R v pravouhlém
soufadném systému Oxy rozumime mnoZinu vsech bodi [z, f(z)], x € A.

Graficka reprezentace graft vétsiny funkci, které se vyskytuji v ekonomickych aplikacich,
odpovida intuitivnimu chdpani k¥ivky v rovin&. Jako p¥iklad si uved me graf funkce

y = a7, x € (—2,2)
uvedeny na obr. 7.9
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-2 -1 0 1 2 z

Obrazek 7.9: Graf funkce y = 22.

Grafy nékterych funkci si nedovedeme vykreslit. P¥ikladem je funkce

R — {-1,1}
1, je-li x racionalni,
r — . . . . /s
—1, je-li x iraciondlni.

Vytvoreni si predstavy o grafu funkce jedné proménné.

K vytvofeni si hrubé ptedstavy o grafu vySetfované funkce f : A — B si v mnoZiné
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A miZeme zvolit body zp < 1 < x93 < --- < x, a v nich vypoditat funkéni hod-
noty f(xo), f(x1), f(x2),..., f(z,). Jestlize pro n&jaké i je (z;,x;11) C A, spojime
body [x;, f(x;)], [xis1, f(xir1)] dseCkou. Pro , sludné” funkce, nejsou-li vzdalebosti bodi
x;, i1 velké, ndm tyto usecky daji dobrou predstavu o grafu funkce. Timto zplsobem
se provadi i vykreslovani grafii funkci uZitim pocitace pro jemné déleni intervalu, v némz
graf vySetfujeme. Na obr. 7.10 je schematicky nadrtek grafu funkce y = T'G(x), defi-
nované na intervalu < 0,7 > takto

tgx, prox € <0, %) U (%,ﬂ,

TG(x) = { 0, prox—%. (7.9)

Poznamka. Z¥ejmé pro x €< 0,7 >, x # 7/2 je TG(z) = tg(x), v bodé = = 7/2
neni funkce tg(x) definovand, aviak funkce T'G(x) je v bodé& 0 definovana a plati
TG(0) = 0. Graf funkce y = T'G(x) je vykreslen na obr.7.10.
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Obrazek 7.10: Graf funkce definované vztahem (7.9).

Na obr. 7.11 je graficky ,,zndzorn&na* funkce (7.9) propojenim bodd
[xk,TG(xk)], kde Tk :k-O,Q, k:O,--- ,16.

Porovnanim obr. 7.11 s obr. 7.10 vidime, Ze doslo ke znacnému zkresleni. Dand funkce
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neni ,slusna”. Je v bod& 7 nespojita. Pojem nespojitosti funkce si vysvétlime pozdgji,
zatim poznamenejme alespoii to, Ze hodnoty této funkce se v bodech ,, velice blizkych

k Cislu 5" navzajem znalné lisi.

B

o[y
.

Obrézek 7.11: Pokus o vykresleni funkce y = tg(x)

ObdrZeny vysledek ukazuje, Ze vySe uvedeny postup ,znazornéni funkce" neni
postacdujici, je nutno jej kombinovat s vySetfenim nékterych vlastnosti funkce.

V ekonomickych rozvahach se bez pojmu funkce neobejdeme. Oznalovani funkce a
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neodvisle a odvisle proménnych se vétSinou zavadi s ohledem na jejich vyznam a zvyk-
losti. Jako p¥iklad funkce, ktera se v ekonomickych aplikacich vy3ettuje, je funkce C'(x),
kterd vyjadfuje vztah mezi vyrobou x jednotek produkce a celkovymi ndklady na je-
jich vyrobu. Tyto vyrobni naklady jsou sou¢tem fixnich naklad(i a nakladd variabilnich,
zavislych na poctu x jednotek produkce. Funkce Clo) ¢e pak nazyva funkci priimérnych

x
nakladi. Uved me si tento p¥iklad.

P¥iklad. P¥i kalkulaci ndklad( se odhadnou fixni naklady na 300 p.j. (pen&znich jed-
notek). Jsou to naklady, které vznikaji, at se vyrabi nebo ne. Kromé& toho se zjisti, Ze na
vyrobu x jednotek je zapottebi 4z p.j. Tedy variabilni ndklady jsou 4x. Celkové naklady

jsou tedy
C(z) = 300 + 4x.

Tuto funkci Ize pak pouzit k dalSim dvahdm, nap¥. ke stanoveni priimérnych nakladi
AC 300
AC =4+ —.

x
Funkce C'(x) oviem nemusi byt linedrni. Déle v praktickych tlohdch nemiiZe x p¥esdhnout

jistou hodnotu K. Tedy 1 < x < K.

Poznamenejme, Ze = v uvedeném ptikladé znadi pocet jednotek produkce. Tedy z miiZe
byt v konrétnim p¥ipadé& jen ptirozené Cislo. Kviili zjednoduseni zkoumané ekonomické
problematiky se ¢asto pouZiva model s proménou x, ktera nabyva vsech hodnot jistého
intervalu redlnych &isel. Tim miZeme dostat zkreslené vysledky.
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7.4.1. Funkce monoténni, funkce suda a funkce licha

Uved me si nyni né&které vyzna&né t¥idy funkci, to jest funkci s n&kterymi t¥id& charak-
teristickymi vlastnostmi. Zaénéme s monoténnimi funkcemi.

Definice 7.2.

Necht f : A C R — R. Rekneme, e f je na mno¥in& A rostouci (neklesajici),
jestlize

Ve, xe € A, 11 < a9 = f(x1) < f(12), (f(z1) < f(x2)). (7.10)

Uloha. Dokazte, 7e funkce y = 23 je na svém defini¢nim oboru rostouci

Definice 7.3.
Necht f : A C R — R. Rekneme, e f je na mno¥in& A klesajici (nerostouci),
jestlize

Ve, xe € A, 1 <x9 = f(x1) > f(x2), (f(z1) > f(22)). (7.11)

Na obr. 7.13 je uveden pfiklad grafu funkce rostouci a na obr. 7.15 je uveden p¥iklad
grafu funkce neklesajici na intervalu 1.
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Y Y
f(x2)
f(a1) f(@1) = f(a2)

0 T T2 T 0 } p— - >
Obrazek 7.13: Graf rostouci funkce. Obrazek 7.15: Graf neklesajici funkce.

Funkce na obr. 7.10 je na intervalu <0,§) rostouci, je rovnéZ rostouci na intervalu
(%,ﬂ. Neni rostouci ani na intervalu <O,%> ani na intervalu <%,7r>. Neni ani rostouci
na intervalu (0, 7). ZdGvodnéte!

Funkce nerostouci a funkce neklesajici na dané mnoZziné nazyvdme spole¢nym ndzvem
funkce monotonni. Funkce rostouci a funkce klesajici na dané mnoziné nazyvame
spole¢nym ndzvem funkce ryze monotdénni. Je-li funkce ryze monoténni, je i monoténni.
Opak nemusi platit.
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Funkce prosta. Dalsim dileZitym pojmem je funkce prostd. Necht f : A C R — R.
Funkci f nazveme prostou na A, jestliZe f ma tuto vlastnost

\V/.’L'l,l‘g € A,.Tl 7é X9 je f(.%’l) 7é f(l’g) (712)

P¥iklad 7.13. Necht funkce y = f(x) je ddna tabulkou

z |

Tedy nap¥. f(3) =1, f(4) = 2 atd. Tato funkce je prosta. Neni v3ak ani rostouci ani
klesajici.

Pt¥iklad 7.14. Funkce y = 22 neni na intervalu (—2,2) prostd. Ozna¢me f(z) = 22
Zvolme napf. 1 = —1, xo = 1. Je tedy x; # x9, aviak f(x1) = f(x2) = 1. Viz obr,

7.16.
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=

-2 -1 0 1 2 x

Obrézek 7.16: Funkce y = 2% definovand na intervalu (—2,2).

Avdak funkce y = 22 je na intervalu (0, 2) prosta. Viz obr. 7.17
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0 r1 T2 2

Obrazek 7.17: Funkce y = z? je na intervalu (0, 2) prostd.

Porovnanim definici rostouci funkce, klesajici funkce a prosté funkce dosp&jeme k tomuto
zavéru:

Funkce ryze monoténni na A C R je na A téZ prosta.

Existuje viak funkce prostd, kterd neni ryze monoténni (viz p¥iklad 7.13).
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Definice 7.4.

Rekneme, ¥e funkce y = f(x) je sudd (lichd), ma-li tuto vlastnost: Je-li definovana
v bod& z, je definovand i v bodé (—xz) a plati f(—x) = f(x), (f(—z)=—f(2)).

Z definice je tedy patrno, Ze graf sudé funkce je symetricky vzhledem k ose y a graf
liché funkce je symetricky vzhledem k pocatku.

P¥ikladem sudé funkce je funkce y = 2. Skute&n&, tato funkce je definovana pro
vechna z a plati (—x)? = z°. P¥ikladem liché funkce je funkce y = x3. Skutetne, tato
funkce je definovand pro viechna z a plati (—x)3 = —a3.

7.4.2. Funkce slozena a funkce inverzni

Slozena funkce. Necht A je neodvisly obor funkce u = p(x). Oznaéme B = p(A)

odvisly obor funkce . Necht f(u) je funkce definovand na mnoZin& B. Ke kaZdému
&islu x € A pkiradme &islo F(x) vztahem

F(x) = f(e(z)), (7.13)

to jest hodnotu funkce f v &isle u = p(x) € B. Funkci f nazyvame vnéjsi sloZkou
a funkci @ vnitini slozkou funkce F'.
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Priklad 7.15. Funkci

y=(2>+1)", € (—o0,00)
miZeme chapat jako sloZenou funkci. PoloZzme
A= (-00,00), u=¢(x), kde @(x)=2"+1, rc A
Oznaéme
B = p(A), tedy B = (1,00).

PoloZme

Potom ke kazdému x € A je funkci ¢ pf¥ifazeno u = ¢(z) € B. K tomuto &islu u je
funkci f pf¥ifazeno &islo y = f(u). Tedy y = f(¢(x)).

Je tedy f(u) = u” vn&j&i a u = 2% + 1 vnit¥ni slozkou funkce y = (2 + 1)7.
Poznamka. SloZena funkce miiZe byt vicendasobné sloZena. Napt. jestlize f je jeji vnéjsi

slozkou a ¢ je jeji vnitfni sloZkou, potom vnit¥ni slozka ¢ miZe byt opét slozenou.
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Inverzni funkce. Necht funkce y = f(x) je definovand na mnoZin& A a je na ni
prosta. To znamena, Ze pro kaZdd dvé& &isla x1, 19 € A, 11 # x9 je f(x1) # f(x2).
Oznatme B = f(A). Ke kazdému y € B pritadme to &islo x € A, pro n&jz
je f(z) = y. Tim jsme zavedli pravidlo, jimZ ke kaZdému y € B je pFifazeno
x € A. Je tak definovand novd funkce, oznaéme ji {1, jejimZ neodvislym oborem
je mnoZina B a odvislym oborem je mnoZina A. Ponechame-li oznaleni vy pro
proménnou s oborem B a x pro proménnou s oborem A, piSeme
= f(y), ye€ B, r e A

V definici inverzni funkce je podstatny predpoklad, Ze f je na svém definicnim oboru
prosta. Takovymi funkcemi jsou nap¥. funkce ryze monotdénni na svém defini¢ni oboru.

Na obr. 10.2 je v kartézském soufadném systému znazornén graf funkce y = f(z)
rostouci na intervalu A = D(f), tedy graf funkce prosté. Graf funkce z = f~1(y) je
totoZzny s grafem funkce y = f(x), pokud bychom proti zvyklostem znazornili neodvisly
obor na ose y a odvisly obor na ose .
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Yy y=f(z), z=f"(y)
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Obrézek 7.18: Graf funkci y = f(x), x = f~1(y).

Oznatime-li z neodvisle prom&nnou jak pro funkci f, tak i pro funkci f—!, zapi¥eme
obé funkce takto

y=f(x), x€ A, yeB, y:ffl(x), r€eB, yeA (7.14)

JestliZe jejich neodvislé obory vyzna¢ime v kartézském souradném systémy na vodorovné
ose, jsou grafy funkci f(z), f~1(x) symetrické s osou symetrie y = x. Graf inverzni
funkce f~1(x) jsme dostali preklopenim grafu f(x) kolem p¥imky y = .
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y y = f(z)

%
B . y=f"1(x)

"/
’/,
/
O .

ya A B X

Obrézek 7.19: Graf funkci y = f(x), x = f~'(y).

Z definice inverzni funkce vyplyva

e je-lia € D(f), potom a= f~1(f(a))
o jelliae D(f), potom o= f(f !(a)

Je-li prosta funkce dana rovnici

y = f(x), (7.15)
dostaneme k ni funkci inverzni tak, Ze z rovnice (10.21) vypocitame x pomoci .
Pojem inverzni funkce vede k zavedeni novych funkci, jak pozdéji uvidime.
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Ptiklad 7.16. K funkci y =22+ 1, = € (1, 3) urlete funkci inverzni.

Regeni. Oznatme f(z) = 2z + 1, A = (1,3). Oznatme B = f(A). Dostavame B =
(3,7). Z rovnice y = 2x + 1 vypo&itame x. Dostdvame z = %y — % Tedy funkce
xr = %y — % je inverzni k zadané funkci f, je definovand na intervalu B. Zménou
oznaceni pro neodvisle a odvisle proménnou dostavame hledanou inverzni funkci

Grafy zadané funkce a funkce k ni inverzni jsou na obrazku 7.20.
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Obrazek 7.20: Grafy funkci y = f(x), y = f~!(z) z p¥ikladu 7.16..

Kontrolni otazky

5. Necht f(z) =32 Vypotitejte

a) f(2) [7]
b) £({0,3)) [nelze, v bodé& 1 € (0, 3) neni f(x) definovano]

c) f((5,6)) [(54)]
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6.

7.

8.
9.

— 3z+1

Urlete defini¢ni obor funkce f(z) = 255.

[Df - (_007 _1) U (_17 1) U (17 OO)]

Zjistéte, zda funkce jsou sudé, resp. liché:

l‘) - xfil

_T

342

_r

241

2241
x

[sudd]
[neni ani sudd, ani lichd]
[licha]
[lichd]

Co je to funkce rostouci, klesajici, monotonni?

a) y=2x—1
b) y =123 +1

) y="5

Nacrtnéte grafy funkci
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Kapitola 8

Limita a spojitost funkce jedné
promeénné

Uvod. V této kapitole se zam&Fime na zavedeni pojmu limity redlné funkce f(z) jedné
prom&nné v daném bod&. Pojem limity funkce f(x) v daném bodé& pak pouZijeme
k zavedeni pojmu spojitosti funkce f(x) v daném bodé.

V této kapitole budeme tam, kde nemize dojit k omylu, pouzivat pojem funkce misto
redlna funkce redlné proménné.

Pojem limity je dilezitym pojmem, ktery je zdkladnim pojmem nap¥. pro zavedeni
pojmu derivace funkce a urcitého integralu z dané funkce. D¥ive neZ zalnete
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studovat podrobné tuto kapitolu, zopakujte si z kapitoly o &islech zavedeni nevlastnich
Cisel —o0, 0o a rozsiteni nékterych operaci ,,+, —, -, : “ na R".

Déle si zopakujte pojem okoli jak redlného &isla, tak i nevlastnich &isel. Necht a, d jsou
redlnd &isla. Potom mnoZinu

<a,a+9)...... nazyvame pravym d—okolim bodu a, znatime Uj ()
(a—6,a>...... nazyvame levym §—okolim bodu a, znat¢ime Uy (a)
(@a—d,a+96)...... nazyvdme J—okolim bodu a, znatime Us(a)

Necht @ = —00,d € R. Potom mnoZinu

(—00,8)...... nazyvéme d— okolim bodu —oo a znatime Us(—o0), resp. Uy (—o0)

Necht @ = 00,6 € R. Potom mnoZinu
(0,00)...... nazyvdme d—okolim bodu oo a znatime Us(o0), resp. Uy (00)
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8.1. Limita funkce jedné proménné v daném bodé

Uvodni poznamky k zavedeni pojmu ,limita realné funkce jedné proménné*

Zacné€me s vySetfvanim funkce

v bodech x # 0 ,,v blizkosti bodu* x = 0. Funkce f(x) neni v bod& x = 0 definovana.
Uved me si hodnoty této funkce v n&kolika bodech:

x +1,5 +1 10,5
F(z) 11 0,664996 ... | 0,841470... | 0,958851 ...

x +0,1 40,01 +0,001
F(z) [ 0,098334 ... 10,999983 ... | 0,999999 ...

Uvedené hodnoty nas vedou k domnénce, Ze ¢im x je ,,blize" k &islu 0,2 # 0 tim f(x) je
,blize" k ¢islu 1. Slovo , blize” budeme precizovat takto: K libovolnému ¢ > 0 Ize uréit
Eislo 6 > 0 tak, Ze pro z € Us(0), = # 0, je S0 e [J,(1), to jest pro z € (—4,8), = # 0,
jel —e < ®L < 1 4 ¢. Dikaz pravdivosti této domné&nky nebudeme ted provadét.

Tx _
PonévadZ tato domnénka je pravdiva, budeme F¥ikat, Ze funkce Slgx ma v bodé 0 limitu
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rovnu ,,1“ a tuto okolnost budeme psat jako

Sin &
= 1.

lim
z—0 X
D¥ive, nez p¥ikro&ime k exaktnimu zavedeni pojmu , limita funkce f(x)" v daném bod&
a € R*, zavedeme si tento pojem na zakladé neuprfesnénych pojmi. Doufam, Ze to
pomiiZe k pochopeni tohoto pojmu. Pojem limity funkce je zdkladnim pojmem, jemuZ
je nutno dobfe porozumét. Toto porozuméni je diileZitéjsi neZ nauceni se presnému
znéni definic a vét, které davaji ndvod k jejich vypoctu.

Osvétleni pojmu limity lim,_., f(z) = o v nasledujicich pfipadech.

a € R,a € R. R¢enf , limita funkce f(z) v bod& a € R je rovna o € R", které
symbolicky zapisujeme jako

lim f(z) = «,

r—a

znamena, nepresné Ffeleno, toto: Cislem « Ize aproximovat hodnoty funkce f se
zvolenou ptesnosti ve v8ech bodech = # a, leZicich dostate¢né blizko k &islu a.
Jinak ¥eleno: jestlize ,,x se blizi k a a x # a", potom ,, f(x) se blizi k o

Uved me tento ptiklad.

x+ 2 4

I ~Z2_08
22 +1 5
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z+1
241

r+1
241

znamena, Ze pro vsechna x # 2, ktera se malo lidi od 2, je definovano a

se malo lisi od % = 0,8. (Nap¥. pro z = 2,01 dostdvame

(x+2> — 0,795619 . . .
2=2,01

2+ 1

a pro x = 2,001 dostdvame

2
<x2+ > — 0,7995602. .. .
w2 +1), 000

a € R, a = o). Réeni ,limita funkce f(z) v bod& a € R zprava je rovna oo ", které
symbolicky zapisujeme jako

lim, f(z) = oo,

znamena, ze jestliZze zvolime libovolné velké ¢islo K, potom pro vSechna &isla x > a,
dostate¢né blizka k &islu a, nabyva funkce f(x) hodnotu vétsi nez zvolené &islo
K. Neptesné ¥eteno:Jestlize ,x se blizi k a a x > a", potom , f(x) roste nade
viechny meze." Uved me tento pt¥iklad. PoloZme f(x) = ﬁ.Potom

i = li =
Jim f(z) = lm —— = oo,

znamend, Ye at zvolime jakékoliv &islo K, potom pro dostate¢n& blizkd &isla = k
Cislu ,,2", rGznd od ,2" je f(z) = ﬁ > K. Nap¥. pro x = 2,001 je f(2,001) =
1000 a pro = = 2,000001 je f(2,000001) = 1000000
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a =00, € R. Réeni ,limita funkce f(x) v bod& oo je rovna o« € R", které
symbolicky zapisujeme jako

lim f(z) = «,

znamend, nep¥esn& Feteno, toto: Cislem « Ize aproximovat hodnoty funkce f se
zvolenou presnosti pro vSechna dostate¢né velkd z. Jinak Feteno: Pro vsechna
dostate¢né velkd x € R &islo o aproximuje v8echny hodnoty funkce f(x) nepfevy3ujici
zvolenou chybu aproximace.

Uved me tento ptiklad.

224+ +1
hmz—:
r—oo ¢ —1

' v v 7/ i - '2 - 7/ v/ 7/
znamena, e pro , hodné& velké z"“ je % definovdno a i se mélo od 2. To

vidime, jestlize danou funkci pfepiSeme takto.
20+ +1 24 1/x+1/(2?)
2—1 1 —1/(2?)
Citatel se pro hodn& velkd = mélo li& od ,2* a jmenovatel se pro velké hodnoty z

malo lisi od ,, 1", takZe pro hodné velka x se hodnota uvaZované funkce milo lisi
od ,,2". Nap¥ pro x = 100 je

<2x2+:c+1

2

= 2.010301 . ..
z?—1 =100
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a pro x = 1000 je

202 + v+ 1
2 —1

) = 2,002003. .. .
z=1000

a =00, = o R¢eni, limita funkce f(x) v bod& oo je rovna oo “, které symbolicky
zapisujeme jako

lim f(x) = o0

T—00
znamena, nepresné fefeno, toto: Zvolime-li jakékoliv velké &islo K, potom pro
v8echna dostatecné velka ¢isla x je hodnota funkce f v bodé x vétsi nez K .Vyslovme
domnénku:

2+ 1
= 00

lim
r—oo x + 1
Uvazme, ze pro x > 0 plati

2?1 1+1/(2?)
1) = T ~Tar @y

takZe pro dostatetn& velkd x je f(x) v&tsi, nez zvolené K. Nap¥. pro x = 1000 je
F(x) > 999.
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Osvétlete si tyto zapisy

a) lim lInz = —oc0
CC—>0+

b) lim 2L = oo
134)24,_ r=

) lim 2% = —o0
r—2_ T

a nakreslete grafy funkci, jejichz limity v pfislusnych bodech jsou uvedeny a vyslovte
domnénku o hodnoté pfislusné limity.

Limita funkce jedné proménné

Po tivodnich slovech k zavedeni pojmu limity uved me si jeji presné zavedent.
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Definice 8.1. (Limita funkce jedné proménné)

Necht y = f(z) je redlnd funkce redlné prom&nné x.
Necht a € R*. Rekneme, %e funkce f(z) ma v bod& a limitu a € R* a pigeme
lim f(z) = «,
r—a
jestlize ke kazdému e—okoli bodu « existuje d—okoli bodu a tak, Ze
1. funkce f(x) je definovana v Us(a) — {a}
2. pro vdechna x € Us(a) — {a} plati f(x) € U.(«).
V bodech a € R zavadime i limitu zprava a limitu zleva funkce f(x) takto: Rekneme,
Ze funkce f(x) ma v bodé a € R limitu zprava (zleva) rovnu &islu a € R* a piseme

lim f(z) =« (hm f(x):cv>,
T—ay T—a_
jestlize ke kaZdému e—okoli bodu o € R* existuje pravé (levé) d—okoli bodu a tak,
ze

1. funkce f(z) je definovéna v U (a) — {a} (U; (a) — {a})

2. pro vdechna z € U (a) — {a} (z € Us (a) — {a}) plati f(x) € U(a).

UkaZme, jak lze tuto definici pfeformulovat v jednotlivych pt¥ipadech.
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a € R,a € R, lim f(x) = a] Rekneme, Ze funkce f(z) ma v bod¥ a € R limitu

z—at

« a piseme
lim f(x) = a,

r—at
jestlize k libovolnému vlastnimu &islu € > 0 lze urdit takové vlastni &islo 6 > 0, Ze
pro v8echna z € (a,a+ ), (tj. pro x € U (a) — {a} je funkce f(z) definovang a
f(x) je aproximovano &islem « s chybou nepFevysujici e, tj. f(z) €< a—e, a+e > .

Grafické zndzornéni lim, ..+ f(z) = «, je zobrzeno na nasledujicim obrazku 8.1

Y
/=f(w)
oa+e
f(z)
o — & |
/‘Um)—{a} |
0 a T a+0 x

Obrézek 8.1: lim, ..+ f(z) = a,
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a € R, a= oo, lim f(z) = 00| Rekneme, e funkce f(x) ma v bod& a € R limitu

T—a
Zprava rovnu oo a piseme

lim f(z) = oo,

jestlize pro kazdé libovolné velké &islo € |ze urdit takové vlastni &islo 6 > 0, Ze pro
viechna = € (a,a + 6), (tj. pro = € U (a) — {a} je funkce f(z) definovand a
f(z) > e.

Grafické zndzornéni lim, .+ f(z) = oo je zobrazeno na nasledujicim obrazku 8.2
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! y = f(x)
U:(00)
f(a)
f<32 7~ s y=c¢
L Ui (a) — {a}
0 c; :;: a:I—(S j x
; 7

Obrézek 8.2: lim, ..+ f(z) = o0

a =00, € R, lim f(z) = . Rekneme, %e funkce f(x) ma v bod& oo limitu

rovnu « a piseme

lim f(x) = a,

T—00
jestlize pro kaZzdé libovolné malé &islo € > 0 Ize urdit takové vlastni &islo § > 0,
Ze pro viechna z € (8,00), (tj. pro € Uy (a) je funkce f(z) definovana a
f(z) e (a—eate)
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Grafické zndzornéni lim, ., f(x) = a je zobrazeno na nasledujicim obrazku 8.3

)
y = f(x)
a+e y=ate
O e
e} p—
Y=«
a—ce J—a—:
0 5 T Us(o0) z

T

Obrézek 8.3: lim, . f(z) =«

a = 00, = 0o, lim f(x) = infty. Rekneme, e funkce f(z) ma v bod& oo limitu

r—00
rovnu oo a piseme

lim f(z) = oo,

r—00

jestliZze pro kazdé libovolné velké &islo € > 0 Ize uréit takové vlastni &islo § > 0,
e pro vdechna z € (8,00), (tj. pro € Uy (a) je funkce f(z) definovand a
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f(x) € (a—e,a+¢).

Grafické zndzornéni lim, ., f(x) = oo je zobrazeno na ndsledujicim obrazku 8.4

y
Ue(a) y = f(x)
f(z)
€ y—¢
| >
O 5 T Us(oo) ¥

Obrazek 8.4: lim, ., f(z) = 00

Reeni , limita funkce f(z) v bod& oo je rovna o € R", které symbolicky zapisujeme
jako
lim f(z) = a,

T—00

znamena, nepresné Feleno, toto: Cislem « Ize aproximovat hodnoty funkce f se
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zvolenou presnosti pro vSechna dostatecné velkd z. Jinak Feteno: Pro vSechna
dostate¢né velkd x € R &islo o aproximuje viechny hodnoty funkce f(x) nepfevy¥ujici
zvolenou chybu aproximace.

Poznamka 1. Jestlize interval (¢, d) je definiénim oborem funkce f(x) , budeme nékdy

misto lim f(x) psat lim f(z),

T—Ct
misto lim f(z) psat lim f(z).
x—d_ r—d
Poznamka 2. Vsimnéte si, Ze oznaleni lim f(z) (lim f(z)) je vlastn& rovné&Z
T——0Q0 Tr—00
oznadeni pro jednostranné limity.

UkaZme, Ze plati tato véta:

Véta 8.1.
Necht f(x) je funkce. Potom lim f(z) = a ( lim f(z) = a), kde a € R*, kdyZ

1 1
lim f (—) = (lim f <—> a) :
y—04 Yy y—0_ Yy

a jenom kdyZz
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Dikaz: Dikaz vychazi z toho, ze vztahem

Yy=-
T
je ke kazdému x € Us(00), & # 0 ptitazeno pravé jedno y € U, (0) a kazdé y € U, (0)
5 0

je pfifazeno pravé k jednomu x € Us(oo). Pro lim f(z) je dikaz analogicky.
T——00

Uloha. Zvolte si funkci y = f(x) a nacrtnéte jeji graf pro tyto p¥ipady:
a) lim f(z)=a, a €R, lim f(x)=a,a € R, a €R

Tr—a_—

b) lim f(x) =00, lim f(x) = oo, lim f(z) = 00, a € R

T—a4 T—a_ T—a

c) lim f(x) = —o0, lim f(x) = —o0, lim f(z) = —o0, a € R

T—a4 T—a_ r—a
d) lim f(x) = o0, lim f(z) = —o0, lim f(z) =a, a € R

e) lim f(z) =00, lim f(z)=—o00, lim f(z)=a, a €R

r——00 r——00 r——00

Limita funkce f(x) v daném bod& a nezavisi na hodnoté funkce f(z) v bod& a. Tedy
funkce f(x) nemusi byt v bod& a ani definovana. Plati tedy tato poucka:
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Necht a € R*, necht existuje § € R tak, Ze f(x) = g(z) pro x € Us(a) — {a}.
Potom existuje-Ii lim f(x), existuje i lim g(x) a plati

r—a

lim f(x) = lim g(x).

r—a r—a

Podobné pro lim f(z), lim f(z), lim f(z), lim f(z).

T—a4 —

I Funkce f(z) nemusi mit v daném bodé& limitu. Uved me tyto p¥iklady.

P¥iklad 8.1. Necht

1 pro x raciondlni,
flx) = g
—1 pro x iracionalni.

Necht a € R. Potom neexistuje lim f(z) ani lim f(x).

T—ay T—a_
Skutetné. V kazdém intervalu (a,a+4) ((a—0,a)) jsou jak body x, v nichZ je f(x) =1,
tak body z, v nichz je f(z) = —1. Tedy neexistuje ani lim f(x) ani lim f(z).

T—aq T—a_

1

7"

Pt¥iklad 8.2. UkaZme, Ze neexistuje lim sin

JJ—>O+

ReSeni. Predevsim zvaZzme, Ze funkce sin% je definovana pro vsechna = # 0. PoloZzme

1

= ———— k=1,2,...
T2k +1)I
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Z¥ejmé& posloupnost {xj}72; ma limitu rovnu 0, tj. klim xp = 0. Déle
—00

—1 pro k liché,

1 : T
sin — =sin(2k + 1)= = { 1 pro k sudé.

T 2
Tedy v kaZzdém intervalu (0,6) jsou jednak body, v nichZ funkce sin% nabyva hodnoty

—1, jednak body, v nichZ funkce sin% nybyva hodnoty 1, takZe neexistuje 1ir61 sin%.
r—U4

Na obr. 8.5 je vyznacen graf funkce sin% pofizeny na pocitaci.

Obrazek 8.5: Graf funkce sin %
V ulebnim textu ,,Matematika A" jsme zavedli pojem spojitosti funkce f(z) v daném
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bodé& a. Zavedeni tohoto pojmu Ize provést pomoci pojmu limity funkce f(x) v bodé a
takto.

Definice 8.2. (Spojitost funkce v bodé)

Necht funkce f(z) je definovand v bodé¢ a € R a necht lim f(z) = f(a)
(lim f(x) = f(a)) [lim f(z) = f(a)]. Potom f(x) je v bod& a spojitd (spo-
T—ay T—a

jitd zprava) [spojita zleval.

Je-li a levym (pravym) koncovym bodem intervalu I, na némZ je funkce definovang,
miZeme Fikat, Ze funkce f(z) je v bod& a spojitd misto f(x) je v bod& a zprava
(zleva) spojita.

JestliZe funkce f(x) je v bodé& a € R spojitd, potom vypocet limity funkce f(x)
v bodé& a Ize uréit pouhym vypoctem hodnoty funkce f(x) v bodé€ a.

V' ucebnim textu ,Matematika A" jsme uvedli, Ze elementarni funkce polynom,
raciondlni lomend funkce /x, a® log, x, sin x, cos , tg x, cotg x, arcsin x, arccos x,
arctg x a arccotg x jsou spojité v kaZdém bodé svého defini¢niho oboru.

Uved me si n&kolik p¥ikladi.

Priklad 8.3. DokaZme, ¥e lim logz = 1, lim sinz = ¥2.

x—10 x—>g 2
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Skute¢né. Funkce log x, sin x jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho oboru. Tedy

T V2

lim logx =log 10 =1, lim sinx = sin — = —.

210 g—T 1 2

P¥iklad 8.4. Necht n € N. DokaZme

lim 2" =
r——0Q

00, N je sudé,
—00, n je liché.

Skutetn&. Necht n je sudé. Necht € > 0 je libovolné &islo. Bez Gijmy na obecnosti
mizZeme pfedpokladat, Ze € > 1. Polozme 0 = —/e. Potom pro x € Us(—0), tj. pro
r € (—00,—/e) je 2" > e, tj. 2" € U-(00), takZe

lim z" = oo pro n sudé.

r——00

Podobné se dokaze, Ze pro n liché je lim x2" = —oo0.

Pt¥iklad 8.5. Vypolitejte
lim (322 — 42 + 1).

r—2

Reseni. Polynom je funkce spojitd v kazdém bodé = € R, tedy i v bod& 2. Limita
v bodé a, v némz je funkce spojitd, je rovna jeji funkéni hodnoté v bodé a. Tedy

lir%(3x2—4x—i—1):3-22—4-2+1:5.
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Pt¥iklad 8.6. Vypolitejte
o 3x+2
lim 5 )
r—2 x4 — 1

Reseni. Funkce f(z) = iﬁf% je raciondIni lomena funkce. Vime, Ze raciondlIni lomena
funkce je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru, to jest v kaZzdém bodég, v némz
je jmenovatel nenulovy. V nagem p¥ipadé je jmenovatel 22—1 v bod& 2 roven 22 —1 = 3,

takze lin% f(x) je rovna f(2). Dostavame

3r+2 3-2+2 8

22 —1 22-1 3

Pt¥iklad 8.7. Vypolitejte

Reseni. PoloZme

Ztejm& Dy = R — {2,3}. Funkce f(z) neni tedy v bod& 2 spojitd, nebot v ném ani
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neni definovana. Funkci f(x) p¥epi¥me na tvar

x—2)(x+2
PR TS
(x —2)(x — 3)
Polozme
(z) = x4+ 2
= e 3
Z¥e j & f(x)=g(x) pro = # 2. Ponévad? limita funkce nezavisi na jeji hodnot& v bodg,
némz limitu pocitame, je
lim /() = lim g(z). (8.1)

Funkce g(x) je v3ak spojitd v bodg& 2, takze

lim g(z) = 9(2),

T—2
t.
242
lmg@) =535
Podle (8.1) je tedy
hrr% f(z) = —4.
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8.2. Limita a spojitost funkce vytvorené pomoci dvou funkci

Pro funkce, které vzniknou selitanim, odecitanim, nasobenim a délenim funkci, jejichZ
uvazované limity v daném bodé a zndme, miZeme poditat limitu podle nasledujici véty.
Véta 8.2.

Necht f(z), g(z) jsou funkce pro n&Z plati
lim f(z) = A, limg(z) = B,

kde lim znaci jeden ze symboli lim, lim , lim, lim, lim ,a € R asymboly A, B

r—a r—at r—a- T—00 T——00

predstavuji redInd &isla nebo jeden ze symbolii +o0o nebo —oo (to jest A, B € R*).
Potom plati

lim(f(z) £ g()) = A + B,

lim f(z)-g(z) = A - B,
m ) _ A
lim o) B (8.4)

pokud ma prava strana vyznam v R*.
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Diikaz: Diikaz véty proved me jen pro n&které p¥ipady. DokaZme vztah (8.2) pro limitu
v bodé a pro tyto pfipady. Ostatni pfipady se dokazuji podobné.

«) Necht a, A, B € R. Necht lim f(z) = A, lim g(z) = B. DokaZme, Ze lim(f(z)+
g(z)) = A+ B.

Necht € > 0 je libovolné &islo. Pon&vad? lim f(x) = A, existuje takové §; > 0,

zeprox #a, x € (a —01,a+ 61) je funkce f(z) definovand a plati
£
|f(x) — A| < 5 (8.5)
Podobng&, ponévad? lim g(x) = B, existuje o > 0 tak, Ze pro x € (a — d2, a+ d),
x # a, je funkce g(z) definovand a plati

9(x) = Bl < =. (8.6)
Polozme ¢ = min(dy, d2). Ze vztahd (8.5),(8.6) dostdvdme pro = # a, © € (a —
d,a+9)
[f(x) £ g9(z) = (A £ B)| = [(f(z) — A) £ (9(z) - B)| <

< |f(@) = Al +l9(x) = Bl < 5+

225.

Tedy
lim(f(x) £g(x)) =A £ B.

r—a
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B) Necht a,A € R, B = oo. Necht &, K > 0 jsou libovolnd &isla. Ponévadz
lim f(z) = A, lze k &islu € urit 6; > 0 tak, Ze pro x € (a — d1,a+ 1), = # a, je

r—a

funkce f(x) definovana a plati
‘f(l') o A| <§g,

t.
A —e< f(x) <A +e.
PonévadZ lim g(z) = oo, Ize k &islu (K + ¢ — A) urit §, > 0 tak, Ze pro

r—a

x € (a — d,a + 02), x # a, je funkce g(x) definovana a plati
g(x) > K +¢— A.

Ozname § = min(éy,d2). Potom pro = € (a — d,a + 6), = # a, je funkce g(z)
definovana a plati

fx)+g(z)>A —c+(K+e—A) =K.

Je tedy
lim(f(x)+g(x))=A +B=A + 00 = o0.

r—a

Podobné se dokaze, Ze
lim (f(z) - g(x)) = —oo.

T—a4
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Poznamka. Necht g(z) = ¢, kde ¢ je redlnd konstanta. Potom lim g(z) = ¢ pro

r—a

libovolné a, nebot pro libovolné ¢ > 0 a pro véechna z plati
lg(x) —c|=|c—c|=0<ce.

Je-li lim f(z) = A, A € R*, ¢ € R je libovolna konstanta, plati tedy podle v&ty 8.2

r—a

lime- f(z) =c-lim f(x) =c- A,

r—a r—a

pokud ma cA vyznam.

Z véty 8.2 dostdvame pro funkce spojité tuto vétu.

Véta 8.3.
Necht funkce f(z), g(x) jsou spojité v bod& a. Potom i funkce f(z)+ g(z), f(x)-

g(x) je spojita v bodé a. JestliZe navic g(a) # 0, je i funkce % spojitd v bodé a.

P¥iklad 8.8. Funkce sinz, 22 — 1 jsou spojité v ka?dém bod&. Tedy i funkce sinz +
x?—1,sinz —2?+1, (2> — 1) -sinz jsou spojité v kazdém bod&. Pon&vad? z2 —1 # 0
pro x # 1 a pro x # —1, je funkce 3% spojitd v kazdém bodé x, kde = # +1.

|
P¥iklad 8.9. Vypocitejte

lim (apz" + ap_12" '+ -+ a1z +ag), a, #0.

r—00
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ResSeni. PoloZme

1

f(x) = apz™ + ap12" " + -+ 4+ a1z + ag.

Funkci f(x) p¥epi¥me na tvar

n—1
T T 1
f(aj):xn (an+an—l e +"‘+alﬁ+a05>7

t].

i 1 1 1
flx)=2"(an+ap 1=+ +a—=+a—|.
h i

I.n
Podle véty 8.2 je

limf(x)zlimxn-(liman+lim +'--—|—limi1+lima—2>.

T—00 T—00 T—00 T—00 I z—o0 N~ T—00 I

anp—1

Ponévadz lim < = £ =0prom e N, ce R, lim 2" = 0o, dostdvame
xr o0
rT—0 rT—0

lim f(x) =o00- lim a,.

Tr—00 r—00
Je tedy
: oo pro a, > 0,
] _
x1—>nolof(x) { —00 pro a, < 0.
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Ptiklad 8.10. Vypodlitejte

lim (apa” + ap_12" ' + -+ a1z + ag), ap #0.

r——00
Reseni. Postupujeme podobné& jako v ptedchozim piikladg. Polozme
f(z) = apz" 4+ ap_12" t + -+ a1z + ag.

Dostavame

ap—1

T——00 T——00 T——00 x——00 I z——o0 xn—1 x——o0 "

lim f(z) = lim x”-(lim a, + lim 4ot lim — 4 lim @>.

Ponévadz Lim mim:O, meN,ceRa

T——0Q0

lim z" =
r——0Q

o0 pro n sudé,
—oo pro n liché,

dostavame 1)

lim f(x) =

r——00

sgna, - oo pro n sudé,
—sgna, - co pro n liché.

Tedy napt. lim (222 — 3z +1) =00, lim 2?(2 -3+ %) = occ.

r——00 r——00

Dsgna=1,jelia>0,sqna=—1,jelia<0
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Pt¥iklad 8.11. Podle v&ty 8.2 je nap¥. lir(r)1+(x2+1/:1:) = 00, nebot x” je funkce spojit4,

takze lim 22 =0a lim 1/z = oo.
x—0F x—07T

P¥iklad 8.12. Vypodlitejte
222 =3z +1
lim

r—o0 —x2 —2x + 1

ResSeni. PoloZme

222 — 3z + 1
f@) = — :
-z =2z +1
Pon&vad? lim (22%2—3z+1) = oo, lim (—2?—22+1) = —o0, nemiiZeme bezprostiedng

T—00 T—00
pouZit Zddnou vé&tu o limité podilu, kterou jsme zatim uvedli, nebot == neni definovano

ani v R*. Av&ak pro = # 0 je f(x) = g(z), kde

2-3+1
xr) = X €z
g9(z) _1_%4_#
Ztejmé
lim (2—%+%) 9
lim g(x) = —= = = -2
M) = oy 4y T
Je tedy
lim f(z) = -2
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Pt¥iklad 8.13. Vypoditejte
3t —r+1
lim ———.
z—oo 2+ —1

ReSeni. Zfejmé, délime-li Citatele i jmenovatele &islem 2%, kde z # (), dostavame

. 2 1, 1
Losrtowal o setolgd IMBT IR o
2ob > +ax—1 s 1+i—-L  lim(1+31-4) B
x 2 . x 2
Pt¥iklad 8.14. Vypolitejte
lim 2 tetl
z—ooxd + o —1
Reseni Ztejmé, délime-li Citatele i jmenovatele 24 pro x # 0, dostavame
: 1 1 1
. ?+x+1 . %4—#%—# JLIEO(P+F+F) 0 0
m — = 1m = = - =
pmo gt -1 a—e 14454 g}g(u;ﬂ—#) 1

V&tu 8.2 pro vypolet lim% nelze pouZzit, jestlize lim f(x) = A, limg(z) = 0. Je-li

A # 0, je tento pFipad ¥eSen nasledujici vé&tou. O p¥ipadé, kdy lim f(z) = lim g(z) = 0,
pojedndame pozdéji.
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Véta 8.4. (Limita podilu f(x)/g(z), je-li lim g(z) = 0)

Necht a,A € R, A # 0. Necht lim f(z) = A, lim g(z) = 0. Necht existuje

r—at r—a’t

6 > 0 tak, Ze pro x € U (a) — {a} je funkce E ; definovand a plati

felso (48 <o),

Potom

lim @:oo (—o0).

rz—at g .TC)

Pt¥iklad 8.15. Vypocitejte

3x
lim 5 )
r—2+ x4 — 4

Reseni. Zrejme 111]2[1+ 3r = 6, 111]2[1+(5L'2 —4) =0. Tedy limita Citatele je rizna od nuIy a
Tr— Tr—

obr. 8.6. Ponévadz existuje pravé okoli
véty 8.4

3x
lim 5
r—2+ x4 — 4

= OQ.
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-2 0 2

Obrazek 8.6: Znameni funkce z prikladu 8.15.

Podobné bychom zjistili, Ze

. 3
Lim
r—2 332 — 4

= —OQ.

Poznamka. Schematicky chovani funkce x§f4 pro = ,blizko" k &islu 2 znazoriiujeme
podobné jako na obr. 8.7.
2 T

\

Obrazek 8.7: Znazornéni chovani funkce x?fl v okoli bodu = = 2, x # 2.
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P¥iklad 8.16. Vypolitejte
. dr+1
lim

r—1t ZC2 — 1

Reseni. Ponévady? lim (32 + 1) = 4, 111%(9;2 —1) =0, 22 > 0 pro z > 1 (urtete

znameni raciondlni lomené funkce iﬁf}) dostavdame podle véty 8.4, ze

o 3x+1
lim =
r—1t [UQ —1

Q.

Spojitost slozené funkce

Véta 8.5. (Spojitost slozené funkce)

Necht funkce u = p(x) je spojitd v bodé a € R a necht funkce f(u) je spojitd
v bodé o« = p(a). Potom sloZena funkce f(p(x)) je spojitda v bodé a. Je tedy

lim f(p(2)) = fp(a)).

Duikaz: Ze spojitosti funkce f v bodé a = ¢(a) vyplyva, Ze k libovolnému ¢ > 0
existuje takové o > 0, Ze pro u € U,(a) (tj. pro = € (o — 0, + 0)) je funkce f(u)
definovana a plati f(u) € U.(f(a)) (tj. f(a) —e < f(u) < f(a)+¢). Ponévadz funkce
¢ je spojita v bodé& a, k uvedenému &islu p existuje takové § > 0, Ze pro x € Us(a)
(tj. pro a — 6 < x < a+ 6) je funkce p(z) definovand a ¢(x) € Uy(a) (to jest
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a—o < p(r) < a+p). Jelitedy x € Us(a), je u = p(x) € Uy(a) a f(u) € U(f(a)),
tj. f(e(x)) € U(f()). Funkce f(p(z)) je tedy spojita v bodé a.

Priklad 8.17. Funkce sin(z? + 2 + 1) je spojitd v kazdém bod& a € R.

Skutetng. Polozme u = ¢(z) = 2* + x + 1, f(u) = sinu. Necht z € R. Vime, Ze
polynom je funkce spojitd v kazdém bod&. Je tedy ¢(z) spojitd i v bodé a. Ozname
a = a®+a+ 1. Funkce f(u) je spojitd v kaZdém bodg, tedy i v bod& «. Podle véty 8.5
je tedy f(¢(z)) spojitd v bod& a. Pon&vadz a byl libovolny bod z intervalu (—oo, 00),
je f(¢(x)) spojitd v kaZdém bod& a € (—o0, 00).

Véta 8.6. (Spojitost slozené funkce)

Necht funkce o(x) je spojitd v bod& a € R. PoloZme a = ¢(a). Necht existuji
takovd &isla k, o, Ze (Uy(a)) = Ut (a) (p(Usla)) = U, (a)). Necht funkce f je
spojitd zprava (zleva) v bodé& «.. Potom funkce f(p(x)) je spojitd v bodé a.

Diikaz: Necht € > 0 je libovolné &islo. Pon&vad? funkce f(u) je spojitd zprava v bodg
a, existuje ¢ > 0 tak, Ze f(u) je definovand v U, (a) a f(u) € U-(f(a)). Ponévadz
©(x) je spojitd v bod& a, k uvedenému C&islu o existuje d; > 0, Ze pro z € Uy, (a)
je funkce ¢(x) definovand a ¢(z) € U, (). Polozme § = min(k,d;). Potom pro
z € Us(a) je p(x) € Uy (a) a fp(z)) € U(f(p(a)). Je tedy lim f(p(2)) = fe(a)),

takze f(p(x)) je spojitd v bodé a.
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Uved me si nyni vétu o limit& slozené funkce, je-li jeji vn&si slozka spojita.

Véta 8.7. (Limita sloZzené funkce)
Necht o, f jsou funkce, a € R*, oo € R a necht

lim p(z) = a.
Necht funkce f je spojitd v bod& a.. Potom existuje 6 > 0 tak, Ze f(p(x)) existuje
v Us(a) a plati
lim f(p(2)) = f(lim ¢(x)) = f(a). (8.7)

r—a r—a

Diikaz: Necht € > 0 je libovolné &islo. Pon&vad? funkce f je spojitd v bodg& o, existuje
o > 0 tak, Ze pro u € U,(«a) je funkce f definovana a f(u) € U.(f(«)). PonévadZ
lim, ., ¢(z) = a, k &slu g existuje takové 0 > 0, Ze pro x € Us(a) — {a} je funkce
¢(x) definovava a ¢(x) € Uy(a). Tedy pro x € Us(a) — {a} ma f(p(z)) vyznam. Je-li
x € Us(a) — {a}, jeu=g(x) € Uy(a) a tedy f(e(x)) € U.(f()). Plati tedy (8.7). .

P¥iklad 8.18. UkaZzme, Ze

. 3z+1
lim e2~1 = e2,
r— 00

[S][9N)
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Skutetn&. Polozme ¢(z) = 325, f(u) = e". Z¥ejmé

lim p(z) = lim = ;

T—00 T—00 Q) —
Funkce e* je spojitd v bodé u = % takze
3z+1

im e2e—1 = e2,
T— 00

[ ][9]

Priklad 8.19. Necht p(x) = 22 + 1, f(u) = \/u. Funkce f(p(z)) je spojitd v bodg&
0.

Skutetné. o(x) je spojitd v bod& a = 0. PoloZme a = p(a), tj. a = 1. Funkce /u je
spojitd v bod& o = 1. Podle véty 8.7 je tedy funkce v 22 + 1 spojitd v bod& a = 0.
Poznamka. K domnénce, Ze funkce V22 + 1 je v bod& a = 0 spojitd, mizeme dospét i
touto tvahou. KdyZ z je dostateén& blizko k 0, je 22 +1 blizko k 1 a stéle je z2+1 > 0.
Tedy v22 + 1 je blizko k &islu v/1 = 1. Pon&vad? funkce v/22 +1 ma v bod& ¢ = 0
hodnotu 1, je funkce V22 4+ 1 v bod& a = 0 spojit4.

Poznamka. Je mozZno vyslovit fadu dalSich vét podobnych k vété 8.7, které vzniknou
za predpokladu, Ze funkce f(x) je pouze zprava, resp. zleva spojita v a a misto lim ¢(z)

r—a

se uvazuje lim o(x) resp. lim ().
r—ay T—a_
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Véta 8.8. (Limita sloZzené funkce)

Necht o, f jsou funkce jedné proménné a necht a,«, 3 € R*. Necht

lim p(x) = a, lim f(u) = 0. (8.8)

r—a U—o

Necht existuje takové okoli U,(a) a k nému okoli U,(«) tak, Ze

p(Us(a) = {a}) = Uy(a) — {a}. (8.9)

Potom
lim f(p(2)) = 5
(t lm flp(x) = _lim  f(w)

r—a

Dukaz: D¥ive, nez p¥ikro&ime k vlastnimu dikazu, uvazme, Ze z (8.9) vyplyva, Ze pro
z € Uy(a) —{a} je p(x) # a.
Necht U.(3) je libovolné okoli bodu 3. Pon&vad? lim f(u) = (3, existuje okoli Us, ()

U—

tak, Ze funkce f je v Us, () — {a} definovana a plati

f(u) € U-(B)  pro u € Us, () — {a}. (8.10)
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Pon&vad? lim p(z) = «a, k okoli Us, () existuje takové okoli Us, bodu a, Ze funkce ¢

Tr—a

je definovana v Us,(a) — {a} a

pro x € Us,(a) —{a} je p(x) € Us, (). (8.11)

Polozme
Ug(a) = U52(a) N Uﬁ(a). (8.12)

Véta bude dokazéna, dokadzeme-li, Ze pro viechna x € Us(a) — {a} je

fle(x)) € U-(B). (8.13)

Necht tedy € Us(a) — {a}. Vzhledem k (8.9), (8.11), (8.12), (8.13) u = ¢(x) €
Us, (o) — {a}. Je tedy
fu) € U=(B),
to jest
fle(x)) € U(B).
Je tedy
lim f(p(x)) = 5.

r—a
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P¥iklad 8.20. UkaZme, Ze

3z+1 _

lim e 0.

r—0o0

Skute¢né. PoloZme ¢(x) = 3z + 1, f(u) = e*. Zfejm& lim p(x) = co = «, lim e =

u—o

oo. Podle véty 8.8 je lim 3! = 0.
T—0Q0

Podobné& dokdzeme, %e lim e3*t!l =0,

T——00

Je Yada vét analogickych k vété 8.8. Nap¥. nasledujici véta.

Véta 8.9. (Véta o limité slozené funkce)
Nacht ¢, f jsou funkce jedné proménné a necht a,a, 3 € R*. Necht

limp(z) =ca, lim f(u)=7. (8.14)

r—a u—at

Necht existuje takové okoli U, (a) a k nému okoli U} (cv) tak, Ze
p(U(a) = {a}) = U, (a) - {a}. (8.15)

Potom

lim f(e(x)) = 0.

r—a
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8.3. Shrnuti, dlohy

V kapitole je zaveden pojem limity funkce f(z) v bod& a € R* a tento pojem je pouZit
k zavedeni pojmu spojitosti funkce f(z) v bod& a € R. Jsou vy3etFovany limity funkci

f(x) £g(x), f(z)-g(x), 1)\ daném bod& pomoci limit funkci f(x), g(x) v tomto

g(x)
bod&. Je vySetfovdna spojitost funkci f(z) + g(z), f(z) - g(x), % v daném bodg,

jsou-li v tomto bod& spojité funkce f(x) a g(x). RovnéZ je vyetfovand limita sloZené
funkce v daném bodé€ a spojitost slozené funkce v daném bodé.

Ulohy
Vysvétlete pojem limity funkce f(z) v bod& a € R*.
Vysvétlete pojem spojitosti funkce f(z) v bodé& a € R.

Necht f(x) < g(x) < h(x), € I,  # a. Necht lim f(z) = lim h(z) = «.

r—a r—a

Existuje lim g(z)? V p¥ipadé, Ze existuje, uréete lim g(z).
r—a r—a
Jaké véty znate pro vypocet limity souctu, soucinu a podilu dvou funkci?

Vysvétlete pojem funkce spojité daném v bodé.

Jaké véty znate o spojitosti souctu, soucinu a podilu dvou funkci?
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Co vite o spojitosti sloZzené funkce?

. Jakou vétu znate pro vypocet limity slozené funkce?

Necht

x—)+

Vypocitejte limity
a) lin%(Bx +1)
r—
b) x&ml 2%1_1

c) lim (33§ —2)

Vypocitejte limity
222 +z—1
3r+1
32%+1
4o +zx—1

a) lim
r—00

b) lim
r——00

c) lim arctgx
Tr—00

d) lim arccotgzx
r——00

1 proz >0,
0 proxz =0,
—1 pro x < 0.

Vypotitejte lim f(x), lirgl f(z), lin(l)f(x).

[1, —1, neexistuje]

[7]
_l]

s1n3 _ 2]

[oc]
[3]
[3]
[0]
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lim i, lim

z—0t z—0~

lim e*, lim ¢e*
T—0Q0 T—— 00

lim logx lim logx
z—0t z—0~

lim log LT

)
)
)
) z—0~
)
)
)
)

] la

f

g
h

i) lim sinx

r—00

J
k

Vv 1

Iim x sm =
rz—0t

Vypocitejte
3x+1
2 —1

: 3z+1
lim =34

r——1"

3x+1 : 3x+1
x2—1" xll)r_nlJr x2—1"

lim
e

I
a) xlr%

m, )2
-3

)’ lim (ﬁ—'—xQ 290)

2
xr*—2x o

2—52+6
h%l_,_ x?—3x

z2+1
3r+1"

+1
3a:+1

lim arctg %
T——00

lim arctg
T—00

Vypoditejte
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[+1, —1]

[oc, 0]

[—00, neexistuje]
[oc]

[neexistuje]

[0]

[neexistuje]

[0]

[00, —00, —00, o0

[—oc]
[+00, —o0]
3]

5 -3



a) lim (v422 — 1 — /222 + 3) [+00]

Tr—00

Je funkce f(x) = 222 spojitd v bod& 07 Je funkce g(z) = f(x) pro x € (—o0,0)U
(0,00), g(0) =1 SpOJIta v bodé& a = 07
[ () neni, g(x) je]

Je funkce
a) f(x) = YA+ spojits v bod& 07 [neni]
b) g(z) = f(x ) pro x # 0, g(0) = 2 spojitd v bod& 07? [nen]
Vypotitejte 1
a) lim e [1]
b) lim In(1 — x) [nema limitul]
. In(z—e) .
) o
d) lim 2%, lim 2% [o0, 0]
x—0F x—0~
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Kapitola 9

Elementarni funkce.

9.1. Polynom a racionalni lomena funkce

V této kapitole pojedndme souhrn& o ¥ad& funkci, které znate (nebo méli byste znat)
z d¥ivéjsiho studia. Pojedname téZ o funkcich cyklometrickych, které se na gymnaziich
neprobiraji. Za¢neme s polynomem.

Polynom

Zaved me si komplexni funkci komplexni promé&nné , polynom “.
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Necht a,,, an_1,...,a1, a9 jsou komplexni &isla. Jestlize ke kaZdému komplexnimu
&islu x € C pkitadime &islo f(x) vztahem

f(x) = anx™ + - 4+ a1 + ay, (9.1)

Jje jim definovana komplexni funkce na mnoZiné vsech komplexnich ¢&isel C. Tato
funkce se nazyvd polynom. Cisla a,,, ..., ag nazyvame koeficienty polynomu f(zx).
Cislo ay nazyvdme absolutnim &lenem polynomu f (x). Jestlize a,, # 0, polynom
f(x) nazyvame polynomem n-tého stupné.

Napt. f(z) = 22 4+ 1 je polynom 2. stupné. Podle definice stupn& neni polynomu
f(x) = 0 pFitazen Zadny stupefi. Nazyvame jej nulovym polynomem.

Cislo o nazyvame kotenem (nulovym bodem) polynomu f(x), jestliZe

fla) =0,

Nap¥. polynom
Px)=2"4+u (9.2)

ma koteny 0,4, —i, nebot P(0) = 0, P(i) = i* + i = 0. Podobn& P(—i) = (—i)3 +
(—i) = 0. Lze ukdzat, Ze nema Zadné dalsi ko¥eny.

Jestlize P(z) je polynom a « je jeho kofen, potom polynom prvniho stupné z — a se
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nazyvd kofenovym cinitelem odpovidajicimu kofenu c.

O polynomu plati tyto véty:

Véta 9.1.
Necht « je koFenem polynomu f(x) stupné n > 1. Potom existuje takovy polynom
g(x) stupnén — 1, Ze pro kaZdé komplexni &islo x plati

f(x) = (x = a)-g(z).

Duikaz: Ponévad? f(a) = 0 Ize polynom f(x) zapsat jako
f@) = f(@) = f(@) = (a2" + ap13™ " + - + a1z + ag) —
—(a,0" + ap_10" - aja+ ag).
Upravou dostavame
flz) = an(z" —a") + ap (" —a )+ Far(z—a).
Ponévadz
" —af = —a) @ a4+, prok=1,2,...,n,
|ze psat

f@)=(@—a) [a, ("' +- +a" )+ +a,
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to jest
flz) = (x = a)g(x),
kde g(z) = ap(z" + -+ ™)+ +ay.

Pt¥iklad 9.1. Polynom
f(ZL’):LUQ—ZU—Z,
ma &islo 2 za sviij koten, nebot f(2) = 0. Existuje tedy polynom g(z) stupng 2 tak, Ze

f(x) = (z—=2)g(x).
Skuteéné. Dé&lenim polynomu f(x) kofenovym &initelem x — 2 dostavame

(22— 2-2):(z—-2)=x+1

+ 22722
r—2
+ zF2
0
tj.
(22 —2—-2):(x —2)=x+1,
takze

f(z) = (= 2)(x +1).
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Zatim jsme pouze zavedli pojem kofene polynomu, ale nezabyvali jsme se problémem
existence kofene polynomu. O tom vypovida nasledujici véta:

Véta 9.2. (Fundamentalni véta algebry)
Kazdy polynom stupné n > 1 ma v oboru komplexnich Cisel koren.
Diikaz: Bez dikazu.
Definice 9.1.
Rikdme, Ze &islo « je k—ndsobnym koFenem polynomu f(x), jestlize pro kazdé
komplexni &islo x plati

f(x) = (z = a)tg(2),
kde g(x) je takovy polynom, Ze g(«) # 0.

Pt¥iklad 9.2. Polynom 2 — 322 + 4 |ze zapsat ve tvaru

2 — 32+ 4 = (v — 2)%(z + 1).

Je tedy = 2 dvojndsobnym a = = —1 jednoduchym ko¥enem polynomu 3 — 322 + 4.
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Dsledek. Polynom n—tého stupné, n > 1,

f(x) = apa™ + an1z" P4 ar +ag, an #0

ma pravé n koreni, poc¢itame-li k—nasobny kofen za k korend.

Dikaz: Necht n = 1, a; # 0. Potom f(z) = a1z + ag je polynom stupn& 1. Potom
f(z) = ai(z + 32), takze f(z) = (z — a)ar, kde a = —22.

Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro polynomy stupné n — 1 a dokazme, Ze pak plati
také pro polynomy stupn& n. Necht tedy

f(z) = apz" + ap_12" '+ -+ ax +ag, a, #O0.

Podle fundamentalni véty algebry méa polynom f(x) kofen v oboru komplexnich &isel,
oznaéme jej . Tedy

f(x) = (z —a)g(x),
kde g(x) je polynom stupn& n— 1, ktery ma podle pfedpokladu n — 1 koFenli. Pon&vadz
« je kofenem polynomu f(z), ma f(z) pravé& n kofenl.

P¥iklad 9.3. Ponévad?
ot 442 — 162 — 16 = (v + 2)*(z — 2),

je * = 2 jednoduchym a x = —2 trojndsobnym kofenem tohoto polynomu. M3 tedy
dany polynom 4 koteny.
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Dasledek. JestliZe polynom f(x) je roven nule v nekone¢n& mnoha &islech, pak je to
polynom nulovy.

Diikaz: Kdyby polynom byl stupné n > 1, byl by roven nule nejvySe v n navzdjem
riiznych &islech. To je spor, takZze polynom ma vSechny koeficienty nulové. Pro n = 0
je véta ziejma.
Dasledek. JestliZe dva polynomy f(x),g(x) nabyvaji stejné hodnoty v nekone¢né
mnoha Cislech, pak maji stejné koeficienty u stejnych mocnin x.
Diikaz: Oznatme

h(z) = fz) —g().

Polynom h(x) md nulovou hodnotu v nekone¢n& mnoha &islech, takZe vSechny jeho
koeficienty jsou nulové. Odtud snadno plyne tvrzeni.

I Polynom s realnymi koeficienty budeme nazyvat redlnym polynomem.

Véta 9.3.

Je-li o + 13, B # 0 jednoduchym koFenem redlného polynomu

f(2) = ant" + ap2™ + -+ arw +ap,  ay #0, (9.3)

Jje téZ &islo aw — 13 jeho koFenem.
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Dikaz: Dosazenim z = o + i3 do (9.3) dostavame

fla+if) = an(a+if)" +an1(@+iB)" " + - +ar(a+if) + ag
— A+iB,

kde A = R(f(a+iB)), B = (f(a+if)). Ponévadz f(a+if) = A+iB =0, je
A =0, B=0. Ponévad? (oo —i3)" je &islo komplexn& sdruZené k &islu (o + i3)" pro
r=1,2,...,n, plati

fla—if) = an(a—iB)" + an—1(a —if)" "+ -+ ar(a —if) + ag
= A—iB.

Ponévad? A = B =0, je f(a —if) =0, takZze ao — i3 je koFenem polynomu (9.3).
Je tedy polynom (9.3) dé&litelny souéinem kofenovych Ziniteld
(v = (a+if)) - (x = (a—iB) = (v — )" + 5,
tedy redlnym polynomem druhého stupné. Je tedy
fla) = [(z = a)® + 7] fi(2), (9.4)

kde f1(z) je redlny polynom stupné n — 2. Kdyby a + i/3 byl dvojndsobnym kofenem
redlného polynomu f(x), byl by a+i( jednoduchym kofenem redlného polynomu fi(x),
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uréeného vztahem (9.4). Tedy o — i3 by byl podle v&ty 9.3 téZ jeho kofenem. Bylo by
tedy mozné psat

fil@) = [z = a)* + ] folw), (9-5)

kde fo(x) je redlny polynom stupné n — 4. Tedy

f@) = [(z — ) + B ().

Timto jsme dospéli k tomuto zavéru

Je-li o + i3, B # 0, k—ndsobnym koFenem realného polynomu f(x), je téZ a — i3
k—ndsobnym koFenem polynomu f(x).

Poznamka. Jestlize polynom neni redlny, tvrzeni véty nemusi byt splnéno. Nap¥. poly-
nom f(x) = 2* + x(1 — i) — i ma &islo i za svij ko¥en, aviak —i neni jeho korenem.

Z toho, co jsme o kofenech polynomu uvedli, Ize dospét k tomuto tvrzeni.
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Necht f(x) je redlny polynom. Necht «,(3,...,v jsou vSechny jeho navzdjem
riizné redlné koreny a to o k—ndsobny, (3 l-ndsobny, ... , v m-ndsobny. Necht
a £1b,...,c=Eid jsou vSechny jeho navzajem riizné dvojice neredlnych komplexné
sdruZenych kofenii. Necht a+ib je p—ndsobny,. . ., c+id je g—ndsobny koFen. Potom
plati

[z —a)* +b4F - - [(x — c)? + d*]%. (9.6)

pro kazdé komplexni ¢islo x.
Polynom f(x) zapsany ve tvaru (9.6) nazyvame rozkladem redlného polynomu
v realném oboru.

Hledani kofeni polynomii. Vyslovili jsme sice vétu o existenci kofenl polynomi,
av8ak neuvedli jsme zatim nic o zplisobu jejich hledani. Tato problematika je zna&né
rozsahla a jeji vyklad v plném rozsahu je nad rdmec tohoto textu. Uvedeme zde alespor
nékolik Uvodnich pozndmek k této problematice.

Hledani kofen(i polynomi 1. a 2. stupné by VAm mélo byt v8em dob¥e znamo. Nékterym
z Vas moznd neni znam pfipad, kdy kofeny kvadratické rovnice jsou komplexni. Proto
si uvedeme i pripad hledani kofenli polynomid 1. a 2. stupné. Zde neni uvedeno po-
drobné odvozovani. Vyklad tykajici se polynomd 2. stupné je nutno chapat jen jako

vvvvvv
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kofeni polynomi 3. a 4. stupné, kterymi lze kofeny urcit z jejich koeficienti konecnym
poctem aritmetickych operaci a odmocriovani. Je dokdzano, Ze neexistuje vypoctovy
postup, kterym by bylo mozZno v obecném p¥ipadé urcit kofeny kazdého poly-
nomu stupné vétsiho nez 4 z jeho koeficientlii provedenim koneéného poctu
aritmetickych operaci a odmocriovani. Vypoctové postupy, kterymi by bylo mozné
urcit kofeny kazdého polynomu 3. a 4. stupné z jeho koeficient kone¢nym poctem ar-
itmetickych operaci a odmocniovani, davaji nékdy vysledky v neptrehledném tvaru, takze
se davd Casto prednost numerickym postuplim, kterymi lze p¥iblizné hledat koteny poly-
nom( i stuprnili vétSich nez 2.

Hledani kofenl polynomu
P(z) = apx™ + ap 2™ ' 4 - + a1 + ao, (9.7)
kde a,,an_1,...,a1,a9 € C, a, # 0, vede na YeSeni algebraické rovnice

1

apxt” +an_12" 4 -+ a1z +ag=0. (9.8)

I Cislo o je kofenem polynomu (9.7), kdyZ a jenom kdyZ je YeSenim rovnice (9.8).

Koteny polynomu 1. stupné. Pro n = 1 dostavdme z (9.7) polynom
Pi(z) = ayx + ag, a1 #0. (9.9)
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Ptislusnou algebraickou rovnici
ax+ag=0, a; #0, (9.10)

nazyvame linedarni rovnici. M3 jediny kofen, oznadime jej 1, kde

ao
= ——. 9.11
T p (9.11)

Polynom Py(x) = ayx + ag, a; # 0, ma jediny koFen x1 = —2—2. Grafem redlného
polynomu 1. stupné& (9.9) je pFimka

Yy = a1z + ap, (9.12)

kterd protind osu x v bodé& xy = —2¢. (Viz obr. 9.18.)

Y = a1x + ag

>
X1 X

Obrazek 9.1: Graf linedrni funkce (9.12).
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Pt¥iklad 9.4. Nap¥. polynom

Pi(z) =22+ 3 (9.13)
ma prdvé jeden kofen z1, ktery je kofenem rovnice
20 +3 = 0.

Timto ko¥enem je &islo x1 = —%. (Nakreslete si jeho graf.)

Ko¥eny polynomu 2. stupné. Pro n = 2 dostavdme z (9.7) polynom
Py(z) = apa® + a1x +ag, ay # 0. (9.14)
Kofeny tohoto polynomu jsou feSenim kvadratické rovnice

ax’ +ax+ag =0, as#0. (9.15)
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Koreny x1,xs (ve stru¢ném zapisu x12) polynomu (9.14), tedy FeSeni kvadratické
rovnice (9.15), Ize ur¢it podle vztahu
—a1 a% — 4asay
= . 9.16

1,2 S (9.16)
(Vztah (9.16) plati i pro polynomy, které nejsou redlné.)
Cislo

D = a2 — 4asay (9.17)
se nazyva diskriminant kvadratické rovnice (9.15).
Diskuze — realny polynom 2. stupné. Necht
Py(z) = asa® + a1x + ay, (9.18)

kde as,aq,a9 € R, as # 0, je redlny polynom 2. stupné. Mohou nastat tyto ptipady.
a) D = 0.V tomto pfipad& dostavame z (9.16)
a

= ——. 9.19
71 S (9.19)

b) D > 0. V tomto p¥ipadé je v/D reélné &islo a z (9.16) dostavame

—a; — VD —a; + VD
r=——, Ty = ———.

9.20
20, (9.20)

2&2
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c) D < 0.V tomto p¥ipadé dostdvame z (9.16)

—a—iy[D]  —a+i/[D] 0.21)

S 2@2 ’ 2 20,2

Pt¥iklad 9.5. Urcete kofeny polynomi

a) f(z) = 22* — 3z,

b) g(z) = 2* — 5z + 6,

c) h(z) =2*+2+ 1.

Reseni.

a) Koteny polynomu f(x) jsou kofeny rovnice

27 — 3z = 0. (9.22)

Ponévadz rovnice nema absolutni &len, neni nutno k jejimu ¥eSeni pouzit vztah
(9.16). Rovnici (9.22) pFepiseme na tvar

z(2z —3) = 0. (9.23)

Ponévadz soucin dvou vyrazi je roven 0, kdyz alespori jeden z nich je roven O,
z (9.23) vyplyvd z = 0 nebo 2z — 3 = 0. Odtud

3
r1 =0, x2:§.
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b) Kofeny polynomu g(z) dostaneme ¥eSenim kvadratické rovnice
z? — 5z 46 = 0.

Diskriminant D této rovnice po&itdme podle (9.17). Dostavdme D = 5% —4-1-6,
tedy D = 1. Podle (9.20) dostdvame

_5-v1 5441

9 ) o = 9 )

x1

tedy
$1:2, $2:3.

c) Ko¥eny polynomu h(x) dostaneme YeSenim kvadratické rovnice
2 +r+1=0.
Diskriminant této rovnice po&itdme podle (9.17). Dostavame
D=1—-4-1-1, takze D = —3.
Podle (9.21) dostavame

—1—iV3 —1+4v3
= Tg=——

e 2 2
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Grafem redlného polynomu 2. stupné (9.14)
y = apr® + a1x + ap, az # 0,

je parabola, ktera je pro as > 0 otevfena ve sméru kladné osy y a pro as < 0 je
oteviena ve sméru zaporné osy yy. Ozna&ime D = a2 — 4asay. Je-li D > 0, parabola
protind osu x ve dvou riznych bodech x1,xs danych vztahem (9.20). Je-li D = 0,
parabola se dotykd osy x v bod& xy = x5 daném vztahem (9.19). Je-li D < 0,
parabola neprotind osu x. Viz obr. 9.2—9.7.

$M2 x 371r,2 € €
Obrézek 9.2: Obrédzek 9.3: Obrazek 9.4:
as>0,D >0 as>0,D=0 as >0,D <0
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Ty : L2 T T1,2 T T
Obrézek 9.5: Obrédzek 9.6: Obrazek 9.7:
as < 0,D >0 as <0, D=0 as <0, D <0

Shriime si nyni dosazené poznatky o hledani kofenli polynomi.

Koreny polynomi 1. a 2. stupné se hledaji vySe uvedenym zplisobem. Kofeny poly-
nomi 3. a 4. stupné lze sice vzdy urdit z jejich koeficientli provedenim koneného
poctu racionalnich operaci a odmocriovani, avsak vysledky byvaji vyjadfeny ¢asto
v komplikovaném tvaru. Pro obecné polynomy stupiid vétsich nez 4 je dokazano, Ze
nelze nalézt vypoctové postupy, jimiz by bylo mozno v obecném ptipadé z jejich ko-
eficientl nalézt kofeny kone¢nym pocétem aritmetickych operaci a odmocriovani. To
ovsem neznamend, Ze kofeny nékterych specidlnich polynomi nelze urdit kone¢nym
po¢tem zmin&nych operaci. Je tomu nap¥. pro polynomy P,(z) = 2" — ag. K urceni
kofeni polynom stuprid vétsSich nez 2 se pouzivaji numerické metody. Uceleny
vyklad téchto metod presahuje rdmec tohoto studijniho textu. V dal$im pojednani
se k této problematice vratime. V pFipad& potteby je mozno urcit koreny na pocitadi,
pokud jsou na ném zabudované vhodné programy.
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Racionalni lomena funkce

Racionalni lomenou funkci nazyvame kaZdou funkci tvaru

f(@)
F(x) = 72) g(x) # 0,
kde f(x) a g(x) jsou polynomy. Poné&vadZ polynom je definovan v kaZdém kom-
plexnim ¢&isle, je racionalni lomena funkce definovana ve vsech komplexnich ¢islech
v nich? je g(x) # 0, tj. ve vSech &islech x, kterd nejsou kofeny funkce g(x).

P¥iklad 9.6. Funkce

2¢ + 3
F(r) = —
xr° +x
je racionalni lomend funkce. Jmenovatel, funkce g(z) = 3 + x, Ize psit ve tvaru

g(z) =x(x+1i)(x —1i). Je tedy F(x) definovand ve viech komplexnich &islech riznych
od 0, —1,1.

Necht Citatel i jmenovatel raciondlni lomené funkce F'(z) maji spole¢ného kotenového
Cinitel * — a. Zkratime-li timto spole¢nym kofenovym ¢Cinitelem, dostaneme novou
racionalni lomenou funkce, oznatme ji G(x). Funkce F'(z), G(x) maji stejné hodnoty
pro © # «. MiZe se ale stdt, Ze funkce G(z) je v « definovana, zatimco F'(x) nenf
v Cisle e definovédna. V dalsim budeme predpokladat, Ze Citatel a jmenovatel racionalni
lomené funkce nemaji Zadny stejny kofen.
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Necht n je stuper polynomu &itatele a m je stupeli polynomu jmenovatele raciondlni
lomené funkce F'(z). Jestlize je n < m, funkci F'(x) nazyvdme ryze lomenou, jestlize
n > m, nazyvdme funkci F'(z) neryze lomenou.

Necht

je neryze lomend funkce. Délenim funkce f(x) funkci g(x) dostaneme

f(x) = P(x) - g(z) + Q(x),

kde P(x), Q(z) jsou polynomy. Polynom Q(x) je zbytek po déleni, jeho stupeii je mensi
neZ stupefi polynomu g(z). Je tedy

Funkce (( )) je ryze lomena raciondlni funkce.

Slovy: Neryze lomenou raciondlni funkci Ize napsat jako soucet polynomu a ryze
lomené racionalni funkce.

Priklad 9.7. Funkce

3xt— 223 +1

R(z) = 2+ 1
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je neryze lomena. V (itateli je polynom stupné 4, ve jmenovateli je polynom stupné 2.
Délenim dostavame
(3t —227 +1): (22 +1)=32* -2 -3 + ifﬁ
+324 +322
—273 —32? +1
223 F2x

—32%2+2x+1
322 *3

20 +4

9.1.1. Kontrolni tlohy - polynom a racionalni funkce

1. V kterych bodech je funkce f(x) = iﬁ:i spojita? Zdavodnéte.
[ve v8ech bodech riiznych od +2]

2. Urcete koteny polynomu

a) 2% — Tw + 12 [3, 4]
b) 22 4+ z + 1 [—1 %]
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c) ¥ +1 [—1, ]
3. RozloZte na kofenové Cinitele polynom
at — 2% + 1227 — 132 + 45
vite-li, e ma kofen 1+2i.  [(z — 1+ 20)(x — 1 — 2i)(z — —LE/38) (5 — ZL=iVBh)]
4. Dokazte, ze polynom
ot — b1’ + 62 — 9z 4 27
ma dvojndsobny kofen 3.

5. Regte rovnici
2 — 7+ 923 — 2+ T —9=0

vite-li, Ze ma za kofeny v3echny t¥eti odmocniny z jedné. 1, _H;‘/g, 7i;/ﬁ]

6. RozloZte v redlném oboru polynom zt 4 1.
[Navod: 2% +1 = (24 + 222 +1) — 222 2 +1 = (22 +1)? — 22%. Odtud (2% + 2v2 +
) (2? —2v2+1)]

7. RozloZte na soulet polynomu a ryze lomennou racionalni funkci:
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ot 4 62?2 + 2 — 2 [1 4 2 ba o=

JRVIN Y x4 —2x3
8. Urcete znameni funkci
a) (2% + 27)%(x — 5)? [— ’ : B
b) (2% — 1) [ PN S S 4 ]
r+3 -3 ~1 1
) (22 + 1)3(2* — 3)3 [ - Lt ot ot ]
z(r — 2) -3 -1 0 V3 2

9.1.2. Zavedeni odmocnin

P¥ipomenme si pojem inverzni funkce.

Véta 9.4. (Inverzni funkce)

echt funkce f(x) je spojitd a rostouci (klesajici) na intervalu I = D(f). Ozna&me

Jjeji odvisly obor (je jim interval) J = f(I). K funkci f existuje funkce inverzni {1,
Jjejim neodvislym oborem je interval J a odvislym oborem je interval I. Funkce f~!
Je na svém defini¢nim oboru J spojita a rostouci (klesajici).
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Dikaz: Dikaz provedeme pro funkce f rostouci na inervalu I. Pro funkce klesajici je
dlikaz analogicky. P¥edpokladejme tedy, Ze f(x) je na intervalu I spojita a rostouci.

DokaZme, Z%e funkce f~1(x) je rostouci na intervalu J. Necht zy, 29 € J, 1 < 2o.
Kdyby bylo f~1(zy) > f~1(x9), platilo by

FU ) = f(F (22), (9.24)

nebot f je rostouci na I. Podle (10.19) dostdvdme z (9.24) x; > x5, coZ je spor
s predpokladem, %e 1 < x5. Je tedy funkce f~1(x) rostouci na intervalu J.

DokaZ?me dale, %e funkce f~1(x) je spojitd na J. Necht a € J je libovolny bod, ktery
neni jeho pravym koncovym bodem. Necht £ > 0 je libovolné &islo. Potom f~1(a) € I
a neni to pravy koncovy bod intervalu I. Jestlize f~!(a) + & ¢ I, ozna&me b libovolny
bod z J, pro n&j% je b > a. Jestlize f~1(a) + e € I, polozme b = f(f1(a) +¢) € J.
Pak pro vdechna = € (a,b) je f~!(z) definovdna. Zaroveli z monoténie této funkce
plyne

@) < fH @) < () +e,
to jest

[ (2) = fHa)] <=

Tedy f~!(x) je v bod& a spojitd zprava. Podobn& se dokdZe, Ze funkce f~1(x) je spojita
zleva v kazdém bodé a € J, ktery neni levym koncovym bodem intervalu J. Je tedy
f~Y(z) funkce spojitd v J.
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9.2. Funkce {/z

UvaZujme funkci y = x", kde n je pFirozené. Tato funkce je zfejmé definovana na
intervalu (—o00, 00).

Pro n liché je tato funkce na svém definiénim oboru I = (—o00,00) spojitd a
rostouci. Oznatme J = (—o0,00) obor hodnot této funkce. Proto k ni existuje
funkce inverzni na intervalu J. Podle véty 10.6 je tato inverzni funkce rostouci a
spojitd na J. Oznacime ji {/x. Funkce {/x pro n liché je licha.

Pro n sudé je sice funkce x" rovnéZ definovand na intervalu (—oo, 00), avsak neni
na ném prostd. NapF. (—2)" = 2" pro kaZdé sudé n. Budeme proto uvaZovat jeji
zlZeni na interval I = (0,00) na némZ je tato ziiZend funkce y = z" rostouci a
spojitd, tedy prosta. Obor hodnot této ziiZené funkce je interval J = (0,00). Proto
k ni existuje funkce inverzni, definovana na intervalu J. Podle véty 10.6 je tato
inverzni funkce rostouci a spojitd. Oznac&ime ji /.

Na obr. 10.4 jsou narysovany grafy funkci y = 22 a y = /z, € (0,00) a na obr. 10.5
jsou narysovény grafy funkci y = 23, y = /& v kartézském sou¥adném systému.
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i

Obrazek 9.8: Grafy funkci 22 a
VT

V
=43
%
/
17 —y =1
7
I A
S 1 x
[
_ 1
~
V

Obrazek 9.9: Grafy funkci 2® a
NG
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Poznamka. UvaZme dva pFipady.
a) n sudé. Potom {/x je definovdna jen pro x > 0. Je tedy

var =lal, n sudé a € R.

NapF. \/(—272 = | — 2| = 2.

b) n liché. Potom {/x je definovana pro viechna x € R a plati

je-li x < 0, potom /x = —/—=.

Pravidla pro pocitani s odmocninami. Vzhledem k uvedené poznamce stadi se
omezit na odmocniny s nezapornymi argumenty.
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\NVéta 9.5. (Odmocniny — pravidla)

echt z,y € R, 2 >0, y > 0, m,n € N. Potom plati

3

Ve iy = Wy %20
V¥ _ {L/g, pokud y # 0. (9.27)

"/ (9.28)
= Wam (9.29)

Q‘

|

Dikaz: Dokazme jen vztah (9.25). Uv&domte si, Ze z existence /z vyplyva existence
v x™. Polozme
Ve =y, Vam=u (9.30)
kde y a u jsou takova redlna disla, Ze
yV'=z u"=a" (9.31)
Ze vztaht (9.31) vyplyva

To znamena, Ze
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Odtud

m

y" = u.
Vzhledem k (9.30) dostavdme dokazovany vztah

Dokazte dalsi pravidla!

Pt¥iklady na procvic¢eni odmocnin

a) V125 /5 =+/125 -5 = /54 = 52 = 25

b) %: %: 25 =5

c) 3—8—31:5—27:—327:—3

d)  V/32v2 = V3222 = v/V210. 2 = /211 = 2y/25
&) (V=8)" = (—VB) = (VB =22 =4

o (V9)' = (ﬁf =31 =81

g) VV2T=V3=1V3

)
h)  V/V/—4 neexistuje v R

336@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ® Close ® Quit



) VBHVT2=v22. 24 V622 =2V2+6v2 =8V2.
j) (\/EJrL)?:(x;;)Q:% pro x > 0

NG
> (o) (55 - (25
(x/ﬁ ) 2\£_+1 P \/_
\/P \/— pro x > 0
nebo
e

3
x—2%+£ pro x > 0
T
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9.3. Mocniny s racionalnim exponentem

V d¥ivéjSim pojednani jsme si ukdzali zavedeni celoCiselnych mocnin redlnych Cisel a
zavedeni operaci jejich ndsobeni a umocriovani. Byly uvedeny jejich Vam dobfe zndmé
vlastnosti. Mocniny redlnych &isel nyni rozsifime i pro racionalni mocnitele a pozdégji
i pro mocniny s redlnym exponentem, a to tak, Ze se zachovaji zakladni vlastnosti
mocnin s celo¢iselnym mocnitelem. Vlastnosti odmocnin realnych &isel uvedené ve vété
9.5 nds vedou k rozsiteni celo¢iselnych mocnin redlnych &isel na mocniny redlnych &isel
s racionalnim exponentem.

Definice 9.2.
Necht p € Z, ¢ € N a necht z je kladné reélné &islo. Definujme x4 vztahem

= /P, (9.32)

Pro z =0, p,q € N poloZme z1 =0,

Pro x > 0 je p¥i této definici splnén nezbytny poZadavek platnosti vztahu

' =a°,
kde 7, s jsou odli§né zapisy tého? raciondlniho &isla. Necht tedy r = 2_:1 pro k € N, je
odlidné vyjad¥eni téhoz racionalniho &isla g. Potom podle (9.32) je

e

p

gk = Y/ apk,
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Aviak Vzrk = 4/(xP)F a podle (9.25) je %/(zP)k = /xP. Je tedy

pk

T = g pro k € N. (9.33)

Ukazme si nyni ndsledujici vlastnosti takto zavedenych mocnin redlnych &isel s racionalnim
exponentem. Pfedevsim si vS§imnéme, Ze proq = 1 je z1 = 2P, tedy mocnina s celoCiselnym
exponentem. KaZdé pravidlo pro poditani s mocninami s racionalnim exponentem plati
tedy i pro celo&iselné mocniny.

1) Necht z > 0, r = %’, s =14, kde p,u € Z, q,v € N. Potom plati

Skutené, postupné dostavame
xr . :US — x% . x% — ZL‘% . gj% — %v/gjp'U . %v/xqu
Podle (9.26) je tedy

x'x® = Yary . xav,

Ponévadz pv, uq € Z, lze psat
' -xt = Vaprta,
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UZitim (9.32) je tedy

pvtqu
r S
r -r =T v ,

tj.
pv_ qu
AR A A TR T

Dospéli jsme ke vztahu

xxt =,

Vztah i— = 1" % se dokazuje obdobné.

2) Necht z >0, r = L s=1, kde p,u €Z, q,v € N. Potom platf
(xr)s — ZETS.

Skute&né. postupné dostavame

(27)° = (x1)+ = \/W _ W.
Podle (9.25) dostavame odtud

v

(xr)s _ o o
Podle (9.28) dostdvame odtud

(@) = Yo,
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takZe uZitim (9.32)
(27)° =z = ga™>

3) Necht r,s € Q, r < s. Necht z > 1. UkaZme, Ze

r-s

Q

=X

= vaP, x® =l

Podle (9.33) Ize zapsat =", 2* ve tvaru

x = Yary, x’ = Y,

v v P Uu 3
Ponévadz r < s, tj. . < le
v < qu.

ponévadz x > 1, je 2PY < 21", PonévadZ qu—-ta odmocnina je funkce rostouci, je
= Yary < Yo = x°.
Podobné plati: Necht r,5s € Q, r < s, 0 < 2 < 1, potom

" > a°.
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ObdrZené vysledky shrneme do nasledujici véty.

Véta 9.6. Mocniny s racionalnim exponentem

echt r,s € Q, x > 0. Potom plati

xr.xs:xr—f—s,
r
x _
—=£ET s’
xs

S __ _.TS§
(ZU) =T I

Je-liz>1ar<sjex <z
Je-li0<x<lar<sjex" >ua’.

9.4. Mocniny s realnym exponentem

Zavedeme si nyni mocniny kladnych redlnych &isel s redlnym exponentem jako rozsiteni
mocnin kladnych redlnych ¢Cisel s raciondInim exponentem. Jeden z moZnych zpisobi
tohoto rozsiteni je uveden v nasledujici definici.
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Definice 9.7. (Zavedeni 27, v € R)
Necht = > 0. Ozna&me
D={2":aecQ, a<n~}

a) Necht x > 1. PoloZme

x’ =supD.
b) Necht 0 < 2 < 1. PoloZme
x7 =inf D
c) Necht x = 1. PoloZme
7 =1

d) Necht x =0, v > 0. PoloZme 07 = 0.
e) 0° neni definovano.

UkaZzme, Ze takto zavedené &islo 7 ma tuto vlastnost.

Necht z > 0, v € R. Ozna&me
H={":€Q, >~}

Potom plati
a) Necht z > 1. Potom platf
x7 =inf H.
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b) Necht 0 < z < 1. Potom platf

x7 = sup H.

Dokazme a).
Zvolme libovolné ¢ > 0 a k nému uréeme n € N tak, Ze

2V (x — 1)'

n >

Zvolme a, (B tak, Zea <y < (3,0 < f—a < % Potom plati
1 <2/ <azn =140 (9.34)

Tedy
97— 1 <6
Z (9.34) dostdvame z = (1 +9)" > 1 + nd. Odtud

—1
5<x )

n
UkaZme nyni, %e 27 — 2% < .

—1 -1
x <x7x

o — 2% =2 = 1) < 2% 5 < 2®
n n

< €.
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Ponévad? z” — 27 < 2P — a2 pro vsechna «, dostavame

2P < e

K libovolnému & > 0 Ize tedy nalézt 3 tak, %e 2’ — 27 < ¢. Je tedy inf H = z7.

Poznamka. Dilaz b) je analogicky.

Pro mocniny redlnych &isel s redlnym exponentem se definuji aritmetické operace a
operace umochovani pomoci mocnin s racionalnim exponentem. Tuto konstrukci zde
nebudeme uvaddét. Uvedeme si pouze vlastnosti mocnin redlnych &isel s redlnym expo-
nentem.

Na mnoZiné mocnin redlnych &isel Ize zavést aritmetické operace a jejich umocriovani
redlnymi &isly rozSifenim odpovidajicich operaci zavedenych pro racionalni &isla. Pro
tyto mocniny plati tato pravidla.
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\NVéta 9.8. Mocniny s realnym exponentem

echt r,s € R, x > 0. Potom plati
+

x’ . xs — xr S’
T
— =
xs
(xr)s — x'f’s,
Je-liz>1ar<s, jex" <z

Je-li0<x<lar<s, jex" >’

9.5. Exponencialni funkce a logaritmus

Necht a > 0, a # 1. Definici 9.4.7 jsme zavedli a® pro kazdé x € R. Vztahem

xT

y=a, reR

je tedy pro a > 0, a # 1 definovana funkce. Nazyvame ji exponencidlni funkci o zakladu
a. Oborem jejich funk&nich hodnot je interval (0, c0).

Pozadavek a > 0 je nutny, nebot a” je pro vdechna z € R definovana jen pro a > 0.
Pro a = 1 je sice a” definovano pro vSechna z, ale v tomto p¥ipadé je 1¥ = 1 pro
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v8echna x € R, tuto funkci nefadime mezi exponencialni funkce.

Exponencidlni funkci o zakladu a = 10 nazyvame dekadickou exponencidlni funkci.

Z definice mocniny a” lehce vyplyva jeji spojitost v kaZdém bodé x.

Pro a > 1 je funkce y = a” rostouci, pro 0 < a < 1 je funkce y = a” klesajici.
Existuje proto k ni funkce inverzni. Oznacime ji y = log,x. Je tedy log,z pro
x € (0,00) to &isloy € (—o0,0), pro néZ a¥ = x.

Priklad 9.8. log,,100 = 2, nebot 10? = 100, log;,0,01 = —2, nebot 1072 = 0,01.

UkaZme si nékteré vlastnosti funkce y = log,x.

Necht a > 0, a # 1. Déle necht z1, 25 > 0, s € R. Potom plati

log,(z122) = log, 1 + log, 2, (9.35)

log, e log, x1 — log, x2, (9.36)
T2

log, x] = slog, x1. (9.37)

DokaZme nap¥. (9.35). PoloZzme

log, x1 =y1, log,xs =1y, log,(r122)=1y. (9.38)

Potom
x1=a’, x9=a"? w1119 =0a". (9.39)
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Odtud dostavame
r1Ty = a¥' - a¥? = gV = Y.

Tedy
Y=Y+ Y.
Vzhledem k (9.38) dostdvame

log,(7172) = log, 71 + log,, 73.

Vztahy (9.36), (9.37) se dokazuji analogicky.
Ukazme jesté jednu vlastnost.
Necht a > 0, a # 1, > 0. Potom

r = a'%8”,

Skute¢né&. PoloZme
log, x =y. (9.40)

Je tedy x = a¥. Dosadime-li sem za y (9.40), dostdvame
r = a'%8”,
Shriime dosazené vysledky.
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Funkce y = a*, kde a je kladna redlna konstanta riizna od jedné, je spojita. Pro
a > 1 je rostouci na intervalu (—oo,00) a pro 0 < a < 1 je klesajici na intervalu
(—00,00). Oborem jejich hodnot je v obou pFipadech interval (0,00). Nazyvd se
exponencialni funkci se zakladem a. Specialnim pFipadem je funkce y = a”* pro
a = 10, tedy funkce y = 10”. Nazyva se dekadicka exponencialni funkci.

K funkci a® existuje funkce inverzni, zna&ime ji log, x (&teme logaritmus x pki
zakladé& a). Je definovana na intervalu (0, 00). Funkce log, x je pro a > 1 rostouci
a pro 0 < a < 1 klesajici na intervalu (0,00). Je v ném spojita.

Na obr. 10.6 jsou grafy funkci y = a”, y = log, z pro a > 1 v kartézském soufadném
systému. Na obr. 10.7 jsou grafy funkci y = a”, y = log, x pro 0 < a < 1.
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Obrazek 9.10: Graf funkce a” a log, = pro a > 1.
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Obrazek 9.11: Graf funkce a” a log, z pro 0 < a <1
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Necht a,b jsou kladnd redlnd &isla riznd od jedné. Jsou-li x1, 19 € (0,00),5s € R
potom plati

log,(z1 - z2) = log, x1 + log, xo, (9.41)
log, R log, r1 — log, x2, (9.42)

L2
log, x* = s-log,x.log,x = log, = - log, a. (9.43)

Funkci y = log;, = nazyvdme dekadickym logaritmem a vétSinou ji zkrdcené zapisu-
jeme jako y = log x.

Eulerovo cislo. Velky vyznam ma exponencidlni funkce se zakladem iracionalniho &isla,
zvaného Eulerovo &islo. Znadi se e. Toto dislo Ize definovat jako

1 n
e =sup A, kdeA:{<1—|——> ,nEN}.
n

Oznatime-li B = {(1+ —1)", n € N}, plati inf B = e. Déle plati

n—1

1\" 1 "
(1+—) <e<(1+ ) : n=23,...
n n—1

e = 2,7182818284590452354 . ..

Lze ukdzat, Ze
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Funkce

Yy = ex’ (_007 OO),
Je tedy specialnim pFfipadem funkce y = a® pro a > 1. Jejim defini¢nim oborem je
(—00,00). Oborem jejich funkénich hodnot je interval (0, 00). Nazyva se p¥irozenou
exponencialni funkci.
K funkci y = e* existuje funkce inverzni. Misto y = log, x se vétsinou pise

y=Inzx, z € (0,00).

Nazyva se pFirozenou logaritmickou funkci.

Obecna mocnina. Funkci
y =1z, seR, x€(0,00)

definujeme vztahem
S
8 (elnz) esln:r‘

Odtud je vidét, Ze je to funkce spojitd na intervalu (0, co).
9.6. Trigonometrické funkce

D¥ive neZ za¢neme s vlastnim vykladem, zopakujme si nékteré Vdm dobfe zndmé pojmy.
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9.7. Uhel v obloukové miie.

Uhly mé&fime jak ve stupnich tak i v mite obloukové. Necht AV B je libovolny dhel.

Obloukova mira uhli. Sestrojme v rovingé AV B jedotkovou kruZnici (to jest kruZnici
o polomé&ru 1 ) se stfedem v bod& V, viz obr. 9.12. Oznatme A; (By) jeji prisecik
s ptimkou VA (V B). Potom velikosti thlu AV B v obloukové mife rozumime délku
x kruhového oblouku A; By vyzna&eného na obrazku (9.12). Jedotkovy Uthel obloukové
miry se nazyva radian. Oznaluje se rad. Je tedy 1 rad velikost thlu, ktery na jednotkové
kruznici se stfedem ve vrcholu thlu vytind oblouk jednotkové délky. P¥i oznalovani
velikosti Uhlu se vétSinou vynechavd oznadeni rad. Tedy nap¥. pravy uhel v obloukové
miFe je roven %rad, zkracené zapsano

s

2

Obrazek 9.12: Uhel v obloukové mife.
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Stupiiova velikost dhli. Jednotkovy stupeii thlové miry, zvany (Ghlovy) stupefi je
roven % pravého thlu. Jako mensi jednotky stupriové velikosti thlu se pouzivaji minuty
a vtefiny. Stupn&, minuty a vtefiny vyznacujeme jako ,,°, ', ”". Plati 1° = 60/, 1’ = 60"
Je tedy

1° = 60’ = 3600".

Velikost thlu AV B ve stupriové mife nazyvdme nezaporné &islo, které vyjadfuje kolikrat
je dhel AV B v&t&i (mensi) nez jeden stupeii (min&no dhlovy stupeii).

Vztah mezi velikosti tihlu v obloukové mife a velikosti ihlu v mife stuprové.
Uhlu 360° ve stupriové mite odpovida thel 27 v obloukové mite. Tedy mezi velikosti
thlu a ve stupriové mite a velikosti x téhoZ hlu v obloukové mife plati vztah

a:x=180: .

(Viz obr. 9.13.) Odtud dostdvame nap¥. x = g5a. NapF. pro thel o = 90° dostdvdme

_
T = 3.

V nasledujici tabulce 9.1 je vyznalen vztah mezi velikosti thld v mife stupriové a v mite
obloukové pro nékteré vyznacné uhly.

Orientovany thel. Orientovanym (hlem v roviné rozumime usporadanou dvojici polop¥imek
se spole¢nym pocatkem. V této dvojici prvni polopfimku nazyvdme pocdteénim ramenem
a druhou koncovym ramenem orientovaného thlu. Spole¢ny pocatek téchto polop¥imek

355e@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ® Close ® Quit



Obréazek 9.13: Vztah mezi velikosti tithlu ve stupnich a v obloukové mifte.

uhel

ve stupnich

0° 30° 45° 60° 90° | 180° | 270° | 360°

thel 0 - § . o

T T T T
v radidnech 6 4 3 2 2

Tabulka 9.1: Vztah mezi velikostmi thlu ve stupnich a v radidnech.

nazyvame vrcholem dhlu. Orientovany uhel s pocateénim ramenem V A a koncovym
—
ramenem V' B budeme oznalovat AV B.

7

/\
UvaZujme orientovany thel AV B. Jeho velikosti v obloukové mife rozumime kazdé &islo

tvaru (viz.(9.13))
o+ 2km (9.44)

kde k € 7 a a uréime takto:

356@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ® Close ® Quit



a) Jestlize VA=VB, jea=0.

b)  Jestlize VA # VB je « velikost neorientovaného Uhlu, ktery vznikne otocenim
pocateéniho ramene V' A do polohy koncového ramene V B v kladném smyslu, to jest
proti pohybu hodinovych rudi¢ek. Je tedy 0 < a < 27. Takto definované &islo a se
nazyva zakladni velikosti orientovaného uhlu.

Souéet a rozdil orientovanych uhli. Necht A/V\B,B/V?jsou orientované uhly. Kon-
cové rameno prvniho z nich je pocatecnim ramenem druhého z nich. Jejich soultem
se nazyva orientovany uhel AV C'. JestliZze velikost prvniho z nich je a + 2k;m a ve-
likost druhého je 5 + 2kom, kde kg, ky € Z, potom jejich suCtem je thel o + [+ 2k,
kde k = ki + k. Jestlize dhel AVC VC je souttem uhld AVDB a BVC' pak thel BVC
nazyvame rozdilem dhli AVC a AVB.

Periodické funkce D¥ive neZ si zavedeme goniometrické funkce, zopakujme si pojem
periodické funkce.

Funkci f(x) nazyvame periodickou, jestliZe md tuto vlastnost: Existuje takové ¢&islo
w, zvané perioda funkce f(x), Ze plati: Je-li funkce f(x) definovand v &isle x, je
definovana ve vsech Cislech x + kw,k € 7Z a plati

flx+kw) = f(x),k € Z. (9.45)

Nejmensi &islo w pro néZ plati (9.45) se nazyva zakladni periodou.
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Zavedeni funkci sin z, cosz, tgx, cotgx

Zabyvejme se nyni trigonometrickymi funkcemi, zvanymi nékdy téZ funkce goniomet-
rické. Omezime se na funkce sin z, cos x, tg x, cotg x. V pravouhlém soufadném systému
sestrojme kruZnici o jednotkovém poloméru se stfedem v pocatku. Zvolme libovoln& x
a sestrojme polopaprsek vychazejici z poc¢atku, ktery svira s kladnou osou thel x. Tento
polopaprsek protne kruZnici v jednom bod&. Jeho soufadnice oznatme cosz,sinz (viz
obr. 10.8). Tyto soufadnice zavisi na z, takZe cosz a sinx jsou funkce definované pro
kaZdé redlné x.

Pomoci funkci sin x a cos x definujeme dalsi trigonometrické funkce tg x, cotg x vztahy
sin x COS T

tgxr = ) cotgxr = —
cos x sin x

pro ty dhly x, pro néZ je jmenovatel rlizny od 0. Zavedeni funkci tg x, cotg x je patrno
téz z obr.10.8
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Obrazek 9.14: Zavedeni funkci sinz, cosz, tgx a cotg x.

Nékteré vyznacné vlastnosti funkci sinz, cosz.

Trigonometrické funkce jsou dostate¢né zndmy ze stfedni $koly a proto zde jen zopaku-
jeme jejich zakladni vlastnosti.
3T

Z definice a z konstrukce je vidét, ze sin(0 = 0, sin% =1, sinm = 0, sing = —1,
sin2m =0, cos0 =1, cosg =0, cosm = —1, (:05377r =0, cos(—2m) = 1. Z definice je
vidét, Ze obé funkce jsou periodické s periodou 27 a Ze sin(—z) = —sinz, cos(—z) =
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cosx. Pro x € (5, ) nabude sin x vdech hodnot z intervalu (0, 1) a cos z v8ech hodnot

z intervalu (—1,0). Pro z € (m, %) nabude sinz vSech hodnot z intervalu (—1,0),

cosz vdech hodnot z intervalu (—1,0); kone¢n& pro z € (3£, 27) nabude sinz viech
hodnot z intervalu (—1,0) a cosx v8ech hodnot z intervalu (0, 1).

Dale z obr. 10.8, je patrno, Ze funkce sinx,cosx jsou periodické s periodou 2.
Funkce sin x je rostouci v intervalech < —m 2+ k27, 7w /2+ k27w >,k € N a klesajici
v intervalech /2 + 2km, 3w /2 + k27, k € N.

Funkce sin x je kladna pro uhly v prvnim a ve druhém kvadrantu a zaporna pro uhly
ve tfetim a ve Ctvrtém kvadrantu. Funkce cosx je kladna pro uhly v prvnim a ve
Ctvrtém kvadrantu a je zaporna pro uhly ve druhém a ve tfetim kvadrantu.

Na obr.9.15 je vykreslen graf funkce sinz a na obr.9.16 je vykreslen graf funkce cos x.

y =sinzx

AN

Obrdzek 9.15: Graf funkce sin z.
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Yy =CosT

[SIE

Obrazek 9.16: Graf funkce cos z.

Ze stfedni 8koly jsou znamy souctové vzorce:

sin(zy £ x9) = sinxy - cosxg £ sin xs - cos x1, (9.46)

cos(ry £ x9) = cosxy - coSxTo F sinxy - sin xs. (9.47)

/ téchto vzorcu lze lehce odvodit Fadu dalSich velice uZite¢nich vztahd.

Klademe-li v t&chto vzorcich x; = x5 = z, dostaneme z (9.46)

Sin2x = 2-sinx - cos ., cos 2x = cos’ x — sin’ z.

Dosadime-li x; = xo = = do vzorce pro kosinus rozdilu do (9.47), dostdvame
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sin®z + cos? & = 1.
Tento vzorec se vzorcem pro cos 2x dava:
9 1+ cos 2z .9 1 —cos2x
COSs 513:—2 , Sin Qj:—Q

Ze vzorcl pro sin(x; + x9) a cos(xy £ z5) snadno dostaneme:

. . . T+ X X1 — T2
sinx; + sinzs = 2 - sin - COS

2 )

. ) T1+ T . X1 — X2
sinx; —sinxy = 2 - cos - sin ,

2 2

T+ X9 1 — T9

cosSx1 + cosxTy = 2 - cos - COS 7
. T1t+x . X1 — X2

COSX1 — COSTy = —2 -sin 5 - sin 5

Spojitost funkci sinx a cos .

Véta 9.9. Funkce sinx je v &isle 0 spojita.
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Diikaz: (Sleduj obr. 10.8.) Bud z € (0,%). Z definice a konstrukce je patrno, Ze zde
plati 0 < sinz < z. Zvolme 0 < € < % libovoln& a polozme 0 = ¢. V U, (0) je funkce
sin x definovdna a plati |sinz — 0] = |sinx| = sinz < = < &, takZe funkce sinzx je
v 0 zprava spojitd. Ponévadz funkce sin x je licha, lehce nahlédneme, Ze funkce sin z je
v Cisle 0 také zleva spojita a proto je v Cisle 0 spojita.

Véta 9.10. Funkce cos x je v ¢&isle O spojita.

Diikaz: Bud ¢ > 0. Zvolme &islo § = /2 > 0. Pak v okoli U; (0) je funkce cosx
definovédna a je v tomto okoli

T x2 2
— ==c.
2

|cosx — 1| = |1 — cos z| —2.5in?L <2. <—>2:— <
2 2 2
Je tedy funkce cosz v Cisle O zprava spojita. Ponévadz
cos(x) = cos(—x),
je funkce cos x i zleva spojita a proto je i spojita v bodé 0.
Véta 9.11. Funkce sin x je spojita ve vsech bodech.

Diikaz: Necht a je libovolné &islo. DokaZzme, Ze je v n&m funkce sin x spojita. Z definice
spojitosti funkce vyplyva, Ze funkce sin z je spojita v bodé a kdyZ a jenom kdyzZ funkce
sin(a + h) je spojita v bodé h = 0. Podle (9.46) dostavame

sin(a + h) = sina cos h + cos a sin h. (9.48)
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Ponévadz funkce sin h, cos h jsou funkce spojité v bodé h = 0, dostdvame odtud, Ze
pravd strana v (9.48) je spojita v bodé h = 0, takZe funkce sinx je spojitd v bodé a. .

Véta 9.12. Funkce cos x je spojita ve vsech bodech.
Diikaz: Skutetn&. Spojitost funkci cos x vyplyva ze vztahu cos z = sin(% — ) a z véty

2
o spojitosti slozené funkce.

Funkce tg x, cotg x.

Pomoci funkci sinx a cos z jsme definovali trigonometrické funkce tg z, cotg x vztahy

sin & CoS T
tgxr = ) cotgxr = —
COS X sinx

pro ty uhly z, pro néZ je jmenovatel riizny od 0. Jejich zavedeni je patrno téZ z obr.10.8

Nékteré vyznacéné vlastnosti funkci tgx, cotgx.

Funkce tg x je definovana pro vsechna x riizna od lichych nasobkii %, funkce cotg x
je definovana pro x riizna od nasobki 7. Funkce tg x a cotg x jsou kladné pro dhly
pro x v prvnim a ve tfetim kvadrantu v némZ jsou definovany a zaporné pro uhly
ve druhém a ve tfetim kvadrantu v némZ jsou definovany. Tyto funkce jsou zfejmé
periodické s periodou .

Podobnym zplisobem jako u funkci sinx a cos x lze ukazat, Ze funkce tg x stdle roste
™ T

v intervalu (—7, %) a nabude v3ech redlnych hodnot. Funkce tg x neni definovana pro
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liché ndsobky &isla 7. Podobn& funkce cotg x stale klesa v intervalu (0, ) a nabyvé zde
v8ech redlnych hodnot.

Graf funkce tgx je na obr. 9.17.

y=tgx

|
3
=

Obréazek 9.17: Graf funkce tgx.

Graf funkce cotg x je na obr.(9.18).
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Obréazek 9.18: Graf funkce cotg x.

Uk&zali jsme, Ze funkce sin x, cos x jsou spojité na intervalu (—oo, 00). Funkce tg z, cotg
jsou tedy jako podil spojitych funkci funkce spojité v kaZzdém bodé& svého defini¢niho
oboru. MiiZeme tedy vyslovit tento zavér:

Véta 9.13.

Trigonometrické funkce jsou spojité ve vsech Cislech, ve kterych jsou definovany.

Dikaz: Dikaz vychazi z véty o spojitosti podilu a z vét predchdazejicich.
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9.7.0.1. Funkce cyklometrické

Zabyvejme se predevsim existenci funkci inverznich k funkcim sin z, cos z, tg x, cotg x.

Funkce sinx, cosz, tg x, cotg . nejsou prosté, tedy k nim neexistuji funkce inverzni.
Budeme proto uvaZovat tyto funkce pouze na intervalech, na nichZ jsou prosté.

Funkce arcsinx Uvazujme funkci y = sinx, zlZenou na interval < —m /2, 7/2 > .
Tato funkce je na tomto intervalu spojitd a rostouci. Oborem jejich hodnot je interval
< —1,1 >. Existuje tedy funkce k ni inverzni, ozname ji arcsin. Jejim neodvislym
oborem je interval < —1, 1 > a odvislym oborem je interval < —7 /2, 7/2.. Na svém
defini¢nim obor je spojita a rostouci. V kartézském soufadném systém je jeji graf symet-
ricky vzhledem k ose y = = s grafem funkce sinx, zdzené na interval < —7 /2, 7/2. >.
Jeji graf je na obr.10.9

| arcsin @ je ten dhel z intervalu (—3%,5), jehoZ sinus md hodnotu x.
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wE @

y = arcsinx

|
NIE]

Obrazek 9.19: Graf funkce arcsin z.

Funkce arccosx Uvazujme funkci y = cosx, zlGZenou na interval < 0, m > . Tato
funkce je na tomto intervalu spojitd a klesajici. Oborem jejich hodnot je interval <
—1,1 >. Existuje tedy funkce k ni inverzni, ozname ji arccos. Jejim neodvislym oborem
jeinterval < —1, 1 > a odvislym oborem je interval < 0, 7 >. Na svém defini¢nim oboru
je spojita a klesajici. V kartézském soufadném systém je jeji graf symetricky vzhledem k
ose y = x s grafem funkce cosz, zliZené na interval < 0,7 >. Jeji graf je na obr.10.10

I arccos x je ten uhel z intervalu (0, ), jehoZ kosinus ma hodnotu z.
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ol

Y = arccos

-1 1 x

Obrazek 9.20: Graf funkce arccos z.

9.7.0.2. Funkce arctgx

Funkce tgz je v intervalu (—3, §) spojitd a rostouci a nabyvd zde vdech hodnot z in-

tervalu (—o0, 00). Tedy k ni existuje funkce inverzni definovand na intervalu (—oo, 00).
Tuto funkci oznalujeme arctgx. Podle véty 10.6 je to funkce spojitd v intervalu

™ T

(—00,00) a je v ném rostouci. Nabyvd viech hodnot z intervalu (—73,%). Jeji graf

v kartézském sou¥adném systému se dostane preklopenim grafu funkce f(x) = tguz,
r € (—3%, %) okolo pfimky y = x (viz obr. 10.11). Geometricky vyznam funkce arctg z
je tento:
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I arctg x je ten thel z intervalu (—7, %), jehoZ tangens md hodnotu x.

Graf funkce arctg x je na obr,10.11

y = arctgx

s
2

Obréazek 9.21: Graf funkce arctgx.

Funkce cotg x je v intervalu (0, 7) spojita a klesajici a nabyva v ném v3ech hodnot z in-
tervalu (—o0, 00). Tedy k ni existuje funkce inverzni definovand v intervalu (—oo, 00).
Tuto funkci oznadujeme arccotgx. Podle véty 10.6 je to funkce spojita v intervalu
(—00,00) a je v ném klesajici. Nabyva vdech hodnot z intervalu (0, 7). Jeji graf v
kartézském soufadném systému se dostane preklopenim grafu funkce f(x) = cotgz,
x € (0,7) okolo p¥imky y = x (viz obr. 10.12). Geometricky vyznam funkce arccotg x
je tento:

I arccotg x je ten uhel z intervalu (0, ), jehoZ kotangens ma hodnotu .
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Funkce arcsin x, arccos x, arctg x a arccotg x se nazyvaji funkce cyklometrické. Dosavadni
vysledky o spojitosti Ize shrnout takto:

Véta 9.14. Funkce cyklometrické jsou spojité na svém defini¢nim oboru.

Y

z
\w}g T

0 "

Obrazek 9.22: Graf funkce arccotg x.

Véta 9.15. Funkce cyklometrické jsou spojité na svém definiénim oboru.
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Kapitola 10

Derivace realné funkce realné proménné

10.1. Zavedeni pojmu derivace funkce

Zacneme s touto ulohou.

Necht y = f(z) je redlnd funkce redlné prom&nné definovand na intervalu I. Necht a

je vnitfnim bodem intervalu I. UpFesnéme si intuitivné chapany pojem teny ke grafu
funkce y = f(z) v bod& T'[a, f(a)] (viz obr. 10.1)

Nazor nas vede k této definici. Zvolme bod = € I, x # a, a uvazujme p¥imku p jdouci
body T'[a, f(a)], M[z, f(x)] (p je se€nou grafu funkce f(x)). Jeji smérnice, oznatme
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f(x)
y / p
Mz, f(x)]
t
T(a, f(a)]
0 I a r T

Obrézek 10.1: Teéna ke grafu funkce y = f(x) v bodé T'a, f(a)].

ji k(x) (to jest tangens Ghlu, ktery svirda p¥imka p s kladnym smérem osy x), je rovna

by {@O = I(@

r—a

Lze tedy p¥i pevn& zvoleném a povaZovat k(x) za funkci proménné x. Tato funkce nenfi
v bodé& a definovana.
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Existuje-li

k = lim k(z) = lim M,

r—a r—a T — Q
pak p¥imku jdouci bodem T'[a, f(a)] se smérnici k nazveme te¢nou grafu funkce
y = f(x) v bod& T'. Pfimku na ni kolmou nazveme normalou kfivky y = f(x)
v bod& T'. (Podobné& mluvime o pravé (levé) polote¢né grafu funkce y = f(x).)

V Yadg& aplikaci se setkdvdme s touto tlohou. Necht f(x) je dand funkce. M3 se urdit
limita (resp. limita zprava (zleva)) v bodé& a funkce F'(x) definované vztahem

Pro tyto limity, pokud existuji, zavadime pojem derivace funkce f(z) v bod& a nasledujici
definici.
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Definice 10.1. (Definice derivace funkce)

Necht f(x) je funkce, a je redIné &islo. Jestlize existuje &islo, ozna&me jej f'"(a) € R
(f(a) € R) tak, ze

f’+(a) — lim f(ﬂ]) B f(a)’ (f’_(a) — lim f(:C) _ f(a)7> (10-1)

rz—at Tr—a T—a~ Tr— a

pak tuto limitu nazyvdme derivaci zprava funkce f(z) v &isle a (derivaci zleva funkce
f(x) v &isle a).

Jestlize funkce f(x) md v bod& a derivaci zprava f'*(a) a derivaci zleva '~ (a) a
jestlize f"*(a) = f'~(a), nazyvdme tuto spoletnou hodnotu derivaci funkce f(x
v bod& a a zna&ime ji f'(a). Je tedy

) — tim 1) = 1)

r—a Tr —a

Dohoda o oznacovani. Jestlize uvaZujeme funkci f(x) na intervalu I, jehoZ levym
(pravym) koncovym bodem je bod a, budeme n&kdy pouZivat oznaleni f’(a) misto

S (a) (f(a)).

Poznamka 1. V&imné&mé si, Ze funkce
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vystupujici v definici derivace funkce f(z) v (10.1) neni definovand v bod& a, nebot
jmenovatel je v bod& a roven 0.

Poznamka 2. PoloZime-li v (10.1) x = a + h, miZeme derivaci funkce f(x) v &isle a
definovat téZ jako

it h) = fla)

h—0 h

(10.2)

Na h se mizeme divat jako na p¥irustek neodvosle proménné x, to jest h je &islo, o néZ
se zméni z—ova souradnice, prejdeme-li z bodu a do bodu a + h. Ptirustek neodvisle
prom&nné se Zasto oznaluje téz jako Ax. Citatel v (10.2) je pak p¥irustkem odvisle
proménné y a oznalujeme jej obvykle Ay, resp. Af. Tedy Ay je hodnota, o niZ se
zméni funk&ni hodnota p¥i pfechodu z bodu a do bodu a + h. Tedy (10.2) Ize zapsat
jako

5 Ay

romo A

Poznamka 3. Pojem derivace funkce ma znacné uplatnéni v ekonomickych ap-
likacich. Vyjdeme z p¥ikladu, ktery nam pomdize pochopit problematiku vyuZiti derivaci
v nékterych ekonomickych aplikacich.

Necht s = s(t) vyjadfuje ujetou vzdélenost auta za dobu . Necht t1,ty, kde t1 < t5,
jsou dva Casové okamZiky. Potom za dobu ¢ — t; auto ujede vzdalenost s(ty) — s(t1).
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Cislo
S(tg) - S(tl
to — 1t
vyjadfuje tedy primérnou rychlost, kterou auto dosahne v dob& od ¢asového okamziku
t1 do Casového okamzZiku o, tj. za dobu ty —t;. Potom derivaci s'(tg) funkce s(t) v bodé
to, tj.
t) — f(t
st = f (k)
t—ty t— 1t

muZeme nazvat okamZitou rychlosti auta v ¢asovém okamziku t.

JestliZe proménné x a y znali néjaké ekonomické veli¢iny, vyjadfuje funkcey = f(x)
Jejich vzdjemnou zavislost. Potom W vyjadfuje primérny a f'(a) okamZity
pomér zmény téchto ekonomickych veli¢in. V' zavislosti na ekonomické aplikaci
dostdva derivace f'(a) vhodny ekonomicky nazev.

JestliZey = f(x) ma v bodé& a derivaci f'(a), potom p¥imka jdouci bodem T'|a, f(a)]
se smérnici f'(a) je te¢nou ke grafu y = f(x) v jejim bod& T'. P¥imka k ni kolm4,
Jjdouci bodem T', je jeji normalou v bodé T'.

Derivace funkce f(x) = ¢, ¢ € (—00, 00)
Necht f(z) = ¢, ¢ € (—00,00). Potom podle definice 10.1 dostdvdme pro a €
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(—00,0)
F(a) = tim LB =@ e

T—a r—a T—a l — Q

= 0.

Je tedy

=0, kdeceR, xe€& (—00,00).

Derivace funkce f(z) = 2"

Uréeme derivaci funkce f(x) = 2", n € N, v bodé a € (—o0, 00). Podle definice je

f'(a) = lim f(x) = Jla) _ lim u.
I—a Tr—a r—a T — Q

Ponévadz
" —a" = (x—a)(z" ' +ax" 2+ +ad" P+ a" )
a limita funkce nezaleZi na hodnoté funkce v bodé&, v némz limitu po¢itdme, dostavame

odtud
fla) = lim(z" ™ +azx" 2+ 4 a2z +ad"").
r—a

Vzhledem ke spojitosti polynomu v bodé a je f'(a) rovna funkéni hodnot& polynomu

v zavorce v bodé a, takze
f'(a) = na" 1.
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Funkce f(x) = 2", n € N, md v kaZdém bodé& x € (—o0, 00) derivaci

(™) = na" . (10.3)

Priklad 10.1. Vypotitejte derivaci funkce f(x) = 2° v jejim bod& z = 4.

Reseni. Podle (10.3) dostavame v obecném bod& z € (—o0, o0)
(z%) = 322

Tedy f/(4) =3- 4% 1j. f'(4) =
Poznamka. Misto f'(4) miZeme psat (z°)_,.

Zaved me si nyni pojem derivace funkce f(z) vy$Sich ¥adu.

Derivace funkce vyssich fadu. Necht funkce f(x) md derivaci v kaZdém bod&
intervalu Iy C I = Dy. Pritadime-li ke kaZzdému x € I, hodnotu f'(z), je na I,
definovana funkce f'(z).

Ma-li funkce f'(x) derivaci v kaZdém bod& © € I, C I, potom tuto derivaci
nazyvame druhou derivaci funkce f(x) na I a zna&ime ji f"(x) nebo f®(x).
Analogicky definujeme f")(x) pro n = 3,4,.... Podobné& definujeme derivace
vysSich radid dané funkce zleva a zprava.

379eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close O Quit



Umluva. Rekneme-li, 7e funkce f(z) ma derivaci na intervalu I, bude to znamenat,
Ze ma derivaci v kazdém vnitfnim bod& intervalu I a jestlize levy (pravy) koncovy
bod patfi do I, potom ma v ném derivaci zprava (zleva). Podobn& pro vy33i derivace.

Poznamka. Pro n-tou derivaci funkce f(x), n > 1, se pouZiva zapis f(™(x), resp.
f"(x) pron =2, f"(x) pron =3, .... Cteme pak f s &rkou, f se dvéma &irkami, f
se ttemi ¢arkami, atd. Pro n > 3 nebyva zvykem pouzivat &arek pro oznadeni derivace.

P¥iklad 10.2. Funkce

Yy = 3x
ma v intervalu (—oo, c0) derivace

y =122, ' =362% " =72z, y(4) =72, y(k) =0 pro k > 5.

Zabyvejme se nyni otdzkou, zda vdechny funkce maji v ka?dém bodé& derivaci. Odpovéd
je zapornd, jak ukazuje nasledujici priklad.
P¥iklad 10.3. Zjistéme, zda funkce f(x) = |z| ma v bod& 0 derivaci.

ReZeni. Z¥ejm& f(z) = x pro x > 0 a f(x) = —x pro « < 0. Podle definice derivace
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dostavame

— 10 x
F10) xi%{r x xE(I)l+ x ’

— |0 —T
~0) = tim =100y — 1
f (0) r—0~ X r—0~ X

Ponévadz f'*(0) # f~(0), nema funkce f(x) = |x| v bod& 0 derivaci.
O vztahu mezi spojitosti funkce f(x) v daném bod& a a existenci derivace funkce f(x)
v bodé& a plati tato véta.

Véta 10.1. (Vztah spojitost — existence derivace)

Necht funkce f(x) md v bod& a derivaci f'(a). Potom f(x) je v bod& a spojita.
Je-li funkce f(x) v bod& a spojitd, nemusi mit v bodé& a derivaci.
Diikaz: a) Necht funkce f(z) md v bod& a derivaci f’(a). DokaZzme, Ze pak

lim f(z) = f(a).

r—a
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Necht z # a. Podle véty 8.2 je

lim f(z) = ;lgli%(f(x) — f(a) + f(a)) =

= i{r(ll f(xg)jii(a)(x_a)_'_f(a) _

_ glcig;f(xx):i”(a)(x—a)Jrglcigéf(a):

N El%f(x;:i:(a) lim (2 — @) + lim f(a) =
— f/(a)0+f(a):

= fla)

Ma-li tedy funkce f(z) v bodé& a derivaci, je v ném funkce f(x) spojita.

P¥iklad 10.3 ukazuje, Ze funkce miiZze byt spojitd v daném bodé& i kdyZ v ném nem3

derivaci.

Poznamka. Podobné plati: Jestlize funkce f(x) ma v bod& a derivaci zprava (zleva),

potom je funkce f(z) v bod& a spojitd zprava (zleva).

UkaZme si pravidla pro vypocet derivaci souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu dvou funkci.
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Véta 10.2.

Necht f(z), g(x) maji v bod&a € R derivace f'(a), ¢'(a) a necht ¢ € R je libovolné
Cislo. Potom plati:

e f(@)]ma = - ['(a), (10.4)
[f () £ 9(2)],—y = f'(a) £ 4'(a), (10.5)
[f(2) - 9(2)]s—s = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a). (10.6)
Je-li g(a) # 0, potom plati:
f@)\ _ fi(a)-g(a) — f(a) - ¢'(a)
(501)...- 7la) | 1o

Dikaz: DokaZzme jen vzorec (10.5) pro derivaci soutu. Plati

(@) + gx).. = lim LB +9@) = (f(0) +9(a) _

T—a r— a

_ lm [f(x) — f(a) N 9(z) —g(a) | (10.8)
z—a T —a T —a
Ponévadz existuji limity
@S g@) -~ gla)
g—a  x—a g—a T —a
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dostavame z (10.8) podle v&ty 8.2
[f(z) + 9(2)];—0 = ['(a) + ¢'(a).

Poznamka. Analogickd véta plati pro derivaci zleva a pro derivaci zprava v daném
bodé.

P¥iklad 10.4. Necht funkce f(x), g(x) maji v bod& a derivace f'(a), ¢'(a) a necht
c1, ¢2 € R jsou libovolna &isla. Potom funkce

F(z) = e1f(x) + cog(2)
ma v bodé a derivaci a plati
F'(a) = c1f'(a) + c2g'(a). (10.9)
Skute¢né. Podle (10.4) je
e f(@)]ima = a1f'(a),  [e29(@)]i—q = c29'(a).
Odtud a z (10.5) vyplyva (10.9).
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Vztah (10.5) Ize zobecnit: Necht fi(z), ..., fn(x) jsou funkce majici v bod& a derivace f{(a), ...,
f!(a). Necht cy,...,c, € R jsou libovolna &isla. Potom funkce

f(x) =cfi(z) +-- + cufulz)

ma v bodé a derivaci a plati

f'la) = eifila) + -+ eafrla).

Pt¥iklad 10.5. Vypotitejte derivaci polynomu
f(z) =4a* =32 422 — 1

v bodé 2.

Reseni. Dostdvame
fl2)=4-(4-2%),00 —3-(2-2) 0 +2-(1).

Vydislenim

F(2) =128 — 12+ 2 = 118.
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Priklad 10.6. Necht f(z) = 2% + 22> — 42 + 1. Potom pro = € (—o0, c0) plati
f'(x) = 32 + 4o — 4,
f"(x) = 6z + 4,
(@) =6,
f(x)=0 pron >4.

Pt¥iklad 10.7. Vypocitejme druhou derivaci funkce

2
—1
Flo)=2—.
T+ 2

Reseni. Oznatme f(z) = 2> — 1, g(z) = 2 + 2. Pondévad? g(z) = 0 jen pro z = —2,
je Dp = (—00,00) — {—2}. Podle (10.7) je pro z € Dp

fl(x) =2z, ¢'(x)=1.
Podle (10.7) dostavame

t.
2:(:-(x+2)—(:v2—1)-1'

Fla) = CEDE
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Upravou
B 2 +4r+1

(x+2)2

Funkce F'(x) md prvni derivaci uréenou vztahem (10.10) pro x € Dp.

F'(z) x € Dp. (10.10)

Podobng& vypotitame i F”(x). Prvni derivaci (po zavedeni derivaci sloZenych funkci Ize
vypolet realizovat jednoduseji) F'(x) pFepiSeme na tvar

hix)

F'(z) = (D)

9

kde fi(z) = 22 + 42 + 1, gi1(z) = 2* + 42 + 4. Podle (10.7) dostdvame
oy - @) = )

gi(x)
Tedy
F(r) = (2 4+4)- (*+4x+4)— (2* +4x+1) - (2:c+4).
(x +2)*
Po dpravé dostavdme
F'(z) = % v €R— {2},
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t].

F'(z) = v eR - {-2}.

(x +2)%

Cilem nasich daldich dvah bude

O odvodit v&tu o derivovani sloZené funkce
O odvodit vétu o derivovani inverzni funkce
O odvodit derivace elementarnich funkci.

Derivace slozené funkce

Zalnéme se sloZzenou funkci. Znovu si pfipomefime zavedeni pojmu ,,sloZené funkce” a
vétu o spojitosti slozené funkce.

Necht A je neodvisly obor funkce u = ¢(z), B = H, jeji odvisly obor. Necht dle
funkce f(u) je definovand na mno%ing B. Ke kazdému &islu x € A p¥itadme &islo
F(z) = flp(x)], tj. hodnotu funkce f(u) v &isle p(x). Tim je definovand na mnoZiné
A nova funkce F(x), zvand sloZend funkce. Funkci f(u) nazyvame jeji vn&jsi slozkou a
funkci u = p(x) nazyvame jeji vnitini sloZkou.

Jako p¥iklad uved me funkci y = sin(3z°+1). Jde o sloZenou funkci. Jeji vnit¥ni slozkou
je funkce u = 3% + 1, definovand na intervalu A = (—o0, 00). Odvisly oborem funkce
u = 3x? +1 je interval B = (1,00). Na mnoZiné B je definovand funkce f(u) = sinu.
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Tedy y = sin(3z? + 1) je definovand na intervalu A a oborem funk&nich hodnot je
interval (—1,1). (ZdGvodnéte!)

Véta 10.3. Necht funkce u = p(x) je spojitd v bod& a a funkce y = f(u) je spojitd
v bodé a = p(a). Potom sloZend funkce F(x) = f(p(x)) je spojitd v bodé& a.

Dalsi analogické véty jsou véty, v nichz se o funkcich f, ¢ pfedpokldda jen jednostranna
spojitost.

O derivovani slozené funkce plati tato véta.

Véta 10.4. (Derivace sloZzené funkce)

Necht funkce u = @(x) md derivaci v &isle a a nécht funkce f(u) md derivaci v &isle
a = p(a). Potom sloZend funkce F(z) = f(@(x)) md v &isle a derivaci a plati

F'(a) = f(a)-¢(a), ti. F'(a) = f'((a)) - ¢'(a). (10.11)

Dukaz: PoloZme

fy)=fla) g
R(y) ={ e fla) proy# (10.12)
pro y = .

Ponévad?

lim R(y) = f'(e) = f'(a) = 0= R(a),

y—a
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je funkce R(y) spojitd v bod& «. Pon&vad? funkce ¢(z) ma derivaci v bodé = = a, je
podle v&ty 10.1 spojitd v bod& a. Je tedy i sloZenad funkce R(p(x)) spojitd v bod& a.
UZitim (10.12) Ize funkci R(¢(z)) zapsat takto

Hele)Ielw) _ p/(a)  pro () # p(a),
7)) = p(x)—¢(a) .
R(p(z)) { ) oro o(2) = 9(a) (10.13)
Pro x # a, p(x) # (a) lze uZitim (10.13) psat
Roe) + fay @ e0) _ o) = fe@) o

Avsak, jak zjistime dosazenim ¢(z) = ¢(a) do (10.14), vidime, Ze (10.14) plati i pro
o(x) = p(a), © # a. Déle dostavdme (pokud jednotlivé limity existuji)

Pla) — tim FE) = Fl@) _ o Fp(@) = f(pla) 015)

= T —a r—a T—a
UZitim (10.14) dostdvdme z (10.15) s ohledem na (10.13)

F'(a) = lm[R(p(x)) + /(o) LA (10.16)
Pongvadz lim R(io(z)) = R(p(a)) = R(«) = 0, lgnw — ¢(a), dostdvame

z (10.16)

3900First O®Prev O®Next ©®Last ®Go Back OFull Screen ©®Close ©®Quit



tj.

F'(a) = ['((a))¢'(a).
Priklad 10.8. Vypotitejte derivaci funkce F(x) = (22 4+ 1)7 v &isle x.
Reseni. Funkce F(x) je sloZenou funkci. Jeji vn&j3i slozkou je funkce f(u) = u’ a
vnitini slozkou je funkce u = (z), kde ¢(z) = z* + 1. Podle véty 10.4 dostadvame
F'(z) = f'(u) - ¢'(x). Ponévad? f'(u) = 7u’® a ¢/(x) = 2z, dostdvdme F'(z) =
7(x? 4+ 1)% - 2z, takZe po Upravé dostdvdme

F'(z) = ldz(2* +1)5, 2 € (—o0,0).

Je Yada analogickych vét k vété 10.4. Jde v nich o derivovani sloZenych funkci v p¥ipadé,
e a, resp. «, jsou koncovymi body intervalil, na nich? se vypocty provadéji. Uved me
si bez dlkazu nasledujici vétu.

Véta 10.5. Necht funkce u = @(x) ma derivaci v &isle a a necht funkce f(u)
md derivaci zprava (zleva) v &isle o = o(a). Necht existuje takové okoli Uy(a), Ze
¢(Ux(a)) = US(a), pro n&aké p. Potom sloZend funkce F'(x) = f(p(x)) md v bodé&
a derivaci a plati

F'(a) = f"(a) - ¢'(a),  tojest F'(a) = [ (p(a)) - ¢'(a). (10.17)
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Poznamka. Budeme-li se drzet iumluvy, Ze v koncovych bodech intervalu piseme misto
jednostranné derivace derivaci, miZeme vztah (10.17) nahradit vztahem (10.11), takZe
|ze psat

Derivace inverzni funkce.

S pojmem inverzni funkce jste se jiz setkali d¥ive p¥i studiu stfedoskolské matematiky.
Byl zopakovén i v textu ,,Matematika A"“. Ve strunosti si pojem inverzni funkce jesté
jednou zopakujme. Navic si odvod me souvislost mezi derivaci funkce f(z) v bod& z = «
a funkce k ni inverzni f~1(y) v bod& a = f(«).

Necht funkce y = f(x) je definovand na mnoZiné A a je na ni prostd. To znamen4,
Ze pro kazda dvé &isla xy, 29 € A, 11 # x9, je f(x1) # f(x2). Oznalme B = f(A).
Ke kaZdému y € B pFitadme to Cislo x € A, pro n&jZ je f(x) = y. Tim jsme zavedli
pravidlo, jimZ ke kaZzdému y € B je pfitazeno x € A. Je tak definovand novd funkce,
oznat¢me ji !, jejimZ neodvislym oborem je mnoZina B a odvislym oborem je mnoZina
A. Ponechame-li oznadeni y pro proménnou s oborem B a x pro promé&nnou s oborem
A, piseme
= f"(y), y€ B, x € A.

V' definici inverzni funkce je podstatny predpoklad, Ze f je na svém definiénim oboru
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prosta. Takovymi funkcemi jsou nap¥. funkce ryze monotdénni na svém defini¢ni oboru.
To ndm umozni odvodit vzorce pro derivovani nékterych elementarnich funkci.

Na obr. 10.2 je zndzornén graf funkce y = f(x) rostouci na intervalu A = D(f), tedy
graf funkce prosté. Graf funkce z = f~1(y) je totoZny s grafem funkce y = f(x), pokud
bychom proti zvyklostem znazornili neodvisly obor na ose y a odvisly obor na ose .

Yy y=fzx), 2= f"(y)
/
B "/
./
f() 7
N
a r A T

Obrézek 10.2: Graf funkei y = f(x), v = f~'(y).

Z definice inverzni funkce vyplyva

O jelia e D(f), potoma= f'(f(a)), (10.18)
O jeliae D(fY), potom o= f(f (). (10.19)

Oznatime-li = neodvisle prom&nnou jak pro funkci f, tak i pro funkci f~!, zapi¥eme
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obé funkce takto

y=f(x), €A yeB, y=[f"x), z€B, ycA 10.20)

(
JestliZe jejich neodvislé obory vyzna&ime na vodorovné ose, jsou grafy funkci (10.20)
symetrické s osou symetrie y = x, viz. obr. 10.3. Graf inverzni funkce f~1(z) jsme
dostali p¥eklopenim grafu f(z) kolem p¥imky y = =.

y=f""(z)

a A B x

Obrézek 10.3: Graf funkei y = f(x), y = f~(2).

Poznamka. Je-li prosta funkce dana rovnici

y = f(o) (10.21)

dostaneme k ni funkci inverzni tak, Ze z rovnice (10.21) vypocitdme = pomoci . Pojem
inverzni funkce vede k zavedeni novych funkci.
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Zopakujme si nasledujici vétu o vzajemném vztahu mezi spojitosti funkce f(x) a k ni
inverzni funkce f~1(z).

Véta 10.6. Necht funkce f(x) je spojitd a rostouci (klesajici) na intervalu I = D(f).
Ozna&me jeji odvisly obor (je jim interval) J = f(I). K funkci f existuje funkce inverzni
=1, jejim neodvislym oborem je interval J a odvislym oborem je interval I. Funkce
=1 je na svém defini¢nim oboru J spojita a rostouci (klesajici).

UkaZme si nyni vztah mezi derivaci dané funkce a funkce k ni inverzni. Plati nasledujici
véta.

Véta 10.7. (Derivace inverzni funkce)

Necht f je funkce spojitd a ryze monotdnni na intervalu I. Necht oborem jejich
funk&nich hodnot je interval J = f(I). Necht a je takovy vnit¥ni bod intervalu J,
Ye v &isle o = f~1(a) € I md funkce f derivaci f'(c) # 0. Pak funkce f~1 md
v Cisle a derivaci a plati

Dukaz: Definujme

= y—a ro 0% o) = !
"= @ e ey e =g

Vzhledem k ryzi monoténnosti funkce f na intervalu I, je f(y) — f(a) # 0. Funkci

pro y = a.
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F(y) lze pro y # « pFepsat takto

Yy—«
Ponévadz dle predpokladu ma funkce f v bodé « derivaci, je

fly) — (@)

li = f'(a).
i —— f()
PonévadZ f'(«) # 0, je podle (10.7)
: : 1 1
lim F(y) = lim fW-I@) "~ fila) F(a).

Yy—«

Je tedy funkce F'(y) spojitd v bod& . Funkce f~1 je podle v&ty 10.6 spojitd na intervalu
J, tedy i v &isle a. Je tedy i funkce F'(f~1(z)) spojitd v bod& a. Je tedy

tim F(f~'(2) = F(f~(a)) = Fl0) = 75

UZitim tohoto vztahu dostavame

@) = fHa) @) = fHa)

Sl =t e = M S (@) 1
~lin (4 (0)) =
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K vété 10.7 mizeme vyslovit fadu analogickych vét. Vyslovme tuto.

Véta 10.8. (Derivace inverzni funkce)

Necht f je funkce spojitd a ryze monotdnni na intervalu I. Necht oborem jejich
funk&nich hodnot je interval J = f(I). Necht a je levy (pravy) koncovy bod inter-
valu J a necht v &isle « = f~1(a) md funkce f derivaci f""(a) # 0 (f~(a) #0).
Potom funkce f~! md v &isle a derivaci zprava (zleva) a plati

-1 I+ 1 -1 a - _
[f (CL)] - f/Jr(Oé), [f ( )]

Dukaz: Dikaz je analogicky k diikazu véty 10.7.

1
f'(a)

10.2. Derivace elementarnich funkci

PtedlozZeny text vychazi z pfedpokladu, Ze Citatel je sezndmen s elementarnimi funkcemi
v rozsahu uvedeném v ulebnim textu ,,Matematika A“. | kdyz v ndsledujicim textu se
zavadi jejich stru¢né zavedeni a uvadéji se nékteré jejich vyznaéné vlastnosti, je nutno,
abyste se s témito funkcemi dobfe seznamili.
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Funkce y = {/x

UvaZujme funkci y = 2", kde n je ptfirozené. Tato funkce je zfejmé definovana na
intervalu (—oo, 00).

Pro n liché je tato funkce na svém defini¢nim oboru I = (—o00, 00) spojitd a rostouci.
Ozname J = (—o0, 00) obor hodnot této funkce. Proto k ni existuje funkce inverzni na

intervalu J. Podle véty 10.6 je tato inverzni funkce rostouci a spojitd na J. Ozna&ime
ji /x. Funkce {/x pro n liché je licha.

Pro n sudé je sice funkce x™ rovn&Z definovand na intervalu (—oo, c0), avdak neni na
ném prostad. Nap¥. (—2)" = 2" pro kaZdé sudé n. Budeme proto uvaZovat jeji ziZeni
na interval I = (0,00). Na n&m je tato ziZena funkce y = z" rostouci a spojita, tedy
prosta. Obor hodnot této ziZené funkce je interval J = (0,00). Proto k ni existuje
funkce inverzni, definovand na intervalu J. Podle véty 10.6 je tato inverzni funkce
rostouci a spojitd. Oznadime ji {/x.

Na obr. 10.4 jsou narysovany grafy funkci y = 22 a y = /z, € (0,00) a na obr. 10.5
jsou narysovény grafy funkci y = 23, y = /.
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Y
% Y
% 4
. p y/.:v
/ 1y “y=vz
e 1 /
/ _I / 1
7 V% 1 T
/'/ y=ve 2 +-1
1+ e
77 7
7 /
: %
a 1 T /
Obrazek 10.4: Grafy funkci 22 a Obrazek 10.5: Grafy funkci 22 a

Poznamka. Viimnéte si, Ze funkce /x je pro pron sudé definovana jen pro x € (0, 00).
Podle definice je pak /x pro kazdé = € (0, 00) rovno tomu &islu y € (0, 00), pro n&z
je y" = x. Je-li tedy napt. a € R, je a™ € (0, 00), takze

va™ =lal, pron sudé, a € R.
Napt. \/(—2)2=|—-2| =2.

Pro pocitani s odmocninami plati pravidla, kterd jste méli odvozeny na gymnaziich.

399e@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ® Close ® Quit



Jsou uvedeny i ve studijnim textu , Matematika A"“. Je nutné, abyste si tato pravidla
zopakovali.

Derivace funkce {/x.

Odvod me si nyni vzorec pro derivovéni funkce /z. V obou uvaZovanych ptipadech,
totiz jak pro n sudé tak i pro n liché, jsme oznalili inverzni funkci k funkci x™ jako
y = /x. V kazdém bodé = # 0 svého defini¢niho oboru je funkce y = x" riiznd od
nuly, takZe v ném lze vypotitat jeji derivaci podle véty 10.7 takto. Polozme f(z) = {/x.
Potom

(Vo) = (@) = 5= = = T = AT (10.22)

Dostdvame tedy:

Funkce f(x) = {/x md pro x € Dy, x # 0, derivaci a plati

(10.23)

Uved me si nyni p¥iklad na derivaci sloZené funkce obsahujicich funkci /z.
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Pt¥iklad 10.9. Vypocitejte derivaci funkce

jr+1
x—1

y = (10.24)

Reseni. Danou funkci miZeme povaZovat za sloZenou funkci. Vnit¥ni sloZzkou je funkce

_ac—l—l

u=p(x), kde @x)= ! (10.25)
a’; —_
a vnéjsi slozkou je funkce
y = fu) = Vu.

Funkce ¢(x) je definovana pro viechna = # 1. Hodnotu 0 nabyva jen v bodé x = —1.
Jeji derivaci uréime jako derivaci podilu. Dostdvame

l-(z—1)—(z+1)-1 —2

/ /
_ _ = 1.

Jeji defini¢ni obor je shodny s definiénim oborem funkce (). Funkce y = f(u) ma
derivaci v kaZzdém bodé u # 0 a je rovna
1

f(u)zg(\?/af'
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Podle véty 10.7 plati tedy

flp(x)) = S -fl(x), x# L

Dospéli jsme k tomuto zav&ru. Funkce (10.24) m3 pro kazdé = # +1 derivaci

y'(z) = —%- (3 i;) ﬁ (10.26)

Derivace funkce e*
Funkci y = €¢”, x € R, nazyvdme pfirozenou exponencidlni funkci. Tuto funkci znate ze
stfedoskolského studia. Jeji zavedeni bylo uvedeno i v u¢ebnim textu , Matematika A".
Odvozeni derivace funkce y = e¢*, x € R, provedeme ve dvou krocich.

a) Odvod me pomocny vztah

et —1
lim =
xr—0 €T

1, (10.27)

ktery pouzijeme pro vypocet derivace funkce y = e”.

P¥i zavadéni Eulerova &isla e v kapitole 7?7 jsme zavedli dvé& posloupnosti {a, }>2 ;,
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{6,124, kde

1\" 1 \"
(142 b, = (1 _ 10.2
( +n) , ( +n_1> (10.28)

Dokazali jsme, Ze posloupnost {a, }° je rostouci a posloupnost {b,}>2; je kle-
sajici a

lim a, = e, lim b, = e
n—oo n—oo

Necht z € (0,1). Necht n € N je takové p¥irozené &islo, Ze
1
<r<-. (10.29)

n+1 n

Pon&vadz {b,}°°, je klesajici, je

e<bn:<

Pon&vad? podle (10.29) je = < 1, dostévdme z

) (10.30)

1

e’ < KH n;) ] (10.31)

(10.32)

3

to jest

n—1
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Pon&vadz {a, }°°, je rostouci, je

1 n+1
e> Qpl = (1 + s 1) : (10.33)

Pon&vadz podle (10.29) je 2 > —5, dostévame z (10.33)

e’ >

n+1 %ﬂ 1
1 =1 . 10.34
( +n+1> ] +n+1 ( )

Ze vztahi (10.32) a (10.34) vyplyva

1
leet < 14— 10.35
P T N (10.35)

1
<e'—1<

) 10.36
n+1 n—1 ( )

Z (10.29) plynou nerovnosti

_ x
n—1 1 — 22’
L
n+1" x+1

1
n—1>——2 takZe (10.37)
T

1 v
n+1<—+1, takze (10.38)
T
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Z (10.36), (10.37), (10.38) dostdvame
1 e’ —1 1
< <

. 10.39
142~ = — 1-2z ( )
Pong&vad? hn(l)f =1, hn%ﬁ = 1, dostdvéme z (10.39)
Xr—
-1
lim ——— = 1.
z—0
b) Po&itejme nyni derivaci funkce e”. Pro libovolné z je podle definice
em—i—h — e
LAYV 1
(") iy h
Vypodtem dostdvdme postupné
z+h __ ,x x(,h 1 h 1
(e”’)’zlimuzlime (e ):exlime =e'-1=c¢"
h—0 h h—0 h h—0

Funkce e* je spojitd a rostouci na intervalu (—oo, 00) a nabyva vsech hodnot z in-
tervalu (0, 00). V kaZdém Cisle ma derivaci a plati (e*) = e*.

Derivace funkce y = Inz
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Z vlastnosti exponencidlni funkce a z definice inverzni funkce vyplyva, Ze k funkci e*
existuje funkce inverzni definovana na intervalu (0, o). Tato inverzni funkce je spojita a
rostouci a nabyva v8ech hodnot z intervalu (—oo, 00). Nazyva se pfirozeny logaritmus a
budeme ji znadit In z. Jeji graf dostaneme z grafu funkce e* preklopenim kolem p¥imky
y = x (viz obr. 10.6). Z véty 10.7 plyne, Ze Inx ma v kaZzdém &isle svého defini¢niho
oboru derivaci a plati

! ]' - —
(Inz) = @y "oz
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Obrazek 10.6: Graf funkce e* a In .
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JestliZze poloZime

y=1Inz, z € (0, ©) potom e'=ux y€E (—o0,00) (10.40)

Tedy pFirozeny logaritmus &isla  x € (0,00) je mocnitel, na
néZz je nutno umocnit zaklad e, abychom  dostali ¢islo .
Odtud dostavame

x = 7,

Funkce In z je spojitd a rostouci funkce na intervalu (0,00) a nabyva vSech hodnot
z intervalu (—o0,00). V kaZdém C&isle svého defini¢niho oboru ma derivaci a plati

1
Inz) = ~.
(nz) = -

Jsou-li x, 1,29 € (0,00),s € R, potom plati

In(zy - 22) = Inxy + Ina, (10.41)
Inz® = s-Inuz. (10.42)

Pt¥iklad 10.10. Vypocitejte derivaci funkce

o , v . v s v . . |
ReSeni. Jde o sloZenou funkci. Vnittni slozkou je funkce u = ¢(z), kde p(r) = 5.
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Vn&jsi slozkou je funkce y = f(u), kde f(u) = e*. Funkce f(u) ma derivaci v kaZdém
bodé& u. Plati
f'(u) = e (10.43)

Funkce ¢(x) ma derivaci v kazdém bodé& svého defini¢éniho oboru, tj. pro z € (—oo, 1)U
(1,00). Vypottem dostdvame

o T2
¢ (z) = o (10.44)

Podle v&ty o derivovani slozené funkce dostdvame z (10.43) a (10.44)
r_ eLﬂ 2 ti ;o —2 eLﬂ
Yy = (.T . 1)2 ) J- Yy = (CE . 1)2 .

Pt¥iklad 10.11. Vypocitejte druhou derivaci funkce
y=1In3z —1)
a urlete jeji defini¢ni obor.
ReZeni. Jde o sloZenou funkci. Vn&j&i slozkou je funkce y = f(u), kde f(u) = Inu.

Jeji definiéni obor je interval (0,00). Vnit¥ni slozkou je funkce u = 3z — 1. Je sice
definovana a ma derivaci pro v8echna x, av3ak tento defini¢ni obor je nutno omezit na
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ta x, pro nez je u = p(x) v definiénim oboru funkce y = Inu a m3 v nich derivaci. Je
to pro x € (%, o0). Derivovanim dostaneme

3 1
Br—1), ot o =—— - %
( x )7 J y 31._17 xe <37 )7

(S Sy
YT T Be— )Y 3%

Uvgdomte si, Ze funkce 32~ je definovand pro z € R — {5}. Avdak y' miize byt
definovand jen pro € Dy v nichZ ma funkce f(z) derivaci. Podobnd pozndmka plati
i pro defini¢ni obor funkce f”(x).

Derivace exponencialni funkce a logaritmu s obecnym zakladem

KdyZ jiz mame definovanou pfirozenou exponencidlni funkci a ptirozeny logaritmus,
miZeme definovat exponencialni funkci s obecnym zakladem a, to jest funkci

y=a", kde a>0, a+#1.

Pro a > 1 je funkce y = a” rostouci na intervalu (—oo,00) a pro 0 < a < 1 je funkce
y = a” klesajici na intervalu (—oo, 00). Lze ji vyjad¥it ve tvaru
zlna

a =€ =€
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Odtud je vidét, Ze je to funkce spojitd v intervalu (—oo, 00). Jeji derivaci uréime jako
derivaci sloZené funkce. Dostavame

(ax)/ — (€x~1na>l — ex-lna ‘lna =d* - lna.

Funkce y = a” pro a > 1,a # 1 nabyva viech hodnot z intervalu (0, c0). Existuje k ni
funkce inverzni, kterd se zna¢i log, x a nazyvd logaritmus o zakladé a. Je to funkce
spojitd a ryze monoténni v intervalu (0, 00), kterd nabyva viech hodnot z intervalu
(—00,00). Jeji derivace je podle véty 10.7 rovna

1 1 1

pu— pr— O .
/) a¥lna x-lna’ v € (0,00)

(log, )" = (

Na obr. 10.7 je nacrtek grafli funkci y = a® a funkce y = log, x pro 0 < a < 1. Pro
a = e, tedy pro a > 1, je graf funkce y = a” a graf funkce y = log, * zndzornén na obr.
10.6. Graf téchto funkci pro a = e jsme jiz d¥ive vySetfili. Pro logaritmy se zdkladem «
plati pravidla analogickd k pravidliim uvedenym pro funkci y = Inx.

Re¥me jesté jednu otdzku. Necht a,b jsou kladnd redlnd &isla riizna od nuly. V jakém
vztahu jsou &isla log, x, log, x? Abychom to ukazali, predpokladejme, Ze a, b jsou kladnd
&isla riiznd od jedné. Necht z je kladné &islo. Ozna&me y = log, x. Potom postupné&
dostdvame:

x=a’, log, x = log, a” = y - log, a = log, « - log; a.
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/- y =log, x

Obrazek 10.7: Graf obecné exponencidlni a logaritmické funkce, 0 < a < 1.
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Je tedy

log, ©x = log, x - logy a.

Funkce y = a®, kde a je kladna redlna konstanta riizna od jedné, je spojita a pro
a > 1 je rostouci na intervalu (—oo,00) a pro 0 < a < 1 je klesajici na intervalu
(—00,00). Oborem jejich hodnot je v obou pFipadech interval (0,00). V kaZdém
bodé x svého definicniho oboru ma funkce a® derivaci

(a®) =a" - Ina.

Nazyva se exponencialni funkci se zakladem a. Specialnim pFipadem je pFirozena
exponencialni funkce pro a = e a dekadicka exponencialni funkce pro a = 10.

K funkci a® existuje funkce inverzni, zna&ime ji log, x (&teme logaritmus x pki
zdkladé& a). Je definovana na intervalu (0, 00). Funkce log, x je pro a > 1 rostouci
aprol<a<l1

klesajici na intervalu (0,00). Je v ném spojita. V kaZdém bodé x € (0,00) ma

derivaci a plati
1

r-lna

(log, )" =
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Jsou-li z,x1, 9 € (0,00),s € R potom plati

log,(z1 - x2) = log, 1 + log, xo (10.45)
log,z* = s-log,x. (10.46)

Je-li b kladné redlné Cislo riizné od 1 plati

log, x = log, x - log, a.

Pt¥iklad 10.12. Vypocitejte derivaci funkce

y = oV

v

Reseni. Jde o slozenou funkci. Vnéjsi slozkou je funkce

y=f(u), kde f(u)=2" u € (—o00,0).

Vnitfni sloZkou je
u=p(x), kdep(xr)=+z?+1.

Necht © = a € (—o00,00). Funkce ¢(x) ma v bod& a derivaci. PoloZme o = ¢(a).
Funkce f ma v bodé « derivaci. Plati

y'(a) = f(a)-¢'(a), tojest y'(a)=(2")4e0a(¢'(%))a=a-

414 eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



Tedy
y =2Vt 2. (Va2 + 1), (10.47)

r=a

Vypotitejme nyni ¢'(a). Funkce

je slozend. Jeji vnéjsi sloZzkou je funkce

u=g(v), kdeg(v)=+v, ve0,o00)

a vnitfni slozkou je funkce
v=2x>+1.

Funkce u = ¢(x) ma v bodé a derivaci

u'(a) = (Va? +1),_, =

Dosazenim do (10.47) dostdvame

a

A P R A A ——
Y va?+1

pro a € (—o00, 00).
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Derivace obeché mocniny y = z°

Obecna mocnina je funkce z* definovana pro x > 0 a jakékoliv redlné s. Da se vyjadfit
ve tvaru

75 = (elnx>5 _ es'lnx.
Odtud je vidét, Ze je to funkce spojitd pro kazdé = € (0, 00). Jeji derivace je podle véty

10.7 ] !
s\ __ snz I _ snz L — eSS 571.
(%) = (") =e R

Funkce x* je spojitd na intervalu (0,00) a md zde derivaci sx*~1, tedy

(%) = sz, x€(0,00), s E€R.

V zavéru této Casti jako aplikaci na predchdzejici véty feSme nasledujici priklad.
Pt¥iklad 10.13. Vypocitejte derivaci funkce
y =2 - In(z* +1).

Reseni. Jde zde o soutin dvou funkei. Druha z nich je funkce slozend. Ponévad? 2241 >
0, je dand funkce definovand v intervalu (—oo, 00) a ma zde derivaci, kterou na zdkladé&
predchozich vét uréime takto

1
2+ 1

y = 2xIn(2® 4+ 1) + 22 21,
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takZe po Upravé dostavame
2

=2z |In(z* + 1
Y z |In(z” + )+:z:2—|—1

Derivace funkce f(z)9")

Necht
F(z) = f(x)'®, zeA. (10.48)

Necht f(z) > 0 pro z € A a necht funkce f(x), g(x) maji pro x € A derivace f'(x),
g'(x). Funkci (10.48) lze p¥epsat do tvaru

F(z) = /@, (10.49)

a po upravé jako
F(z) = ed@hf@), (10.50)

Tuto funkci mizeme derivovat jako sloZenou funkci. Dostavdme

F'(w) = 1) (g(a) n f () )

Provedenim vyznalené derivace obdrzime

/

Fl(z) = fa)? . (g’u) In £ (@) + g(a)? '“)) .

f(z)
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Pt¥iklad 10.14. Vypocitejte derivaci funkce

y =" 2 ¢c(0,00).

Reseni. Funkci 2% |ze p¥epsat na tvar

y = esinxlnx.
Derivaci dostaneme postupné
y/ _ esinxlnx(sinxln $)l
y = aine (cos:clna: + ésinx) , x € (0,00).

Derivace trigonometricky funkci

Zavedeni funkci sin z, cosz, tgx, cotgx

Zabyvejme se nyni trigonometrickymi funkcemi, zvanymi né&kdy téZ funkce goniomet-
rické. Omezime se na funkce sin z, cos x, tg x, cotg x. V pravouhlém soufadném systému
s osami u, v sestrojme kruZnici o jednotkovém poloméru se stfedem v pocatku. Zvolme
libovolné x a sestrojme polopaprsek vychdazejici z po¢dtku, ktery svird s kladnou osou
u thel x. Tento polopaprsek protne kruZnici v jednom bodé&, oznalme jej A. Jeho
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soufadnice oznalme cosz,sinz (viz obr. 10.8). Tyto soufadnice zavisi na x, takZe
cosx a sinx jsou funkce definované pro kazdé redlné x.

Pomoci funkci sinx a cos x definujeme dalsi trigonometrické funkce

sin x COS T
tgxr = ) cotgxr = —
COS T sin x

pro ty uhly x, pro néZ je jmenovatel riizny od 0.

Trigonometrické funkce jsou znamy ze stfedni $koly a bylo o nich pojedndno i v u¢ebnim
textu ,, Matematika A“. Nakreslete si jejich grafy! Zopakujte si podrobné jejich vlast-
nosti.

Uved me si tyto jejich vlastnosti:

Funkce sin x je kladna pro uhly v prvnim a ve druhém kvadrantu a zaporna pro uhly ve tietim a ve
Ctvrtém kvadrantu. Funkce cosx je kladna pro dhly v prvnim a ve Ctvrtém kvadrantu a je zaporna
pro thly ve druhém a ve tfetim kvadrantu. Obé& tyto funkce jsou periodické s periodou 2.

Funkce tg x je definovana pro vsechna x riizna od lichych nasobkii =, funkce cotg x je definovana
pro x riiznd od nasobkii w. Funkce tgx a cotgx jsou kladné pro thly pro x v prvnim a ve tretim
kvadrantu v némZ jsou definovany a zaporné pro thly ve druhém a ve tretim kvadrantu kvadrantu
v némZ jsou definovany. Tyto funkce jsou periodické s periodou .
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cotgx D,

[cos z, sin x]

V4
sinx
tgx

Obrazek 10.8: Zavedeni funkci sinz, cosz, tgx a cotgx.
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Odvozeni derivace funkce f(x) =sinz

a) DokaZme napted, Ze plati

sin &
=1.

lim
z—0 X

Pro z € (0, %) je (viz obr. 10.8) 0 < sinz < x. Déle je obsah vysete OAB mensi
nezli obsah trojuhelniku OBC), tj. %aj < %tg x. Celkem tedy plati

sin &

0O<sinz<z<tgr= :
cos T

Odtud p¥echodem k prevracenym hodnotam dostdvame

1

sinx’

COS T

1
- < =<
sinx T

Vynasobime-li celou nerovnost kladnym &islem sin x, dostaneme

sin & . sin x
< 1, t). -1 < -
T T

cosx < < —COSZT.

P¥ipolteme-li &islo 1 ke vSem tfem vyraziim, mame

sin

0<1-— <1—-cosx.

X
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Bud € >0ad=+2c>0.Proxc(0,6) je funkce sin(z)/x definovana a plati
v ném

sinx sin x sin x
—1‘:‘1— =1- <1—cosx =
T T T
T 2 a2 52
:2-sin2—<2(—> _r 0.
2 2 2
takze )
sin x
lim =1.
z—0t X
Déle je
sinx sin(—x sin x
lim = lim # = lim = 1.
x—0- X x—0T —x x—0t &
Tedy .
sin x
lim =1.
z—0 T
b) DokaZme, Ze
(sinz)’ = cosx pro x € (—o0, ).
Necht a € (—o0, 00). Potom platf
Ly . silnx —sina , r+a ., x—a 1
sinx),_ = lim = lim 2 cos sin =
( Jo=a r—a X —a r—a 2 2 T—a
T+ a r—a T —a
= lim | cos sin : ) 10.51
r—a ( 2 2 2 ) ( )
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PoloZme

)
fly) = , P #0, f(0) =1
Tato funkce f(y) je spojitd v &isle 0. PoloZme déle

q)<x):x;a

Z¥ejmé& funkce ®(x) je v Cisle a spojita a nabyva zde hodnoty 0, to jest ®(a) = 0.
Podle v&ty 8.5 je sloZend funkce F'(x) = f[®(x)] v C&isle a spojita, tj.

tim 22 i () = Fla) = f(B@)] = FO) =1 (1052

2

Polozme nyni f(y) = cosy, ®(x) = (x + a)/2. SloZena funkce F(z) = f[®(x)]
je v &isle a spojita, takze

T+ a

lim cos = cos a. (10.53)

r—a

Z (10.51), (10.52), (10.53) dostdvame

(sinz)!_, = cosa.
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Funkce f(x) = sinx md v kaZdém bodé& x € (—o0,0) derivaci a plati

/
<sin :1:) = CcoSsz.

Derivace funkce y = cosx

UzZitim véty o derivovani sloZené funkce dostdvame

(cosa) = sin (% 2] = —cos (% — ) = —sina

Funkce f(x) = cosx md v kaZdém bodé x € (—o0,00) derivaci a plati

(cosz) =sinx, € (—o00,00).

Derivace funkci tg z, cotgx

Z pravidel o derivovani podilu dvou funkci dostdvdme pro x € (—o0,00) — {(2k +
5h keZ

sinx)/ (sinz)" - cosx —sinx - (cosz)

(tgz) = (

Cos T cos?
cosx - cosT — sinx - (—sinz) 1
cos? x cos?x
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Funkce f(x) = tgx md v kaZdém bodé x € (—o0,00) — {(2k + 1)3}, k € Z derivaci a plati

1

cos? x

(tgx) = : xG(—oo,oo)—{(2k+1)g},k‘€Z.

Podobné pro x € (—oo0,00) — {k7}, k € Z

(cotgz) = (

cosx)’ 1

sin x sin®x’

Funkce f(x) = cotgx md v kaZdém bodé x € (—o0,00) — {km}, k € Z derivaci a plati

1
2

(cotgx) = r € (—o0,00) — {kn}, k € Z.

. )
S~ T

Derivace cyklometrickych funkci

V pfedchdzejicim vykladu jsme zjistili, Ze funkce sinx je v intervalu (—7, %) spojitd a

rostouci a nabyvd viech hodnot z intervalu (—1,1). Tedy k ni existuje funkce inverzni
definovand na intervalu (—1,1). Tuto funkci oznalujeme arcsinz. Podle v&ty 10.6 je

tato funkce spojitd na intervalu (—1,1) a je na ném rostouci. Nabyva vZech hodnot

z intervalu (—7, 5). Jeji graf se dostane pfeklopenim grafu funkce
T
- S. ’ 6 <__’ _>
f(x) =sinz, =« 55
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okolo pfimky y = = (viz obr. 10.9). Geometricky vyznam funkce arcsin je tento:

_r
272

I ,2arcsin x je ten uhel z intervalu ( ), jehoZ sinus md hodnotu x.

Funkce cosx je v intervalu (0, w) spojitd a klesajici a nabyva v3ech hodnot z intervalu
(—1,1). Tedy k ni existuje funkce inverzni, je definovand na intervalu (—1,1). Tuto
funkci oznalujeme arccos . Podle véty 10.6 je to funkce spojitd na intervalu (—1,1)
a je na ném klesajici. Nabyva v8ech hodnot z intervalu (0, 7). Jeji graf se dostane
preklopenim grafu funkce f(z) = cosxz, © € (0,7) okolo pfimky y = x (viz obr.
10.10). Geometricky vyznam funkce arccos x je tento:

I ,arccos x je ten uhel z intervalu (0, ), jehoZ kosinus ma hodnotu x. *
Funkce tgx je v intervalu (—7, 7) spojitd a rostouci a nabyva zde viech hodnot z inter-

valu (—o0, 00). Tedy k ni existuje funkce inverzni, je definovana na intervalu (—o0, 00).
Tuto funkci oznalujeme arctgx. Podle véty 10.6 je to funkce spojita na intervalu
(—00,00) a je v ném rostouci. Nabyvd viech hodnot z intervalu (-3, 5). Jeji graf se
dostane preklopenim grafu funkce f(r) = tgz, x € (=73, ;) okolo p¥imky y = z (viz
obr. 10.11). Geometricky vyznam funkce arctg x je tento:

‘

I ,arctg r je ten dhel z intervalu (-3, %), jehoZ tangens ma hodnotu x.
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y = arcsinx

ISERNS

(VB

Yy = arccosx

-1

vl

Obrazek 10.10: Graf funkce arccos x.

Obrazek 10.9: Graf funkce arcsin .
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[SIE]

y = arctgx

Obréazek 10.11: Graf funkce arctg x.
Yy

INIE]

[SIE

Yy = arccotgx

0 x
Obrazek 10.12: Graf funkce arccotg x.

428eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



Funkce cotgx je na intervalu (0, 7) spojita a klesajici a nabyva na ném viech hod-
not z intervalu (—oo,00). Tedy k ni existuje funkce inverzni definovand na intervalu
(—00,00). Tuto funkci oznalujeme arccotgx. Podle v&ty 10.6 je to funkce spojitd
na intervalu (—oo,00) a je na ném klesajici. Nabyvéd viech hodnot z intervalu (0, 7).
Jeji graf se dostane preklopenim grafu funkce f(x) = cotgz, x € (0, 7) okolo p¥imky
y = x (viz obr. 10.12). Geometricky vyznam funkce arccotg z je tento:

‘“

I .arccotg x je ten uhel z intervalu (0, ), jehoZ kotangens md hodnotu x.

Funkce arcsin x, arccos x, arctg x a arccotg x se nazyvaji funkce cyklometrické. Dosavadni
vysledky o spojitosti Ize shrnout takto:

I Funkce cyklometrické jsou spojité na svém neodvislém oboru.

Derivace cyklometrickych funkci.

Funkce sin x je spojita a rostouci na intervalu (-3 6 5. Jejim odvislym oborem je interval

(—1,1). V kazdém bod& a z intervalu (—1,1) ma funkce arcsinz tuto vlastnost: Cislo
a = arcsina je z intervalu (-3, §), takZe funkce sinz mad v ném derivaci cos a # 0.
Podle véty 10.7 ma funkce arcsin x v &isle a derivaci a plati:
: 1 1 1
(arcsinz),_, = = =

T=a - )
cosa /1 —gin2a V1—a?

nebot sin o = a. V&imn&me si také, Ze cosa je kladny, nebot a je z intervalu (-5, %),
takZe odmocninu je nutno opatfit znaménkem plus. V kazdém bodé = z intervalu (—1,1)
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tedy plati
1

. /
arcsimnxy) = ——.
( )=

Podobné odvodime, Ze v kazdém bod& x intervalu (—1, 1) plati

1 1

B 1

1
/
arccosx) = = = — R
( ) (cosy)’ sy \/1—cos?y V1 —a?

V intervalu (—oo, 00) mame

1 1 1
(arctgx) = = cos’y = — = :
(tgy)’ 1+tgty 1+ 22
(arccotg x)’ sin? ! !
r ) = —=—sn*y=———"+ = ————.
& (cotgy)’ Y 1+ cotg?y 1+ 22

ObdrZené vysledky mizeme shrnout do nasledujici véty.
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Funkce cyklometrické maji derivace v kaZdém vnitinim bodé svého neodvislého oboru a plati:

1

(arcsinz)’ = re(—1,1)

NI
1
arccosr) = ————, x € (—1,1
(arecosa) = == 7€ LY
1

(arctgx) = z € (—00,00)

1+ 22’
1

tgx) = ———,
(arccotg ) 22

r € (—00,00).

Uved me si nyni souhrnné& derivace elementarnich funkci.
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Derivace elementarnich funkci
(¢))=0, ceR, prox € (—00,0)

/
(x”) =n2" ', neN, proz € (—o0,00)
! 1
v/ = N dé 0
(ﬁ) n({L/E)”—l’ne , n sudé, prox € (0,00)
! 1
{‘/5) = ——— n €N, nliché
(¥2) = 2

pro x € (—o0,0) U (0, 00)
(") =¢€", proz € (—o0,0)
(a®) =a"Ina, a >0, a#1, prox € (—00,00)

1
(Inz)" = — proz € (0, 00)

11
log, x ):EE,CL>O a#1, proz € (0,00)

(

(z°) = s2°', s €R, prox € (0,00)
(sinz) = cosz, prox € (—oo,00)
(

cosz)' = —sinx, prox € (—o0,00)
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1
tgz) =
(tga) = —5—,
pro x € (—o00,00) — {(2]€+ l)g} , keZ
1
(cotgx) = — o PrOTE (—00,00) — {kr}, k€ Z
1
(arcsinzx) = Nt prox € (—1,1)
1
(arccos )" = Vit prox € (—1,1)
1
(arctgz)’ = T2 Powe (—00, )
1
(arccotgx) = o Prov e (—00, )
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10.3. Shrnuti, Glohy

Shrnuti kapitoly N

Byl zaveden pojem derivace funkce v bodé a € R a poukazdno na vyznam derivace
(Definice 10.1). Byly odvozeny derivace elementarnich funkci. Jsou zde uvedeny vzorce
pro vypolet derivace souttu, rozdilu, soucinu a podilu dvou funkci (Véta 10.2). Déle
byla uvedena vé&ta o derivaci sloZzené funkce (V&ta 10.4). Byla odvozena véta o vypo&tu
derivace inverzni funkce (V&ta 10.7). Déle byl vySetfen vztah mezi existenci derivace
funkce f(z) v daném bodg& a a spojitosti funkce v bodé& a.

Ulohy %T
1. Napiste rovnici te¢ny ke k¥ivce y = 322 — 2 + 1 v bod& T/[1,7?] leZicim na dané
kFivce. [br —y —2=0]

2. Napiste rovnici normaly ke k¥ivce y = —=5 v jejim bod& T'[0, 7].
[z +y = 0]

3. Ve kterém bod& k¥ivky y = 23 — 322 4 1 svird te¢na s osou z thel 45°7
[x—ova soufadnice bodu je 1+ %]

4. Ve kterych bodech m3 kfivka y = 23 — 272 vodorovnou te¢nu?
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[x—ové souFadnice téchto bodi jsou 3, —3]

5. Necht f(y) = ¢y je vn&jsi slozkou a p(z) = i—ﬂ je vnitini sloZkou funkce F'(z).

Napiste F'(x) explicitné. Urete jeji defini¢ni obor.
[F(z) = ¢ ™, Dp = (=00, 1) U (1, 00)]

z—1'
6. Derivujte
a) y=va?+1 |5 2 € (—00,00)]
b) y = xsin2z [sin 2z + 2z cos 2z, = € (—00, 00)]
c) y = sin®\/z [BLVCos VT fg’sﬁ, z € (0,00)]
d) y = 37" +! [2In3-2-37t! z € (—o0,0)]
e) y=ua" [Ndvod: 2% = e*2%: ¢/ = 2*(Inz + 1), x € (0, 00)]
7. Vypocitejte prvni derivaci funkce
a) y = log, %f—ﬁ [m]
b) y = 2*(V/1 + 2% + 3x) [2x(\/1+x2+39:)+x2(\/1i7+3)]
c) y = eveose [e7 %527 (cos 22 — 22 sin 2]

8. Vypocitejte derivace az do 3. ¥adu funkce
a) f(z) =2 +32%+ 42— 1
[f(z) = 32> + 62 + 4, f"(x) =6x+6, f"(x) =6, x € (—00,00)]
b) f(x) = xe”
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[/ () e(x + 1), f'(x)

x € (—00,00)]

e’(x + 2), f"x) = e(x + 3),
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Kapitola 11

Pouziti derivaci

11.1. Funkce spojité na intervalu

P¥ipomeiime si, Ze , Jestlize funkce f(z) ma v bod& a derivaci, je v n€m spojitad "

Zatneme se zavedenim pojmu lokdlniho extrému funkce f(x).
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Definice 11.1.

Rekneme, Ye funkce f(x) ma v bodé& x lokdlni maximum (minimum), jestlize exis-
tuje takové § > 0, Ze funkce f(z) je definovana na intervalu (zo— 0, xo+¢) a plati
v ném pro viechna = € (z¢ — 6,0 + 6)

flx) < flxo),  (f(x) = (o)) (11.1)

Definice 11.2. (Vlastni lokalni extrémy)

Rekneme, Ze funkce f(x) ma v bod& x viastni lokalni maximum (minimum), jestlize
existuje takové § > 0, Ze funkce f(x) je definovana na intervalu (xg — 9,29 + 0)
a plati f(z) < f(xo) (f(x) > f(xg)) pro vdechna x € (zy — d,x9 + ) pro néz je
x # xg.

Lokalni maxima a lokalni minima nazyvame spole¢nym ndzvem lokalni extrémy
(téZ relativni). Podobn& vlastni lokdlni maxima a minima nazyvame vlastnimi lokalnimi
extrémy.

Na obr. 11.1 je vyznalena funkce f(x), kterd ma v bodech «a, b lokalni maximum a
v bodé c lokdIni minimum.
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T T
a & b

Obrazek 11.1: Funkce s lokalnim maximem v bodech a a b a lokalnim minimem v bodé c.

Zaved me si nyni pojem absolutniho extrému funkce f(x) na mnozin& M C Dy. V této
definici se porovnavd hodnota funkce f(x) v bod& zy s hodnotami funkce ve vech
ostatnich bodech dané mnozZiny. Misto pojmu absolutniho extrému mdzeme mluvit o
globalnim extrému funkce na mnoziné.

Definice 11.1.

Rekneme, Ze funkce f(x) md absolutni maximum (minimum) na mnoZin& M v bodé&
xrog € M, jestliZe funkce f(x) je definovana na mnoZin& M a jestlize f(x) < f(xo)
(f(x) > f(xo)) pro kazdé x € M.
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Rekneme, Ze funkce f(x) ma své vlastni absolutni maximum (minimum) na mno%in&
M v bod& xy € M, jestlize funkce f(x) je definovdna na mnoZiné M a jestliZe
f(x) < f(wo) (f(x) > f(x0)) pro kaZdé x € M.

Absolutni minimima a absolutni maxima nazyvdme spole¢nym nazvem absolutni
extrémy.

Absolutni vlastni maximum a absolutni vlastni minimum nazyvame spole¢nym
nazvem vlastni absolutni extrémy.

Ve

Poznamka. V nahote uvedenych pojmech se misto vlastni extrém pouZziva téz termin
ostry extrém.

O existenci absolutniho extrému funkce f(z) na intervalu vypovida nasledujici véta. Ve
vétSiné aplikaci nds zajima nalezeni absolutniho extrému.

Véta 11.2. (Weierstrassova)

Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu {a,b). Potom existuji body x(, 1 € {(a,b)
tak, Ze funkce f(x) nabyvd svého absolutniho minima (maxima) na intervalu {a, b)
v bod& zy (x1). Tento bod je bud'to krajnim bodem intervalu (a,b), anebo bodem,
v némZ funkce nabyva svého lokalniho extrému.

Na obr. 11.2 nabyva funkce f(z) svého lokalniho maxima v bodé& ¢, lokalniho minima
v bodé d, absolutniho maxima v bod& ¢ a absolutniho minima v bodé a.

Funkce na obr. 11.3 na (a,b) nabyva absolutniho minimum v bodé& b, aviak nema
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a c d b z

Obrazek 11.2: Absolutni extrémy na (a, b).

absolutni maximum na (a,b). Tato funkce f(z) je sice spojitd na (a,b), aviak
neni spojitd na (a,b). Vétu 11.2 nelze aplikovat, nejsou splnény jeji predpoklady.

Obrazek 11.3: Poruseni predpokladu véty 11.2.

Zabyvejme nyni problémem uréeni bodd, v nichz funkce nabyva lokdIni extrém. K tomu
budeme potfebovat nékolik vét.

441 eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



Véta 11.3. Necht f'(a) > 0 (f'(a) < 0). Pak existuje takové okoli &isla a, Ze pro
vSechna &isla x < a z tohoto okoli plati f(x) < f(a) (f(x) > f(a)) a pro vSechna
x > a z tohoto okoli plati f(x) > f(a) (f(x) < f(a)).

Diikaz: Necht f'(a) > 0. Pak existuje

o 1) = (@)

r—a r—a

= f'(a) > 0.

Existuje tedy takové okoli &isla a, Ze v némz je uvedeny podil definovan a je stdle kladny,
tj.

f(x) — fla)

r—a

> 0.

Tedy v tomto okoli jsou &isla f(z) — f(a), © — a stejnych znamének. Pro x < a je tedy
f(z) < f(a), pro x > a je f(x) > f(a). Podobné se provede diikaz pro druhy p¥ipad
f'(a) < 0.

Poznamka. Jak vime, geometricky vyznam prvni derivace je smérnice te¢ny ke grafu
funkce f(x) v bod& a. Je-li tedy f’(a) > 0, svird te¢na grafu f(x) v bodé& a dhel ¢,
pro n&jZ je 0 < ¢ < 5. Viz obr. 11.4.

Podobng, je-li f'(a) < 0, svird te¢na grafu funkce f(x) v bod& a thel ¢, pro n&jz je
5 <@ <m. Vizobr.11.5
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0 a x

Obréazek 11.4: Derivace — smérnice tecny (f'(a) > 0).

11.2. Véty o funkcich spojitych na intervalu (a,b)

Véta 11.4. (Rolleova) Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu {a,b) a necht ma
v kaZdém vnitfnim bodé& tohoto intervalu derivaci. Bud ddle f(a) = f(b). Pak existuje
takové &islo ¢ € (a,b), Ze f'(c) = 0.

Dikaz: Je-li funkce f(x) v (a,b) konstantni, tvrzeni je spravné a za c lze vzit kterékoliv
&islo uvnit¥ (a,b). Necht tedy f(x) neni v (a,b) konstantni. Pak tedy aspoii v jednom
Cisle © € (a,b) plati f(x) # f(a) = f(b). Dejme tomu, Ze f(z) > f(a). Podle véty
Weierstrassovy nabude funkce f(x) v nékterém &isle ¢, kde a < ¢ < b, své maximalni
hodnoty. Dokazme, Ze f'(¢) = 0. Kdyby bylo totiz f'(¢c) > 0, pak by podle véty
11.3 existovalo jisté okoli &isla ¢ tak, ze pro v8echna x > ¢ z tohoto okoli by platilo
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Obréazek 11.5: Derivace jako smérnice tecny (f'(a) < 0).

f(x) > f(c), podobng, kdyby f’(c) < 0, pak by existovalo jisté okoli ¢isla ¢ tak, Ze pro
viechna = < ¢ z tohoto okoli by platilo f(z) > f(c). To v&ak neni mozné, nebot f(c)
je ze v8ech funkénich hodnot maximalni. Tedy opravdu f’(c¢) = 0.

Poznamka. Geometricky smysl véty je tento: graf funkce y = f(x) ma za danych
predpokladii aspoii v jednom bodé& vodorovnou te¢nu (viz obr. 11.6).

Priklad 11.1. Bud f(z) = ||, € (—1,1). Tvrzeni véty neplati, v &isle 0 je porugen
predpoklad o existenci derivace. Viz obr. 11.7

Véta 11.5. (Obecna véta o pFirastku funkce) Necht funkce f(z), g(x) jsou spojité
na intervalu {a,b) a necht maji' v kaZdém vnit¥nim bodé& tohoto intervalu derivace. Pak
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Obrazek 11.6: Tecna grafu f(x) v lokdlnim maximu.

existuje takové &islo ¢ € (a,b), Ze

Dikaz: Zaved me pomocnou funkci

Fx) = [f(b) = fa)] - g(x) — [9(b) — g(a)] - f(2).

Z predpokladii o funkcich f(z) a g(x) vychazi, Ze funkce F'(x) je na intervalu (a,b)
spojitd a uvnitf ma derivaci. Déle F'(a) = F'(b). Podle véty 11.4 existuje ¢ € (a,b) tak,
ze

F'(c) = [f(b) — f(a)] - g'(c) — [9(b) — g(a)] - f'(c) = 0.

Odtud tvrzeni véty.
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Obrazek 11.7: Graf funkce y = |z|, z € (—1,1).

Poznamka. Rolleova v&ta 11.4 je zval$tnim p¥ipadem véty 11.5 pro g(x) = x a funkci

f(x), pro niz plati f(a) = f(b).

Véta 11.6. (Véta o pfirustku funkce)

Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu (a,b) a necht existuje f'(x) prox € (a,b).
Potom existuje alespori jedno ¢ € (a,b) tak, Ze

f) = fla) = f'(c) - (b—a). (11.2)

Dikaz: Dikaz vychazi bezprostfedné z predchazejici véty pro g(x) = x.
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Poznamka 1. Vztah (11.2) Ize p¥epsat takto

f(b) — f(a)

I o)

Leva strana tohoto vztahu vyjadfuje primérny pfirustek funkce f(x) p¥i prechodu
z bodu a do bodu b.

Vétu lze interpretovat takto. Existuje bod ¢ € (a,b) tak, Ze te€na ke grafu funkce
y = f(z) v bodé& [c, f(c)] je rovnob&Zna se spojnici bodil [a, f(a)], [b, f(b)]. Véta je
schematicky zndzornéna na obr. 11.8.

a c b

Obrazek 11.8: Interpretace véty 11.6.
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Jestlize zndme konstantu M pro niZ je | f'(x)| < M pro x € (a,b), potom podle (11.2)
plati
[f(b) = fla)l < M- (b—a).

Vé&ta umoziiuje odhadnout f(b) — f(a).

I Poznamka 2. Véta 11.6 se nazyva téz , Vétou o stfedni hodnoté diferencialniho po&tu”.

Priklad 11.2. Odhadnéte

I
sin — — sin —.
3 6
ReZeni. Pou¥ijeme v&tu 11.6. Polozme v ni f(z) = sinz, a = £, b = %. Potom je
fl(r) = (sinx)’ = coswz. Pro z € (5, %) je [f'(z)] = |cosz| < cos§ = ‘/7§ takze
M = ‘/73 Je tedy
sinz—sinz‘ gM(E—E),
3 6 3 6

s \/gz_\/gﬁ

sin——sinz‘ < ——=—.
3 6 2 6 12

Pomoci kalkulacky zjistime, Ze

3
‘sing _ sin%’ — 0,36603 a % — 0,45345.
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11.3. Funkce monoténni na intervalu a lokalni extrémy

P¥ipomeiime si, Ze funkce f(x) se nazyva rostouci (klesajici) na intervalu I, jestlize ma
tuto vlastnost:

Jestlize r1,x9 € I, 11 < x9, potom f(lel) < f(xg) (f(xl) > f(l'Q))

Funkce rostouci a klesajici se nazyvaji spole¢nym nazvem funkce ryze monoténni.

Funkce f(x) se nazyva neklesajici (nerostouci) na intervalu I, jestlize ma tuto vlastnost:

Jestlize x1, x5 € I, x1 < x9, potom f(z1) < f(22) (f(ﬂfl) > f(xz))-

Funkce neklesajici a nerostouci se nazyvaji spole¢nym nazvem funkce monoténni.
Je tedy kazda funkce ryze monotdnni téZ monoténni. Opak nemusi platit.

Urcit intervaly, na nichz je vySetfovana funkce monotdnni, ndm asto pomiiZe tato véta.
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Véta 11.7. (Monoténnost funkce na intervalu)

Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu I a necht Iy je mnoZina vSech vnit¥nich
bodii intervalu I. Necht funkce f(x) md derivaci f'(x) na I.

Jestlize f'(x) > 0 (f'(x) < 0) pro x € Iy, potom f(z) je rostouci (klesajici) na
I.

Jestlize f'(x) > 0 (f'(z) < 0) pro x € Iy, potom f(x) je neklesajici (nerostouci)
na intervalu I.

UkaZme nyni, jak urgit intervaly monotdnnosti funkce f(x) definované na intervalu [
v p¥ipadg, Ze funkce f(x) ma dale uvedené vlastnosti.

P¥edpoklddejme, Ze funkce f(z) je spojitd na intervalu I. Oznalme I, mnoZinu viech
vnit¥nich bodi intervalu I. P¥edpokladejme, Ze f'(x) je spojita na intervalu I, a Ze ma
na ném kone¢ny pocet nulovych bodi. Tyto nulové body rozdéli interval I na kone¢ny
pocet Castecnych intervalli. Ve v8ech vnitfnich bodech kaZdého z téchto &astecnych
intervalli je f'(z) > 0 nebo f'(z) < 0. TakZe v n€m je funkce f(z) rostouci nebo
klesajici. P¥i grafickém zndzornéni vyznalime interval I na &iselné ose a nulové body
funkce f'(z). Tyto nulové body rozdé&li interval I na n&kolik ¢4ste¢nych intervali. Nad
kaZdym z t&chto intervald vyznalime ,+", je-li v jeho vnitfnich bodech f'(x) > 0,
a,—", jeli v jeho vnitfnich bodech f'(z) < 0. Pod interval, nad nimZ je symbol
.+ (,—") ddme symbol ,, 7" (,\,") a tak vyzna&ime, Ze funkce f(z) je na tomto
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¢aste€ném intervalu rostouci (klesajici). llustrujme to na nasledujicim p¥iklad&.

Pt¥iklad 11.3. Naleznéte intervaly monotdénnosti funkce

f(z) =22° — 152* + 362 — 5.

ReZeni. Funkce f(x) je spojitd a ma i spojitou derivaci f'(z), kde
f(z) = 62* — 302 + 36.

Resenim rovnice f'(x) = 0 dostavame x; = 2, xy = 3.

Vyznaéme &iselnou osu. Interval I je celd tato &iselnd osa. Na ni vyzna&ime body x4
x9 = 3. Tyto body rozdéli interval I na 3 &astelné intervaly: (—o0,2), (2,3), (3
Znameni f’(x) a monotdnnost funkce f(x) jsou patrny z obr. 11.9.

Fa) o+ - -

ZC1:2 x2:3

f() / pN /

Obréazek 11.9: Monoténnost funkce f(z) = 22% — 1522 + 36z — 5.

—92
,00).

Funkce f(x) je rostouci na intervalu (—o0,2) a na intervalu (3,00) a je klesajici na

intervalu (2, 3).

Zabyvejme se nyni podrobnéji problémem nalezeni lokdlnich extrémi.
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Véta 11.8. Necht funkce f(x) md v bodé& a lokdini extrém a necht existuje f'(a).
Potom f'(a) = 0.

Diikaz: Véta je bezprostfednim disledkem véty 11.3 a definice 11.2.

Z véty 11.8 vyplyva, Ze funkce f(x) miiZe mit lokalni extrém pouze v bodech,
v nichZ nema derivaci anebo v bodech, v nichZ ma derivaci rovnu nule.

Poznamenejme, Ze je-li f'(a) = 0, ma graf funkce f(x) v bod& a te¢nu rovnob&Znou
S 0sou .

Na obr. 11.10 je zndzornéna funkce, kterd ma v bodé€ xy lokdIni minimum a ma v ném
derivaci; na obr. 11.11 je znazornéna funkce, kterd ma v bodé z lokdlni minimum, ale
nema v ném derivaci.

y=f(x) y=f(x)
X0 €T x‘O €
Obrdzek 11.10: f(x) ma v zo Obrdzek 11.11: f(x) nema v x
derivaci. derivaci.

Zjistili jsme v kterych bodech miZe mit dand funkce f(x) lokaIni extrémy. Déle si
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uvedeme nékolik vét, kterymi Ize alespori v nékterych p¥ipadech rozhodnout, zda funkce
f(x) ma v nich skute¢né lokalni extrém.

Véta 11.9. (Existence lokalniho extrému)

Necht f'(zo) = 0 a necht existuje 6 > 0 tak, Ze pro x € (xg — 6,7¢) je f'(x)
definovana a plati f'(xz) > 0 (f'(z) < 0) a pro x € (xg, 20+ 0) je f'(x) definované
a plati f'(x) <0 (f'(x) > 0). Potom funkce f(x) ma v hodé& xy lokalni maximum
(minimum). Jestlize f'(x) > 0 (f'(xz) < 0) prox € (xg— 6, x0) U (z0, x0+ ), fukce
f(x) nema v x( lokdini extrém.

Znazornéme si graficky situaci uvedenou v této vété. Ukazme nékteré pfipady:

a) f'(x0) =0, f'(z) <0 prox e (xg—b,x0), f'(x) >0 prox € (x9, 20+ ), kde
deR

To — 0 Lo ZL’OJ+ )
f() NS

f(z) ma v xg
lokalni minimum

b) f'(xo) =0, f'(xz) > 0 pro x € (xg — 6,x0), f'(x) <0 pro x € (x9, 70+ 9), kde
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0eR

Vel 1 )
xg— 9 Zo xo+0

f(z) 2N

f(x) ma v xg
lokalni maximum

c) f'(xg) =0, f'(x) >0 prox € (xg — 9, x0), f'(x) >0 pro x € (xg,z9+ 6), kde
deR

f'(x) + +

Vel 1 Y

xog— 0 Zo xo+6

f(@) P

f(z) nemd v x
lokalni extrém

d) f'(zo) =0, f'(x) <0 proxz € (xg—d,z0), f(x) <0 proz € (xg,xo+ ), kde

0eR
f'(z) - -
xog—0 3;0 x0+ 0

f(x) NN

f(z) nemd v x
lokalni extrém

Uved me jeté daldi vé&tu, kterd umoZiiuje urdit v nékterych p¥ipadech lokalni extrémy
funkce f(x).
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Véta 11.10. (Existence lokalniho extrému) Necht f'(zy) =0, f"(x9) >0 (< 0).
Potom funkce f(x) ma v bodé x( lokdlni minimum (maximum).

Diikaz: Necht f”(zg) > 0. Potom existuje

oo 1) = f'(a)

T—T T — Xy

= f”(ﬂfo) > 0.
Existuje tedy takové &islo § > 0, Ze pro x # xg, € (xg — I, 19 + §) je podil

f'(@) = f(xo) _ ['(x)

r — X9 T — Xy

definovén a je kladny. Tedy f'(x) a & — xy maji zde stejné znaménko. Je tedy f'(z) < 0
pro x € (xg— d,x9) a f'(x) >0 pro x € (xg, 29+ ). Podle véty 11.9 ma tedy funkce
f(x) v bodé& z( lokaIni minimum. Podobn& se dokaze zbyvajici ¢ast véty.

Priklad 11.4. Ur&ete lokalni extrémy funkce f(z) = 2% — 5z + 6.

ReZeni. Funkce f(z) ma derivaci pro © € (—oco, o). Podle pozndmky uvedené vyZe
miZe tedy nabyvat lokalni extrémy pouze v bodech, v nichZ je f'(x) = 0. Dostdvame

fi(x) =2

Regenim rovnice 22 —5 = 0 dostavdme zy = 2. Tedy funkce f(z) miZe nabyvat lokalnf
extrém pouze v bodé zy = g Dokazeme nyni dvéma zplsoby, Ze zde dana funkce
nabyva lokalni minimum.

— 2.

8
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a) Ztejmé f'(z) < 0 pro z € (—00,2) a f'(z) > 0 pro x € (2,00). Podle v&ty 11.9

ma funkce f(x) v bodé& x( lokalni minimum.
b) Pongvadz f(z) =2, je f"(3) =2 > 0. Podle v&ty 11.10 ma funkce f(z) v bod¥
% lokaIni minimum.

Ptiklad 11.5. Nalezné&te lokaIni extrémy funkce f(z) = z*.

Reseni. Podobnou tivahou jako v minulém piiklad zjistime, Ze funkce f(z) miize mit
lokalIni extrém pouze v bod¥, v n&mz je f'(z) = 0. Ztejm& f'(x) = 4a>. Rovnice
423 = 0 m3 jediné YeSeni z = 0. Z¥ejm& f'(x) < 0 pro z € (—00,0) a f'(z) > 0
pro z € (0,00). M3 tedy funkce f(x) v bod& x = 0 podle véty 11.9 lokdlni minimum.
PonévadZ f”(0) = 0, nelze o existenci lokalniho extrému v bodé = = 0 rozhodnout
podle véty 11.10.

Pt¥iklad 11.6. Nalezn&te lokaIni extrémy funkce f(z) = 2°.

ReZeni. Funkce f(z) ma derivaci pro = € (—o0, 00). MiiZe tedy mit podle vyse uvedené
pozndmky lokdIni extrém pouze v bodé = = 0, nebot jenom v ném je f'(z) = 0.
Ponévad? f'(z) = 3% > 0 prox € (—o0,0)U(0, 00) nemd f(x) podle véty 11.9 v bod&
x = 0 lokaIni extrém. Dana funkce tedy nema lokalni extrémy. Pon&vadZ f”(0) = 0,
nelze podle v&ty 11.10 rozhoudnout, zda v bod& 0 m4 funkce f(x) = 3 lokdIni extrém.

Na ptikladé 11.5 jsme vidéli, Ze véta 11.10 ndm nékdy neumoZiiuje uréit, zda funkce
f(z) mad v bod& zy, v n€mz je f'(xy) = 0, lokdIni extrém, nebo nem3. Uved me si
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nasledujici vétu, kterad je obecnéjsi nez véta 11.10.

Véta 11.11. (Existence lokalniho extrému)

Necht f'(xz) = f"(zg) = --- = f"(zg) = 0 a necht fO*V(zy) # 0. Je-li
n + 1 sudé, md funkce f(x) v bod& x lokdlni extrém. Jestlize f"V)(x5) > 0
(f" ) (z0) < 0), potom funkce f(x) mad v bodé& xq lokalni minimum (maximum).
Je-lin + 1 liché, nemd funkce f(x) v bodé& a lokalni extrém.

Priklad 11.7. Naleznéte lokdlni extrémy funkce f(z) = z*.

Reseni. Dostavame
Fllz) =42, f'(z) = 1222, f"(x) = 24z, D (2) = 24.

Ziejmé f'(0) = f"(0) = f"(0) = 0, fW(0) = 24 > 0. M4 tedy funkce f(z) = 2*

v bodé x = 0 lokdIni minimum podle véty 11.11.
Priklad 11.8. Nalezn&te lokalni extrémy funkce f(z) = 2.

Regeni. Dostavame
fl(x) =32% f'(z)=6z, f"(z)=6.

Z¥ejm& f'(0) = f"(0) = 0, f”(0) = 6 > 0. Podle vé&ty 11.11 nem3 funkce f(x) = 2*
v bodé = 0 lokdIni extrém.
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11.4. Absolutni extrémy

V definicill.1.1 bylo zavedeno absolutni maximum a absolutni minimum funkce f(x)

na mnozin& M. Absolutni maximum a absolutni minimum funkce f(z) na mnoZin&

M nazyvame spole¢nym nazvem absolutni extrémy. Absolutni extrémy funkce nemusi
T

ovéem na dané mnoZiné existovat. Tak napt. funkce f(z) = tgz v intervalu (=3, %)
nenabyva ani nejv&ti ani nejmensi hodnoty, nebot

limg_ /oy = —00,  limy_z/94 = 00

takZe funkce f(x) neni na intervalu , < —m/2,7/2 > ohraniena. Vime, Ze jestlize
funkce f(x) je spojitd na uzavfeném intervalu, pak je existence absolutnich extrémi
zarucena vétou Weierstrassovou. Pro nalezeni absolutnich extrémi je dileZita tato véta:

Véta 11.12. (Existence absolutniho extrému)

Bud' f(z) funkce definovand na intervalu J. Necht m3 v &isle a € J absolutni
extrém. Pak a je koncovym bodem intervalu J nebo v ném ma funkce f(x) relativni
extrém.

Dukaz: Neni-li a koncovym bodem intervalu J, da se zvolit interval J' takovy, Ze
J' je &asti J a bod a je vnitfnim bodem v J'. Pak v J' je f(x) definovdna a plati
f(x) < f(a) (f(x) > f(a)) na intervalu J'. Potom funkce f(x) ma v &isle a relativni
maximum (minimum).
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Pri hledani absolutnich extrémii funkce spojité na uzavfeném intervalu < a,b >
postupujeme takto: Necht funkce f(x) je spojitd na uzavFeném intervalu < a,b >.
Podle Weierstrassovy véty ma funkce f(x) na intervalu a,b > absolutni extrém.
Tento absolutni extrém nabyvd funkce f(x) bud'to v bod& v némZ nabyva lokaini
extrém, nebo v bodech a,b. Viyhledame proto lokalni extrémy a porovnanim hodnot
vySetfované funkce v téchto bodech a v bodech a,b uréime absolutni extrémy.

Na absolutni extrémy funkce vede ¥ada aplika¢nich tloh. Uved me p¥iklad.

Pt¥iklad 11.9. Obdélnikovy kus plechu ma rozméry 60 x 28 cm. V rozich se od¥fiznou
Ctverce a zbytek se ohne tak, Ze vznikne otevfend krabice. Jak velikd musi byt strana
odFizutych &tvercli, aby objem krabice byl maximalni?

ReZeni. Je-li « strana odFiznutych &tvercii (viz obr. 11.12), je objem krabice
f(x) = (60 — 2x)(28 — 2z)x = 42(30 — x)(14 — x).

Plati, ze x € (0,14) a f(0) = f(14) = 0, pro x € (0,14) je f(x) > O. Absolutni
maximum splyne tedy s maximem relativnim. Dostdvame

f(z) = 4(32* — 88z + 420), f"(z) = 8(3z — 44).

Uloze vyhovujici kofen rovnice f'(x) =0 je x = 6. Ponévad? f”(6) < 0, ma funkce
f(x) v bodé z = 6 lokdlni maximum. Plati f(6) = 4608. Objem krabice je maximalni,
od¥iznou-li se &tverce o stran& 6 cm. Objem krabice pak je 4,608 dm?.
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28

60

Obrazek 11.12: Tvar plechu na krabici.

11.5. Konvexita a konkavnost funkce

Necht funkce f(x) md v bod& a derivaci f’(a). Potom graf funkce f(z) m3 v bod&
la, f(a)] te€nu y — f(a) = f'(a) - (x — a). Oznatme

O(x) = f(z) = fla) = f'(a)(z —a), =€ Dy

odchylku funkce y = f(x) a funkce y = f(a) + f'(a) - (x — a), jejiz graf je te€na ke
grafu funkce f(z) v bod& a. (viz obr. 11.13)
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Y / f(z)
P ()
|t

T(a, f()]
/
0 a—290 C‘l a —;— § = z

Obrédzek 11.13: Zavedeni funkce ®(z).

Definice 11.3. (Inflexni bod)

Rekneme, ¥e funkce f(x) probihd v bod& a nad te¢nou (pod te¢nou), existuje-li
takové 6 > 0, Ze na intervalu (a — §,a + §) je definovdna funkce

O(z) = f(z) = fa) — f'(a)(z — a) (11.3)

a ®(x) >0 (P(x) <0), prox € (a—46,a)U(a,a+9). (Vizobr. 11.13.)
Rekneme, ¥e bod a je inflexnim bodem funkce f(x), (viz obr. 11.14) jestliZe existuje
0 > 0 tak, Ze ®(z) je definovana na intervalu (a — §,a + §) a plati ®(x) > 0
(P(z) < 0) proz € (a—0d,a) a P(x) <0 (P(x) > 0) pro z € (a,a + ). (Graf
funkce pfechazi v bod& dotyku z jedné strany te¢ny na druhou.)
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/

) a a+9 x

Obrdzek 11.14: K definici inflexniho bodu.

Véta 11.13. Necht f"(a) > 0 (f"(a) < 0). Potom funkce f(x) probihd v bod& a nad
te¢nou (pod tecnou).
Diikaz: Necht f”(a) > 0. Pak podle definice derivace existuje takové okoli Us(a), Ze
pro x € Us(a) — {a} je

f'(x) = f'(a)

r—a

definovano a je W > (. Tedy v Us(a) je definovana derivace f'(x). Necht z je

libovolny bod z intervalu Us(a) — {a}. Potom funkce f(z) je v intervalu o koncovych
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bodech a, x spojitd a uvnitf ma derivaci. TotéZ plati pro funkci ®(x). Podle véty o
pFirustku funkce plati pro funkci ® danou vztahem (11.3)

O(z) = d(x) — ®(a) = P'(¢)(z — a), (11.4)
kde ¢ le¥i mezi a, . Upravou (11.4) dostavame

f'(e) = f'(a)

cC—a

(@) = (F(0) = f(@) (@ —a) = (v = a)(c—a).
Ponévad? c leZi mezi a, z, je (x —a)(c —a) > 0. Je tedy znameni ®(z) v Us(a) — {a}
stejné jako je znameni % a tedy stejné i jako je f"(a). Je tedy ®(z) > 0 pro

x € Us(a) — {a}. Podobné se dokdZe véta v ostatnich p¥ipadech.

Z této véty bezprostfedné vyplyva tato véta:

Véta 11.14. Necht a je inflexnim bodem funkce f(x). Existuje-li f"(a), potom
f"(a) = 0.

Funkce f(x) madZe mit inflexni bod pouze v bodech, v nichZ ma prvni derivaci, ale
nema druhou derivaci nebo v téch bodech, v nichZ tato druha derivace existuje a je
rovna 0.

Ukazme si nyni vétu, kterd ndm umozZni alesporni v nékterych pfipadech zjistit inflexni
body dana funkce.
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Véta 11.15. (Existence inflexniho bodu)

Necht f”(a) = 0 a necht existuje § > 0 tak, Ze pro x € (a — d,a) je f"(x) > 0

(f"(z) < 0)aproz e (a,a+9) je f'(z) <0 (f"(x) > 0). Potom funkce f(x)
ma v bodé a inflexni bod.

Znazornéme si graficky situaci uvedenou ve vété 11.15.

1"(a) =0 1"(a) =0

- + - " - F

a—20 a a+0 a—20 a a+06

a je inﬂéxm’ bod a je inﬂéxnl’ bod
funce f(x) funce f(x)

P¥iklad 11.10. Urcete inflexni body funkce
f(z) = 2° — 32% + 50 + 4.

Reseni. Pro x € (—00, 00) dostdvame

fl(x) =32> =62 +5, f'(x)=06x—6.
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Ur¢eme nulové body funkce f”(x). Z rovnice f"(x) = 0, to jest z rovnice 6x — 6 =0
dostavdme = = 1. Funkce f(x) ma prvni a druhou derivaci pro = € (—o0, 00).

f// . _ _|_

1

1 je inflexnf bod
funce f(x)

M3 tedy funkce f(x) v bod& z = 1 podle v&ty 11.15 inflexni bod.
Dalsi vétou, kterou Ize v né€kterych pfipadech urdit inflexni body, je nasledujici véta.

Véta 11.16. (Existence inflexniho bodu)
Necht funkce f(x) spliiuje v bod& x = a tyto vztahy f"(a) = --- = f"™(a) = 0,
fo(a) #0. Je-lin + 1 liché, potom funkce f(x) ma v bodé& a inflexni bod.

Priklad 11.11. Naleznéte inflexni body funkce f(x) = 23— 32% +5x + 4. (Viz p¥iklad
11.10.)

Reseni. Dostavime f'(x) =32 -6z +5, f'(x)=6x—6, f"(z)=26
PonévadZ f”(1) =0, f"(1) # 0 ma funkce f(x) v bodé x = 1 inflexni bod.

Zaved me si pojem ryze konvexni (ryze konkdvni) funkce na intervalu.
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Definice 11.4. (Ryze konvexni a ryze konkavni funkce)

Rekneme, Ye funkce f(z) je ryze konvexni (ryze konkavni) na intervalu I, jestlize
ma tuto vlastnost:

Jestlize x1, 29,05 € I, 11 < 19 < x3 a jestlize p je pfimka jdouci body A[zy, f(z1)],
Clzs, f(x3)], potom bod B[xs, f(x2)] leZi pod (nad) p¥imkou p.

Na obr. 11.15 je zndzornéna funkce ryze konvexni na intervalu [ a na obr. 11.16 je
znazornéna funkce ryze konkavni na intervalu 1.

C
B y = f(x)
A
I T1 l‘IQ Jﬁlg I.’L‘Il (L‘IQ X3
Obrazek 11.15: Funkce ryze kon- Obrazek 11.16: Funkce ryze
vexni na intervalu . konkavni na intervalu 1.
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Podobnym zplisobem zavadime pojem konvexnosti a pojem konkavnosti funkce na in-
tervalu.

Definice 11.5. (Konvexni a konkavni funkce)

Rekneme, Ze funkce f(z) je na intervalu I konvexni (konkavni), jestlie ma tuto
vlastnost:

Jestlize x1, 29,03 € I, 11 < 19 < x3 a jestlize p je pfimka jdouci body A[zy, f(z1)],
Clzs, f(x3)], potom bod B[xs, f(x2)] leZi pod (nad) p¥imkou p nebo na ni.

Na obr. 11.17 je zndzornéna funkce konvexni na intervalu / a na obr. 11.18 je zndzornéna
funkce konkdvni na intervalu 1.

y = f(x)

P

l’ll LEIQ Ilg I ' ll'l JI}Q 51:73 I‘
Obrazek 11.17: Funkce konvexni Obrazek 11.18: Funkce konkavni
na intervalu 1. na intervalu I.
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Poznamka 1. Necht f(z) je funkce definovand na intervalu . Necht z1, x9, 23 € I,
r1 < 9 < x3. Potom p¥imka p, jdouci body A[z1, f(x1)], Clzs, f(x3)], ma rovnici

f(x?)) - f(xl)(x . 5131).

xr3 — X1

p:y=flr)+

Bod Blzs, f(x2)] lezi pod p¥imkou p, jestlize
f(xs) = flz1)

xr3 — a1

(x9 — 7).

f(xe) < f(x1) +

Upravou postupné dostavame
f(@2) (s — 1) < f(@1)(ws — 22) + fl3)(02 — 21)
f(2)(x3 — w2 + 29 — 21) < fl21) (23 — 22) + f(23)(02 — 1)
[ Flao) = flan)] (s = 22) < [ £s) = f o) | (2 = 22).
Tedy bod B|xs, f(x2)] leZi pod p¥imkou p, jestlize plati
flwa) = flz1) _ flzs) — flzs) (11.5)

T2 — I T3 — T2 .

Podobng& se ukdZe, Ze bod Blxs, f(x2)] leZi pod pfimkou p nebo na ni, jestlize plati

flwa) = flar) _ flxs) = f(x2) (11.6)

L2 — 1 L3 — X2
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Analogicky se odvodi, Ze bod Blxs, f(x2)] leZi nad p¥imkou p, jestliZe plati
f(z2) = f(21) - f(xs) — f(x2)

. 11.
T2 — I T3 — T2 ( 7)
Podobng&, bod B|xs, f(x9)] leZi nad p¥imkou p nebo na ni, jestlize plati
flws) = fla) o flas) = flz2) (11.8)

To — I o T3 — X9

O vztahu mezi konvexnosti (konkdvnosti) funkce f(x) a znamenim druhé derivace f”(x)
funkce f(x) vypovidaji nasledujici véty.

Véta 11.17. (Vztah konvexnosti a druhé derivace funkce)

Necht f(x) je funkce spojitd na intervalu I. Oznaéme Iy mnoZinu vSech vnit¥nich
bodii intervalu I. Necht funkce f(x) md druhou derivaci f"(x) na intervalu I.
Potom plati:

Funkce f(z) je konvexni (konkdvni) na intervalu I, kdyZ a jenom kdyZ f"(x) > 0
(f"(x) <0) pro x € I.

Dukaz: Dukaz rozdélime do dvou &asti.

a) Necht f(x) je spojitd na intervalu I a necht existuje f”(x) pro x € Iy. Necht f(x)
je konvexni na I. DokaZme, Ze potom je f”(x) > 0 pro = € . Dikaz provedeme
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sporem. Pfedpokladejme, Ze existuje bod xs € Iy, tak, Ze f"(x3) < 0. Existuje
tedy 0 > 0 tak, Ze pro x € (9 — 6,22+ 0), T # x9, existuje %ﬁ;@?) a plati
f'(x) = f'(x2)
<
T — T2

Zvolme x1 € (19 — 0, x3), x3 € (2,22 + 0). Ponévadz dle pfedpokladu je funkce
f(z) konvexni na I, plati (11.6) i pro takto zvolené body z1, 9, x3. Aplikujeme-
li v&tu o pFirustku funkce na (11.6), dostavame, Ze existuje ¢ € (x9 — 9, x2) a
d € (xq, w9 + 0) tak, Ze

0. (11.9)

f'(c) < f(d). (11.10)
Avsak z (11.9) vyplyva, Ze
f'(e) > fl(z2) > f(d). (11.11)
PonévadZ (11.10), (11.11) nemohou souasn& platit, dospé&li jsme ke sporu. Je
tedy f"(z) > 0 pro x € I.
Necht f(x) je spojitd na I a necht f”(x) > 0 pro z € I). Dokazme, Ze potom je
f(x) konvexni na 1.
Pon&vadz f"(x) > 0 pro x € Iy, je f'(x) neklesajici na Iy. Pfedpokladejme, Ze
f(x) neni konvexni na I. Existuji tedy body 1, xs, x5 € I tak, Ze neplati (11.6),

tedy Ze je
f(x2) — f(x1) S f(x3) — [(z2)

L2 — 21 L3 — X2

, 1 < Ty < 3. (1112)
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Aplikujeme-li na (11.12) v&tu o pFirustku funkce, dostdvame, Ze existuje ¢ €
(xl,:cg) ade ([CQ,.SC;),) tak, Ze

f'(e) > f(d). (11.13)

Pon&vadz c,d € Iy, ¢ < d a f'(z) je neklesajici na Iy, nemize (11.13) platit. Je
tedy f(x) konvexni na I.
Podobné se dokaze véta pro funkce konkavni.

Poznamka. K vété 11.17 Ize vyslovit analogickou vé&tu pro funkce ryze konvexni a pro
funkce ryze konkavni.

Uved me si jest& daldi v&tu, kterd je zobecn&nim tvrzeni ve vété 11.17.

Véta 11.18. (Ryze konvexni funkce na intervalu)

Necht f(x) je funkce spojitd na intervalu I. Ozna&me Iy mnoZinu jeho vnit¥nich
bodd. Necht f"(x) > 0 pro x € Iy, pFi¢emZ f"(x) = 0 jen v kone&ném poltu bodii
z Iy. Potom funkce f(x) je na intervalu I ryze konvexni.

Diikaz: Princip ditkazu ukaZme v ndsledujicim p¥ipad&. Necht f(z) je funkce spojitd
na intervalu I = (a,b). Necht ¢ € (a,b), f"(¢c) = 0 a necht f’(z) > 0 pro = €
(a,c) U (c,b).

Za téchto predpokladii je f'(x) spojitd na (a,b). Jsou-li z1, 29 € (a,c), v1 < 9, je
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podle véty o pfirustku funkce

f'(xg) — (1)

Lo — 1

= f”(g), kde g c (xl,ZUQ).

Jetedy f'(z9)— f'(x1) > 0. Jetedy f'(x1) < f'(z2) pro x1, 29 € (a,c), x1 < x9. Funkce
f'(x) je tedy rostouci na (a,c). Podobné se dokaZe, Ze f'(x) je rostouci na intervalu
(c,b). Tedy f’(x) je rostouci na intervalu (a,b). Pfedpoklddejme, Ze funkce f(x) neni
ryze konvexni na (a,b). Pak existuji takova &isla x1,z9, 23 € {(a,b), v1 < 29 < x3, Ze
pro né& neplati (11.5), to jest, Ze plati

f(xs) — f(x2)

flwa) = fl@) _ (11.14)

X9 — I T3 — T2

Aplikujeme-li na kaZdou stranu (11.14) vétu o pfirustku funkce, dostavdme

f©€) = f'(n), kde € (x1,32), n € (x2,33). (11.15)

Nelezli jsme tedy &,71 € (a,b), £ < n, pro néz plati (11.15). To v8ak nemiZe platit,
nebot f'(x) je rostouci na (a,b). Je tedy f(x) ryze konvexni na (a, b).

Véta 11.19. (Ryze konkavni funkce na intervalu)

Necht f(x) je funkce spojitd na intervalu I. Ozna&me Iy mnoZinu jeho vnitFnich
bodii. Necht f"(x) < 0 pro z € Iy, p¥iemZ f"(x) = 0 jen v kone&ném poctu bodii
z Iy. Potom funkce f(x) je na intervalu I ryze konkavni.
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Dikaz: Diikaz je analogicky diikazu véty 11.18.

P¥i hledani intervall konvexity a konkdvnosti a inflexnich bodi Ize &asto pouZit ndsledujici postup.
Necht funkce f(z) je na intervalu I spojitd. Necht I, je mnoZina jeho vnit¥nich bodd. Na &iselné
ose vyzna&ime interval /. Nad ¢&iselnou osu napiseme , f”(z)", budeme totiZz nad &iselnou osou
vyznalovat znameni funkce f”(x). Pod &iselnou osu napiseme , f(x)", budeme totiz pod &iselnou
osou vyznatovat symboly konvexnost, resp. konkdvnost funkce f(z). Necht funkce f(x) ma na
intervalu Iy druhou derivaci f”(z). Necht f”(x) m3 na I, kone&ny polet nulovych bodi. Tyto
nulové body rozdé&li interval I na n&kolik &aste€nych intervall. Je-li ¢ € I, takovy bod, Ze f”(c) =0,
pocitdme bod ¢ k ob&ma sousednim intervaliim s koncovym bodem c. Ve vSech vnitfnich bodech
kaZzdého z téchto &istegnych intervali je budto f”(z) > 0 nebo f”(x) < 0. V pt¥ipadg, Ze je zde
f"(x) >0 (f"(z) <0), napiSeme nad tento interval symbol ,,+ " (symbol ,, —") a pod tento interval
symbol ,,—* (,, ~") vyjadtujici, Ze je na ném funkce f(z) ryze konvexni (ryze konkavni). Je-li f(z)
ryze konvexni (ryze konkdvni) ve dvou sousednich intervalech, je ryze konvexni (ryze konkavni) i
na jejich sjednoceni. Ve spoleném bodé& ¢ t&chto sousednich intervald, v némZ je f”(c¢) = 0, nema
funkce f(z) inflexni bod. Je-li f(x) ryze konvexni (ryze konkdvni) v n&kterém &aste¢ném intervalu
a v sousednim intervalu je f(x) ryze konkdvni (ryze konvexni), ma funkce f(z) ve spole¢ném bod&
c téchto intervall inflexni bod.

P¥iklad 11.12. Ur&ete intervaly, na nich? je funkce f(z) = 2° — 622 + z konvexni a
intervaly, na nichZ je funkce f(z) konkdvni.

ReZeni. Funkce f(x) je spojitd na intervalu I = (—o0,00). Vypottem dostavime
f'(z) = 6z — 12, © € (—00,0). ReSme rovnici f’(x) = 0, tj. 62 — 12 = 0. Tato
rovnice ma jediné YeSeni x1 = 2. Tento nulovy bod rozdéli interval I na dva astecné

473eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



intervaly: (—o0,2), (2,00). Ve vnitfnich bodech intervalu (—o0,2) je f"(x) < 0 a ve
vnitfnich bodech intervalu (2,00) je f”(x) > 0. Je tedy funkce f(x) ryze konkdvni na
intervalu (—o0,2) a ryze konvexni na intervalu (2,00). V bodé z = 2 ma funkce f(z)
inflexni bod. (Viz obr. 11.19)
o - +
;
@~ =

inﬂexﬁi bod

Obrazek 11.19: Konvexita funkce f(z) = 2* — 622 + z.

P¥iklad 11.13. Ur&ete intervaly, na nich? je funkce f(z) = 2% — 423 + 62% + 122 + 1
konvexni, intervaly, na nichz je funkce f(z) konkavni a inflexni body.

ReZeni. Funkce f(z) je spojita na intervalu I = (—o0, 00). Z¥ejmé Iy = (—00, 00) je
mnoZina vnitfnich bodi intervalu I. Vypoétem dostavame

f(z) = 120 — 24z + 12.

Regenim rovnice f"(x) = 0, tj. rovnice 22 — 2z + 1 = 0, dostdvdme 1, = 1. Body
r1 = 1, x9 = 1 rozdéli interval I na dva &aste€né intervaly (—oo,1), (1,00). Ve
vnitfnich bodech kaZdého z nich je f”(z) > 0. Je tedy f(x) ryze konvexni jak na

intervalu (—oo, 1), tak i na intervalu (1, 00). Je tedy ryze konvexni i na jejich sjednocent,
to jest na intervalu (—oo, 00). Viz obr. 11.20. Tato funkce nemd inflexni bod.
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1
I

bod z = 1 neni
inflexnim bodem

Obrazek 11.20: Konvexita funkce f(z) = a* — 423 + 62% + 122 + 1.

Priklad 11.14. Urgete inflexni body funkce f(z) = < Inuz.
Regeni. Funkce f(x) je spojitd na svém defini¢nim oboru I = (0,00). Vypottem
dostavame f'(z) = L(1 —Inz), f’(z) = 5(2Inz — 3). Redenim rovnice f”(z) = 0,

tj. rovnice =(2Inz — 3), dostdvdme Inz = 2, tj. © = e2. Uréenim znameni f”(z)

dostdvame, 7e f(x) je konkdvni v intervalu (0,ez), konvexni na intervalu (e?,o0).
V bod& x = ez m4 inflexni bod. Viz obr. 11.21.

@ - +

S,
7

vl T

@)~ -

bod z = e3 je
inflexni bod

Obrézek 11.21: Konvexita funkce f(z) = 1 Inz.
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11.6. Hledani kofenti rovnice f(z) =0 ,,metodou piileni in-
tervalu®.

Ukazme si nyni v&tu, kterd je velice prosp&sna pri hleddni kofen(i rovnic. Tuto vétu
jsme mohli vyslovit jiZ dfive, ale na tomto misté miZeme vyuzit v nasledujicim pt¥ikladé
poznatky o hledani extrémi funkce.

Véta 11.20.

echt funkce f(z) je spojitd na (a,b) a necht f(a)f(b) < 0. Potom existuje alespoff
Jedno takové ¢&islo o € (a,b), Ze f(a) = 0. (Viz obr 11.22.)

Obrazek 11.22: Iustrace vyznamu véty 11.20.
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Tato véta umoZiiuje nalézt kofen a rovnice f(x) = 0 s libovolnou p¥esnosti postupnym
d&lenim intervalu (a, b). Uréime bod ¢ = (a+b)/2. Je-li f(c¢) =0, je & = c. V opatném
ptipadé, je-li f(c)- f(a) > 0, poloZzime a = ¢; je-li f(c)- f(a) <0, poloZime b = ¢. Tim
se obdrZi novy ziZeny interval (a,b) v nédmz lezi &islo a. Cely postup opakujeme tak
dlouho, aZ obdrZime bud'to &islo ¢, v n&m¥ je f(c¢) = 0 anebo interval {(a,b), v n&mZ leZi
kofen « a jehoZ délka b — a je mensi nez zvolené &islo, udavajici poZzadovanou presnost.

Priklad 11.15. Nalezn&me redlné koteny polynomu f(z) = 23 — 3z% + z — 1.
Reseni: Abychom uréili redlné koteny daného polynomu, uréeme napted jeho znameni.

Uréeme lokalni extrémy dané funkce. Vypoltem dostavame
f'(z) = 32* — 62 + 1.

Polynom f’(x) mé koteny 71 = 1—1/31/6, x5 = 1+ 1/3+/6. Uréeme znameni funkce
f'(x) a intervaly monoténnosti funkce f(z). Dostdvame

fl@y o+ =4

T X9

f(x) / pN /

Je tedy f(x) rostouci v intervalu (—oo, x1), klesajici v intervalu (x1, x9), rostouci v in-
tervalu (z5,00). Funkce f ma tedy v bod& z; lokdlni minimum. Pon&vadZ vypoétem
zjistime, ze

f(xl) <0, f(.%'g) < vah_)n(;lo f(ﬂ?) = 00,
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md funkce f(z) jenom jeden redlny kofen o € (x5, 00). Funkce f(x) je zaporna pro
r € (—o0, ) a kladna pro x € (a, 00).

Pocitdnim hodnot funkce f(x) v bodech intervalu (x5, 00), zjistime, Ze nap¥. f(2) =
-3, f(3) =2.

Pon&vad? f(x) je funkce spojita a rostouci na intervalu (2,3) a f(2) < 0, f(3) > 0, ma
funkce f(x) na intervalu (2, 3) pravé jeden koten. Tento kofen miZeme hledat metodou
ptleni intervalu.
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PoloZme a := 2, b := 3. Postupné dostavame

b 5 13
fla) = =3, f(b):=2; c:= a;r L= g f(c) =g, a=c
13 a+b 11 9
= —— = 2 = = — = —— =
fla)i= = J0) =2 ei= "0 e= L [ =~ a=c
9 a+b 23 431
f(a)__aaf(b)_2ac_ 7C-_§7f(c)_5ﬂ7b'_c
9 431 a-+b 89 1349
f(a) =T f(b) =g € T €= oo f(c) 1006 b:=c
9 1349 a-+b 5 2921
= —— b) = ——;, c: = ——, c:= = = =
fla) =~ fO0) = oo o= 00 =0 ) = o b=
9 2921 a-+b 177 7087
f(a) R f(b) = 39768 €= 5 €= 64’ f(C)——m,
a.—Cc
7087 2921 a+b 355
Ha) = —geomap 10 = 3omat ¢7= 5 €= g
f( ) 64443
o) — _
2097152’
Tedy a = 2,7656, b = 2,7734, takze
a = 2,7695.
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Ukol. Nadrtnéte si graf funkce f(z) a vyznatte body 1, &2, a = 2, b = 3 a kofen a.

11.7. Vypocet nékterych typu limit

Necht f(x), g(x) jsou dv& funkce a necht lim f(x) = A, limg(z) = B, kde
A, B € R*. Symbol lim zde zastupuje kterykoliv ze symboli lim , lim , lim, lim,

r—ay IT—a— IT—a I—00

lim , kde a € R. Zatim jsme uvaZovali dva pFipady pro vypocet lim J()
r——0Q

g(z)
a) Ve vété 8.2 jsme uvedli, Ze

limMzg

g(z)

pokud % ma vyznam v R*. Podil % nema vyznam v pripadé, Ze B = 0, a
v pfipadé, Ze A = +00, B = 0.

b) Ve vété 8.4 jsme uvedli pFipad, kdy A # 0, B = 0.

Y

Doporucuji, abyste si obé tyto véty zopakovali. PFistoupime nyni k dalsi vété
pro vypocet limity podilu dvou funkci.

c) V dalsi v&té, zvané L’'Hospitalovo pravidlo, vysetfime pFipady o) A = B = 0,
B) A= +oo, B=+o0.
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L’Hospitalovo pravidlo
L/Véta 11.21. (L’Héospitalovo pravidlo)

echt f(z), g(x) jsou takové funkce, Ze
lim f(z) = limg(x) =0 nebo
lim f(z) = +o0, limg(z) = +o0.
Existuje-li vlastni nebo nevlastni limita

F(z)

lim
g'(x)

b T 42 ‘
pak existuje lim ok plati

lim @ = lim [{@) =
9(@) g'(z)

Symbol lim zde miZe nabyt kteréhokoliv z péti vyznamii:

lim, lim, lim, lim , lim .
rz—at zr—a~- T—a T——00 IT—+00

Duikaz: Omezme se na pfipad, Ze lim f(z) = lim g(z) = 0 a pro ur&itost pfedpoklddejme,
e jde o limity zprava v &isle a a Ze « je redlné &islo. Polozme f(a) = g(a) = 0. Pak
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funkce f(x) a g(x) jsou v &isle a zprava spojité. Ponévad?

tim L1 _

r—a™t g/(ZIZ’)

existuje k libovolnému ¢ > 0 takové &islo > 0, Ze funkce f(x), g(x) maji v intervalu
(a,a + ) derivaci a v ném plati

f'(x)
9'(x)
Odtud téZ vyplyva, Ze ¢'(x) # 0. Bud T libovolné &islo tohoto intervalu. Pak na intervalu

(a,T) spliiuji funkce f, g predpoklady v&ty o pFirustku funkce. Podle ni tedy existuje
¢ € (a,T) tak, ze

—

<e. (11.16)

[f (@) = f(a)] - ¢'(c) = [9(z) — g(a)] - ['(c).
Pon&vad? f(a) = g(a) = 0, dostdvame odtud
f@)-g'(c) =g(®) - f'(c).

Ponévad? ¢'(x) # 0 pro = € (a,T), je téZ ¢'(c) # 0. UkaZme, Ze je g(T) # O.
P¥edpokladejme, Ze ¢(Z) = 0. Pak by podle v&ty o p¥irustku funkce existovalo uvnit¥
(a,T) &islo ¢ tak, Zze ¢'(c1)(Z —a) = g(Z) — g(a) = 0. To by byl spor, nebot ¢'(z) # 0
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na intervalu (a,a +0), tedy i ¢'(c;) # 0. Tedy g(Z) # 0. Je tedy

1@
9@)  g'(c)

Odtud a ze vztahu (11.16) pak dostavdme, Ze
LG P
9(7)

Proto plati:
lim _f(x) =«
x—at g(x)

Podobné se diikaz provede i v ostatnich pfipadech.

P¥iklad 11.16. Vypolitejte

o V1l=22-1
lim )

x—0F X
flz)=v1—22-1, g(x) = .
Ztejmé& f(x) i g(x) jsou funkce spojité v bodé& 0. Je tedy

lim f(z) = f(0) =0, lim g(z) = ¢(0) = 0.

r—0t r—0t

ResSeni: PoloZme
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Podle L'Hospitalova pravidla plati

y V1i—22-1 ¥ = —x 0
11m = 11m = y— = U.
x—07F T t—0+ 1 V1 — 2 o

Poznamka. UzZitim véty 11.21 Ize poditat i limitu tzv. neurditych vyrazi. Jsme zvykli je zapisovat
takto

,,%“, jestlize limita Citatele i jmenovatele je rovna 0,
% jestlize Citatel i jmenovatel maji nevlastni limity,

,0-00, 0-(—00)", pro pfipad vypottu lim f(z)g(z), kdy lim f(x) = 0 a lim g(z) = co(—00),
,00 — 00", kdy limita jednoho séitance je +00 a druhého je rovna —oo,

,0°" pro pfipad vypottu lim f(z)9%), kdy lim f(x) = 0, lim g(x) = 0

0% pro p¥ipad vypottu lim f(2)9®), kdy lim f(x) = 0, lim g(z) = +o0.

Limity takovychto vyrazii poéitame pfevedenim na vypolet podilu takovych funkci, abychom mohli
pouZit L'Hospitalovo pravidlo. Vypotet limity f(z)9) potitdme tak, Ze zapigeme

f(m)g(w) — o9(@)In f(z)

a limitu po&itdme vypoctem limity funkce g(z)In f(x) a pouZijeme v&tu o vypoctu limity sloZené
funkce.

Priklad 11.17. Vypocitejte lim (va? — 1 — x).
Tr—00
Reseni. Zde mengenec i mengitel maji limitu rovnu +oco. Jde o p¥ipad, ktery jsme
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oznatili ,,00 — 00", Dostavame

-2 1 VI— -1
lim (v2? —1—2) = lim <—y——> = lim Y :

T—00 y—04

Ponévad?

lim (Vi—y?—1)=(Vi—y2-1) =0, limy=

y—04 y=0 y—04

pouZijeme L'Hospitalovo pravidlo. Dostdvame

H1—y?)7z - (—2y)

V1—9y2—1 _
lim Y "~ lim = lim —2— = 0.
y—04 Yy y—04 1 y—=04 /1 — y2
Priklad 11.18. Vypocitejte
a) lim zer, b) lim ze.
z—04 z—0_
Reseni.
a) Zrejmé
lim z =0, lim e: = lim e = co.
z—04 z—04 Yy—00
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Jde tedy o vypocet limity typu ,,0 - 00 ™. Upravou dostdvame

1

. 1 . €z
lim rer = lim —,
$—>O+ .’I}—>0+ —
X
tedy jde o typ ,, = ". PouZitim L'Hospitalova pravidla dostavame
1 1 1
. 1 . ez . €z \—2 . 1
lim rzer = lim — = lim M = lim er = oo.
z—04 z—04 p z—04 —— z—04
b) Ztejmé&
: : 1 :
lim x =0, lim ex = lim e’ = 0.
z—0_ z—0_ Yy——00
Tedy lim zer = 0.
r—uU_
Pt¥iklad 11.19. Vypocitejte
. Inx
lim —.
T—00 I

.4 w Ve 7 v . . 00 v, 7 y N . .
ReSeni. Jde o vypocet limity typu ,, == ". UZitim L'Hospitalova pravidla dostaneme

o Inz )
lim — = lim
r—00 x r— 00

o1 1
= lim — = — = 0.
T—00 I 00

8 =
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Ptiklad 11.20. Vypolitejte

lim z°.

$—>0+
Reseni. Jde o vypotet limity typu ,,0°". Funkce z* je definovand pro = € (0,00). Lze
Ji pfepsat na tvar

7t = 61‘1na:.

Jde o sloZenou funkci, jeji vn&jsi slozkou je funkce e, vnitini slozkou je funkce x In .
Dostdvame

: . Inx
lim zlnz = lim ——.
z—04 z—04 p
UZitim L'Hospitalova pravidla obdrzime
. Inz , % _
lim —— = lim —% = — lim z = 0.
z—04 p z—04 —— r—04
Ponévadz e* je funkce spojita, je
. lim (zlnz)
lim e*® = e=—0+ = =1.
z—04
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11.8. Prubéh funkce

Zavedeme nyni pojem asymptot funkce f(x). Jde o p¥imky, které dile uvedenym
zplsobem charakterizuji prib&h funkce. D&lime je na a) asymptoty bez smérnice a
na b) asymptoty v nevlastnich bodech —oo, cc.

Definice 11.6. (Asymptoty bez smérnice)
P¥imku x = a € R nazyvdme asymptotou bez smérnice funkce y = f(x), jestlize

lim f(x) = oo nebo lim f(z) = —o0, kde lim zna&i alespoii jeden ze symboli
lim , lim , lim .
r—a~ rx—at T—a

Poznamka. Otdazkou je, jak uréit a, pro néjz je

lim f(z) =400 (nebo lim f(z)= —00)

T—a4 T—ay

nebo

lim f(x) =+o00 (nebo lim f(z)= —o0).

r—a_ T—a_

Lehce nahlédneme, Ze a je bod'to bodem, v n&€m¥ funkce f(z) nenfi spojitd, nebo kon-
covym bodem intervalu J C Dy.
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P¥iklad 11.21. Uréeme asymptotu bez smérnice funkce
322 +1
fe) =51

Reseni. Funkce f(z) je spojitd pro = € (0o, 00) — {3}. Vypottem dostavame

322 +1 ) 322 + 1
lim —— = 400, lim — = —o0.
x—1/2- 2x — 1

z—1/2+ 20 — 1

Je tedy @ = 5 asymptotou bez sm&rnice funkce f(z).
P¥i vySetfovani priibéhu funkce 3“”” “ vyznacime asymptotu bez smernice takto

\
T
o |3

Nt

Obrazek 11.23: Asymptoty bez smérnice — = = %
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Definice 11.7. (Asymptota v nevlastnim bodé)

P¥imku y = Ax+ B (A, B jsou redlnd &isla) nazyvame asymptotou funkce y = f(z)
v nevlastnim bodé& oo (—o0), jestliZze (viz obr. 11.24)

lim ®(x) = 0 < lim ®(z) = 0) ,

kde
¢(x) = f(x) — Az — B.
y=Az+ B

Obrazek 11.24: Asymptotou v bodé oo.

K urleni asymptot se smérnici pouZivame ndsledujici véty.
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Véta 11.22. (Ur&eni asymptoty v nevlastnim bodg&)

P¥imka y = Ax + B je asymptotou grafu y = f(x) v nevlastnim bodé& co (—o¢), kdyZ a jen kdyZ

A= lim %&7)’ B = lim (f(x) — Ax)
(4= tm T 5= i () - a0))

v/ 7

Poznamka. Misto ,,asymptota bez smérnice “ se pouzivd téz termin ,,asymptota rovnobézna
s osou y". Ndzev vychazi z toho, Ze pfimka rovnobéznd s osou y svira s osou x Uhel
90° a tato pf¥imka nemd smérnici (tg 90° neni definovano).

Misto ,,asymptota v nevlastnim bodé" Ize pouzit i terminu , asymptota se smérnici*.

Pt¥iklad 11.22. Urlete asymptoty se smérnici funkce

322 — 1
Reseni. Vypottem dostdvime
322 — 1 3-1 3_42 3
A:thx):hml‘—:hmy2 - = lim y _ 2
r—00 I T—00 25(72 — X y—0t ? — 5 y—0t 2 — (7 9
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Dale dostavame:

B = lim (f(z) — Az) — lim (3:"2_1 —§x> _

T—00 r—oo \ 2 — 1 2
622 —2—6x2+3x , 3 — 2 3
= lim = lim — = —.
T—00 2(23] — 1) TrT—00 2(2:6 — 1) 4

Je tedy y = %x + % asymptotou grafu funkce y = 329?5_—11 v nevlastnim bodé& oo. Lehce

se presvedc¢ime, Ze tato pfimka je i asymptotou dané funkce v nevlastnim bodé —oc.

P¥iklad 11.23. Urcete asymptoty funkce

_2x2+1
oo +1

()

Reseni.
a) Asymptoty bez smérnice.

Definiénim oborem je mnoZina (—oo,00) — {—1}. Tedy f(x) neni spojita jen

v bod& —1. Abychom urili lim1 (x) a lim1 f(z) uréime znameni funkce f(x).
r——14 z——1_

Dostdvame
f(z) - +

-1
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Pongvad? lim (222 +1) = 3 # 0, lim (x + 1) = 0, pouZijeme k vypottu

IE—>—1+ .’E—>—1+

lim f(x) vétu 8.4.

rz——14

Ponévad? existuje UT(—1) tak, Zze pro z € UT(—1) — {—1} je f(z) > 0, je

lim1 f(z) = oo. Podobng& zjistime, Ze lim1 f(z) = —o0. Je tedy z = —1
T——14 r——1_

asymptotou bez smé&rnice funkce f(x). (Viz nasledujici na¢rtek.)

b) Asymptoty se smérnici.

Hledejme asymptotu v nevlastnim bodé co. Asymptotou je pfimka Az + B kde

493eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



A, B, se uréi podle véty 11.22. Dostavame

2¢2 + 1 2
A—hm@— s im + =
r—00 I x—>oox(x—|— ) Z—00 1_|__
2 1
B = lim(f(z)— A —hm(x + —2x>:
28241 —22%2— 22 . —2x+1
= lim = lim — =
T—00 r+1 z—oo T+ 1
. —2+1
= lim = =
T—00 1+E
Je tedy
y=2x—2

asymptotou v nevlastnim bodé oo. Tato p¥imka je zarovén asymptotou v nevlastnim
bodé —o0

Poznamka. Lze ukazat, Ze u racionalnich lomenych funkci je asymptota v nevlastnim bodé& oo
totozna s asymptotou v nevlastnim bodé —ooc.
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P¥i vy3etfovani priib&hu funkce zjistujeme:
1. Kde je funkce definovana, kde ma nulové body, kde je nad osou x a kde je pod
osou x (znameni funkce). Zda je funkce suda, licha, periodicka.
2. Kde funkce roste, kde klesa, kde ma extrémy.
3. Kde je funkce konvexni, kde je konkavni a kde ma inflexni body.
4. Jaké ma asymptoty.

5. Graf.
Pt¥iklad 11.24. Vysetfeme pribéh funkce
2z +1
v z(x+1)
1. Jde o redlnou racionalni lomenou funkci. Citatel 22 + 1 ma kofen z = —%, jmeno-
vatel z(z+ 1) md dva koFeny, a to x = 0 a x = —1. Pon&vadz &itatel a jmenovatel

funkce nemaji stejné koreny a kaZdy koren Citatele a jmenovatele je jednoduchy
(liché ndsobnosti), rozdéli tyto kofeny interval (—oo,00) na 4 &astetné intervaly.
V sousednich intervalech ma funkce opa¢né znaménko (viz nacrtek).

fe = + - +

-1 — 0

Funkce neni definovana v bodech x = 0, x = —1. Graf funkce protind osu x
1

v bodé x = -3
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Funkce neni ani sudd ani licha, neni periodicka.
2. Vypotitejme f'(x). Dostavame:

202 + 2 1
f’(sc):— x° 4+ 2x +

2x+1)2

Citatel nemd redlné koteny, jmenovatel m4 &isla —1, 0 za dvojndsobné kofeny.
Znameni f’(x)a monotdnnost funkce f(x) jsou patrny z nasledujiciho na¢rtku:
reoo- - -

E 1 0
¢ N N\

Podle véty 11.7 funkce f(z) klesd v intervalech (—oco, —1), (-1, 0), (0, 00).
Ponévad? f'(z) existuje v Dy a je zde f'(x) # 0, nema f(x) lokdlni extrémy.

3. Vypotitejme f”(x). Dostdvame

fi(x) =

Z¥ejm¢ f"(—1) = 0. Funkce f”(z) nem§ jiné redlné kofeny. Znameni f’(z) a
konvexita funkce f(x) jsou patrny z na&rtku:

203 + 322 4+ 3x + 1
23(x +1)3

f - + — +

1
f . ~ ~— 5 ~ ~—
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Je tedy f(x) konkdvni v intervalech (—oo0, —1), (—3,0) a konvexni v intervalech
(—=1,—3), (0,00). Bod z = —1 je inflexnim bodem.

. P¥imka = = a miZe byt asymptotou bez smérnice grafu y = f(x) pouze tehdy,
neni-li funkce f v bodé a spojitd zprava nebo zleva. V naSem pfipadé se jedna

o body x = 0, x = —1. Vypoltem dostavame (podivejte se na znameni funkce
f(@)):
lim f(x) = oo, lim f(x) = —o0,
x—07F x—0~
lim f(z) = oo, lim f(z) = —o0.
r——1F r——1-
Tedy pfimky x = —1, x = 0 jsou asymptoty bez smérnice. K uréeni asymptot se

smérnici vypocitame:
A tim =29 0 BZ tm f@) =0
r—+00 x r—+00

Tedy y = 0 je asymptotou se smérnici v bodech oo, —o0.
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5. Nacrtek grafu:

N[

Obrazek 11.25: Nartek grafu funkce ﬁ(zﬁ)

P¥iklad 11.25. Na obr. 11.26 je znizornéna funkce y = f(¢), t € (0,00) popisujici
mnozstvi y prodeje néjakého zboZi jako funkci &asu t.

Na ndsledujicich nacrtcich je zndzornéno znameni f'(t), f”(t). Z nich Ize vyvodit tyto

408eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



Obréazek 11.26: Prodej zbozi.

(
)

Funkci f/(t) Ize chdpat jako funkci , rychlosti* prodeje. Rychlost prodeje se zvySuje aZ
do &asového okamZiku tj, potom rychlost prodeje klesa.

11.9. Diferencial a Taylorova véta

V této &asti se budeme zabyvat pribliznym vyjad¥enim funkce. Re¥me tuto dlohu. Je
dana funkce f(z); nahrad me ji pro z v blizkosti bodu a polynomem.
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Uloha je nejjednoduseji reSena, nahradime-li ji polynomem prvniho stupné — te¢nou, za
predpokladu, Ze existuje f'(a).

Zvolme h. PoloZme © = a + h. Vyraz
Af(a) = fla+h) — f(a)

nazveme diferenci — jde o pfFirustek funkce, p¥i pfechodu z bodu a do bodu a + h.

P¥irustek na te€n& ¢ funkce y = f(z) v jejim bod& T'[a, f(a)] p¥i pfechodu z bodu a do bodu a + h
je roven f’(a)h. (Viz obr. 11.27)

y y=f(z)
f(z) /t
Af(a
i@ f(a)
fla) T
0 a a+h x

Obrazek 11.27: Vyznam diferencialu.

Zaved me si nyni pojem diferencidlu funkce y = f(z) v bod& a touto definici.
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Definice 11.8. (Diferencial funkce y = f(x))
Necht funkce y = f(x) ma v bod& a derivaci f'(a). Potom

df(a) = f'(a)h, h € R je prom&nna

nazyvame diferencidlem funkce f(x) v bodé a.

Poznamka. PonévadZ pro y = = je dx = h, piSeme fasto dx misto h. Potom
df (a) = f'(a)dz.
Ma-li funkce y = f(x) derivaci na intervalu I, potom piSeme
df = f'(x)dx, resp. dy= f'(x)dx, z € 1. (11.17)

Potom diferencidl dy je funkci dvou proménnych: z, dx.

Vztah (11.17) Ize p¥epsat jako podil
— = f(z), xel. (11.18)

Zde dx je diferencidl neodvisle promé&nné x a dy je diferencial odvisle promé&nné y.

Na derivaci f'(x) se miZeme divat jako na podil diferencidlu odvisle proménné a
neodvisle proménné.
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UkaZme, Ze pro dostatecn& malé h je Af(a) rovno p¥iblizné df (a). Zaved me 7(h) jako
chybu aproximace Af(a) diferencidlem df (a)

fla+h) = f(a) = f'(a)h+7(h).

Délime-li tento vyraz ¢islem h, dostdvame

flat+h)—fla) _ 7(h)
Vypoctem limity levé i pravé strany v bodé A = 0 dostdvame
. 7(h)
lim —= = 0.
hoo B 0

Pro malé h je Af(a) rovno pFiblizn& df (a):

Tedy _
fla+h) = f(a)+ f'(a)h.

Ptiklad 11.26. Urcete diferencial funkce f(r) = sin2x v bod& x = .
Reseni. V obecném bodé z je

df (z) = (sin2z)" - du.
Tedy df (v) = 2cos 2x - dz. V bod& a = § pak plati

df (g) = 2cos (2%) dx = /2dz.
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=

P¥iklad 11.27. Urcete pfiblizné sin(31°), vite-li, Ze sin(30°) = 0,5, cos(30°) = %

N v Y o 7 1w s 7 ~ e T v _ T __ T
ReSeni. Uhel 31° vyjadfeny v obloukové mite je roven ¢+ PoloZzme a = ¢, dx = 5.
Potom

. (T Y .. T 7 Y s \/§
Sm<6+@)_Sm<6>+‘308(€>'@_0’5+@'7'

Zabyvejme se nyni aproximaci funkce f(z) polynomem stupné n > 1.

Taylorova véta

Necht funkce f(x) mé v bodé = = a derivace aZ do ¥4du n v&etn&. Potom polynom v promé&nné h

/ " (n)
Ty(a+h) = f(a) + fl('a)h+ f2(|“) Rt fa)h” (11.19)
se nazyva Taylorovym polynomem stupné n pfislusnym k funkci f(z) v bod& a.

Lehce se ptesvédéime, ze polynom T, (z) a funkce f(x) maji v bod& a stejnou funk&ni hodnotu a
derivace aZ do ¥4du n v€etn&. Oznalime-li h = x — a, dostdvame z (11.19)

"(a "(q (n) a
T,(x) :f(a)—l—#(x—a)—l—fQ—(!)(x—a)2+---—|— LA )(x—a)” (11.20)

P¥iklad 11.28. Urcete Tayloriiv polynom p¥isludny k funkci f(z) = sinx v bod& a = 0
pro n = 5.
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Reseni. Ziejm& (sinz)’ = cosz, (sinz)” = —sinz, (sinz)” = —cosz, (sinz)? =
sinz, (sinz)®) = cosz. Je tedy

xX .§U3 SC5

Lze tedy pro x blizka &islu a = 0 psat pfiblizny vztah

T .CC3 335

siher ~ — — — 4+ —

TR

Zabyvejme se nyni otazkou, jaké chyby se dopoustime, nahradime-li funkci f(x) poly-
nomem T),(x). Odpovéd davd tato véta.
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Véta 11.23. (Taylorova véta)
Necht funkce f(x) md na otevieném intervalu I derivace aZ do Fidu n + 1 v&etné.

Necht a € I. Potom pro kazdé x € I plati
f(x) =Ty(z) + Rus, (11.21)

kde T, (z) je Tayloriv polynom ur&eny vztahem (11.20) a R,, 1 je chyba aproximace,

uréend napfr. vztahem

£ (0

Ry = m(m —a)"t! (11.22)

Y

kde 0 leZi mezi body a, x.
Diikaz: Dikaz pouziva Rolleovu vétu. Neni obtizny, ale nebudeme jej vSak provadét. .

Poznamka 1. R, . pfedstavuje chybu, které se dopustime, aproximujeme-li hodnotu
funkce f v bodé x hodnotou polynomu T;, v bodé z. Cislo 6, které zde vystupuje, neni
vétou urceno. Pouze je uvedeno, Ze lezi mezi body a, x. Jestlize plati odhad

|f() < M

pro v8echna t z intervalu o koncovych bodech a, z, Ize psat
.
(n+ 1)!

IRn+1| S xr — a|”+1.
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Poznamka. Specielné pro a = 0 dostavame z (11.20)

f/ O f// O f(n) O .
T,(x) = f(0) + 1(! )a:+ 2(! )x2—|—---—|- m( )x
az(11.22)
(n+1)
R, = f—@xnﬂ, kde 0 leZi mezi 0 a x.

(n+1)!
Ponévadz pfipad a = 0 se Casto vyskytuje, uvadi se nékdy pro a = 0 misto ,, Taylorova
véta" nazev ,,Maclaurinova véta“.

Taylorova a Maclaurinova fada

PYedpoklddejme, Ze a, = jsou dvé& navzajem riiznd &isla a Ze funkce f(x) ma v uzavfeném
intervalu I o koncovych bodech a, x derivace v3ech ¥adi. Na intervalu I uvazujme ¥adu

f'(a) f"(a)

1! n!

fla) +

(x_a)_|_..._|_

(x—a)"+.... (11.23)

Potom ¥ada (11.23) je konvergentni a jeji soulet je f(x) na intervalu I, kdyZ a jenom
kdyz
lim R,(z) =0, ze€l,

n—oo

kde R, 1 je dano vztahem (11.22).
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Je-li tedy (11.23) konvergentni, [Ze psat

f'(a)
1!

(:E—a)+@(x—a)2—l—.... (11.24)

f(z) = fla) +

Rada (11.24) se nazyvé Taylorova fada, resp. pro a = 0 se nazyvd Maclaurinova ¥ada.
P¥iklad 11.29. Napiste Maclaurinovu ¥adu pro funkci f(x) = e*.
Reseni. Pro kazdé n je (¢")™ = e7. Je tedy f(0) = f'(0) = f"(0) = --- = ¢* = 1.
Dosadime-li tyto hodnoty do (11.23), obdrZime ¥adu
r 2’ x"

L ybgptort (11.25)
Tato Fada je absolutné konvergentni pro kazdé x. Skutetné, pro kazdé x jde o &iselnou
fadu. Aplikaci limitniho podilového kriteria obdrzime

anrl

(n+1)!

T AAai R LI
n—00 ’fl—' n—oomn + 1
Je tedy ¥ada (11.25) absolutn& konvergentni pro kazdé . Tedy konverguje na intervalu
(—00,00). Lze tedy psét
v_1. % 7 x"
e = +ﬂ+§+‘“+ﬁ+“”
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Jde o mocninnou ¥adu se stfedem konvergence xy = 0 a polomérem konvergence
r = 00.

11.10. Shrnuti a dlohy

Souhrn

V kapitole je zaveden pojem lokalniho extrému funkce f(x) a absolutniho extrému
funkce (Definice 7?7, Definice 11.1.1). V kapitole se pojedndva o jejich existenci a
zplsobu jejich nalezeni.

V kapitole se uvadi dilleZita véta , Vé&ta o ptirustku funkce".

Ukazuje se téZ postup pFi hledani interval(i, na nichz je vySetfovana funkce monotdnni.
Déle se vysetfuje konvexita a konkavnost funkci. Zavadi se téZ pojem inflexniho bodu
funkce. Je uveden postup, jak je v jistych pfipadech moZno urdit intervaly, na nichz

je dand funkce konvexni, resp. konkdvni. Je prezentovana metodika hledani inflexnich
bodi dané funkce.

V kapitole se téZ pojednavd o numerické metodé hledani kofene rovnice f(z) = 0 na
intervalu (a, b), je-li f(x) spojita na (a,b) a je-li f(a)f(b) <O.

V kapitole je pojedndno o zatim nefeSeném ptipadé vypoctu limity l1m Ef; je-li lim f(x) =

r—a
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lim g(z) = 0, resp. lim f(x) = +o0 a lim g(z) = doo (L'Hbspitalovo pravidlo).

Jedna podkapitola je pak v&novana vysetfovani pribéhu funkce.

Posledni podkapitola pak pojednava o diferencidlu funkce f(x) a o Taylorové véte.

Ulohy

NG

1. Vysvétlete pojem lokalniho extrému funkce f(z) a popiste zplisob jeho hledani.

2. Vysvétlete pojem absolutniho extrému funkce f(z) na intervalu a zplsob jeho
hledani.

3. Vyslovte vétu o pfirustku funkce (neboli vétu o stfedni hodnot& funkce).
4. Jak hleddme intervaly, na nichz je vySetfovand funkce monoténni?

5. Vysvétlete pojmy: funkce konvexni na intervalu, funkce konkdvni na intervalu a
pojem inflexniho bodu. Jak se hledaji intervaly, na nichZ je funkce konvexni, resp.
konkavni? Jak se hledaji inflexni body funkce?

Popiste metodu hledani kofen( rovnice y = f(x) metodou plleni intervalu.
Vyslovte L'Hdéspitalovo pravidlo.

Co je to diferencidl funkce? Uvedte definici a vysvétlete tento pojem na obrazku.

© © N o

Vyslovte Taylorovu vétu.
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10. Urete body, v nichz ma funkce f(x) = 3z — |x — 2| + |x + 1] lokaIni extrémy.
Danou funkci nacrtnéte.

11. Urete intervaly monoténnosti a lokalni extrémy funkci:

a) f(z) =2*—5x+6

[klesd (—o0, 2), roste (2, 00), lok. min. v bod& z = 2]
b) f(x) = xlna: [klesa (0, %> roste (%,oo), lok. min. z = %]
c) flx)=x+ 5
[roste (—oo, —3), (1,00), klesd (—3,—1), (—1,1), lok. max. x = —3, lok.
min. x = 1]
d) f(z) = x+3 [klesa (—o0, —3), (—3,00)]
e) f(z)=(1—2x)/x [roste <0,%>, klesd (%,oo), lok. max. x = %]
f) f(x) =sin2x, z € (-5,5)
[roste (=7, %), klesd (=5, —=%), (§,5), lok. min. v bod¢ » = —7%, lok. max.
v bodé x = 7]
g) f(z) = ng [roste (0, e?), klesd (€%, 00), lok. max. v bod& = = €’
h) f(z) = 5% [roste (—oo, —1), (—1,1), (1,00), lok. extrémy nem3]
) f(z) =&
[roste (0, %), klesd (—o0,0), (25, 00), lok. max. v bodé x = %, lok. min.
v bodé& = = (]

i) flz) =2+ 2| -1
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[Ndvod: f(z) =2>+x—1prox >0, f(x) =2?> —x — 1 pro x < 0; roste
(0,00), klesa (—o0,0), lok. min. pro x = 0]

12. Urlete intervaly, na nichZ je funkce f(x) konvexni, intervaly, na nichZ je funkce
f(x) konkdvni, a urete inflexni body.

a) f(z) =2® -5z +3x -5

[konv. (2,00), konk. (—c0, 2), infl. bod = = 2]
b) f(z) = (x+1)* +¢° [konv. (—o0, 00), nema infl. body]
c) f(z) =In(1+ 2?) [kogv. (—1,1), konk.g(—oo7 —1), (1, 002]
d) f(z)=1lnz [konv. (e2,00), konk. (0, e2), infl. bod = = e?]
e) f(z) =ex

[konk. (—oco, —3), konv. (—3,0), (0, 00), infl. bod. z = —1]

13. Urlete absolutni extrémy funkce f(x) na daném intervalu.
a) f(z) =2% -5z +6, € {0,10)
[abs. min. v bod& = = 2, abs. max. v bod& z = 10]
b) f(z) =%, ze(—1,1) [abs. max. v bod& x = 0, abs. min. neni]

1422
c) f(z) =sini, z € (0, oo)

[abs. max. pro x = +k27r k € Ny, abs. min. pro z = %@Tl) k € Ny
14. Urlete asymptoty funkce.
a) f(x) = ﬁ—fl [bez smérnice x = —1, v bodech +o0: y = 2z — 2]
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b) f(z) =3 [bez smérnice x = 2, v bodech +oo: y = 3]
c) f(z) =V1+a?

[asymptoty bez smé&rnice nemd, y = x v bodé& oo, y = —x v bod& —0]

15. VySettete pribéh funkce.

a) f(z) =2° — 62>+ 9z
[Df = (—00,00), znamenl'/: -

0 3
+ - +

f(x )_Sx — 12249, . - T f(1)=4, f(3) =0,

lok. max.  lok. min.

f'(x) = 6z — 12, —

. bod

f(x) nem3 asymptoty]

[Dy = (=00,00) = {~1,1}, "~
f,(x):(l_él%, PPN 6' b f(O):l
fla) = -85,

asymptoty: x =1, v = —1, y = —1]
) fl)=lr
[Df = (0,00), - ——

flay="12 T fle) =
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- +

e
" _ —3421 , A
fila)==552 0 0 -
1 infl. bod
lim =&
.’L'—>0+
16. Vypocitejte limity

x

a) lim ¢
) 00 x?—&—l
b) lim Sz

x—>0+

17. Naleznéte diferencidl funkce
a) f(x) =2 -3z +1vbodé r =2
b) y = sin2x
c)y=+vr—1

= —o0, asymptoty: z = 0, y = 0]

[1]

[df = (322 — 3)dz, df(2) = 9dx]
[dy = 2 cos 2zdzx]

18. Vypotitejte p¥iblizn& podle Taylorovy véty In e?! pron = 1,2, 3. Odhadn&te chybu.

19. Napiste MacLaurinovu ¥fadu funkce

a) f(x) =sinzx [sinz =

513e@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit

3 5

— &+ E— ..., v € (—00,00)]



b) f(z) =cosz [COS%Zl—I—Q-I-%—...,xE(—OO,OO)]
¢) f(z) =In(1+2) (l+az)=2-T+2 . ~1<z<]]

20. Vytvorte tabulku, v niZ vyzna&ite funkéni hodnoty funkci sinz, T5(x) v bodech
v € {£0,1, £0,2, £0,3, £0,4, £0,5, £0,6, £0,7, £0,8, £0,9}.
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Kapitola 12

Funkce vice proménnych

P¥ed zahdjenim vlastniho vykladu objasnime nékteré pojmy, které budeme v dal3im
vykladu potfebovat
Poznamky k funkcim vice proménnych. Oznaéme R" mnoZinu uspofadanych

skupin n-redlnych &isel. Obecny bod mnoZiny R™ oznaéme X = [x1,...,x,]. Zaved me
nyni vzdélenost dvou bodil v R” takto:Jestlize A = [ay, ..., a,], B = [by,...,b,] € R",
potom jejich vzdalenost budeme oznalovat p(A, B) a definovat vztahem

p(A,B) =+/(by —a1)? + -+ (b, — an)?, (12.1)

Mnozinu R" s takto definovanou vzdélenosti p budeme znadit F,,.

Ve zvldstnim p¥ipadé n = 1 je E; mnoZina redlnych &isel se vzdalenosti p(A, B) bodi
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A = a1, B = by, uréenou vztahem p(A, B) = |b; — aq].
Okoli bodu v E,,
Zaved me si pojem okoli bodu A = [a4, ..., a,] € E,.

Necht A € E,,. Potom mnoZinu
Us={X €eE,: p(A, X) <}
nazveme d—okolim bodu A. Na obrazku 12.1 je znazornéno d—okoli bodu A € E,.

T2

Z1

Obréazek 12.1: Okoli Us(A) = {X € Ey : pa(A, X) < 6}.
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Necht M C E,,. Bod A € E,, nazveme vnitfnim bodem mnoZiny M, jestliZe existuje
0 > 0 tak, Ze Us(A) C M.

Bod B € E, nazveme vnéjsim bodem mnoZiny M, jestliZze existuje 6 > 0 tak, Ze
Us(B) N M = (), to jest, jestlize Zddny bod tohoto okoli nepat¥i do mnoZiny M.
Necht M C E,,. Bod H se nazyvd hraniénim bodem mnoZiny M, jestliZe v kaZdém
jeho okoli leZi body, které patfi do mnoZiny M a body které nepatfi do M. MnoZinu
vsech hrani¢nich bodi mnoZiny M nazyvame hranici mnoZiny M.

MnoZinu M C IE, nazyvame otevienou, jestlize vSechny jeji body jsou jejimi
vnitfnimi body. Obsahuje-li mnoZina M C E,, vSechny své hrani¢ni body, nazyva se
uzavienou. Viz obr. 12.2.

MnoZinu M nazveme oblasti, jestliZe je oteviend a jestlize ke kazdym dvéma bodim
A, B € M existuji body Py, P, ..., P, tak, Ze P, = A, P,, = B a kaZda z lselek
PP, lezi v M. P¥ikladem oblasti je mnoZina {X € E, : o(A, X) < ¢}, kde A je
dany bod a ¢ je dané kladné &islo.

Uved me si tyto p¥iklady.(Dale uvedené mnoZiny si graficky zndzornéte.) Necht A € E,
a necht 6 > 0 je libovolné ¥islo. Potom
1. Mnozina M ={X € Ey: p(A, X) < d}. je otevfend mnoZina.
2. MnoZina h = {X € Ey: p(A, X) =9} je hranici mnoziny M. KaZdy jeji bod je
hrani¢nim bodem mnozZiny M.
3. Mnozina M ={X € Ey: p(A, X) <4} je uzavienou oblasti.
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]W

<7

Obrazek 12.2: Vnitini, vnéjsi a hranicni bod mnoziny.

Pojem funkce vice proménnych.

P¥ed zapoletim studia této podkapitoly si zopakujte pojmy spojitost funkce jedné
promé&nné v daném bodé&, véty o spojitosti soultu, rozdilu, soucinu a podilu dvou funkci
jedné proménné a o spojitosti funkce sloZzené ze spojitych funkci.
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Definice 12.1.

Necht n € N, D C E,. Potom zobrazeni f mnoZiny D do E; nazyvdme reélnou
funkci n-promé&nnych. Ozna¢ime-li X = [x1,xs, ..., x,] € K, Ize tuto funkci zapsat
Jjako

z = f(x1,29,...,2,), resp. z= f(X).
NemiiZe-li dojit k omylu, budeme &asto v dalsi &asti textu misto terminu ,redlné
funkce n-proménnych “ pouZivat jednoduse termin ,funkce “.

Poznamka. Proménné funkci n-proménnych budeme vétsinou oznalovat x1, xo, . . ., .
Je-li té&chto proménnych jen nékolik, byva zvykem je oznalovat téZz z,vy, z,u,t nebo
pouZit oznaceni obvyklé pFislusné aplikaci.

Je-li f funkce n-proménnych zadana predpisem bez uvedeni defini¢niho oboru,
rozumime jejim definiénim oborem mnoZinu vsech bodi [x1,...,x,] € E,, pro
néZ ma uvedeny predpis vyznam.

Pt¥iklad 12.1. Urcete defini¢ni obor funkce

z=v4—22—y’+In(l —z —y). (12.2)

ReZeni. Ponévad? defini¢ni obor funkce (12.2) neni uveden, rozumi se jim mnoZ¥ina
viech bodil [x,y], pro n&Z Ize vyraz na pravé stran& (12.2) vypotitat. Zfejmé& jsou to ty
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body [z, y], pro n&Z plati
4—2*—y*>0 A 1—xz—9y>0. (12.3)
Odtud dostavame
Pyt <4 A zty<l (12.4)

Rovnici 22 + 4> = 4 je definovana kruZnice k se stfedem v po&atku o polomé&ru 2.
Oznatme A; C E; mnoZinu téch bodi [x,y|, které leZi uvnit¥ kruZnice k a Ay C E
mnoZinu téch bodi, které lezi vn& kruznice k. Pon&vadZ bod [0,0] € A; vyhovuje
nerovnici

° +y° < 4, (12.5)
vyhovuji této nerovnici i viechny body z Ay, vdechny body [z, y] € Ay vyhovuji nerovnici

® 4+ y? > 4. (12.6)
Nerovnici

2?4y’ <4

vyhovuji tedy v8echny body [z, y| € E,, které leZi uvnitf a na kruZnici k.

Rovnici 4y = 1 je definovand p¥imka, kterd protind osu = v bod& [1, 0] a osu y v bod¥&
0, 1]. Tato p¥imka rozdé&luje rovinu (Oxy) na dvé poloroviny B;, By. Oznaleni volme
tak, Ze potatek 0 = [0,0] € By. PonévadZ bod [0, 0] vyhovuje nerovnici

vty <1, (12.7)
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vyhovuji nerovnici (12.7) v8echny body [z,y] € B; a pro body [z, y] € Bs plati z+y >
1.

Je tedy defini¢nim oborem funkce (12.2) mnoZina v3ech bodil [z,y] € B, které lezi
uvnitf a na obvodu kruZnice k. Viz obr. 12.3.

Obrazek 12.3: Defini¢ni obor funkce (12.2)
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Definice 12.2. (Spojitost funkce v oblasti D)

Necht n € N a D je oblast, resp. uzaviend oblast v E,,, v ni¥ je definovand funkce

z= f(x1,...,2,).
Necht X° = [29,...,2°] € D. Rekneme, Ye funkce f(X) je v bodé X =
[29,...,2%] € D spojita, jestlize

e Je v ném definovana

o Ke kaZzdému ¢&islu ¢ > 0 existuje takové kladné Cislo 0 , Ze hodnota funkce
f(X) v kaZdém bod& X € D vzddleném od bodu X° o méné nez § se lisi od
hodnoty funkce f v bodé X" o méné neZ ¢, tj.

o(f(X), f(X?) <e.

Poznamka. Jestlize funkce je spojitd v kaZzdém bodé& mnoziny D, budeme ¥ikat, Ze je
spojita na D.
Zjisténi, zda dana funkce je spojita v uvaZzovaném bodé by bylo podle této definice velice

obtizné. Spojitost Fady funkci odvodime ze znalosti spojitosti funkci jedné proménné
podle ndsledujicich vét.
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Poznamka. Uvazujme funkci jedné proménné
z =3z + 1. (12.8)
Tuto funkci Ize pFepsat na tvar, obsahujici vice proménnych, nap¥. na funkci
2z = 3x; + 0z9 4+ Ox3 + 1. (12.9)

Potom (12.9) a tedy i (12.8) Ize chapat jako funkci t¥ prom&nnych 1, x9, x3. Budeme
fikat, Ze funkce (12.8) vznikla z (12.9) vypusténim nevyznamnych promé&nnych z,, x3,
resp. Ze funkce (12.9) vznikla z (12.8) p¥iddnim nevyznamnych promé&nnych z,, 3.
Pon&vadz funkce (12.8) je spojitd v kazdém bod& z1, je v kazdém bod& [z, z9, x3)
spojita i funkce (12.9).

KaZdou funkci f jedné proménné x Ize chapat zaroveri jako funkci F(x) = f(x1)+
0.z9 + ...+ 0.z, n— proménnych. Misto I' budeme opét psat f. Je-li funkce f
jedné proménné spojitda v bodé x1 = a, potom i funkce f, chapana jako funkce
n proménnych x1,...,x,, je spojitd v bod& [a,xY,...,20], kde 23,...,2° jsou
libovolna C&isla. Poznamenejme, Ze elementarni funkce jedné proménné jsou spojité
ve svém definiénim oboru.
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Véta 12.3. Spojitost souctu, soucinu a podilu funkci

Necht n € N a necht D je oblast (resp. uzavfend oblast) v E,. Necht funkce
f(X), g(X) jsou dané funkce spojité v bodé X° € D . Potom i funkce

f(X) £ g(X), f(X).9(X)

jsou spojité v bodé X°. Je-Ii navic g(X°) # 0, je i funkce % spojitd v bodé X°.

Slozena funkce a jeji spojitost

D¥ive, nez pfistoupime ke studiu této Casti textu, zopakujte si pojem slozené funkce
jedné proménné a vétu o spojitosti slozené funkce jedné proménné.
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Definice 12.4. (SloZena funkce n-promé&nnych)

Necht ) je oblast (resp. uzav¥end oblast) v prostoru IE,, a necht D je oblast (resp.
uzav¥end oblast) v E,. Necht

Z:f(y17"'7ym)
Je funkce definovand na Q). Necht funkce
Yy = spl(xla"wxn)a"'aym — Spm(xla"-axn)

Jsou definované na mnoZin& D. Necht pro kaZdy bod X = [x1,...,x,] € D je
[(01(X), ..., om(X)] € Q. Potom funkce

F(X) = f(ei(X).....om(X)), X €D

se nazyva slozenou funkci. Funkce z = f(y1,...,ym) se nazyva jeji vn&jsi slozkou
a funkce p1(X), ..., pm(X) se nazyvaji jejimi vnitfnimi sloZzkami.

Uved me si nasledujici v&tu o spojitosti sloZenych funkci.
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Véta 12.5. (Véta o spojitosti sloZzené funkce)
Necht funkce

vyi=pi(X),i=12,....m, X=]xy,...,z,] €D CE,,
jsou spojité v bodé X0 = [29,...,2%] € D. Oznaéme

YO=[y0,...,90), kde 30 =i(X"), i=1,2...,m.
Necht na Q) C E,, je ddna funkce

2= fY), YeQCE,.

Necht pro viechna X € D je [p1(X),...,om(X)] € Q. Jestlize funkce f(Y) je
spojitd v bod& Y | je i sloZend funkce

F(X) = f(gpl(X)r"aQDm(X))

spojitd v bodé& XP°.

Priklad 12.2. Funkce z = /2% + 23 je spojitd v bod& [0, 0].

Skuteéné. PoloZme

y = p(x1, z2), kde p(z1,x2) = xf + :193
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Funkce ¢ je definovand na mnoZiné D = [E,; a je spojitd v bod& [0,0]. Ozna&me
y" = (0,0). Plati ¢(0,0) = 0. Polozme z = f(y), kde f(y) = /y. Funkce f(y) je
na intervalu Q = (0, 00) spojitd. Pro kazdy bod [z1, 23] € D je p(x1,x9) € Q2. Funkce
f(y) je spojitd v bod& y°. Podle v&ty 12.5 je tedy funkce z = /% + x3 spojitd v bod&
0, 0.

P¥iklad 12.3. Funkce
Inx

T 224 y?
je spojita v kazdém bod& [z,y] € D, kde

z

D=A[z,y]: 0<z N y€ (—00,00)}.

Skute¢né. Funkci Inx lze povaZovat za funkci dvou proménnych z,y. Je definovana a
spojitd v D. Funkce 2?+y? je definovana a spojitd v kazdém bodé& [z, y] € Es. V kaZdém
bod& [z, 4], [x,y] # [0,0], je * +y* # 0. Podle véty 12.3 je funkce z = xérf;g jakoZto
podil dvou spojitych funkci, funkce spojitd v kazdém bodé [z,y| € D, [z,y] # [0, 0].
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12.1. Parcialni derivace

Zavedeni parcialnich derivaci 1. fadu funkce dvou proménnych

Uvazujme funkci
z= f(z,y), [z,y] € CE,. (12.10)

Dosadme do (12.10) za y pevnou hodnotu y = y,. P¥edpoklddejme, Ze dostaneme
funkci jedné proménné z, totiz funkci

9(x) = f(z,y0), welCE, (12.11)

kde I je takovy interval, Ze [x, ] € Q pro z € 1.

Jako p¥iklad uved me funkci

z =2y, [v,y] € Ey. (12.12)

Zvolme y = 5 a dosad me tuto hodnotu do (12.12). Dostdvéme
z=a%- 5%, tojest z =251 € (—o00,00), (12.13)

to jest funkci jedné proménné.

UvaZujme funkci g(x) urlenou vztahem (12.11). Ptedpoklddejme, Ze tato
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funkce md v bod& z € I derivaci ¢'(x(), potom

g’(xo) — lim g(af() + h) - g(.CCO) tj. g/(xo) — lim f(.CC() + h, yo) — f(gjo, yo) '

h—0 h h—0 h
(12.14)
Tuto derivaci nazyvame parcidlni (€astetnou) derivaci funkce f(x,y) podle = v bodg&
[0, y0]. Jestlize bod xy je levym (pravym) koncovym bodem intervalu I, nahradime
limitu v (12.14) limitou zprava (zleva) v bodé h = 0. Bod [z, yo] miiZe byt libovolny
z ). Misto xg,yo pime x,y. Parcidlni derivaci funkce f(x,y) v bod& [x,y] budeme

znadit jako
w’ nebo fg’g(aj, y) nebo fx(-fUa y)
x

Pon&vadz v (12.10) jsme oznatili funkci f(x,y) jako z, miZeme téZ psat

%
oxr’

/

Zos

2.

Chceme-li vyznatit, Ze se jedna o parcidlni derivaci v bodé [z, yo|, miZeme pouZit nap¥.
tyto zapisy

0 , %, , /
f(g;y())’ (a_iC) xo,yo]’ filzo,v0),  [fo(zo,%0), 2p(xo,v0), 22(To,%0)-

(12.15)
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V oznadeni parcidlni derivace je pouzit symbol 9. Tento symbol O neni pismenem Zadné
abecedy. Srovnejte si oznaleni derivace (11.18) funkce jedné prom&nné s oznatenim g—i
pro parcidlni derivaci.

Parcidlni derivaci funkce z = f(z,y) v bod& [z, y| podle proménné z Ize tedy definovat
jako

ax h—0
pokud tato limita existuje.

Analogicky zavddime parcialni derivaci funkce z = f(x,y) podle y v bod& [z, yo].
Dosadme do (12.10) za = pevnou hodnotu = = zy. Ptedpoklddejme, %e dostaneme
funkci jedné proménné y, totiz funkci

hy) = f(zo,y), y€J, (12.17)
kde J je takovy interval, Ze [zg,y] € Q, y € J.

UvaZujme funkci h(y) uréenou vztahem (12.17). MiiZe se stét, Ze tato funkce ma v bod&
Yo € J derivaci, to jest, Ze existuje
hyo + k) —Rlyo) . F(@o. 90 +F) — flzo. 90)

li tj.
P k S L ) k

(12.18)

Tuto derivaci nazyvdme parcidlni (¢aste¢nou) derivaci funkce f(x,y) podle y v bod&
[0, yo]. Jestlize bod vy je levym (pravym) koncovym bodem intervalu .J, nahradime
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limitu v (12.18) limitou zprava (zleva) v bodé h = 0. Bod [z, yo] miiZe byt libovolny
bod z Q. Misto xg,yy pidme z,y. Parcidlni derivaci funkce f(z,y) v bod& [x,y] podle
y budeme znadit jako

8f(:1:,y) /
a—y, nebo fy(az,y) nebo  f,(z,y).
Zapisy
0z ,

Ize rovn&Z pouZit pro parcialni derivaci funkce z = f(x,y) podle y. Je tedy

0f(z.y) _ . fl,y+k) — f(z,y)
oy k-0 k ’

pokud tato limita existuje.

Jestlize 2[(2:0) (af ) existuje pro [x y] € Q1 C Q, je ke kazdému bodu [z,y] € O

ox
pFitazeno &islo 2L (x ) (af(x y)) Je tedy (ag) funkce prom&nnych x, vy na ;. Symbolem
9z(xo,
(%2) tro.00] ((g;) [wo.yo]) Dudeme znatit téz Z(goxy‘))
8z(z0ay0)

Priklad 12.4. Necht
z =223y — 3xy® 4+ 22 — 3y + 1. (12.19)
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Abychom vypoditali %, povaZzujeme v (12.19) y za konstantu a derivujeme (12.19)
podle x. Dostdvame

)
P 9.3t 3P 2, i
ox

o
6—2 = 622yt — 3% + 2. (12.20)

Abychom vypotitali g—z, povaZzujeme v (12.19) = za konstantu a derivujeme (12.19)

podle y. Dostavame

)
a_; = 8a%y® — 15ay* — 3. (12.21)

Funkce (12.20), (12.21) jsou definované v kazdém bodé [z, y| € 2. Nap¥.

0z
(%> = [62%y" — 3y° + 2y =6-27-3" = 3.3 +2,
[2,3]

to jest

9z = 1944 — 729 + 2 = 1217.
(9$ [2 3]

Podobné nap¥.

B
(—Z> = [82%y® — 15ay* — 3] = —3.
Y/ o2

532e@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ® Close ® Quit



Podivejme se nyni na geometricky vyznam parcidlnich derivaci

&) (&)
ax [560790], &y [500790]

Sledujme obr. 12.4.

z = f(wo,y)

g

o, Yo

x

Obréazek 12.4: Geometricky vyznam parcidlnich derivaci.

Oznadili jsme
g(l’) - f(xvy())
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a poloZili jsme (g_i)[a:o,yo] = ¢'(zp). Rovnici

z=g(@), t. z=f(z,p)
je definovana k¥ivka, oznaend na obrazku 12.4 jako 'C'. Rovnici
z="h(y), t. z= f(zo.y)

je definovéna k¥ivka, oznatend na obrazku 12.4 jako 2C'. Je tedy

of of
() (-,
’ " Ox [20,Y0] ” ay [20,Y0]

smérnice te¢ny 't (*t) ke k¥ivce 1C (2C) v jejim bod& T'.
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Zavedeni parcialnich derivaci funkci n—proménnych

UvaZujme nyni funkci n-proménnych
z= f(z1,29,...,2,), nEN, X=[r,...,2,] € QCE,. (12.22)

Zvolme i € {1,2,...,n}. Dosadme za kazdou promé&nnou z;, j = 1, 2,...,n, j # i, v (12.22)
pevnou hodnotu x?. Dostali jsme tak funkci jedné prom&nné z;, oznaéme ji ‘g(x;). Dostdvéme

‘g(x;) = f(2,..., 22 2, x?+1, o). (12.23)
Jestli tato funkce md v &isle ¥ derivaci ‘g'(z?), nazveme ji parcidlni derivaci funkce (12.22) podle
z; v bodd X0 =[2f, ... a0 2 2 ..., 20] € Q. Znatime ji jednim ze symboli
DF(XY) [ of 0:(Xy) [ 0= )
— — — f(Xo), 25,(X°), z,(X"). 12.24
axz I amz ) azl I 8$Z X ? axlf( 0)7 Z:ltl( )’ z 1( ) ( )
Bod X = [a9,29,...,2%] miZe byt libovolny bod z €. Misto parcidlnich derivaci
v bod& X' je miiZeme uvaZovat v bod& X = [11, %9, ..., 7,].

Parcialni derivace

nazyvame parcidlnimi derivacemi prvniho radu.
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Pt¥iklad 12.5. UvaZujme funkci
1 Sini—z
Tato funkce je definovana v kazdém bodé X = [x1, 29,23 € E3, X # [271,29,0].

Uréeme g—é. Derivujme (12.25) podle promé&nné xs. Proménné x1, x3 uvaZujeme jako
konstanty. Dostavame

(12.25)

1 oos @2 (22 1 p2 1) — o in Z2 .
0z  wigcost-(wy+ a3+ 1) —aysin - 23,

2 2 2
725 (3423 +1)
Upravu pfenechavam c&tenafi.

Zavedeni parcialnich derivaci vyssich radua.
Ptredpokladejme, Ze funkce

z=f(xy, T, Tiye oy Tp), X =21,...,%5...,2,) EQCE, (12.26)

je definovana na €2 C [E,, a ma parcidlni derivace

0
a—;, i=1,2,....n (12.27)
v kazdém bod& X = [z1,29,...,2,] € 1 C Q. MiZeme se na né tedy divat jako

na funkce n-proménnych na ;. JestliZe parcialni derivace % mad parcidlni derivaci
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0 _ 0 0 ¥ 922(Xo)
podle 2; v bodé X" = [2{,29,...,20], oznatime ji 5 0, . Uved' me si nékolik dalgich
uzivanych oznadeni

2100] | 2505

8%8:6] 8_1%81;3’ xli(XO) le (XO) flx( 0)7 fIZxJ(XO) (1228)

Nazyvame ji druhou parcidlni derivaci funkce f podle Ii,l’j (v tomto poFadf) v bodé

0 v . . I Vwv" 8 A 8 z 15 ) )
X" Jestlize 1 = j, piseme vétSinou o misto Juon esp. 2! 2 mlsto z Jestllze 1 g,
Ve / -/ Ve . . 2
nazyvdme parcidlni derivaci 8862 smiSenou.
LiO0T

P¥iklad 12.6. Necht

z = Sx%x%azg

Vypocitejte v8echny jeji parcidlni derivace 2. Fadu. Napted vypocitdme parcialni derivace
1. ¥adu. Dostavame

0z 0z 0z
Fra 6217575, = 1229253, = 91‘%3:‘2133%
L1

Oy Os
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Ptikro¢me k vypoctu vech parcidlnich derivaci 2. ¥adu. Dostdvame

0%z 0%z 0%z
= 6573, ——— = 24x 12503, ——— = 1837573,
8x1 011019 011013
0%z 0%z 0%z
— = 242, a5 = 36:6%[6%33%, —F = 363}%1‘%1’%,
8x28x1 85172 8x26:c3
0%z 0%z 0%z
— = 18x1x%x§, — = 36xtwias, 5 = 1822253,
013011 013029 Oxs

Poznamka. VSimnéme si, Ze v tomto pfikladé je

0%z B 0%z
8@8@ - 8%83:/

i,j=1273, i#j.

Jinymi slovy, v tomto p¥ipad& nezdlezi na poradi derivivani.

N 44

Podobné se definuji parcialni derivace vyssich ¥adl. Je-li ddna nap¥. funkce

z=f(X), X=l[r,29,...,2,], X€EQCE,, (12.29)

3
potom napf¥. parcidlni derivace 3. ¥adu 5 a obdrzime takto. Vypocitdme - 6f . to zna-

mena, Ze xy,x3..., T, povazujeme za pevne hodnoty a derivujeme (12.29) podle x9.
Predpokladame, Ze tato derivace existuje na jisté podmmnozing €2y C €. V dals$im
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kroku derivujeme funkci 8—f opét podle proménné x5, tj. politejme 3en (gxf) To zna-

mena, Ze x1,x3...,%, ve funkci —f povaZujeme za pevné hodnoty a derivujeme ji
podle z5. Pfedpokladame, Ze tato derlvace existuje na jisté podmmnozme Oy C Q.
Dostaneme tak na €25 funkci a f V dal$im kroku derivujeme funkei 2 o2 2, definovanou na
(29, podle proménné :1:1. To znzmena, Ze To9, T3 ..., T, poOvazujeme za pevné hodnoty
a derivujeme funkei 2 7 definovanou na {25, podle x;. Jestlize tato parcialni derivace

existuje na {23 C {29, mame v kaZzdém bodé mnoZziny €23 definovanou parcialni derivaci
O3 f

8$%6I1 ’
7 ~7 " s Pe . ./ ;. . . an an
Je otdzkou, co Ize ¥ici o0 vzajemném vztahu mazi parcidlnimi derivacemi =
or ﬁxl 83923116':@
83

T Tyto parcidlni derivace se li$i pofadim proménnych, podle nichz jsme provadéli
derlvovanl. Plati tato véta.

Véta 12.6.

Necht funkce n-proménnych
z=f(X), X=l[r,29,...,2,), X e€Q

m4& v jistém okoli Us(X"), X° € Q, spojité vsechny parcidini derivace ¥4du k, potom
nezaleZi na poradi proménnych, podle nichZ derivujeme.

Tedy nap¥. mé-li funkce f(z1,x2) v okoli bodu X° = [29, 9] spojité viechny parcidlni
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2f 9

derivace 2. ¥adu, potom D10t — Dradrs”

Poznamka. Véta 12.6 je vyslovena za ponékud silngjSich predpokladi, nez je nutno.
P¥iklad 12.7. Necht

z = $3y2t4.
Potom plati
0z 0%z 03z
R = 622yt = 242%yt?
ar Y aray Y Grayar oY
Podobné 5 o2 5
z z z
_:432153, —:83t3, :242t3
a0V ooy 0 Grayer Y
03z 3z

Vidime, Ze Juo 0 Diopon K tomuto zavéru bychom prisli pfimo uZitim véty 12.6,
nebot vdechny parcialni derivace funkce z = 23y%t* jsou spojité ve E;.
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Parcialni derivace slozené funkce

P¥ed zapocetim studia této problematiky si zopakujte vypoclet derivace sloZzené funkce

jedné proménné.

Véta 12.7. (Derivace sloZzené funkce)

[Y1, . .., ym], md spojité vechny parcidlni derivace 1. ¥ddu v bod& Y =
kde v = ¢:(X?), i =1,2,...,m. Potom sloZend funkce

zZ = F(X) - f([@ol(X)77§0m<X)])

md v bod& XV viechny parcidlni derivace 1. Fadu a plati

IF(X) _ <~ 9f(Y°) 9pi(Xo)
3:13i ; ayz axl 7

Jj=1

1=1,2,...,n.

Necht funkce ¢;(X), X = [x1,...,2,] € E,, i = 1,2,...,m, maji viechny
parcidlni derivace v bodé X° = [2V, ... 2%]. Necht funkce = = f(Y), YV =

[y17 s 792@],

P¥iklad 12.8. Necht

z:\/1+(x+y)2, [z, y] € .

w7 . 02
Vypolitejte 3x5y'
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ReZeni. Funkce (12.30) je sloZena funkce. Funkce z = f(u), kde f(u) = v/u, je jeji
vnéjsi slozkou a u = p(z,y), kde o(z,y) = 1 + (z + y)?, je jeji vnitfni slozkou. Podle
véty 12.7 dostavame

0z

1 1
0r  2\/T+ (z+y)

2(x +y).

Po upravé dostdvame
0z T +y

ox VIt (z+y)?

Parcidlni derivaci funkce % podle y dostdvame

(12.31)

52, _1.\/1+(x+y)2_(x+y)%\/ﬁ2(x+y)
— 5 .
00y (\/1 + (:C+y)2)

Upravou dostaneme

0%z 1
dxdy (1 +(a+ y)2) VIt @+y)?
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Tecna k prostorové krivce a tecna rovina k plose.

Za¢neme se zavedenim pojmu tecny ke kFivce.
Teéna ke kfivce. Necht
LUZ‘:(,OZ'(t), tel CEy, 1=1,2,...,n, (1232)

jsou spojité funkce na intervalu I. Rovnicemi (12.32) je vyjdd¥ena kFivka, oznaéme ji c,
v tak zvaném parametrickém vyjad¥eni. Necht t, € I. Polozme

l’?IQOZ(to), i:1,2,...,n.

Oznaéme
0 0 0
T =[x],z9,...,2,]

Necht M je bod na k¥ivce ¢ odpovidajici parametru to + h € I, kde h € E;. Tedy

M = [‘pl(tO + h)7 902(t0 + h)v s agpn(tO + h)]

Smérovym vektorem p¥imky uréené body T', M je vektor

s = (s1(h), s2(h), ..., s.(h)),

kde . " .
si(h) = pilto + })L_%(O), i=1,2,....n.
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Jestlize existuji

s? =lims;(h), i=1,2,...,n,
h—0

~

to jest, jestlize funkce

maji v bodé ¢, derivace

SQ:gog(to), i=1,2,...,n,

7

potom pFimku
v =20 +s)-t, i=12,...,n, t&(—00,00)

nazyvame te¢nou ke k¥ivce ¢ v bod& T'. Na obr. 12.5 je zndzornéno zavedeni tecny ke
k¥ivce pro n = 2.

Dospéli jsme k tomuto zavéru.
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T2

Mlpi(to + h), pa(to + h)]

Tp1(to), p2(to)]

x

Obrazek 12.5: Zavedeni tecny ke kiivce.

Necht
Izzgﬁz(t% tel CEy, 1=1,2,...,n,

jsou spojité funkce na intervalu I. Necht ty € I a necht funkce p;(t) maji v bod&
to derivace ¢i(ty), i = 1,2,...,n. Potom p¥mka

x; = pi(te) + Api(te), i=1,2,...,n, X€ (—00,00)
Jje tecnou ke kFivce
xlzgpl(t), tel, 1=1,2,...,n,

v bodé T[g@l(to), ceey gpn(to)]
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Pt¥iklad 12.9. Ke k¥ivce

x1 = 2cost, xo = 2sint, vy = 3t, t € (—00,00) (12.33)
napiste rovnici te¢ny v jejim bod€ 7" daném parametrem ¢ = 7.
Reseni. Dosazenim ¢ = Z do (12.33) dostavame bod

T =[V2, \/5,3%].

Ponévadz
(2cost) = —2sint, (2sint) =2cost, (3t)' =3,

je smérovy vektor s te¢ny v bodé T' roven
s =(—v2,v2,3).
Tedy te¢na k zadané kfivce v j€jim bodé T' ma parametrické vyjadreni

1;'1:\/_—\/§A,
3322\/5—1-\/5)\,

vy = 3% 43,

kde A € (—00, 00).
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Teéna rovina k plose. Necht
z2=F(X), X=lz1,...,2,) € D CE,

ma v D spojité viechny parcidlni derivace 1. ¥adu. Necht Ty = [29,...,2%] € D a

’n

T=1[2Y,...,2% 29, kde 2° = F(2?,...,2%) je bod na ploge z = F(X). Necht funkce
r,=pt), tel, i=1,2,...,n,
maji derivace 1. ¥adu v bod& ¢, € I a necht
) = pi(ty), i=1,2,...,n.
Oznaéme c k¥ivku v [E,, 1 danou v parametrickém vyjad¥eni rovnicemi
B= o), s ma= oal), 2= Fli,pa®) (12,30

leZici na ploge z = F(x1,...,x,). Smérovy vektor tedny k¥ivky c v jejim bod& T je

5= <¢i(to),~-,%(to), (5 ), Ao+ (5) %(to)> .

Vektor s je kolmy na vektor

~(Gn), - am), )
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(Skalarni sou&in téchto vektorl je roven nule.) Ozna&me 7 rovinu

OF OF
TEz—F(TO):<a—xl> (:1:1—:1:(1))+---+(6x) (2 — 20).
Ty n/ Ty

Te€na ke k¥ivce (12.34) v bod& T leZi v rovin& 7. Tato rovina zavisi pouze na rovnici
plochy z = F(X) a na bod& T'. Nazyvdme ji te¢nou rovinou plochy z = F'(X) v bod¥&
T.

Necht funkce z = F(x1,...,7,) ma spojité vechny parcidlni derivace 1. ¥adu
v bodg& Ty = [29,...,20]. Oznatme 2° = F(af,...,20), T = [29,..., 29, 2°] bod
na plose z = F(xy,...,x,). Potom rovina
or or
0 0 0
z—z == r1—Ty)+ -+ Tp— T
(5 ), = es (50), st
je te¢nou rovinou k plode z = F(x1,...,x,) v bod& T

P¥iklad 12.10. Napiste rovnici te¢né roviny k plose z = \/x2 + y2 vbod& T' = [4, 3, 7]
na dané plose.

ReSeni. Napred uréime z. Dostdvame

20 = V42 + 32 =5.
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Urcime parcidlni derivace 1. ¥adu funkce z = /22 + y? v bod& Tj = [4, 3]. Dostdvame
0z x 0z y (62) o (52) 3
(933 A /332 —I— yQ’ ay A/ aj2 —I— ’y2’ ax [473] 57 ay [4’3] 5
Tedy hledanou te¢nou rovinou je rovina
4 3
=2 5=—(z—4)+2(y—3).
r=z-5=i—4)+ oy
12.1.1. Totalni diferencial

Totalni diferencial funkce dvou proménnych
P¥ed zapocetim studia této podkapitoly si zopakujte diferencidl funkce jedné proménné.
Definice 12.1. (Totalni diferencial funkce z = f(x,y))

Necht z = f(z,y) je funkce definovand v daném §-okoli Us([a,b]) bodu [a, b]. Necht funkce f(z,y)

mé& v bod& [a,b] spojité parciélni derivace oL, g_g. Potom funkci df v prom&nnych h, k, danou
vztahem o/ o7
df(a,b,h k) = [ == h+ (=L k 12.35
f(a,b,h k) (%)[aﬂ +(8y)w | (12.35)

nazyvdme totdlnim diferencidlem funkce f(x,y) v bodé& [a, b].
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Pro takto zavedeny totdlni diferencidl plati tato véta.

Véta 12.8. Necht funkce z = f(x,y) md v bodé& [a, b] spojité parcidini derivace 1. ¥adu.
Potom existuji § > 0 a funkce n(h, k) tak, Ze pro h, k, pro n&Z [a+h,b+k] € 3Us([a, b])
1) lati

plati

Fla+hb+k) — fa,b) = (g) ht (%) k), (12:30)
n(

0.t
: hk)
o e = O (12.37)

Poznamka. V diferencidlu (12.35) se €asto misto h, k piSe dx, dy. Diferencidl df funkce f(x,y)
v bod& [a, b] se pak zapisuje takto

_(9f of
V= <8$) [a,b] ot <8y) [a,b] W

Pr¥iklad 12.11. Napiste diferencial funkce z = 23y* v bod& [2, 3].

Reseni. Funkce z = z%y* ma spojité parcidlni derivace v kaZdém bod& [z, 7], tedy i
v bodg& [2,3]. Podle (12.35) dostavdme

dz = (3$2?J4)[2,3]d$ + (4x3y3)[273}dy,

1) 3U5([a,b]) je okolf bodu [a,b] uréené metrikou ps.
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t].
dz = 972 dx + 864 dy.

Analogicky Ize zavést diferencial funkce n-proménnych.
Definice 12.2.

Necht funkce z = f(X), X = [z1,...,2,], n € N, md v oblasti  spojité parcidlni
derivace 1. ¥addu. Potom

([ 9f of
df = (3_171))( dry+ -+ + <axn>X dx,, (12.38)

nazyvame totdlnim diferencidlem funkce z = f(X) v bod& X = [zy,...,2,] € Q.
Je tedy df v bodé X funkci proménnych dzq,...,dz,.

Véta 12.9. Necht funkce z = f(X), X = [z1,...,3,] md v bod& X° = [, ..., 2]

7N

spojité parcialni derivace 1. Fadu. Potom existuje 0 > 0 a funkce n(dxy,...,dz,) tak,
Ye pro dxy,...,dx,, pro n&Z [2) + dxy, ..., 20 +dwx,] € Us(X°) plati

0 0
= <8_xfl> + -+ (%) —|—77(dx1,...,d:vn),
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n(dxy,....dz,)

pFI. cemz /Imlta m 74 bOdé [O, ce 0] ma hOantU 0.

Dikaz: Dikaz je analogicky jako diikaz specidlniho p¥fipadu n = 2 uvedeném ve vété
12.8.

Z této véty vyplyva, Ze

af) (8f>

0 0 0 0

+dxy, ..., x, +dx,) — e Ty) R dxqy + -+ dx,,.
P2+ a2+ da) — (0 a?) ((%l o )

Totdlni diferencidl vyjadfuje p¥irustek na te¢né roving, prejdeme-li z bodu X° = [z, ... 2Y]
do bodu X = [z + dzy, ..., 20 + dx,).
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12.2. Extrémy funkci vice proménnych

Lokalni extrémy

Lokalni extrémy funkci n-proménnych zavadime analogicky jeko u funkci jedné proménné.

Definice 12.3.

Necht f(X), X = [x1,79,...,2,], je funkce n-prom&nnych definovand na oblasti
Q. Necht X0 = [29 25, ... 2%] € Q. Necht existuje § > 0 tak, ze Us(X") C Q a
Ze pro véechna X € Us(XY) plati

FX) < f(X%) (F(X) = f(X7).

Potom ¥ikdme, Ze funkce f ma v bod& X lokdIni maximum (lokdIni minimum).
Lokalni maxima a lokdIni minima nazyvdme spole¢nym nazvem lokalni extrémy.
Necht existuje § > 0 tak, Ze Us(X") C Q a Ze pro vdechna X € Us(X?), X # X°
plati

FX) < (X% (F(X) > F(XT).

Potom Fikdme, Ze funkce f ma v bodé X O Viastni lokdlni maximum (vlastni lokalni
minimum). Vlastni lokalni maxima a vlastni lokalni minima nazyvame spole¢nym
nazvem vlastni lokalni extrémy.

Z této definice je patrno, Ze jestlize funkce f(X) ma v bod& XV lokdlni maximum
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(minimum), potom maji i viechny funkce

E(t) = f(2,... 2] t, 20 4, ... 20, 1=1,2,...,n

v bodé z;, i = 1,2,...,n, lokdlni maximum (minimum).
M&-li tedy funkce Fi(t), i = 1,2,...,n, v bod& x? derivaci, je rovna 0. Podle definice

parcialni derivace funkce f je v8ak derivace funkce Fj(t) v bod& x¥ rovna parcidlni
derivaci funkce f(X) podle x; v bod& XY, takze

F/(z)) = g—i(xo) =0, i=12,...,n
Funkce f(X), X = [z1,...,x,], definovana na oblasti §), miZe nabyvat lokalni

extrém pouze v téch bodech, v nichZ ma vsechny parcialni derivace 1. Fadu rovny 0,
nebo v téch bodech, v nichZ nemd nékterou parcialni derivaci. Bod X" € Q, v ném#
ma funkce f vSechny parcialni derivace 1. Fadu rovny nule, se nazyva staciondrnim
bodem funkce f.

P¥iklad 12.12. Urcete stacionarni body funkce

z =2+ — 3. (12.39)
Reseni. Vypotitejme parcidlni derivace 1. ¥adu. Dostivame
0z 0z
= =32 -3y, — =3y -3z
Ox Y oy Y
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Staciondrni body jsou ty body [z, y], pro né&Z plati

ox Jy
Z téchto podminek dostdvame systém rovnic
322 — 3y =0, (12.40)
3y> — 3z = 0. (12.41)

Je to systém nelinedrnich rovnic o dvou neznamych. Z (12.48) vypotitame y. Dostavame
y = 12 (12.42)
Dosazenim (12.50) do (12.49) dostavdme
" —x=0.
Tuto rovnici Ize pfepsat na tvar
z(r—1)(z* +x+1)=0. (12.43)

Z (12.51) dostdvame x; = 0, xo = 1. Dalsi dva kofeny dostavdme FeSenim rovnice
2?4+ x + 1 = 0. Tyto kofeny jsou komplexn& sdruZené. Ponévad? uvaZujeme jenom
redlné body, nebudeme je uvaZovat. Dosadime-li x = 0 do (12.50), dostavame y = 0.
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Dosadime-li z = 1 do (12.50), dostvame y = 1. M3 tedy funkce (12.47) dva staciondrn{
body
A[0,0,  B[L,1].

Funkce y = 234y —3zy ma parcidlni derivace ve véech bodech. Na zdklad& dosavadnich
tvah vyplyva, Ze vySetfovana funkce miZe mit lokdlni extrémy pouze v bodech A, B.

UvaZujme nyni opé&t funkci z = f(X), X = [z1, ..., x,] n-prom&nnych, definovanou na
oblasti (2. Budeme vy%etfovat, zda funkce f(X) ma ve stacionarnich bodech extrém.

Zalneme s p¥ipadem n = 2, tedy s funkcemi z = f(z,y) dvou prom&nnych na oblasti
Q). Necht bod [a,b] € Q je staciondrnim bodem funkce f(z,y). Podle Taylorovy véty

pro k = 1 dostavdme
) (5)
— h+ | = k
(81’ oy )

Lo 2 0*f 0% f
Bz = [(8:62) ]h i (85669) €] e <8y ) ]k2] ' (12.45)

Bod [£, 7] je na Use&ce o koncovych bodech [a,b], [a + h,b + K.

fla+h,b+ k)= f(a,b) T + Ro, (12.44)

kde
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Pon&vadz? [a, b] je staciondrnim bodem funkce f, je (%)[a’b] =0, (g—g)[a,b] = 0. Proto

(12.44) Ize zapsat jako
fla+h,b+k)— f(a,b) = Rs. (12.46)

Je-litedy Ry > 0 (Ry < 0) pro v8echna dostate¢n& mald h, k,ma funkce f v bod& [a, b]
lokaIni minimum (maximum).

Rozborem Rs se dokdze ndsledujici véta.
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Véta 12.10.
Necht funkce f(x,y) md v jistém okoli Us([a, b]) bodu [a, b] spojité vsechny parcidini
derivace 2. Fidu. Necht

D @)
0 / 14 Y / fay

Pro body [z,y] € Us([a,b]) poloZme

2f  0f

0x?  Oz0dy

A (x, ’y) e 82f 82f
dxdy  Iy*

Je-li Aa,b) > 0, md funkce f(x,y) v bodé [a,b] lokdIni
extrém. Je-li A(a,b) < 0, nemd funkce f(x,y) v bodé [a,b]
lokdlni  extrém. 'V pFipads, Ze A(a,b) > 0 a (%)Wﬂ > 0
(< 0) ma funkce f(x,y) v bodé& [a,b] viastni lokdlni minimum (maximum).

P¥iklad 12.13. Zjistili jsme, %e funkce z = 2® + 3 — 32y ma dva stacionarni body
Al0,0], B[1,1]. Rozhodnéte, zda tato funkce ma v téchto bodech lokalni extrémy.

Reseni. Funkce z = 2% + 4 — 3zy ma spojité parcidlni derivace 2. ¥adu ve vdech
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bodech. Vypoétem dostdvame

0%z 0%z 0%z 0%z
TE 6y _ 3 ZZ_ygy
Ox? Jxdy  Oydx Oy?
Tedy
6r —3
Az, y) = = 36xy — 9.
—3 6y
Pon&vadz A(0,0) = —9 < 0, nemd vy3etfovana funkce ve staciondrinim bod& [0, 0]

lokdIni extrém. Pon&vadz A(1,1) = 36 — 9 = 27 > 0, ma vySetfovand funkce ve
stacionarnim bodg& [1, 1] lokaIni extrém. Ponévadz?

(922)

Z2) = (6a)yy =6>0,
<3x2 ] [1,1]

md vySetfovana funkce v bodé& [1, 1] lokalni minimum.

Pro funkce n-proménnych plati analogicka véta.

5590First O®Prev O®Next ©®Last ®Go Back OFull Screen ©®Close ©®Quit



Véta 12.11.

Necht funkce f(X), X = [x1, 2, ..., x,] je definovand na oblasti Q2. Necht X° =

(29,29, ..., 2% je jejim staciondrnim bodem, tj. necht

ory ory
(a_xl)xo 0. (axn)xo 0

Necht v jistém okoli Us(X") ma funkce f(X) spojité vsechny parcidlni derivace 2.
radu. Oznacme

2f  _0f _f
0z7 0x10xs " Ox10x:y
O f 2f 2’ f
81’2811 31’2 e 85828’1,‘]6
Dk’ — ’ ) k= 17 27 , 1
0% f 0% f (92_]”
8xk8x1 8xk8x2 e (917%

Je-li

Di(X%) > 0, Do(X%) > 0,..., Dy(X%) >0
(D1(X) <0, Do(X9) > 0,..., (—1)"Dy(X°) > 0),

md funkce f v bod& X lokdIni minimum (maximum).
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P¥iklad 12.14. Urcete lokalni extrémy funkce
u:x2+y2+z2+xy—:vz.

Reseni. PoloZme parcialni derivace

u, = 2r 4y — 2,
u;:2y—|—x,
u, =2z —x

rovny nule. Reenim vzniklého systému rovnic uréime jediny staciondrni bod [0, 0, 0].
Pomoci matice

Uy, Uy, Uy, 2 1 -1
Uy, Uy, w, =1 1 2 0
ul, ul, ul, -1 0 2
ur¢ime
2 1 -1
D 2, D 2! D 1 2 0
1= 4 2 — 1 92 ) 3 —
-1 0 2

Protoze D1 > 0, Dy > 0, D3 > 0, ma vy$etfovana funkce v bodg& [0, 0, 0] ostré lokaln{
minimum.
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Globalni etxrémy

Necht funkce f(X) je definovand na uzav¥ené oblasti  (tj. na sjednocenf oblasti s jeji
hranici).

Rekneme, Ye funkce f(X) n—promé&nnych ma globalni (absolutni) maximum v bod&
X0 € Q, jestlize pro vdechny body X € Q plati f(X) < f(X"). Podobn& ¥ekneme, Ze
funkce f(X) n—promé&nnych m4 globalni (absolutni) minimum v bod& X € Q, jestlize
pro véechny X € Q plati f(X) > f(X").

Globalni maxima a globdlni minima se nazyvaji spole¢énym nazvem globaini extrémy.
Plati tato véta.

Véta 12.12. Necht funkce n—proménych f(X) je spojitd na uzaviené oblasti ().
Potom md na Q globalni maximum a globalni minimum. Je-li X° bod, v némZ funkce

f nabyva na Q globdIni maximum (minimum), potom X° je bud hrani¢nim bodem (2,
anebo funkce f md v ném lokalni maximum (minimum).

Jako priklad nalezeni globdlniho minima funkce f(X) n—prom&nnych uved me nésledujici
priklad.

Lokalni extrémy funkci n-proménnych zavadime analogicky jako u funkci jedné promé&nné.
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Definice 12.13.

Necht f(X), X = [x1,29,...,2,], je funkce n-promé&nnych definovand na oblasti
Q. Necht X° = [29,29,...,20] € Q. Necht existuje § > 0 tak, Ze Us(X") C Q a
Ze pro vSechna X € Us(X") plati

FX) < F(XY) (F(X) > f(X7)).

Potom Fikame, Ze funkce f ma v bodé X 0 lokalni maximum (lokalni min-
imum). LokdIni maxima a lokalni minima nazyvame spole¢nym nazvem lokalni
extrémy.

Necht existuje 6 > 0 tak, Ze Us(X°) C Q a Ze pro viechna X € Us(X"), X # X
plati

FX) < FX) (f(X) > F(XY).

Potom f¥ikame, Ze funkce f mda v bodé X0 ostré lokalni maximum (ostré
lokalni minimum). Ostrd lokdlni maxima a ostrd lokdlni minima nazyvame
spole¢nym nazvem ostré lokalni extrémy.

Uvedme si jak Ize uréit body, v nichZ funkce n—promé&nnych ma lokalni extrémy. Z
dfivéjsiho studia vime, Ze funkce jedné proménné y = f(x) miZe mit lokalni extrém
pouze v téch bodech, v nichz nema derivaci, nebo ma derivaci rovnu 0. Podobné je
tomu u funkci vice proménnych.

5630First O®Prev O®Next ©®Last ®Go Back OFull Screen ©®Close ©®Quit



nazyva stacionarnim bodem funkce f.

Funkce f(X), X = [x1,...,x,], definovanad na oblasti 2, miZe nabyvat lokalni
extrém pouze v téch bodech, v nichZ ma vsechny parcialni derivace 1. fadu rovny
0, nebo v téch bodech, v nichZ nema nékterou z téchto parcidlnich derivaci. Bod
X% € Q, v némZ m4 funkce f vdechny parcidini derivace 1. ¥adu rovny nule, se

Pt¥iklad 12.15. Urcete stacionarni body funkce

z =2+ y° — 3ay.

ResSeni. Vypocitejme parcidlni derivace 1. ¥ddu. Dostdvdme

0z
= =32 -3y, — =3y’ 3z
or " Y oy Y v

Staciondrni body jsou ty body [x,y], pro néZ plati

0
9z _y 2y,
ox Jy
Z téchto podminek dostdvame systém rovnic
322 — 3y =0,
3y — 3z = 0.

(12.47)

(12.48)
(12.49)
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Je to systém nelinedrnich rovnic o dvou nezndmych. Z (12.48) vypotitame y. Dostadvdme
y = 1°. (12.50)
Dosazenim (12.50) do (12.49) dostavdme
' —x=0.
Tuto rovnici Ize pFepsat na tvar
z(r —1)(2* + 2 +1)=0. (12.51)

Z (12.51) dostadvame z; = 0, xo = 1. Daldi dva kofeny dostdvame FeSenim rovnice
22+ x + 1 = 0. Tyto koreny jsou komplexn& sdruzené. Pon&vad? uvaZujeme jenom
redlné body, nebudeme je uvaZovat. Dosadime-li x = 0 do (12.50), dostdvdme y = 0.
Dosadime-li z = 1 do (12.50), dostvame y = 1. M3 tedy funkce (12.47) dva staciondrn{
body

Al0,0], BI1,1].

Funkce y = 234y —3xy ma parcidlni derivace ve véech bodech. Na zdklad& dosavadnich

dvah vyplyva, Ze vySetfovana funkce mize mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich
bodech A, B.

Uved me si nyni v&tu, kterou miZeme v Yad& p¥ipadi pouZit na zji$téni, zda funkce
nabyva ve stacionarnim bodé lokalni extrém, nebo ne.
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Véta 12.14.
Necht funkce f(x,y) md v jistém okoli Us([a, b]) bodu [a, b] spojité vsechny parcidini
derivace 2. Fidu. Necht

D @)
0 / 14 Y / fay

Pro body [z,y] € Us([a,b]) poloZme

2f  0f
0x?  Oz0dy
A (x, ’y) e 82f 82f
dxdy  Iy*

Je-li A(a,b) > 0, md funkce f(x,y) v bodé& [a,b] lokdIni extrém. Je-li A(a,b) <
0, nema funkce f(x,y) v bod& [a,b] lokadlni extrém. V pFipadé, Ze A(a,b) > 0
a (%)[a,b] > 0 (< 0), md funkce f(x,y) v bodé& [a,b] viastni lokdlni minimum
(maximum).

P¥iklad 12.16. Zjistili jsme, %e funkce z = 2% + 3 — 32y ma dva staciondrni body
Al0,0], B[1,1]. Rozhodnéte, zda tato funkce ma v téchto bodech lokalni extrémy.

Reseni. Funkce z = 2% + 4 — 3zy ma spojité parcidlni derivace 2. ¥adu ve vdech
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bodech. Vypoétem dostdvame

0z 0%z 0%z 0%z
Ox? Oxdy  Oyox Oy?
Tedy
6z —3
Ax,y) = = 36zy — 9.
-3 6y
Ponévad? A(0,0) = —9 < 0, nema vySetfovana funkce ve stacionarinim bodé& [0, 0]

lokaIni extrém. Ponévad? A(1,1) = 36 — 9 = 27 > 0, ma vySetfovana funkce ve
stacionarnim bodg& [1, 1] lokaIni extrém. PonévadZ navic

822>
W) = (62)p11) = 6> 0,
(axQ " (1.1]

ma vySetfovand funkce v bodé& [1, 1] lokaIni minimum.

Priklad 12.17. Nalezn&te lokaIni extrémy funkce z = f(x;y), kde f(z,y) = z* +
y? + xy — 62 — 9y.

Reseni. Dan4 funkce je definovand na E,. M4 obg& parcialni derivace fz, fy na svém
definiénim oboru. MiZe mit tedy lokalni extrémy pouze v téch bodech , v nichz jsou
tyto parcidlni derivace rovny 0, tj. ve stacionarnich bodech, t.j. v bodech, které vyhovuji
rovnicim
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of

(52 =)20+y—6 = 0 (12.52)
(g—i =)2y+2x—9 = 0. (12.53)

Jejich YeSenim dostdvame jeden staciondrni bod A = [1,4]. Vypotitejme druhé parcidlni
derivace vy3etfované funkce f(z,y). Dostdvame
Joo =2, fy=2, foy=Jfp=1
Tyto parcialni derivace jsou spojité v [E,. Je tedy
Alxz,y) =22—-1, tj. A(z,y)=3.
Odtud A(1,4) = 3 > 0. Tedy vy3etfovana funkce ma v bodé A = [1, 4] lokalni extrém.
Pon&vadz f,.(1,4) =2 > 0, jde o lokalni minimum.

Ptiklad 12.18. Zjistéte lokalni extrémy funkce

2=ty

Dana funkce ma parcidlni derivace prvniho ¥adu v kazdém bodé€ z [E,. MiiZze mit tedy
lokdIni extrém pouze v téch bodech z [E5, v nichZ obé parcialni derivace prvniho ¥adu
uvazované funkce jsou rovny 0. Tyto body musi tedy vyhovovat rovnicim

20 =0, —2y=0.
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Odtud dostdvame, Ze uvaZovand funkce ma jediny stacionarni bod A[0,0]. Abychom
rozhodli, zda v tomto stacionarnim bodé ma dana funkce lokalni extrém, vypocitejme
A(z,y). Dostavdme

fxx = 2, fyy = -2, fxy =0, A(:r:,y) = —4.
Tyto parcidlni derivace jsou spojité. Ve stacionarnim bodé je A(0,0) = —4. Ponévadz
A(0,0) < 0, nemd funkce z = 22 — y? lokaIni extrém.

Pt¥iklad 12.19. Urcete lokalni extrémy funkce

z =\/x%+ 9>

Tato funkce ma tyto parcialni derivace prvniho ¥adu

X Y
2y = ————, 2, =

Vysetfovand funkce mize mit lokalni extrémy pouze v bodech, v nichZz ma parcialni
derivace prvniho ¥adu rovny 0, nebo v bodech v nichz neexistuje alespoii jedna z nich.
Funkce nema parcidlni derivace prvniho ¥adu v bodé [0, 0]. Obé& parcidlni derivace prvniho
fadu jsou v defini&nim oboru rizné od 0. V bodé [0, 0] je 2(0,0) = 0 a v kaZdém bod&
[z, y] #[0,0] je z(xz,y) > 0. Ma tedy dana funkce v bodg [0, 0] lokalni minimum.

Priklad.Naleznéte lokalIni extrémy funkce

2= 2% +y® — 12xy.
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Reseni. Funkce dvou promé&nnych mize mit lokalni extrém pouze v bodech, v nich?
mad obé& parcidlni derivce prvniho ¥adu rovny nule, nebo v bodech, v nichz nema alespor
jednu parcalni derivaci prvniho ¥ddu.Dana funkce ma obé parcialni derivace prvniho ¥adu
ve vSech bodech. Budeme proto hledat pouze body — stacionarni body, v nichz jsou jeji
obé parcialni derivace prvniho ¥adu rovny 0. Vypoditejme tedy parcidlni derivace prvniho
fadu. Dostdvame

0z 0z
— =32* - 12y, — =2y —12z.

Tyto parcidlni derivace poloZime rovny 0. Dostaneme systém rovnic
327 — 12y =0, 2y— 12z =0.

Z druhé z téchto rovnic vypoditdme y. Dostdvame y = 6. Dosazenim do prvni z téchto
rovnic obdrzime

302 =720 =0, tj. 2°—24r=0 tj. z(x—24)=0

Je tedy bud

1. 1 =0, atedy y; = 0, nebo
2. T9o =24 atedy y, = 144.
Dostali jsme tedy dva stacionarni body: A = [0,0], B = [24, 144].

Rozhodnémé, zda dand funkce ma v nékterém z téchto stacionarnich bodd lokalni
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extrém. Vypocitejme tedy

0%z 0%z 0%z
A = . — :
(x.9) 0x? 0y?  0x0y
Vypoctem dostdvame
0%z 0%z 0%z
Sy, 22 =9 — 19
Ox? © oy? T 0z0y

Je tedy
A(z,y) = 6.2.2 — (—12)°.

1. V bodg [0,0] je A(0,0) < 0, takZe v tomto bod& funkce nemd lokalni exterém
2. V bodé [24,144] je A(24,144) > 0, VySetfovana funkce ma tedy v bod& [24, 144]
lokdlIni extrém.
O jaky extrém se jednd, rozhoduje znaménko hodnoty druhé derivace % v bodé
[24,144]. Pon&vadz (%)[24,144] > 0, ma vySetfovand funkce v bodé& [24,144] lokalni
minimum.
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Kapitola 13

V.Mikulik: Vicerozmeérné integraly

13.1. Urcity integral funkce jedné proménné - zopakovani
pojmu
b

Dfive neZ p¥ikro&ime k zavedeni vicerozm&rnych integralii, zopakujme si pojem ur&itého integralu [ f(z) d.
a

Déleni intervalu, norma déleni

Necht a,b € R, a < b a necht n € N. Necht {z;}7Z] jsou takové zvolené body z intervalu (a,b), %e

=201 <To < - <X <Tip1 <+ <Tp <Tpy1 =0
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Témito body je uréeno n intervall

<ZL’1, x2>7 <._'L'2, $3>, sy <xi7 xi+1>7 LR <'In7 xn+1>-

Budeme ¥ikat, Ze tyto intervaly tvofi dé&leni intervalu (a,b) na n Castelnych intervali. Toto dé&leni
oznatime D,,. Body x; nazveme dé&licimi body. Cislo

| Dn] = max |Tip1 — 4]
nazveme normou dé&leni D,,.

P¥iklad 13.1. Ukazme si p¥iklad takovéhoto d&leni. Uvazujme interval (1,2). Zvolme n = 4 a délici
body x1 = 1; zo = 1,2; 3 = 1,3; x4 = 1,35; x5 = 2. Témito body je urceno d&leni D, intervalu (1,2)
na 4 &astecné intervaly

Dy (1;1,2), (1,2:1,3), (1,3;1,35), (1,35;2).

Normou tohoto déleni je ||Dy4|| = max (0,2;0, 1;0,05;0,65) = 0,65.

Vytvarejici soucet urcitého integralu.

Necht f(z) je omezend funkce na intervalu {a, b). Necht n je p¥irozené &islo. Zvolme déleni D,, intervalu
(a,b) na n Caste€nych intervald s délicimi body

=21 <Tp < <x; <+ <Xy < Tpy1 =D>.

V kazdém &aste¢ném intervalu < x;,z;,1 > tohoto déleni D, zvolme bod "¢ pro ¢ = 1,2,...,n..
Ozna&me dale "€ = {"&," &, ..., &, } uspofddanou skupinu téchto n &isel . Potom &islo
f Dn7£ Zf fz Tit1 _xz) (131)
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nazyvame Riemanovym integralnim souctem (vytvarejicim souctem) funkce f p¥islusnym k déleni D,, a
skupiné Cisel €. Na obr. 13.1 je zndzorn&n Riemaniv integrdlni soulet (vytvéfejici soulet) pro zvolené
d&leni Dy a zvolen &isla “€. Na obr. 13.1 je funkce f(z) > 0 pro z € (a,b). Cislo o(f, Dy, *€) aproximuje
intuitivné chapany plosny obsah rovinného obrazce vytvoteného osou x, pfimkami x = a, x = b a kFivkou

y = f().

y = f(z)

i
>
a=z1 & T2 §2 383 T4 §a  x5=0
Obrazek 13.1: Riemanuv integralni soucet.
Zvolme nyni posloupnost déleni
Di,Dy,....D,, ... (13.2)
Normy téchto déleni tvofi posloupnost
| D1l 1 Dslls - 1Dl - - (13.3)
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Posloupnost (13.2) se nazyva nulovou posloupnosti d&leni, jestlize posloupnost pFislusnych norem (13.3)
ma limitu rovnu 0. Ke kaZdému d&leni D,, p¥itad me nahote uvedenym zpiisobem &islo

o(f.Dp,"€) = Zf ") (@i — ). (13.4)
Obdrzime tak posloupnost

U(f, Dl,l 5)1, O'(f, D2,2 £2>, ce ,O'(f, Dn,n €)n7 e (135)

JestliZe posloupnost vytvarejicich soucti (13.5) ma pro viechny nulové posloupnosti
déleni limitu a tato limita je rovna vZdy témuZ ¢&islu S, nezavislou na volbé bodii
"€, potom toto Cislo S nazyvame urlitym Riemanovym integralem z funkce f(z)

od a do b. Piseme pak
b
= / f(z)dx
Véta 13.1.

Necht funkce y = f(x) je spojitd na uzavieném intervalu < a,b > . Potom
Plati nyni tato vé&ta. | urcity integral fab f(x)dx. Za tohoto pFedpokladu existuje téZ primitivni fun!
na< a,b> (tj. funkce F( ), pro niZ plati F' = f(x) prox € (a,b), F'*(a)
F'=(b) = f(b) )ap/at/f f(x)dx = F(b) — F(a).
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13.2. Zavedeni dvojného integralu

D¥ive, neZ se seznamite se zavedenim pojmu dvojny integrdl, prostudujte si pec¢livé zavedeni Riemanova
uréitého integrilu funkce jedné proménné. Zavedeni dvojného integralu je analogické jako zavedeni
ur&itého integralu funkce jedné promé&nné. Necht ) je uzavfend oblast v roviné (Oxy). Necht n je
pFirozené Cislo. Rekneme, ¥e uzaviené oblasti

W1,wWa,...,Wy

tvofi déleni mnoZziny (2, jestlize w;,w; kde 7,7 = 1,2,...,n,% # j, maji spole¢né nejvyse hraniéni body
a jestli J;_, w; = Q. Necht D,, je rozd&leni oblasti 2 na n oblasti w;, i = 1,2,...,n. (viz.obr.13.2).

Obrédzek 13.2: Dé&leni oblasti 2
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Zaved me si pojem ,,norma dé&leni D, " takto: Ozna&me d; nejdel3i ise¢ku spojujici dva hrani¢ni body
oblasti w;.

Normu déleni D,, budeme znatit |D,,| a definovat vztahem
D, = max|d.

Daéle ozna¢me |w;| plo¥ny obsah oblasti w;. Na obr.13.2 je vyznaleno rozdé&leni uzav¥ené oblasti na , 12"
uzavrenych oblasti wy, ws, . ...w1o a ddle je vyznalena lsecka d, jejiZz délka je normou nakresleného déleni
D12.

Necht na uzavfené oblasti ) je definovana spojitd funkce z = f(z,y). Zvolme déle body P; € w; pro
i=1,2,...,n. Oznaéme "P = (P, P, ..., P,). Utvofme soulet

Budeme jej nazyvat vytvarejicim souctem.

Na obr.13.3 je grafické znazornéni funkce f(z,y) a jeden &len vyrazu (13.6), tj.
S (Pl

V pfipadg, ze f(P;) > 0, potom f(FP;)|w;| je objem télesa, jehoZ podstavou je w;, povrchovymi pfimkami
jsou p¥imky rovnob&zné s osou z jdouci hrani¢nimi body oblasti w; a je omezeno rovinou z = f(P;).
JestliZe tedy f(x,y) > 0 pro (x,y) € 2, potom (13.6) aproximuje objem té&lesa, jehoZ podstavou je €2,
povrchovymi p¥imkami jsou pfimky rovnobézné s osou z jdouci hrani¢nimi body oblasti €2 a je omezeno
plochou z = f(x,y), kde (z,y) € .
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Obrazek 13.3: Vytvarejici souet dvojného integralu

Utvofme nyni posloupnost d&leni {D,}>°, Rekneme, Ze tato posloupnost d&leni je nulova, jestlize
posloupnost

[ DAl 1Dzl - 1 Dnll, -

prislusnych norem ma nulovou limitu.

578eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



JestliZe posloupnost nahofe zavedenych vytvarejicich souctii (13.6),tj. posloupnost

X f(P)|wil bty (13.7)

md pro viechny nulové posloupnosti déleni { D, }°°, limitu a tato limita je rovna
vZdy témuZ C&islu S, nezavislou na volbé bodi "P,potom toto ¢&islo S nazyvame
dvojnym integralem z funkce f(x,y) pFes obor ). Zapisujeme jej takto

ff f(x,y)dxdy. (13.8)
Q

JestliZe funkce f(x,y) je spojita na uzavfené oblasti ), potom existuje integral

[ f(z,y)dzdy.
Q

Geometricky vyznam S = [[ f(x,y)dxdy. je tedy rozdil mezi objemem &dsti t&lesa
0

nad rovinou (Oxy) a objemem télesa pod rovinou (Oxy).

Dvojny integral ma uplatnéni v ¥adé fyzikalnich i jinych aplikaci.

Podivejme se nyni na zplsob vycisleni dvojného integrdlu pres specidlni oblasti 2.

Vycisleni dvojného integralu.
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Normalni oblast vzhledem k ose x(viz. obrazek 13.4) Necht oblast Q v roviné
(Ozy) je omezena pfimkami v = a,x = b, kde a < b a kfivkami y = ¢1(x),y =
oo(x), kde ¢1(x), po(x) jsou funkce spojité na intervalu < a,b > pro néZ plati
o1(x) < ¢o(x), pro x €< a,b >. Potom oblast ) nazveme normalni vzhledem k
ose x.

X=a

x=b
1,(x)
é?\d . 4’2-(><)

byx)

Obréazek 13.4: Normalni oblast
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Podobné s normalni oblast vzhledem k ose y.

Nastinime si nyni odvozeni vypo¢tu dvojného integralu pres normalni oblast. Necht oblast €2 v roviné
(Ozy) je normdini vzhledem k ose x. Necht je omezena p¥imkami x = a,z = b, kde a < b a k¥ivkami
y=¢1(x),y = da(x), kde ¢ (), P () jsou funkce spojité na intervalu < a,b > a necht ¢1(z) < ¢o(x),
pro x €< a,b >. Necht z = f(x,y) je spojita funkce na Q. UkaZme si vypolet [[ f(z,y)dzdy.

o)

V daldim bude ® znad&it téleso omezené rovinou z = 0, plochou z = f(x,y), jehoZ povrchové p¥imky
jsou rovnobéZné s osou z a prochdzeji hrani¢nimi body oboru 2.

Zvolme u €< a,b >. Rovina x = u protind dtvar ® v roviném Utvaru, jehoZ plosny obsah, oznalme jej
S(u), je roven (viz obr.13.5)
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al
N

y
4 =
/ b (u far >
X=u = 0 _(u)
/ : 7
.b/ 4 = x=b
y
X y=_1b’|_()() y= L|J2(X)

Obrazek 13.5: Vysvétleni vypocltu dvojného integralu pt¥es normalni oblast

Rozdélme nyni interval < a,b > na n &asteénych intervall < x;, 2,01 >, = 1,2,...n. Zvolme déle
U €< x4, i1 >,1 = 1,2,...,n. Utvofme soulet

[y = S0, S(ug) (@i — )
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Lehce Ize nahlédnout, Ze S(u;)(x;41 — ;) je pFiblizn& objem &asti t&lesa @, mezi rovinami z = x;, © =
Tit1-

Cislo T',, je vytvaFejicim souttem integralu
b
/ S(z)dz. (13.9)

Dosadime-li do (13.9) S(u) = [ f(u, y)dy, dostavame

¢2(z)

Hf(:v,y)dxdyz / b{ /¢> fz,y)dy}da.

1(z)

Integral fd)f((j)) f(z,y)dy se vy&isluje tak, Ze integrace se provadi podle prom&nné y, na x se pohliZi jako
na konstantu. Vysledkem této integrace je funkce proménné z. Tato funkce se pak integruje podle x od
a do b. Vysledky shrneme do této véty.
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Véta 13.2.

Necht uzavrend oblast Q) je ohrani¢ena pfimkamiz = a,x = b, kde a < b a kfivkami
y = ¢1(x),y = ¢o(x), kde funkce ¢1(x),y = ¢o(x) jsou spojité na < a,b >
a vyhovuji nerovnosti ¢1(x) < ¢o(x) pro x €< a,b >. Necht funkce f(x,y) je
spojitd na Q). Potom existuje [[ f(x,y)dxdy a plati

QO

b roa(x)
£ff(:z:,y)dwdy = /a {/rbl(z) f(z,y)dy}dx (13.10)

Poznamka. Na vzorec (13.10) miZeme pohliZet takto. Oblast €2 se ortogondln& promitad do osy = do
intervalu < a,b > . Zvolime-li x €< a,b >, potom Usetka o koncovych bodech [z, ®;(z)], [z, Pa(x)]
patfi do €2.. Vnitini integrace je podle y v mezich ®1(x) do ®5(x) a vn&jsi integrace je podle x v mezich
od a do b.

Pfiklad 13.2. Vypotitejte integrdl [[ z?ydzdy, jestlize ) je oblast omezend soutadnymi osami.
Q
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x,y a pfimkou x +y — 1 = 0.(viz. obrazek )

Y.

0 x

Obréazek 13.6: Oblast €2 z prikladu 13.2

Reseni. Podle (13.10) dostévédme [[ z?ydzdy = fo {fl “2?ydy}dr = fo L1 dr = 0.5 fo
0

x)%dx = 0.5 fol(xQ — 223 4 at)dx = &

Pt¥iklad 13.3. Vypocitejte hodnotu dvojného integrélu

I= ff(x +y)dz dy

kde €2 je uzaviend oblast v rovin& (Ozy) v prvnim kvartalu ohranienou soufadnymi osami x,y a k¥ivkou

y =1 — x2.(viz.obr.13.7).
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Obrazek 13.7: Oblast €2 z p¥ikladu 13.3

Reseni. Na obr.13.7 je zndzorn&na zadand uzav¥end oblast ©, kterd je normalni jak vzhledem k ose z,
tak i vzhledem k ose y. Integral budeme provadét s vyuZitim toho, Ze ) je normalni vzhledem k ose .
V tomto p¥ipadé je a = 0,0 = 1,¢1(x) = 0,¢2(x) = /1 — 22. Integrandem je funkce spojitd na €.
Podle véty 13.2 dostdvdme

ol pVi-a? _rl y2 1/ 1—x2
I = 1fo {fo (v 4+ y)dy}dr = fo [y + 7]0 dx
= [, (V1 —2%+ 1(1—2?))dx

1 1

= [y evV1—22dx + 5 [ (1 — 2?)dz =

[SV]] )

Poznamka. [ zv/1 — z2dz Ize ¥esit substituci ¢t = 1 — 22

Pfiklad 13.4. Vypotitejte hodnotu dvojného integrélu [ zdzdy, kde oblast Q2 je omezena k¥ivkami
Q
=2rx—1lay=4—(1—x)?(viz.obr.13.10)
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Reseni: Oblast  (viz.13.10) je ohranitena parabolou 3y = 4—(1—x)? shora a pfimkou y = 22— 1 zdola.
Vypotitejme priseciky obou k¥ivek. Dostavdme : P, = [2,3], P, = [—2, —5]. Dand oblast je normaini
vzhledem k ose z. Tedy a = —2,b =2, ¢1(x) = 2z — 1, ¢o(z) =4 — (1 — )%

W 2

Obrazek 13.8: Oblast €2 z p¥ikladu 13.3
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4—(1—x)2

2 2
xdy}dr = / x[y]i;g;? = / (4 —z)*dr =0
—2 —2

2
fj xdxdy :/ {
Q -2 J2z—-1
Pfiklad 13.5. Vypotitejte dvojny integrél [[(z* + y*)dxdy, kde oblast Q2 je omezena p¥imkami y = 0,

Q

y=1l—-zrzay=1+x

Reseni. Oblast € je tvaru trojdhelniku. Je sjednocennim oblasti Q;, Qs ve tvaru trojihelniki. Obor 4
je ohranigen pfimkami x = 0,y = 0,y = 1 + x, obor ) je ohranien pfimkami z =0,y =0,y =1 — z.

Obréazek 13.9: Integra&ni obor z pFikladu
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<Py

Obrazek 13.10: Oblast €2 z p¥ikladu 13.3

Je tedy

ff(xQ + y?)dxdy = ff(xQ + y?)dzdy + ff(:L’Z + y?)dxdy.
Q Q1 Qo
Vypoltem postupné dostavame

fj(mQ + y*)dxdy = /_01 {/OHI(:E2 + 92 )dy}dx + /01 {/Ol_x(z)s2 + y?)dy}dz.
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Integraci podle y dostaneme

1-z 1+z
/1 [2%y + 1/3y° |, Z§da + /o [2%y + 1/3y° |, 5 da =

| =

Pfiklad 13.6. Vypotitejte [[ 2zydady, kde § je uzav¥end oblast vyznalend na nasledujicim obrazku.
)
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Obrazek 13.11: Obrazek k prikladu

ReZeni. Obor Q = O J Q2. Je tedy
fj 2rydxdy = ff 2xydxdy + jj 2zxydady.
Q w1 w2

Dostavame

f 2xydxdy =
Q
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1 V/A-(z—2) 2 Via?

_ / ( / 2wydy}dz + / / 2eydy}de =

0 0
2

1
= [al?lY ot [l e

1

1 2

_ /a:(4 — (z—2)%)dz + /m(4 — 2?)de =

0 1

1 2
= /(—x3 + 42%)dx + /(43: —2¥)dr =
0 1
15,910
274 3

Proved te si jako cvigeni vypocet tohoto p¥ikladu i s vyuZitim okolnosti, Ze €2 je normalni oblast vzhledem
k ose y.

13.3. Trojny integral

Zavedeni trojného integrdlu je obdobné jako zavedeni dvojného integralu. Budeme tedy postupovat ve
vykladu rychleji.
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Necht © je uzavfend oblast v Euklidovském prostoru E3. Necht u = f(z,y, 2) je funkce definovand na
Q.

Rekneme, Ze uzaviené oblasti

W1,wWo,...,Wn

tvofi rozdéleni €2 na n uzavfenych oblasti, jestlize

1. U?:l Wi = Q
2. oblasti w;,w;,t # j maji spole¢né nejvySe hrani¢ni body.

Necht d; je maximalni délka tsecky, jeji? koncové body jsou hrani¢nimi body oblasti w;; nazveme ji
primérem oblasti w;.

Necht tedy {w;}!,} je rozd&leni Q na n uzavfenych oblasti {w;}? ;. Toto déleni ozna&me D,,. Normu
tohoto dé&leni | D,,| definujme vztahem | D, | = max;(|d;|).

Ozna&me |w;| objem oblasti w;.

Zvolme body P, € w; proi =1,2,...,n. Oznatme "P = (P, P,,..., P,).

Utvofme soudet
Sy f (P |wi| (13.11)

Tento soucet nazveme vytvérejicim sou¢tem. Vyznam tohoto soutu zéleZi na vyznamu funkce f(z, vy, 2).
Jestlize nap¥. f(x,y,2) je hustotou hmoty rozprostfené v 2 a jednd se o spojitou funkci v 2, potom
f(P;)|ws| je p¥iblizn& hmotnost w;.
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Necht

{Dn}nz
je takova posloupnost déleni oblasti €2, Ze posloupnost p¥islusnych norem

D}z (13.12)
ma limitu rovnu nule. Budeme ¥ikat, Ze posloupnost (13.12) je nulova.

Necht pro kaZdou nulovou posloupnost dé&leni

{Dn}nta

je posloupnost vytvatejicich sou¢tl X, f(P;)|w;| konvergentni p¥i kaZzdé volb& bodid "P a ma tutéz
limitu S. Potom ji nazyvdme hodnotou trojného integralu ptes obor Q2 z funkce f(z,vy, z). Piseme

S = jgj f(z,y, z)dzdydz.
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Zavedeme si pojem normdini oblasti vzhledem k (Oxy) (viz obrdzek 13.12). Necht
Q) je uzavFend oblast v roving (Oxy). Necht z = ®1(x,y), z = Po(x,y) jsou
spojité funkce v ) a necht
Py (z,y) < Po(w,y) pro [z,y] € Q.
Necht
Q= {[z,y,2]: [1,9] € WA Pi(2,y) < 2 < By, 9)},

potom oblast ) nazyvame normaini vzhledem k rovin& (Oxy). Jestlize f(x,y,z) je
funkce spojita v ), potom existuje

([ 7.2

,y)

fjff z,y, z)drdydz = ff{ / (z,y, z)dz}dxdy.

0 o, (x

a plati

Podobné se zavadi pojem normalniho oboru vzhledem k rovin& (Oxz) a k roviné (Oyz). Plati analogické
tvrzeni o existenci a vypottu trojného integralu [[[ f(x,y, z)dzdydz, kde Q je normalni obor vzhledem
Q

k rovingé Oxy, resp. k roviné Oyz.
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/
EWU, y)l
(7

Obrazek 13.12: Normalni oblast 2 C Fjs

K

Pt¥iklad 13.7. Vypocitejte hodnotu trojného integralu
1= fjf(aczyz3)ydx dy dz
Q

kde
QE{[x7y7z];0§3;§1’ Ogygx, nggxy}
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Reseni. Oznaéme 2; mnoZinu bodu

O ={[zr,y] :2€<0,1>,0<y<a} (viz.obr.13.13)

x

0 1

Obrazek 13.13: Integra&ni obor p¥ikladu 13.7
Podle pfedchoziho ramec¢ku dostavame
*y 1 1
_ 2,3 _ -2, Ay — ~ 6,5
I= if{/o (x*yz°)dz}dx dy = if[4x yz"lpYdx dy £f<4x y°)dz dy

1( “1 6 5d )d 1[ 1 6 G]xd 1 ! 12d 1 [ 13]1 1
Y AV AR5V TV A 312 107 312
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Pt¥iklad 13.8. Vypocitejte hodnotu trojného integrélu

I = f({f 1ldxdydz,

Q) ={[z,y] :0<z<1IA0<y<1-—ux}
Q=A{lx,y,2]: [,y e AN0<z<1—2x—y}

kde

Reseni.: Na obrdzku 13.14 je vyznaten obor (). (Je ohranigen rovinamiz =0,y =0,2 =0, x+y+2z =

1)

Obrdzek 13.14: Obor
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a na obrdzku 13.15 je vyznaden obor €2;-ortogondlni primét oboru €2 do roviny Oxy.

A Y

y=1—-=x
Y

0 1

Obrazek 13.15: Obor

X

Je tedy

I= ﬂ { / 1dz}dady = ﬂ[z]g—x—ydxdy =

—ﬂ(l—:v—y)dxdy—/{/(l—x—y)dy}dx—
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P¥iklad 13.9. Vypotitejte I = [[[ dzdydz, kde
O

Q:{[x,y,z]:O§y§1,0§x§\/_,0§z§x+y2}

Reseni. Uréime ortogonalni primét Q do roviny (Oxy). Oznatime jej ;. Zakreslime jej do obrazku

13.16.

0

Obrazek 13.16: Obrazek k prikladu
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Obor Q je ohrani¢en rovinou z = 0 a plochou z = z + y?. Potom
:I:+y2
I= ff{ / dz}dzdy = fj[z]ngdz =
Ql 0 Q1

z+yh)dr}dy =

I
=
.
_I_
QEl\?
=
s
oL
Nead
I
O\H
~—
—%

13.4. Ulohy

1. Ur&ete definiéni obor funkce
Tr+y

V-a?+tz—1

[Df = 0]

2. Urcete defini¢ni obor funkci
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[E, —{[0, 01}
[Vnéjsek kruhu se sttedem S = [1,0] o polom&ru 2.]
c) z=Inzx+y—1)

’_‘LKTTT

[MnoZina bodi [z,y], pro n&Z je 2z +y — 1 > 0.

\\\ ]
0
. 2x—
d) 2 = e
e) P T+y

Hlz,yl: 2 # -y, @

x

# +2}]
[Df = 0]

3. Zjistéte mnoZziny, na nichZ jsou nasledujici funkce spojité.
Nz
a) z=2wty1
_ In(@®—y)
b) z = T+y+1
4. Vypolitejte

[MnoZina bodl [x,y], pronéZzjex > 0Nz +y—1>0.

[MnoZina bodii [x,y], pron&Z je 2> —y > 0Axz+y+ 1 #0.
lim 22ty
[ey]—[2,3] T Y

(1]
5. Vypotitejte dvojné integrdly
$2
a) gmdxdy, kde Q =< 0,3 > x <0,1>

b) [[ zydx dy, kde Q je mnoZina ohrani¢ena kfivkami y = —z Ay = z — 2
O
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o) [ ”y”—jcm dy, kde © je mnoZina ohranitena kfivkami y = z,y = 2,2 =3 [16]
QO
d) [ 2?ydzx dy, kde Q je mnoZina ohranitena k¥ivkami y* = z,z = —2 [0]
0
6. Vypocitejte hodnotu trojného integralu
a) fhff ﬁdm dy dz, kde Q2 je mnoZina ohraniena plochami
r=0y=0,z=0r+y+z2z=1 [3/2-21n2]
b) [[[ zdxdydz, kde © je mnoZina ohrani€ena plochami z = 2,y = 0,z = 0,y = 2z, z = 22
O
[5]

) JIf zy zdxdydz, kde Q je mnoZina ohranitena plochami y = 2%, 2 = 4*, 2 = 0,2 = 2y [5]
O
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