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3.3 Elementárńı transformace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
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4.4 Jordanova eliminačńı metoda. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

4.5 Jordanova metoda na řešeńı maticové rovnice A X = B . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

5 Determinanty 157
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11.1 Funkce spojité na intervalu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437
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11.4 Absolutńı extrémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 458
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metodou půleńı intervalu“. . . . . . . . . . . . . . . 476
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Kapitola 1

Č́ısla

Každý čtená̌r tohoto textu pracuje s č́ısly. Práce s č́ısly je mu samožrejmost́ı, avšak
málokdo si uvědomuje, jak je pojem č́ısla obt́ıžný. Přesné zavedeńı pojmu č́ısla se
vymyká našim možnostem. Tuto kapitolu je proto možné chápat jen jako p̌ripomenut́ı
vlastnost́ı č́ısel a jako pokus o vytvǒreńı náhledu na jeden způsob zavedeńı pojmu č́ısla.
V této kapitole uvedeme též několik p̌ripoḿınek k numerickým výpočt̊um a zopakujeme
si některé úkony s reálnými č́ısly. Zopakujeme si též zavedeńı komplexńıch č́ısel. Součást́ı
výkladu je několik p̌ŕıkladů. Pokud někdo bude ḿıt pot́ıže s jejich řešeńım, doporučuji
sb́ırky p̌ŕıkladů ze sťredoškolské matematiky.
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1.1. Reálná č́ısla

Historicky začali lidé použ́ıvat nap̌red p̌rirozená č́ısla. Vyjaďruje se jimi počet prvk̊u
konečné množiny i pǒrad́ı odpoč́ıtávaných objekt̊u. V matematické literatǔre neńı po-
jem množina p̌rirozených č́ısel chápán jednotně. Něktěŕı autǒri zǎrazuj́ı do množiny
p̌rirozených č́ısel i nulu. V daľśım budeme pod množinou p̌rirozených č́ısel rozumět jen
množinu č́ısel 1, 2, 3, . . .; budeme ji značit N.

Na množině N je zavedena relace
”
≤“ (menš́ı nebo rovno) a jsou zavedeny operace

seč́ıtáńı, označená
”
+“, a násobeńı, označená

”
·“. Jestliže a, b ∈ N a existuje takové

č́ıslo c ∈ N, pro něž plat́ı a = b+c, označ́ıme c = a−b. Je tedy mezi některými prvky z N
definována operace

”
−“, nazveme ji odeč́ıtáńım. Požadavek proveditelnosti této operace

pro všechna a, b ∈ N vede k zavedeńı 0 a celých záporných č́ısel −1,−2,−3, . . . .
Množina N sjednocená s množinou {0} a množinou celých záporných č́ısel se znač́ı Z a
nazývá množinou celých č́ısel. Operace

”
+,−“ a uspǒrádáńı

”
<“ definované na množině

p̌rirozených č́ısel se rozšǐruj́ı na celou množinu Z. Na množině Z je pak definována
operace

”
−“. (Zavedeńı celých č́ısel umožňuje pracovat nejenom s hotovost́ı, ale i s

dluhy.)

Necht’ p, q ∈ Z, q 6= 0. Jestliže existuje x ∈ Z tak, že p = q · x, ṕı̌seme x = p
q , resp.

x = p : q. Operaci
”
:“ nazýváme děleńım. Aby děleńı č́ısla p č́ıslem q, q 6= 0, bylo

vždy proveditelné, rozšǐruje se množina Z na množinu Q, zvanou množina racionálńıch
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č́ısel. Operace
”
+,−, ·“ a uspǒrádáńı, definované na množině Z, rozšǐrujeme na celou

množinu Q. Na množině Q je pak definováno i děleńı č́ısla p č́ıslem q pro všechna
p, q ∈ Q, q 6= 0. Množinu Q nazýváme množinou racionálńıch č́ısel a operace

”
+,−, ·, :“

nazýváme racionálńımi operacemi. Racionálńım č́ıslem je tedy každé č́ıslo tvaru p
q , kde

p, q ∈ Z, q 6= 0.

Jestliže p
q ,

r
s ∈ Q, potom p

q = r
s , jestliže ps = rq. Nap̌r. 6

4 = 3
2 . Každé celé č́ıslo a ∈ Z

lze zapsat ve tvaru a
1 . (Zavedeńı racionálńıch č́ısel umožňuje poč́ıtat i s částmi celku.)

Zaved’me si nyńı č́ıselnou osu.

Č́ıselná osa. Uvažujme p̌ŕımku s daným bodem 0, nazveme jej počátkem. Jistý smysl
p̌ŕımky zvoĺıme jako kladný. Zvolme dále úsečku, jej́ı délku označ́ıme jako jednotku.
V textu budeme tuto p̌ŕımku kreslit ve vodorovné poloze a za jej́ı kladný smysl voĺıme
směr zleva doprava. Ke každému racionálńımu č́ıslu p̌rǐrad́ıme na této p̌ŕımce bod takto:
ke každému p̌rirozenému č́ıslu n p̌rǐrad́ıme bod, označme jej n, a to tak, že zvolenou
jednotku naneseme od počátku n-krát v kladném smyslu, to jest doprava. Ke každému
celému zápornému č́ıslu m p̌rǐrad́ıme bod, označme jej m, a to tak, že zvolenou jednotku
naneseme od počátku (−m)-krát v záporném smyslu, to jest doleva. Č́ıslu 0 p̌rǐrad́ıme
počátek. Necht’ p

q je racionálńı č́ıslo, které neńı celým č́ıslem. Bez újmy na obecnosti

lze p̌redpokládat, že p ∈ Z, q ∈ N, q 6= 0. Úsečku, jej́ıž délku jsme zvolili za jednotku,
rozdělme na q stejných d́ılk̊u. Je-li p > 0, naneseme p těchto d́ılk̊u doprava, je-li
p < 0, naneseme (−p) těchto d́ılk̊u doleva. Obdržený bod označ́ıme p

q . Jsou-li p
q ,
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r
s taková racionálńı č́ısla, že ps = rq, potom je jim p̌rǐrazen tentýž bod. Č́ısla p

q , r
s

jsou zápisy téhož racionálńıho č́ısla, nap̌r. zápisy 2
3 , 4

6 p̌redstavuj́ı totéž racionálńı č́ıslo.

Označme Q̃ množinu všech bodů p̌rǐrazených naznačeným způsobem k racionálńım
č́ısl̊um. Uvedenou p̌ŕımku nazveme č́ıselnou osou. Neńı podstatný rozd́ıl mezi bodem
z množiny Q̃ a racionálńım č́ıslem, k němuž byl bod p̌rǐrazen. Budeme tedy použ́ıvat
pojem bod p

q a racionálńı č́ıslo p
q ve stejném významu. Na obr. 1.1 jsou vyznačena č́ısla

−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4 a č́ıslo 7
2 .

−2 −1 0 1 2 3 47
2

1 u

u

Obrázek 1.1: Č́ıselná osa

Jestliže k č́ıslu p je p̌rǐrazen bod na č́ıselné ose nalevo od bodu p̌rǐrazenému k č́ıslu q,
je p < q, resp. q > p. Budeme pak ř́ıkat, že č́ıslo p je menš́ı než č́ıslo q, resp. že č́ıslo q
je věťśı než č́ıslo p. Řekneme, že p ≤ q, je-li p < q nebo p = q.
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1.2. Zápis reálných č́ısel v deśıtkové č́ıselné soustavě

K zápisu č́ısel v deśıtkové soustavě použ́ıváme deset symbol̊u (cifer) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 a p̌ŕıpadně desetinnou čárku (v zahraničńım textu a p̌ri práci na poč́ıtači často
desetinnou tečku). Tak nap̌r.

3, 15 (1.1)

je zkrácený zápis č́ısla 3+1 ·10−1 +5 ·10−2·. Tomuto č́ıslu odpov́ıdá na č́ıselné ose bod
lež́ıćı mezi bodem

”
3“ a

”
4“. Vzdálenost mezi

”
3“ a

”
4“ rozděĺıme na 10 d́ılk̊u – jeden

d́ılek má délku 1
10 a od č́ısla

”
3“ naneseme jeden tento d́ılek napravo – dostaneme bod

na č́ıselné ose odpov́ıdaj́ıćı č́ıslu 3, 1. D́ılek délky 1
10 rozděĺıme opět na 10 d́ılk̊u – jeden

d́ılek má pak délku 1
100 .

”
5“ těchto d́ılk̊u naneseme od bodu

”
3, 1“ napravo. Dostaneme

tak bod, který odpov́ıdá bodu
”
3, 15.“

1.2.1. Zápis racionálńıho č́ısla.

Každé nenulové racionálńı č́ıslo lze zapsat ve tvaru +p
q nebo −p

q , kde p, q ∈ N, q 6= 0.
Děleńım č́ısla p č́ıslem q podle známého algoritmu dostaneme kde sgn je znaménko

”
+“, nebo

”
-“, n je p̌rirozené č́ıslo nebo nula,

”
,“ je tzv. desetiná čárka a a1, a2, . . .

jsou cifry
”
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9“.

Nap̌r. a) 3
4 = 0, 75 b) 1

3 = 0, 333... Lehce nahlédneme, že zápis každého racionál-
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ńıho č́ısla se vyznačuje t́ım, že bud’to

• za desetinou čárkou je konečný počet nenulových cifer nebo

• existuje taková uspǒrádaná skupina č́ısel, že za každou takovou skupinou č́ısel
bezprosťredně následuje opět tato skupina č́ısel. Takováto č́ısla se nazývaj́ı period-
ická. Zápis je možné provést tak, že nad prvńım výskytem opakuj́ıćı se skupiny se
dá pruh a daľśı navazuj́ıćı skupiny se neṕı̌śı. Tedy nahǒre uvedené č́ıslo 1

3 = 0, 333...
lze zapsat jako 0, 3.

Ke každému racionálńımu č́ıslu odpov́ıdá na č́ıselné ose bod (Tak jak jsme to viděli s
č́ıslem

”
3, 15“.

1.2.2. Iracionálńı č́ısla

Lze ukázat, že délku uhlop̌ŕıčky čtverce o straně
”
1“ nelze vyjáďrit jako racionálńı

č́ıslo. To znamená, že neexistuje takové racionálńı č́ıslo
”
u“, jehož druhá mocnina je

je rovna
”
2“ (viz.1.1). Tento nedostatek odstrańıme zavedeńım tzv. iracionálńıch

č́ısel. Iracionálńım č́ıslem budeme rozumět opět symbol (1.2),avšak takový, že za de-
setinou čárkou je nekonečně mnoho nenulových cifer a neexistuje v tomto zápisu taková
uspǒrádaná skupina č́ısel, že za každou takovou skupinou č́ısel bezprosťredně následuje
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opět tatáž skupina č́ısel.To znamená, že zápis (1.2) nep̌redstavuje č́ıslo racionálńı.
Jestliže

x = sgn n, a1a2 . . . an . . . , (1.2)

je iracionálńı č́ıslo,potom pro každé n lež́ı č́ıslo x mezi racionálńımi č́ısly

x1 = sgn n, a1a2 . . . an, x2 = sgn n, a1a2 . . . an, . . . an+k + 1S, (1.3)

kde k je nejmenš́ı takové p̌rirozené č́ıslo, že an+k /∈ {0, 9}. Menš́ı z č́ısel (1.3), označme
je xd nazveme dolńı aproximaćı iracionálńıho č́ısla x a věťśı z těchto č́ısel, označme je
xh, nazveme horńı aproximaćı č́ısla x. Lež́ı tedy č́ıslo x mezi dvěma racionálńımi č́ısly,
jejichž vzdálenost je |xh − xd|. S rostoućım n se č́ısla xd, xh ”

p̌ribližuj́ı“ k bodu, který
odpov́ıdá iracionálńımu č́ıslu. V daľśım nebudeme dělat rozd́ıl mezi bodem na č́ıselné
ose a reálným bodem.

1.2.3. Aproximace č́ısel.

Uved’me si několik poznámek k aproximaci č́ısla x č́ıslem x̃. Rozd́ıl x̃ − x nazýváme
absolutńı chybou aproximace x̃. V reálných situaćıch tuto chybu neznáme, ale často
ji můžeme odhadnout. Odhadem absolutńı chyby rozuḿıme č́ıslo δ ≥ 0, pro něž plat́ı
|x̃− x| ≤ δ.
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Jestliže x je iracionálńı č́ıslo v deśıtkové soustavě a v jeho zápise ponecháme jen prvńıch
n cifer za desetinnou čárkou, dostaneme racionálńı č́ıslo x̃, pro než plat́ı |x− x̃| < 10−n.

Předpokládejme, že p̌ri mě̌reńı vzdálenosti dvou ḿıst A,B, kde A je ḿısto v Praze a
B je ḿısto v Brně, se dopust́ıme chyby nejvýše 1 m. Podobně p̌redpokládejme, že p̌ri
mě̌reńı délky obdélńıkové ḿıstnosti se dopust́ıme rovněž chyby nejvýše 1 m. Je žrejmé,
že stejný odhad chyby mě̌reńı nelze použ́ıt ke srovnáńı p̌resnosti metody mě̌reńı.

K posouzeńı
”
kvality“ aproximace se pro x 6= 0 použ́ıvá často tzv. relativńı chyba,

definovaná vztahem
x− x̃
x

.

Č́ıslo δ ≥ 0, pro něž plat́ı ∣∣∣∣x− x̃x
∣∣∣∣ ≤ δ,

nazýváme odhadem relativńı chyby.

Při numerických výpočtech jsme v jistém okamžiku nuceni č́ısla iracionálńı, s nimiž se
pracuje, aproximovat č́ısly racionálńımi. Provád́ıme-li výpočty na kalkulačce, nebo na
poč́ıtači, nemáme k dispozici ani množinu všech racionálńıch č́ısel. Pracuje se jen s č́ısly
dané reprezentace v daném rozsahu. Výsledek racionálńı operace (+,−, ·, :) s těmito
č́ısly se aproximuje podle zabudovaného kritéria opět č́ıslem dané reprezentace. T́ım,
že nepracujeme s p̌resnými č́ısly, alae jenom s jejich apoximacemi, může vést k velkým
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chybám. Je tomu tak p̌redevš́ım p̌ri děleńı velice malými č́ısly. Iracionálńım ř́ısl̊um často
p̌rǐrazujeme symboly, nap̌r. π a teprve k závěru, jeli to účelné, provád́ıme aproximaci
racionálńımi č́ısly.

1.2.4. Vlastnosti reálných č́ısel

Množinu všech racionálńıch č́ısel, sjednocenou s množinou č́ısel ira-
cionálńıch,nazýváme množinou reálných č́ısel a budeme ji značit R. Aritmetické
operace

”
+ – seč́ıtáńı, - –odeč́ıtáńı, . –násobeńı a ; děleńı pro racionálńı č́ısla

rozšǐrujeme i na č́ısla reálná. Rovněž lze rozš́ı̌rit relaci ≤ na množinu všech reálných
č́ısel.“ (Zavedeńı je možno provést využit́ım dolńı a horńı aproximace aproximace
iracionálńıch č́ısel.)

Uved’me však nap̌red základńı vlastnosti takto zavedených reálných č́ısel. Dále uvedené
vlastnosti je možno použ́ıt k axiomatickému zavedeńı reálných č́ısel takto. Množinu
R, na ńıž jsou zavedeny operace

”
+, ·“ a uspǒrádáńı ≤ s následuj́ıćımi vlastnostmi,

nazýváme množinou reálných č́ısel.
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Základńı vlastnosti reálných č́ısel

(R1) (x+ y) + z = x+ (y + z) pro všechna x, y, z ∈ R.
(R2) x+ y = y + x pro každé x, y ∈ R.
(R3) Existuje prvek 0 ∈ R tak, že pro každé x ∈ R plat́ı x+ 0 = x.
(R4) Ke každému x ∈ R existuje prvek −x ∈ R tak, že x+ (−x) = 0.
(R5) (x · y) · z = x · (y · z) pro všechna x, y, z ∈ R.
(R6) x · y = y · x pro každé x, y ∈ R.
(R7) Existuje prvek 1 ∈ R tak, že pro každé x ∈ R plat́ı x · 1 = x.
(R8) Ke každému x ∈ R, x 6= 0 existuje prvek x−1 ∈ R tak, že x · x−1 = 1.
(R9) x · (y + z) = (x · y) + (x · z) pro všechna x, y, z ∈ R.

(R10) Uspǒrádáńı ≤ je lineárńı.
(R11) Je-li x, y, z ∈ R, x < y, pak x+ z < y + z.
(R12) Je-li x, y, z ∈ R, x < y, z > 0, pak x · z < y · z.
(R13) Jsou-li X ⊆ R, Y ⊆ R neprázdné množiny a plat́ı-li x ≤ y pro každé x ∈ X a

každé y ∈ Y , pak existuje a ∈ R tak, že x ≤ a ≤ y pro každé x ∈ X a každé
y ∈ Y .
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1.2.5. Vlastnosti uspořádáńı reálných č́ısel.

Ze
”
základńıch vlastnost́ı reálných č́ısel“ dostáváme tuto větu.

Věta 1.1. (Nerovnice) Pro libovolná č́ısla x, y, z, u plat́ı
(1.4) Je-li x ≤ y, z ≤ u, potom x+ z ≤ y + u.

Slovy: Levé i pravé strany souhlasných nerovnic můžeme seč́ıst.
(1.5) Je-li x ≤ y, z > 0, pak x · z ≤ y · z.

Slovy: Násob́ıme-li obě strany nerovnice týmž kladným č́ıslem, smysl nerovnice
se nezměńı.

(1.6) Je-li 0 < x ≤ y, 0 < z ≤ u, plat́ı 0 < x · z ≤ y · u.
(1.7) Je-li x ≤ y, z < 0, potom x · z ≥ y · z.

Slovy: Násob́ıme-li obě strany nerovnice týmž záporným č́ıslem, změńı se smysl
nerovnice.

(1.8) Je-li 0 < x ≤ y, plat́ı 0 < 1
y ≤

1
x .

Slovy: Jestliže v nerovnici mezi kladnými č́ısly p̌rejdeme k reciprokým hod-
notám, změńı se smysl nerovnice.

Důkaz: Dokážeme jen (1.7). Důkazy ostatńıch tvrzeńı p̌renechávám čtená̌ri. Necht’

tedy

x ≤ y, z < 0.
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Přičteme-li na obě strany vztahu z < 0 č́ıslo −z, dostáváme podle (R11)

0 < −z.

Násobeńım vztahu x ≤ y č́ıslem −z dostáváme podle (1.6)

−xz ≤ −yz.

Přičteńım xz + yz na obě strany této nerovnice dostáváme

yz ≤ xz, to jest xz ≥ yz.

Př́ıklad 1.1. V R řešte nerovnici

2x+ 1 < 5x− 2. (1.9)

Řešeńı. Na obě strany (1.9) p̌ripoč́ıtejme −2x+ 2. Užit́ım (R11) dostáváme

3 < 3x. (1.10)

Násobeńım (1.10) č́ıslem 1
3 dostáváme

x > 1.

Tedy nerovnici (1.9) vyhovuj́ı všechna č́ısla x > 1.
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1.2.6. Zavedeńı absolutńı hodnoty reálného č́ısla.

Zopakujme si zavedeńı pojmu absolutńı hodnota reálného č́ısla.

Definice 1.1. (Absolutńı hodnota reálného č́ısla)
Necht’ x ∈ R. Položme

|x| =
{

x, je-li x ≥ 0,
−x, je-li x ≤ 0.

Č́ıslo |x| nazveme absolutńı hodnotou č́ısla x.

Př́ıklad 1.2. a) | − 4| = 4. Polož́ıme-li x = −4, je x < 0, takže podle definice je
| − 4| = |x| = −(−x) = −(−4) = 4.

b) |x − 2|, kde x je reálné se urč́ı takto: Je-li x − 2 ≥ 0, to jest, jestliže x ≥ 2, je
|x−2| = x−2. V p̌ŕıpadě, že x−2 ≤ 0, to jest, jestliže x ≤ 2, je |x−2| = −(x−2) =
2− x. Tedy

|x− 2| =
{
x− 2 pro x ≥ 2,
2− x pro x < 2.

Pro absolutńı hodnotu reálných č́ısel plat́ı vztahy uvedené v následuj́ıćı větě. Jejich
důkazy p̌renecháváme čtená̌ri.
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Věta 1.2. (Pravidla pro absolutńı hodnoty)
Necht’ x, y, a, ε ∈ R, ε > 0. Potom plat́ı

|x| ≥ 0 (1.11)

x ≤ |x|,−x ≤ |x| (1.12)

|x| = | − x| (1.13)

|x| − |y| ≤ |x+ y| ≤ |x|+ |y| (1.14)

|x · y| = |x| · |y| (1.15)

|xy | =
|x|
|y| pro y 6= 0 (1.16)

|x− a| < ε⇐⇒ a− ε < x < a+ ε (1.17)

Poznámka 1. Pro všechna x, y ∈ R položme

ρ(x, y) = |x− y|

je ρ(x, y). Č́ıslo % je vzdálenost bodů x, y.

Poznámka 2. Jsou-li a, ε, kde ε > 0, pevná č́ısla, potom |x − a| v (1.17) znamená,
že x je od bodu a vzdáleno o méně než ε. Poněvadž body a − ε, a + ε jsou od bodu
a vzdáleny právě o ε, lež́ı x mezi body a− ε, a+ ε, tedy plat́ı a− ε < x < a+ ε (viz
obr. 1.2).
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a− ε a+ εa x

Obrázek 1.2: K poznámce 2.

Př́ıklad 1.3. V R řešte nerovnici

2x− 1 < |x− 2| < 3x+ 2. (1.18)

Řešeńı. Řešeńı rozdělme do dvou část́ı

α) Necht’ x− 2 ≥ 0. Potom |x− 2| = x− 2. Dále je

x ≥ 2. (1.19)

Ze vztahu

2x− 1 < x− 2

dostáváme

x < −1. (1.20)

Ze vztahu

x− 2 < 3x+ 2

dostáváme

2x > −4,
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tedy
x > −2. (1.21)

Vztahy (1.19), (1.20), (1.21) vyznač́ıme na č́ıselné ose.

−3 −2 −1 0 1 2 3

Vid́ıme, že pro x ≥ 2 nemá rovnice řešeńı.

β) Necht’ x− 2 < 0. Potom |x− 2| = −x+ 2. Podle p̌redpokladu je

x < 2. (1.22)

Ze vztahu (1.18) pro tato x dostáváme

2x− 1 < −x+ 2.

Odtud dostáváme
3x < 3,

tj.
x < 1. (1.23)
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Ze vztahu
−(x− 2) < 3x+ 2

dostáváme
4x > 0,

tj.
x > 0. (1.24)

Ze vztahů (1.22), (1.23), (1.24) dostáváme

0 < x < 1.

Dané úloze tedy vyhovuj́ı všechna č́ısla, pro něž plat́ı

0 < x < 1.
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1.3. Maximum, minimum, supremum a infimum množiny

reálných č́ısel

Zaved’me si několik pojmů spojených s množinami reálných č́ısel.

Ohraničené množiny. Necht’ M ⊆ R. Řekneme, že množina M je shora ohraničená,
jestliže existuje takové č́ıslo h, že

x ∈M ⇒ x ≤ h.

Č́ıslo h nazýváme horńım ohraničeńım množiny M .

Podobně řekneme, že množina M je zdola ohraničená, jestliže existuje takové reálné
č́ıslo d, že

x ∈M ⇒ x ≥ d.

Č́ıslo d nazýváme dolńım ohraničeńım množiny M .

Jestliže množina M je shora i zdola ohraničená, ř́ıkáme, že je ohraničená.

Jako p̌ŕıklad uved’me množinu

M = {x ∈ R : x =
1

n
, kde n ∈ N}.

Zřejmě horńım ohraničeńım množiny M je každé reálné č́ıslo h ≥ 1 a dolńım ohraničeńım
množiny M je každé č́ıslo ≤ 0.
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Zaved’me si dále pojmy maximum, minimum a pojmy suprémum a infimum množiny
reálných č́ısel.

Maximum č́ıselné množiny

Řekneme, že č́ıslo xmax je maximum č́ıselné množiny M , jestliže
1. xmax ∈M ,
2. jestliže x ∈M , potom x ≤ xmax.

Ṕı̌seme xmax = max
x∈M

x, resp. xmax = maxM . Jestliže takové č́ıslo neexistuje,

ř́ıkáme, že množina M nemá maximum.

To znamená, že xmax je horńım ohraničeńım množiny M , které do do M paťŕı.

Minimum č́ıselné množiny

Řekneme, že č́ıslo xmin je minimum č́ıselné množiny M , jestliže
1. xmin ∈M ,
2. jestliže x ∈M , potom x ≥ xmin.

Ṕı̌seme xmin = min
x∈M

x, resp. xmin = minM . Jestliže takové č́ıslo neexistuje, ř́ıkáme,

že množina M nemá minimum.

To znamená, že xmin je dolńım ohraničeńım množiny M , které do do M paťŕı.
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Jako p̌ŕıklad uved’me dvě množiny U, V reálných č́ısel

U = {x ∈ R : x =
1

n2 , kde n ∈ N}, (1.25)

V = {x ∈ R : x ≤ 2 ∧ x ≥ 0}. (1.26)

Zřejmě max
x∈U

x = 1, min
x∈U

x neexistuje, max
x∈V

x = 2, min
x∈V

x = 0.

Všimněme si, že podle definice je maximum (minimum) č́ıselné množiny
M jej́ım prvkem.

Uved’me si dva podobné pojmy: supremum a infimum č́ıselné množiny. Tyto pojmy
posluchači někdy mylně zaměňuj́ı s pojmy maxima a minima č́ıselné množiny.

Jestliže množina M je shora ohraničena, potom existuje jej́ı nejmenš́ı horńı
ohraničeńı, označme je supM , a nazveme je suprémem množiny M . Toto č́ıslo,
na rozd́ıl od maxima množiny, nemuśı paťrit do množiny M .

Jako p̌ŕıklad uved’me množinu M={0,9; 0;99; 0.999, . . . } Lehce nahlédneme, že tato
množina je shora ohraničena – jej́ım suprémem je žrejmě č́ıslo

”
1“. Toto č́ıslo neńı

maximem množiny M , nebot’ nepaťŕı do M .

Jestliže množina M je zdola ohraničena, potom existuje jej́ı nejvěťśı ohraničeńı
zdola, označme je infM , a nazveme je infimem množiny M . Toto č́ıslo, na rozd́ıl
od minima množiny, nemuśı paťrit do množiny M .
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Jako p̌ŕıklad uved’me množinu M={0,9; 0;09; 0.009, . . . } Lehce nahlédneme, že tato
množina je zdola ohraničena – jej́ım infimem je žrejmě č́ıslo

”
0“. Toto č́ıslo neńı minmem

množiny M , nebot’ nepaťŕı do M .

Všimněme si, že supM a inf M nemuśı být prvky množiny M . Jestliže plat́ı G =
supM ∈ M , potom G je maximem množiny M . Podobně, plat́ı-li g = inf M ∈ M ,
potom g je minimem množiny M .

1.3.1. Symboly ∞,−∞

Rozš́ı̌reńı množiny reálných č́ısel o dva symboly ∞,−∞. Množinu reálných č́ısel
R nyńı rozš́ı̌ŕıme o dva symboly ∞,−∞, (ḿısto ∞ lze psát i +∞) (čteme (plus)
nekonečno a minus nekonečno). Množinu R ∪ {−∞,∞} budeme značit R∗. Symboly
−∞,∞ nazýváme nevlastńımi č́ısly. (Někdy z důvodu stručnosti pouze č́ısly.) Stejně
jako ḿısto terḿınu reálné č́ıslo lze použ́ıt terḿın bod x, lze mluvit o bodech ∞, resp.
−∞.

Položme x < ∞ pro všechna x ∈ R. Jestliže množina M ⊆ R neńı shora ohraničená,
polož́ıme

supM =∞.

Nevlastńı č́ıslo ∞ je nejmenš́ı horńı ohraničeńı množiny reálných č́ısel.
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Položme x > −∞ pro všechna x ∈ R. Jestliže množina M ⊆ R neńı zdola ohraničená,
polož́ıme

inf M = −∞.

Nevlastńı č́ıslo −∞ je nejvěťśım dolńım ohraničeńım množiny p̌rirozených č́ısel.

Některé racionálńı operace rozš́ı̌ŕıme i na nevlastńı č́ısla −∞,∞. Pravidla
pro poč́ıtáńı s −∞,∞ obsahuje následuj́ıćı rámeček.

Necht’ a ∈ R, potom definujeme

a+∞ =∞, ∞+ a =∞
∞+∞ =∞
a−∞ = −∞, −∞+ a = −∞
−∞−∞ = −∞
a

±∞
= 0

∞ ·∞ =∞
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∞ · (−∞) = −∞
−∞ ·∞ = −∞
−∞ · (−∞) =∞

a · ∞ =

{
∞, je-li a > 0
−∞, je-li a < 0

a · (−∞) =

{
−∞, je-li a > 0
∞, je-li a < 0

Poznámka. Všimněme si, že některé operace, nap̌ŕıklad

∞−∞, −∞+∞, ±∞
±∞

, 0 · ∞, 0 · (−∞),

jsou nadále nedefinované.
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1.3.2. Zavedeńı pojmu interval, a pojmu okoĺı bodu.

Necht’ a, b ∈ R, a < b. Množinu všech x ∈ R, pro něž plat́ı a ≤ x ≤ b, budeme
zapisovat jako 〈a, b〉 a nazývat uzav̌reným intervalem o koncových bodech a, b. Č́ıslo a
(b) nazýváme levým (pravým) koncovým bodem intervalu 〈a, b〉.
Množinu všech x ∈ R, pro něž plat́ı a < x < b, budeme zapisovat jako (a, b) a nazývat
otev̌reným intervalem o koncových bodech a, b. Č́ıslo a (b) nazýváme levým (pravým)
koncovým bodem intervalu (a, b).

Množinu všech x ∈ R, pro něž plat́ı a ≤ x < b (a < x ≤ b), budeme zapisovat jako
〈a, b) ((a, b〉) a nazývat zleva uzav̌reným (otev̌reným) a zprava otev̌reným (uzav̌reným)
intervalem o koncových bodech a, b. Č́ıslo a nazýváme levým a č́ıslo b nazýváme pravým
koncovým bodem intervalu 〈a, b) ((a, b〉).

Množinu všech č́ısel x ∈ R, pro něž plat́ı a ≤ x <∞ (a < x <∞), budeme zapisovat
jako 〈a,∞) ((a,∞)) a nazývat zleva uzav̌reným (otev̌reným) intervalem o koncových
bodech a,∞. Bod a budeme nazývat levým a bod ∞ jeho pravým koncovým bodem.

Množinu všech č́ısel x ∈ R, pro něž plat́ı −∞ < x ≤ a (−∞ < x < a), budeme
zapisovat jako (−∞, a〉 ((−∞, a)) a nazývat zprava uzav̌reným (otev̌reným) intervalem
o koncových bodech −∞, a. Bod −∞ budeme nazývat levým a bod a jeho pravým
koncovým bodem.
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Množinu všech reálných č́ısel x můžeme zapsat jako (−∞,∞) a nazývat intervalem o
koncových bodeh −∞,∞.

a b
〈a, b〉

a b
(a, b)

a b
(a, b〉

a b
〈a, b)

a
〈a,∞)

a
(a,∞)

a
(−∞, a〉

a
(−∞, a)

(−∞,∞)

Obrázek 1.3: Intervaly.

Všimněme si, že levý koncový bod každého intervalu je menš́ı než jeho pravý koncový
bod. Kdybychom v definici intervalu 〈a, b〉 nahradili požadavek a < b požadavkem
a ≤ b, zahrnuli bychom pod pojem intervalu též jednobodovou množinu, obsahuj́ıćı
jediný prvek a, kterou bychom mohli zapsat jako 〈a, a〉. Na obr. 1.3 jsou vyznačeny
uvedené intervaly.
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Okoĺı bodu. Zaved’me si ještě pojem okoĺı bodu a ∈ R. Necht’ a ∈ R, δ ∈ R,
δ > 0. Potom interval 〈a, a + δ) budeme nazývat pravým δ–okoĺım bodu a a budeme
jej věťsinou značit U+

δ (a). Tedy U+
δ (a) = 〈a, a+ δ). Kv̊uli zkráceńı zápisu jej lze někdy

označit stručně U+(a).

Necht’ a ∈ R, δ ∈ R, δ > 0. Potom interval (a− δ, a〉 budeme nazývat levým δ–okoĺım
bodu a a budeme jej věťsinou značit U−δ (a). Tedy U−δ (a) = (a − δ, a〉. Kv̊uli zkráceńı
zápisu jej lze někdy označit stručně U−(a).

Necht’ a ∈ R, δ ∈ R, δ > 0. Potom interval (a − δ, a + δ) budeme nazývat δ–okoĺım
bodu a a budeme jej věťsinou značit Uδ(a). Tedy Uδ(a) = (a− δ, a+ δ). Kv̊uli zkráceńı
zápisu jej lze někdy označit stručně U(a).

Necht’ k ∈ R. Potom množinu (k,∞) nazýváme k-okoĺım bodu ∞ a znač́ıme Uk(∞),
nebo stručně U(∞). Podobně množinu (−∞, k) nazýváme k-okoĺım bodu −∞ a
znač́ıme Uk(−∞), nebo stručně U(−∞).
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1.4. Komplexńı č́ısla

Řada matematických úloh neńı řešitelná v oboru reálných č́ısel. Nap̌r. neexistuje reálné
č́ıslo x, pro něž je x2 = −1. To znamená, že rovnice x2 + 1 = 0 nemá v oboru reálných
č́ısel řešeńı. Tato a celá řada jiných úloh nás inspiruje k zavedeńı komplexńıch č́ısel.

Definice 1.2.

Označme C množinu uspǒrádaných dvojic reálných č́ısel (x, y), na ńıž jsou zavedeny
operace seč́ıtáńı

”
+“ a násobeńı

”
·“ s těmito vlastnostmi: Pro a1, a2, b1, b2 ∈ R

polož́ıme

(a1, a2) + (b1, b2) = (a1 + b1, a2 + b2), (1.27)

(a1, a2) · (b1, b2) = (a1b1 − a2b2, a1b2 + a2b1). (1.28)

Množinu C nazveme množinou komplexńıch č́ısel, jej́ı prvky nazýváme komplexńımi
č́ısly.

Je-li z = (a, b) ∈ C, lze psát

z = (a, 0) + (0, 1) · (b, 0) (1.29)

Č́ıslo (c, 0) lze zkráceně označit jako c pro každé c ∈ R. Symbol (c, 0) označuje tedy
reálné č́ıslo. Č́ıslo (0, 1) označ́ıme symbolem i a nazveme imaginárńı jednotkou.
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Potom (1.29) lze zapsat jako

z = a+ ib. (1.30)

Jestliže z = a+ ib ∈ C, potom č́ıslo a nazýváme jeho reálnou část́ı a znač́ıme ji <(z),
b nazýváme imaginárńı část́ı a znač́ıme =(z). Je tedy

<(a+ ib) = a, =(a+ ib) = b.

Necht’ z = a + ib ∈ C. Potom č́ıslo a − ib nazýváme č́ıslem komplexně sdruženým
k č́ıslu z. Budeme jej značit z̄. Tedy z̄ = a− ib.
Vzhledem k definováńı součtu a součinu č́ısel (a1, b1), (a2, b2) dostáváme

(a1 + ib1) + (a2 + ib2) = (a1 + a2) + i(b1 + b2),

(a1 + ib1) · (a2 + ib2) = (a1a2 − b1b2) + i(a1b2 + a2b1).

Př́ıklad 1.4. (2 + 3i) + (4− i) = 6 + 2i

(2 + 3i) · (4− i) = 11 + 10i

Lze ukázat, že operace sč́ıtáńı a násobeńı komplexńıch č́ısel maj́ı tyto vlastnosti

(1) (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) pro každé z1, z2, z3 ∈ C,

(2) z1 + z2 = z2 + z1 pro každé z1, z2 ∈ C,
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(3) Pro 0 = (0, 0) ∈ C plat́ı z + 0 = z pro všechna z ∈ C,

(4) Ke každému z ∈ C existuje −z ∈ C tak, že z + (−z) = 0,

(5) (z1 · z2) · z3 = z1 · (z2 · z3) pro každé z1, z2, z3 ∈ C,

(6) z1 · z2 = z2 · z1 pro každé z1,2 ∈ C,

(7) Pro 1 = (1, 0) ∈ C a pro každé z ∈ C plat́ı 1 · z = z,

(8) Ke každému z ∈ C, z 6= 0 existuje z−1 ∈ C tak, že z · z−1 = 1,

(9) z1 · (z2 + z3) = (z1 · z2) + (z1 · z3) pro každé z1, z2, z3 ∈ C.

Vid́ıme, že operace seč́ıtáńı a násobeńı komplexńıch č́ısel maj́ı vlastnosti, které jsme
uvedli u reálných č́ısel na straně 16. Komplexńı č́ısla však nejsou lineárně uspǒrádaná.

Komplexńı č́ısla se znázorňuj́ı jako body v rovině, ve které je zavedena kartézská soustava
soǔradnic, nazývá se Gaussovou rovinou. Každé komplexńı č́ıslo z = x + iy se v ńı
znázorňuje jako bod o soǔradnićıch x, y, tedy jako [x, y].

Na obr. 1.4 je graficky znázorněn součet dvou komlexńıch č́ısel.

Na obr. 1.5 je vyznačeno komplexńı č́ıslo z a k němu komplexně sdružené č́ıslo z̄.

Absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla. Necht’ z = a+ ib ∈ C. Potom č́ıslo
√
a2 + b2

nazýváme absolutńı hodnotou komplexńıho č́ısla z a znač́ıme ji |z|. Je tedy |a + ib| =√
a2 + b2. Je to vzdálenost bodů [0, 0], [a, b].
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z2 = (b1, b2)

z1 = (a1, a2)

z = z1 + z2

b1 a1 a1 + b1

a2

b2

a2 + b2

x

y

Obrázek 1.4: Součet dvou komplexńıch č́ısel.

Př́ıklad 1.5. Určete reálnou a imaginárńı část komplexńıho č́ısla

z =
1 + 2i

3− 4i
.

Řešeńı. Zlomek, j́ımž je komplexńı č́ıslo z definováno, rozš́ı̌ŕıme č́ıslem komplexně
sdruženým k č́ıslu ve jmenovateli, to jest č́ıslem 3 + 4i. Dostaneme

z =
(1 + 2i) · (3 + 4i)

(3− 4i) · (3 + 4i)
, to jest z =

−5 + 10i

25
.
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|z|
=
|a+

ib| z = a+ ib

z = a− ib

0 x

y

Obrázek 1.5: Komplexně sdružená č́ısla.

Je tedy <(z) = −1
5 ,=z = 2

5 .

Z výkladu je žrejmé, že reálná č́ısla jsou podmnožinou komplexńıch č́ısel, tedy R ⊂ C.
Komplexńı č́ısla, která nejsou reálná, nazýváme imaginárńımi. Rozděleńı komplexńıch
č́ısel lze schematicky znázornit takto:
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Přirozená
č́ısla

NNula
0

Celá záporná
č́ısla

Celá č́ısla ZNecelá racionálńı
č́ısla

Racionálńı
č́ısla

QIracionálńı
č́ısla

Reálná
č́ısla

RImaginárńı
č́ısla

Komplexńı
č́ısla

C

Zaved’me si ještě celoč́ıselné mocniny komplexńıch č́ısel následovně.
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Necht’ a ∈ C, n ∈ N. Položme

an = a · a · · · · · a · a︸ ︷︷ ︸
n

, (1.31)

a−n =
1

an
, pro a 6= 0, (1.32)

a0 = 1, pro a 6= 0, (1.33)

0n = 0. (1.34)

Pro celoč́ıselné mocniny komplexńıch č́ısel plat́ı tato pravidla.

Necht’ a, b ∈ C, r, s ∈ Z. Potom plat́ı

ar · as = ar+s (1.35)

ar : as = ar−s (1.36)

(ar)s = ars (1.37)

(a · b)r = ar · br (1.38)(a
b

)r
=

ar

br
(1.39)

pokud má levá strana význam.
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1.5. Připomenut́ı d̊uležitých vzorc̊u pro poč́ıtáńı s č́ısly.

n–faktoriál. Č́ıslo n! (čteme
”
n faktoriál“) definujeme takto:

0! = 1,

n! = 1 · 2 · · · · · n pro n ∈ N.

Kombinačńı č́ıslo. Necht’ n ∈ N, k ∈ {0} ∪ N. Definujeme

(
n

k

)
=

n!

(n− k)!k!
.
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[D̊uležité vzorce] Necht’ a, b ∈ C, n ∈ N. Potom plat́ı

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 (1.40)

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 (1.41)

(a− b)(a+ b) = a2 − b2 (1.42)

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 (1.43)

(a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3 (1.44)

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2) (1.45)

a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2) (1.46)

Binomická věta

(a+ b)n =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+ · · ·+

(
n

k

)
an−kbk + · · ·+

(
n

n

)
bn
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Kapitola 2

Základńı pojmy lineárńı algebry

V této kapitole se zaváděj́ı pojmy lineárńı algebry jako je matice, operace s maticemi,
zápis systému lineárńıch rovnic v maticové notaci a pojem matice inverzńı.

2.1. Úvod do maticového počtu

V denńım životě se často setkáváme s r̊uznými tabulkami č́ısel. Jedná se vlastně o
skupinu č́ısel zapsaných do několika řádk̊u a několika (ťreba jiného počtu) sloupc̊u.
Jako p̌ŕıklad si uved’me následuj́ıćı tabulku.
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V1 V2 V3 V4 V5

tuk 0, 00 0, 4 0, 3 0, 6 0, 6
kakao 0, 05 0, 2 0, 1 0, 1 0, 0
cukr 0, 10 0, 2 0, 2 0, 1 0, 2

Tabulka 2.1: Tabulka pro výrobu v čokoládovně

Tato tabulka charakterizuje výrobu v čokoládovně p̌ri výrobě 5 druhů výrobk̊u, označených
jako V1, V2, V3, V4, V5. V našem p̌ŕıkladě se uvád́ı spoťreba surovin S1, S2, S3, to jest po
řadě tuku, kakaa a cukru v kg na 1 kg každého z výrobk̊u V1, . . . , V5. Nap̌r. p̌ri výrobě
1 kg výrobku V2 spoťrebujeme 0, 4 kg tuku.

Vynecháme-li záhlav́ı v tabulce, jedná se o uspǒrádanou skupinu 15 č́ısel, zapsaných do
ťŕı řádk̊u a pěti sloupc̊u. Pro takové uspǒrádané skupiny č́ısel si zavedeme následuj́ıćı
definićı pojem matice.

Zavedeńı pojmu matice. Matićı typu (m,n) budeme rozumět každou
uspǒrádanou skupinu m · n reálných č́ısel resp. funkćı, definovaných na nějaké
množině, zapsaných do m řádk̊u a n sloupc̊u. Každé z těchto č́ısel, resp. každou
z těchto funkćı, budeme nazývat prvkem matice. Abychom vyznačili, že tato č́ısla,
resp. funkce, vytvá̌rej́ı matici, budeme tuto skupinu č́ısel dávat do kulatých závorek.

V daľśım se omeźıme na matice, jej́ıž prvky jsou č́ısla.



45•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Označováńı. Matice budeme označovat věťsinou velkými tučně vytǐstěnými ṕısmeny,
nap̌r.A. Prvek matice uḿıstěný v jej́ım i–tém řádku a v j–tém sloupci, budeme věťsinou
označovat malým ṕısmenem, odpov́ıdaj́ıćımu označeńı matice, s indexy i, j, uḿıstěnými
u jeho dolńıho pravého rohu. Tedy ai,j bude značit prvek matice A v jej́ım i–tém řádku
a v j–tém sloupci. Pokud nemůže doj́ıt k chybě, lze čárku mezi indexy vynechat.

Př́ıklad 2.1. Výše uvedenou tabulku vyznač́ıme tedy jako matici typu (3, 5) následovně:

A =


0, 00 0, 4 0, 3 0, 6 0, 6

0, 05 0, 2 0, 1 0, 1 0, 0

0, 10 0, 2 0, 2 0, 1 0, 2

 . (2.1)

V této matici je nap̌r. a2,3 = 0, 1; a1,3 = 0, 3.

Zápis obecné matice A typu (m,n). Matici A typu (m,n) můžeme tedy zapsat
takto

A =



a1,1 a1,2 . . . a1,j . . . a1,n−1 a1,n

...
...

...
...

...

ai,1 ai,2 . . . ai,j . . . ai,n−1 ai,n
...

...
...

...
...

am,1 am,2 . . . am,j . . . am,n−1 am,n


. (2.2)
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Jestliže matice A je typu (1, n) , to jest, jestliže

A = (a1,1 a1,2 . . . a1,n), (2.3)

potom ji nazýváme též řádkovým vektorem. Budeme jej věťsinou označovat tučně
vytǐstěným malým ṕısmenem. Poněvadž u všech prvk̊u je prvńı index stejný, roven
1, lze jej věťsinou vypouštět. Ḿısto nahǒre uvedené matice(2.3) můžeme tedy psát

a = (a1 a2 . . . an).

Prvky tohoto řádkového vektoru budeme nazývat složkami vektoru. Tedy ai je i−tá
složka vektoru a.

Podobně, jestliže matice A je typu (m, 1) , to jest, jestliže

A =



a1,1

a2,1

...

am,1


, (2.4)

potom ji můžeme nazývat též sloupcovým vektorem. Budeme jej věťsinou označovat
tučně vytǐstěným malým ṕısmenem. Poněvadž u všech prvk̊u je druhý index stejný,
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roven 1, budeme jej věťsinou vypouštět. Ḿısto (2.4), můžeme tedy psát

a =



a1

a2

...

am


. (2.5)

Řádky matice typu (m,n) jsou řádkovými vektory a sloupce matice jsou sloupcovými
vektory.

Př́ıklad 2.2. V následuj́ıćım p̌ŕıkladě je A matićı typu (2, 3), vektor b je řádkový
vektor se 4 složkami, c je sloupcový vektor se 4 složkami.

A =

(
1 5 3

4 5 7

)
, b =

(
1 6 5 4

)
, c =


1

−2

3

5

 .

Je tedy nap̌r. a2,3 = 7.
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Př́ıklad 2.3. Označme D1, D2 ḿısta, z nichž se provád́ı rozvoz do ḿıst Z1, Z2, Z3.
Označme cij náklady v Kč na dopravu 1 tuny zbož́ı z ḿısta Di do ḿısta Zj pro i =
1, 2; j = 1, 2, 3. Z č́ısel cij utvǒŕıme matici, nap̌r.

C =

(
2000 1500 1800

800 50000 1000

)
. (2.6)

Jde o matici typu (2, 3). V této matici je nap̌r. c1,3 = 1800, to znamená, že náklady na
dopravu jedné tuny zbož́ı z ḿısta D1 do ḿısta Z3 jsou 1800 Kč.

Př́ıklad 2.4. Uved’me matici popisuj́ıćı cenu v $ ťŕı druhů zbož́ı V1, V2, V3 ve čty̌rech
r̊uzných zeḿıch Z1, Z2, Z3, Z4.

C =


230 450 100

200 420 90

210 430 80

235 435 95

 . (2.7)

Zde cij znač́ı cenu zbož́ı Vj v $ v zemi Zi. Poněvadž c23 = 90, je cena zbož́ı V3 v zemi
Z2 rovna 90 $.

Uved’me ještě p̌ŕıklady matic, které obsahuj́ı jenom jeden řádek, tedy p̌ŕıklady řádkových
vektor̊u.
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Př́ıklad 2.5. Uvažujme výrobńı závod, v jehož dvou provozovnách se vyráběj́ı stejné
čty̌ri r̊uzné výrobky, označme je V1, V2, V3, V4. Označme ai počet výrobk̊u Vi, které se
maj́ı denně vyrobit v prvńı provozovně a bi počet výrobk̊u Vi, které se maj́ı denně vyrobit
v druhé provozovně. Potom vektor a = (a1 a2 a3 a4) charakterizuje denńı výrobńı plán
prvńı provozovny a vektor b = (b1 b2 b3 b4) charakterizuje denńı výrobńı plán druhé
provozovny. Je-li tedy nap̌r.

a = (1 5 8 6), b = (4 6 1 2), (2.8)

potom nap̌r. a2 = 5 znamená, že prvńı provozovna má denně vyrobit podle plánu 5
výrobk̊u V2. Druhá provozovna má podle plánu vyrobit těchto výrobk̊u b2 = 6.

Zat́ım jsme pouze uvedli způsob zápisu uspǒrádané skupiny č́ısel, se kterými je vhodné v
daľśım pracovat jako s celkem. V daľśım budeme věťsinou odhĺıžet od věcného významu
jednotlivých prvk̊u matic a ukážeme možnosti, jak lze s maticemi pracovat.

2.2. Relace mezi maticemi

Mezi maticemi téhož typu si zavedeme následuj́ıćı relace. Necht’ A, B jsou matice
téhož typu (m,n).

Řekneme, že matice A je menš́ı nebo rovna matici B, a ṕı̌seme A ≤ B, jestliže
aij ≤ bij pro všechna i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.
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Řekneme, že matice A je menš́ı než matici B, a ṕı̌seme A < B, jestliže aij < bij pro
všechna i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

Řekneme, že matice A je věťśı nebo rovna matici B, a ṕı̌seme A ≥ B, jestliže aij ≥ bij
pro všechna i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

Řekneme, že matice A je věťśı než matice B, a ṕı̌seme A > B, jestliže aij > bij pro
všechna i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

Řekneme, že matice A je rovna matici B, a ṕı̌seme A = B, jestliže aij = bij pro
všechna i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

Př́ıklad 2.6. Necht’

A =


1 2 −3

2 0 3

2 2 −5

 , B =


8 2 −2

3 0 3

2 2 0

 .

Přesvědčte se, že A ≤ B.
Př́ıklad 2.7. Přesvědčte se, že mezi maticemi A, B , kde

A =


1 2 −3

2 0 3

2 2 −5

 , B =


2 0 −3

2 8 3

0 0 0


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neplat́ı žádná z relaćı <,≤, >,≥,=.

2.3. Základńı operace s maticemi

Zaved’me si tyto operace s maticemi.

Začněme s několika motivačńımi p̌ŕıklady. Nahǒre v p̌ŕıkladě 2.5 jsme uvažovali vektory
a a b, dané vztahy (2.8). Vektor a p̌redstavuje denńı výrobńı plán prvńı provozovny
a b p̌redstavuje denńı výrobńı plán druhé provozovny. Necht’ ai je denńı plán výroby
výrobku Vi v prvńı provozovně a bi je denńı plán výroby výrobku Vi v druhé provozovně
pro i = 1, 2, 3, 4. Jestliže se ve výrobńım závodě vyráběj́ı uvedené výrobky pouze v
těchto dvou provozovnách, pak denńı plán výroby výrobk̊u V1, V2, V3, V4 celého závodu
p̌redstavuje žrejmě

c = (5 11 9 8),

kde ci = ai + bi, je denńı plán výroby celého závodu výrobku Vi pro i = 1, 2, 3, 4.
Jev́ı se proto užitečným označit vektor c jako součet vektor̊u a a b.

Př́ıklad 2.8. Necht’ podnik vyráb́ı výrobky V1, V2, V3 ve dvou provozovnách. Plán
výroby výrobk̊u V1, V2, V3 v prvńı provozovně podniku je pro jednotlivé kvartály charak-
terizován matićı A a výroba ve druhé provozovně je pro jednotlivé kvartály charak-
terizována matićı B. Obě matice jsou typu (4, 3). Necht’ prvek ai,j matice A udává
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plánovaný počet výrobk̊u Vj v i–tém kvartálu v prvńı provozovně. Analogický význam
má prvek bi,j matice B. Tedy

A =


a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

a4,1 a4,2 a4,3

 , B =


b1,1 b1,2 b1,3

b2,1 b2,2 b2,3

b3,1 b3,2 b3,3

b4,1 b4,2 b4,3

 .

Pokud závod vyráb́ı uvedené výrobky pouze v těchto dvou provozovnách, lze charakter-
izovat plán výroby výrobk̊u V1, V2, V3 celého podniku pro jednotlivé kvartály matićı C,
jej́ıž prvek ci,j = ai,j + bi,j p̌redstavuje plán výroby výrobku Vj v i–tém kvartálu celého
podniku. Tedy

C =


a1,1 + b1,1 a1,2 + b1,2 a1,3 + b1,3

a2,1 + b2,1 a2,2 + b2,2 a2,3 + b2,3

a3,1 + b3,1 a3,2 + b3,2 a3,3 + b3,3

a4,1 + b4,1 a4,2 + b4,2 a4,3 + b4,3

 .

Z těchto p̌ŕıkladů je patrno, že má smysl definovat součet dvou matic A, B téhož typu
podle následuj́ıćı definice.
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Definice 2.1. (Součet dvou matic)

Necht’ maticeA,B jsou téhož typu (m,n). Součtem maticA aB budeme rozumět
matici C typu (m,n), pro jej́ıž prvky ci,j, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, plat́ı

ci,j = ai,j + bi,j.

Pro operaci seč́ıtáńı matic budeme použ́ıvat symbolu
”
+“. Ṕı̌seme pak C = A+B.

Př́ıklad 2.9. Necht’ A, B jsou matice typu (3, 3)

A =


1 0 −3

6 1 3

−2 0 −3

 B =


7 2 −1

3 5 0

1 5 2

 .

Potom matice C = A+B je

C =


1 0 −3

6 1 3

−2 0 −3

+


7 2 −1

3 5 0

1 5 2

 =


8 2 −4

9 6 3

−1 5 −1

 .

Násobeńı matice č́ıslem. V p̌ŕıkladě 2.4 jsme uvedli maticiC. Č́ıslo ci,j v ńı znač́ı cenu
v $ výrobku Vj v zemi Zi. Chceme-li vyjáďrit cenu jednotlivých výrobk̊u v uvažovaných
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zeḿıch v Kč, stač́ı násobit každý prvek matice C stejným č́ıslem, daným kurzem dolaru.
Vzniklou matici označ́ıme D.

To nás motivuje k zavedeńı definice součinu č́ısla a matice takto:

Definice 2.1. (Součin č́ısla a matice)

Necht’ A je matice typu (m,n) a α je reálné č́ıslo. Potom součinem matice A a
č́ısla α rozuḿıme matici C, pro jej́ıž prvky ci,j plat́ı

ci,j = α · ai,j pro i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Pro násobeńı matice č́ıslem budeme použ́ıvat symbol
”
·“. Ṕı̌seme pak C = α ·A.

Symbol
”
·“ lze vynechat.

Př́ıklad 2.10. Necht’ α = 3 a necht’ A je matice typu (3, 3)

A =


1 0 −3

6 1 3

−2 0 −3

 .
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Potom

C = α ·A = 3 ·


1 0 −3

6 1 3

−2 0 −3

 =


3 0 −9

18 3 9

−6 0 −9

 .

Definice 2.2.
Necht’ A, B jsou matice téhož typu. Potom definujme A − B jako matici A +
(−1) ·B.

Součin dvou matic. Zaved’me si ještě definici součinu dvou matic. Začneme s p̌ŕıkladem.
Uvažujme matici

A =


0, 00 0, 4 0, 3 0, 6 0, 6

0, 05 0, 2 0, 1 0, 1 0, 0

0, 10 0, 2 0, 2 0, 1 0, 2

 . (2.9)

V ńı ai,j znač́ı spoťrebu v kg i−té suroviny Si na výrobu jednoho kilogramu j−tého
výrobku Vj, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4, 5. Zapǐsme tuto matici obecně.

A =


a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 a1,5

a2,1 a2,2 a2,3 a2,4 a2,5

a3,1 a3,2 a3,3 a3,4 a3,5

 . (2.10)
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Má-li se vyrobit xj kg výrobku Vj, spoťrebuje se p̌ri jeho výrobě ai,j ·xj kg suroviny Si.
Uvažujme p̌ŕıpad, že chceme vyrobit výrobky V1, V2, V3, V4, V5 v množstv́ıch x1, x2, x3, x4, x5

v kg a že chceme určit spoťrebu suroviny Si pro některé i = 1, 2, 3. Označme ji yi.
Potom yi je součtem č́ısel ai,j · xj, j = 1, 2, 3, 4, 5. Tedy

yi = ai,1 · x1 + ai,2 · x2 + ai,3 · x3 + ai,4 · x4 + ai,5 · x5.

Označme tedy x sloupcový vektor o pěti složkách, v němž xj udává požadované
množstv́ı výrobku Vj v kg. Budeme jej nazývat vektorem výroby. Označme y sloup-
cový vektor o ťrech složkách, v němž yi vyjaďruje množstv́ı suroviny Si v kg poťrebné
k výrobě výrobk̊u Vj, j = 1, 2, 3, 4, 5 v požadovaných množstv́ıch xj. Nazveme jej
vektorem spoťreby. Tedy

x =



x1

x2

x3

x4

x5


, y =


y1

y2

y3

 . (2.11)

Označme

yi = ai,1 · x1 + ai,2 · x2 + ai,3 · x3 + ai,4 · x4 + ai,5 · x5, i = 1, 2, 3. (2.12)
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Budeme ř́ıkat, že vektor y je součinem matice A a vektoru x a budeme psát

y = A · x.

Pro vektor výroby

x =



250

120

150

85

80


a matici

A =


0, 00 0, 40 0, 3 0, 6 0, 60

0, 05 0, 20 0, 10 0, 10 0, 00

0, 10 0, 20 0, 20 0, 10 0, 20


dostáváme

y1 = 0, 00 · 250 + 0, 4 · 120 + 0, 3 · 150 + 0, 6 · 85 + 0, 6 · 80,

y2 = 0, 05 · 250 + 0, 2 · 120 + 0, 1 · 150 + 0, 1 · 85 + 0, 0 · 80,

y3 = 0, 10 · 250 + 0, 2 · 120 + 0, 2 · 150 + 0, 1 · 85 + 0, 2 · 80.
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Vyč́ısleńım obdrž́ıme y1 = 192, y2 = 60, y3 = 103. Tedy

y =


192.0

60.0

103.5

 .

Tento p̌ŕıklad nás inspiruje k zavedeńı pojmu součinu dvou matic A, B touto definićı.

Definice 2.3. (Součin matic)
Necht’ A je matice typu (m, k) a B je matice typu (k, n). Potom součinem matic A
a B v tomto pǒrad́ı je matice C typu (m,n) pro jej́ıž prvky cij, i = 1, . . . ,m, j =
1, . . . , n, plat́ı

cij = ai1 · b1j + ai2 · b2j . . .+ aik · bkj. (2.13)

Ṕı̌seme pak C = A ·B.
Poznámka 1. Ze vztahu (2.13) je patrno, že pro výpočet prvku cij matice C (tj. prvku
v i–tém řádku a v j–tém sloupci matice C použ́ıváme i–tý řádek

(ai,1 ai,2 . . . ai,k) (2.14)
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matice A a j–tý sloupec matice B 
b1,j

b2,j

. . .

bk,j

 . (2.15)

Ř́ıkáme, že ci,j je skalárńım součinem řádkového vektoru (2.14) a sloupcového vektoru
(2.15).

Poznámka 2. Vztah (2.13) lze zapsat takto

ci,j =
k∑
r=1

ai,r · br,j.

Zde symbol
∑k

r=1 ai,r · br,j znamená, že se provád́ı seč́ıtáńı členů, které dostaneme tak,
že do výrazu za symbolem

∑
dosazujeme postupně r = 1, . . . , k.

Poznámka 3. Pro součin dvou matic budeme použ́ıvat opět symbolu
”
·“. To neńı na

závadu, nebot’ ze souvislost́ı je vždy patrno o jaké násobeńı se jedná. Budeme tedy psát

C = A ·B.

Poznámka 4. Všimněme si, že počet sloupc̊u v matici A je stejný jako je počet řádk̊u
v matici B. Kdyby tomu tak nebylo, nebylo by možno aplikovat vzorec (2.13).
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Př́ıklad 2.11. Určete matici C = A ·B, jestliže

A =


1 2 3 4

0 7 8 5

4 3 2 9

 , B =


1 −3

2 −5

8 3

−1 1

 .

Poněvadž A je matice typu (3, 4) a B je matice typu (4, 2), lze vypoč́ıst součin C =
A ·B. Podle (2.13) dostáváme

C =


25 0

73 −6

17 −12

 .

Nap̌r. prvek c2,1 dostaneme jako skalárńı součin druhého řádku matice A, to jest
řádkového vektoru

( 0 7 8 5 )
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a prvńıho sloupce matice B, to jest sloupcového vektoru
1

2

8

−1

 .

Výpočtem dostáváme

c2,1 = 0 · 1 + 7 · 2 + 8 · 8 + 5 · (−1) = 73.

Poznámka 5. Obecně matice A ·B neńı rovna matici B ·A. Dokonce může nastat
p̌ŕıpad, že A ·B existuje, avšak B ·A neexistuje. Jestliže pro nějaké matice A, B
plat́ı

A ·B = B ·A,
potom matice A, B se nazývaj́ı zaměnitelné.

Př́ıklad 2.12. Je-li nap̌r. matice A typu (3, 4) a matice B je typu (4, 3), potom
A · B je matice typu (3, 3). Avšak B · A je matice typu (4, 4). Jsou tedy matice
A ·B, B ·A r̊uzných typů a tedy, aniž bychom jejich součiny poč́ıtali, vid́ıme, že jsou
navzájem r̊uzné. Matice A, B nejsou tedy v tomto p̌ŕıpadě zaměnitelné.
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Př́ıklad 2.13. Necht’

A =

(
1 2

3 4

)
B =

(
−1 3

1 0

)
.

Potom

A ·B =

(
1 3

1 9

)
, B ·A =

(
8 10

1 2

)
.

Vid́ıme, že A ·B 6= B ·A, takže tyto matice A, B nejsou zaměnitelné.

Př́ıklad 2.14. Necht’

A =

(
8 10

1 2

)
B =

(
1/3 −5/3

−1/6 4/3

)
.

Pro tyto matice plat́ı

A ·B = B ·A =

(
1 0

0 1

)
.

Dané matice A, B jsou tedy zaměnitelné.
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Matice transponovaná.

Definice 2.4. (Matice transponovaná)
Necht’ A je matice typu (m,n). Potom matici, jej́ıž i–tý řádek je roven i–tému
sloupci matice A, i = 1, 2, . . . ,m, nazýváme matićı transponovanou k matici A a
budeme ji značit AT . Matice AT je tedy typu (n,m).

Př́ıklad 2.15. Necht’

A =

(
1 2 3

4 5 6

)
.

Potom

AT =


1 4

2 5

3 6

 .

O transponované matici součinu dvou matic plat́ı tato věta.
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Věta 2.5. (Transponovaná matice součinu matic)

Necht’ A, B jsou takové matice, že existuje A ·B. Potom plat́ı

(A ·B)T = BT ·AT .

Důkaz: Důkaz p̌renechávám čtená̌ri.

Submatice. Zaved’me si pojem submatice následuj́ıćı definićı.

Definice 2.6. (Submatice)
Necht’ A je matice typu (m,n) a necht’ u = (i1, . . . , ip) je takový vektor, že
1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ m. Dále necht’ v = (j1, . . . , jr) je takový vektor, že
1 ≤ j1 < j2 < · · · < jq ≤ n. Potom matici, která vznikne z matice A vypuštěńım
řádk̊u s řádkovými indexy, které jsou složkami vektoru u a vypuštěńım sloupc̊u
maticeA se sloupcovými indexy, které jsou složkami vektoru v, nazýváme submatićı
matice A a znač́ıme ji A(u,v), resp. Au,v. Tedy nap̌r.Ai,j znač́ı submatici, která
vznikne z matice A vypuštěńım i–tého řádku a j–tého sloupce.
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Př́ıklad 2.16. Necht’

A =


1 2 4 5

5 7 2 −1

4 1 0 2

 .

Potom vypuštěńım druhého řádku a druhého a čtvrtého sloupce matice A dostaneme
submatici B = A2,(2, 4). Je tedy

B =

(
1 4

4 0

)
.

Zavedeme si ještě toto označováńı

Označeńı.
Necht’ A je matice typu (m, n). Potom A(i, :) bude značit jej́ı i−tý řádek a symbol
A(:,j) bude značit jej́ı j−tý sloupec.
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Význam symbol̊u
”
= , :=.“

Symbol
”

= “ znamená, že levá strana, tj. výraz nalevo od rovńıtka, se rovná pravé
straně, tj. výrazu napravo od rovńıtka. Nap̌r.

A =


1 2 4 5

5 7 2 −1

4 1 0 2

 .

znač́ı, že A je matice, jej́ıž prvky jsou uvedeny napravo od
”

= “. Naproti tomu
symbol

”
:= “ znač́ı, že proměnné nalevo od tohoto symbolu se p̌rǐrad́ı hodnota

výrazu napravo od tohoto symbolu. Nap̌r.

A := A+B (2.16)

znač́ı, že výsledkem tohoto p̌rǐrazeńı bude matice A, která vznikne ze součtu matice
A a matice B, p̌red p̌rǐrazeńım.

Upozorněńı. Vztah (2.16) neńı možno chápat jako rovnici, nelze tedy nap̌r.p̌revést
matici A z pravé strany na levou – vzniklo by 0 = B. V literatǔre se věťsinou ḿısto

”
:= “ ṕı̌se jenom

”
= “ a rozlǐseńı se ponechává na kontextu.(V textu tomu bude

rovněž tak.)
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2.4. Speciálńı matice a pravidla pro poč́ıtáńı s maticemi

Čtvercová matice. Matici A typu (n, n) budeme nazývat čtvercovou matićı řádu
n. Ḿısto čtvercová matice řádu n stač́ı ř́ıkat matice řádu n, poněvadž o řádu matice
mluv́ıme jen u čtvercových matic.

Nap̌r. matice

A =


1 2 3

4 5 6

7 8 9


je čtvercová matice řádu 3.

Nulová matice. Matici typu (m,n) budeme nazývat nulovou matićı typu (m,n),
jestliže všechny jej́ı prvky jsou rovny nule. Nulovou matici budeme značit 0.

Př́ıklad 2.17. Matice

0 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


je nulová matice typu (3, 4).

Hlavńı a vedleǰśı diagonála v matici. Necht’ A je matice typu (m,n). Budeme
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ř́ıkat, že jej́ı prvky aii, i = 1, 2, . . . ,m lež́ı na hlavńı diagonále a jej́ı prvky aij, pro něž
je i+ j = n+ 1, i = 1, 2, . . . ,m, lež́ı na vedleǰśı diagonále.

Př́ıklad 2.18. Necht’

A =


1 −2 3 1

0 −3 8 5

−5 0 4 2

 .

Potom prvky
”
1, -3, 4“ lež́ı na hlavńı diagonále a prvky

”
1, 8, 0“ lež́ı na vedleǰśı

diagonále.

Řekneme, že čtvercová matice E řádu n je jednotková, jestliže všechny prvky na hlavńı
diagonále jsou rovny č́ıslu 1 a všechny ostatńı jej́ı prvky jsou rovny 0. Chceme-li zdůraznit
jej́ı řád n, označ́ıme ji En.

Př́ıklad 2.19. Matice 
1 0 0

0 1 0

0 0 1


je jednotková matice řádu 3.

Diagonálńı matice. Řekneme, že čtvercová matice A je diagonálńı, jestliže všechny
jej́ı nenulové prvky lež́ı na hlavńı diagonále.
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Př́ıklad 2.20. Matice

A =


1 0 0

0 2 0

0 0 3



je diagonálńı matićı.

Horńı trojúhelńıková matice. Řekneme, že čtverová matice A řádu n je horńı
trojúhelńıkovou matićı, jestliže všechny jej́ı prvky pod hlavńı diagonálou jsou rovny
0.

Dolńı trojúhelńıková matice. Řekneme, že čtvercová matice A řádu n je dolńı
trojúhelńıkovou matićı, jestliže všechny jej́ı prvky nad hlavńı diagonálou jsou rovny
0.

Horńı schodovitá matice. Necht’ A je matice typu (m,n). Řekneme, že matice
A je horńı schodovitá matice, jestliže existuje takové p̌rirozené č́ıslo h ≤ n, že ke
každému řádkovému indexu i, i = 1, 2, . . . , h, existuje nejmenš́ı sloupcový index si tak,
že ai,si 6= 0 a s1 < s2 < . . . < sh a zbývaj́ıćı řádky h+ 1, . . . ,m jsou nulové.
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Př́ıklad 2.21. Matice

A =


1 2 3 4 5 6 7

0 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 9


je horńı schodovitou matićı. V tomto p̌ŕıkladě je žrejmě s1 = 1, s2 = 3, s3 = 7.

Poznámka. Schodovitou matici můžeme definovat ekvivalentně takto. Matice A typu
(m,n) je horńı schodovitá matice, jestliže pro každé dva řádkové indexy p, q matice A
plat́ı:

� Necht’ p–tý řádek matice A je nenulový a q–tý řádek matice A je nulový, potom
p < q.

� Necht’ p–tý a q–tý řádek matice A jsou nenulové a necht’ ap,sp je prvńı nenulový
prvek matice A v p–tém řádku a aq,sq je prvńı nenulový prvek v q–tém řádku
matice A. Jestliže p < q, potom je sp < sq.

� Poněvadž budeme mluvit jen o horńıch schodovitých matićıch, můžeme slovo

”
horńı“ vynechávat.

Pravidla pro poč́ıtáńı s maticemi. Pro zavedené operace s maticemi plat́ı vztahy
uvedené v následuj́ıćı větě.



71•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Věta 2.7. (Pravidla pro poč́ıtáńı s maticemi)

Necht’A,B,C,0 jsou matice téhož typu, kde 0 je matice nulová, a necht’ α, β ∈ R.
Potom plat́ı

A+B = B +A, (2.17)

(A+B) +C = A+ (B +C), (2.18)

A+ 0 = A, (2.19)

A−A = 0, (2.20)

1 ·A = A, (2.21)

α · (β ·A) = (α · β) ·A, (2.22)

(α + β) ·A = α ·A+ β ·A, (2.23)

α · (A+B) = α ·A+ α ·B. (2.24)

Důkaz: Provedeme pouze důkaz vztahu (2.17). Ostatńı vztahy se dokazuj́ı analogicky.

Prvek v i–tém řádku a j–tém sloupci matice na levé straně vztahu (2.17) je roven
aij + bij a prvek v i–tém řádku a j–tém sloupci matice na pravé straně vztahu (2.17)
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je roven bij + aij pro všechna i, j. Plat́ı tedy (2.17).

Věta 2.8. (Pravidla pro poč́ıtáńı s maticemi)

Necht’ typy matic A, B, C, 0 (nulová matice), E (jednotková čtvercová matice)
jsou takové, že operace ve vztaźıch (2.25)—(2.30) maj́ı význam. Potom plat́ı

0 ·A = 0, A · 0 = 0, (2.25)

E ·A = A, (2.26)

A ·E = A, (2.27)

(A ·B) ·C = A · (B ·C), (2.28)

(A+B) ·C = A ·C +B ·C, (2.29)

C · (A+B) = C ·A+C ·B. (2.30)

Poznámka. Jestliže pro matice A, B plat́ı A ·B = 0, nemuśı být žádná z matic
A, B nulovou matićı.

Nap̌r.

(
1 0

0 0

)
.

(
0 0

3 2

)
=

(
0 0

0 0

)
.
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2.5. Systémy lineárńıch algebraických rovnic, úvod

Uvažujme výrobu čty̌r výrobk̊u V1, V2, V3, V4. K jejich výrobě jsou poťrebné suroviny
S1, S2, S3. Jejich množstv́ı v kg poťrebné p̌ri výrobě jednoho kilogramu každého z
výrobk̊u V1, V2, V3, V4 je uvedeno v následuj́ıćı tabulce. Ve sloupci označeném ṕısmenem
Z jsou uvedena množstv́ı Z1, Z2, Z3 jednotlivých surovin S1, S2, S3, která se maj́ı spoťrebovat.
Budeme se zabývat úlohou určit množstv́ı jednotlivých výrobk̊u V1, V2, V3, V4 v kg tak,
abychom zcela spoťrebovali suroviny S1, S2, S3, jejichž množstv́ı jsou uvedena v tabulce
ve sloupci Z.

V1 V2 V3 V4 Z

S1 0, 0 0, 4 0, 3 0, 6 5
S2 0, 2 0, 2 0, 1 0, 1 2
S3 0, 1 0, 2 0, 2 0, 1 3

Označme postupně x1, x2, x3, x4 hledaná množstv́ı v kg výrobk̊u V1, V2, V3, V4. K jejich
výrobě by se poťrebovalo

0, 4x2 + 0, 3x3 + 0, 6x4

kg surovin S1,

0, 2x1 + 0, 2x2 + 0, 1x3 + 0, 1x4
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kg surovin S2 a
0, 1x1 + 0, 2x2 + 0, 2x3 + 0, 1x4

kg surovin S3.

Jestli se maj́ı suroviny S1, S2, S3 plně spoťrebovat, muśı se výrobky V1, V2, V3, V4 vyrábět
v množstv́ıch x1, x2, x3, x4, která splňuj́ı tyto podḿınky:

0, 4x2 + 0, 3x3 + 0, 6x4 = 5

0, 2x1 + 0, 2x2 + 0, 1x3 + 0, 1x4 = 2 (2.31)

0, 1x1 + 0, 2x2 + 0, 2x3 + 0, 1x4 = 3.

Každá z těchto podḿınek p̌redstavuje rovnici pro neznámé veličiny x1, x2, x3, x4. Každá
z nich je tvaru

a1 · x1 + a2 · x2 + . . .+ an · xn = b. (2.32)

V rovnici (2.32) x1, x2, . . . , xn jsou neznámé a a1, a2, . . . , an jsou (věťsinou) známá
č́ısla, nazýváme je koeficienty rovnice. Koeficient ai je koeficient u neznámé xi. Č́ıslo
b nazýváme pravou stranou. Rovnici (2.32) nazýváme lineárńı algebraickou rovnićı o
neznámých x1, . . . , xn. Poněvadž v lineárńı algeb̌re, kterou prob́ıráme, pojednáváme
jenom o algebraických rovnićıch, budeme už́ıvat zkráceného pojmenováńı

”
lineárńı rovnice“.

Při řešeńı úloh věťsinou se pracuje s v́ıce rovnicemi. Jestliže koeficienty v těchto rovnićıch
jsou obecná č́ısla, můžeme je odlǐsit od sebe tak, že v i–té rovnici označ́ıme koeficient
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u xj nap̌r. ai,j.

Potom systém (ḿısto systém můžeme ř́ıkat též soustava) m lineárńıch algebraických
rovnic o n neznámých x1, x2, . . . , xn lze zapsat takto:

a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · · + a2,nxn = b2
...

...
...

am,1x1 + am,2x2 + · · · + am,nxn = bm.

(2.33)

Zde ai,j, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, znač́ı koeficient u neznámé xj v i–té rovnici,
druhý index j označuje složku neznámého vektoru x). Č́ıslo bi nazýváme pravou stranou
i–té rovnice.

Označme A matici

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
am,1 am,2 · · · am,n

 . (2.34)
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Nazýváme ji matićı soustavy systému (2.33). Vektor

x =


x1

x2
...
xn


nazýváme vektorem neznámých a vektor

b =


b1

b2
...
bm


nazýváme vektorem pravých stran.

Lehce nahlédneme, že systém lineárńıch algebraických rovnic (2.33) lze zapsat
užit́ım tohoto označeńı jako

A · x = b. (2.35)

Skutečně, matice A je typu (m,n), x je typu (n, 1), takže A ·x je matice typu (m, 1).
Rovnice (2.35) znamená, že každá složka vektoru A · x je rovna odpov́ıdaj́ıćı složce
vektoru b. Porovnáńım i–tých složek těchto vektor̊u dostáváme i–tou rovnici systému
(2.33).
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Matice, která vznikne z matice A p̌ridáńım vektoru b jako daľśıho sloupce, se nazývá
rozš́ı̌renou matici systému rovnic (2.33).
Znač́ıme ji (A|b). Je tedy

(A|b) =


a1,1 a1,2 · · · a1,n | b1

a2,1 a2,2 · · · a2,n | b2
...

...
am,1 am,2 · · · am,n | bm

 .

Př́ıklad 2.22. Uvažujme systém lineárńıch algebraických rovnic

x1 + 3x2 − 3x3 = −12,
4x1 + 5x2 + 2x3 = −6.

(2.36)

Označme-li A matici soustavy tohoto systému rovnic, b vektor pravých stran a x vektor
neznámých tohoto systému rovnic, je

A =

(
1 3 −3

4 5 2

)
, b =

(
−12

−6

)
, x =


x1

x2

x3

 .
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Matice rozš́ı̌rená je rovna

(A b) =

(
1 3 −3 −12

4 5 2 −6

)
.

Daný systém rovnic lze tedy zapsat jako

A · x = b.

Zaved’me si nyńı pojem řešeńı systému lineárńıch rovnic.

Definice 2.2.
Vektor 0x nazveme řešeńım systému lineárńıch rovnic

A · x = b,

jestliže A · 0x = b. (To jest, jestli vektor 0x vyhovuje rovnici A · x = b).

Vrat’me se k p̌ŕıkladu 2.22. Označme

1x =


3

−4

1

 , 2x =


0

−2

2

 , 3x =


3

0

1

 .
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Zřejmě

A · 1x = b, A · 2x = b, A · 3x =

(
0

14

)
6= b.

Jsou tedy vektory 1x, 2x řešeńım uvažovaného systému (2.36), avšak 3x neńı jeho
řešeńım.

Lehce se p̌resvědč́ıme, že vektor

x =


6− 3 · c
−6 + 2 · c

c


je řešeńım uvažovaného systému rovnic (2.36) pro každé reálné c.

Př́ıklad 2.23. Uvažujme systém lineárńıch rovnic

x1 − 2x2 = 3, (2.37)

2x1 − 4x2 = 5. (2.38)

Tento systém rovnic nemá řešeńı. Skutečně, p̌redpokládejme, že α, β jsou taková č́ısla,
že x1 = α, x2 = β vyhovovuj́ı prvńı rovnici, tedy, že plat́ı

α− 2 · β = 3.
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Potom by bylo

2 · α− 4 · β = 6

a ne 2 · α− 4 · β = 5, takže x1 = α, x2 = β nevyhovuje druhé rovnici.

Poznámka. Později budeme řešit obecně otázku, kdy systém lineárńıch rovnic má jedno
řešeńı, kdy má nekonečně mnoho řešeńı a kdy nemá v̊ubec žádné řešeńı.

2.6. Zavedeńı pojmu inverzńı matice

V lineárńı algeb̌re má velký význam pojem inverzńı matice k dané matici. Tento pojem
si nyńı zavedeme následuj́ıćı definićı. Později si řekneme něco o existenci inverzńı matice
k dané matici a seznáḿıme se s řadou vlastnost́ı inverzńıch matic a nauč́ıme se nalézt
k dané matici matici inverzńı.

Definice 2.3. (Inverzńı matice)
Matice B se nazývá inverzńı k matici A, jestliže

B ·A = A ·B = E. (2.39)

Matici inverzńı k matici A budeme značit A−1.
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Věta 2.9. (Vlastnosti inverzńı matice)
Necht’ je dána matice A a necht’ k ńı existuje matice inverzńı A−1. Potom plat́ı

a) Matice A a matice A−1 jsou čtvercové matice téhož řádu.
b) Inverzńı matice A−1 je jednoznačně určena.
c) K matici A−1 existuje matice inverzńı a plat́ı (A−1)−1 = A.
d) Jestliže A, B jsou čtvercové matice téhož řádu n a jestli k nim existuj́ı matice

inverzńı A−1, B−1, potom k matici A · B existuje matice inverzńı a plat́ı
(A ·B)−1 = B−1 ·A−1.

a) Toto tvrzeńı je bezprosťredńım důsledkem (2.39).
b) Necht’ B, C jsou inverzńı k A. Potom

A ·B = B ·A = E, A ·C = C ·A = E.

Odtud
C = E ·C = (B ·A) ·C = B · (A ·C) = B ·E = B.

Tedy B=C.
c) Toto tvrzeńı je bezprosťredńım důsledkem definice inverzńı matice.
d) Podle vět 2.7, 2.8 plat́ı

(B−1A−1) · (AB) = B−1(A−1A)B.

Poněvadž A−1A = E, dostáváme odtud

(B−1A−1) · (AB) = B−1 ·E ·B = B−1B = E.
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Podobně dokážeme, že

(AB) · (B−1A−1) = E.

Je tedy B−1A−1 inverzńı matićı k matici AB.

Uved’me si zde větu o řešitelnosti a jednoznačnosti řešeńı systému lineárńıch rovnic,
za p̌redpokladu, že k matici soustavy existuje matice inverzńı.

Věta 2.10. (Řešeńı systému A · x = b pomoćı inverzńı matice A−1).
Necht’

A · x = b (2.40)

je systém n lineárńıch rovnic o n neznámých, kde A je čtvercová matice soustavy
řádu n a b je vektor pravých stran typu (n, 1). Necht’ k matici A existuje matice
inverzńı A−1. Potom systém rovnic (2.40) má právě jedno řešeńı x, které lze určit
vztahem

x = A−1 · b. (2.41)

Důkaz: Jak již bylo ďŕıve dokázáno, inverzńı maticeA je určena jednoznačně. Vynásob́ıme-
li (2.40) matićı A−1 zleva, dostáváme

A−1 · (A · x) = A−1 · b (2.42)

Vzhledem k větě 2.8 plat́ı

(A−1 ·A) · x = A−1 · b.
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Poněvadž (A−1 ·A) = E a E · x = x, dostáváme odtud (2.41).

Dokažme ještě jednoznačnost řešeńı. Předpokládejme, že existuj́ı dvě řešeńı 1x,2 x

systému (2.40). Potom

A · 1x = b, A · 2x = b.

Odečteńım těchto vztahů dostáváme

A · (1x− 2x) = 0.

Vynásobeńım tohoto vztahu matićı A−1 zleva dostáváme

1x− 2x = 0,

takže
1x = 2x.

Má tedy systém A · x = b právě jedno řešeńı.

Poznámka. Problematiku jak určit matici inverzńı k dané matici, budeme řešit později.

Př́ıklad 2.24. Nalezněte řešeńı systému lineárńıch rovnic

A · x = b, (2.43)
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jestliže

A =


1 5 2

3 4 1

0 1 4

 , b =


26

39

78


a znáte-li k matici A matici inverzńı

A−1 =


− 5

13
6
13

1
13

4
13 −

4
39 −

5
39

− 1
13

1
39

11
39

 .

Řešeńı. Podle p̌redcházej́ıćı věty má daný systém právě jedno řešeńı a to

x =


− 5

13
6
13

1
13

4
13 −

4
39 −

5
39

− 1
13

1
39

11
39




26

39

78

 .

Výpočtem dostáváme

x =


14

−6

21

 .
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2.7. Ukázka formulace úlohy lineárńıho programováńı.

(Úlohu nebudeme řešit!!)V této kapitole popsaný aparát maticového počtu použijeme
nyńı k matematické formulaci následuj́ıćı úlohy, která paťŕı do úloh lineárńıho pro-
gramováńı. Tyto úlohy jsou velice významnou aplikaćı lineárńı algebry. Úlohy tohoto
typu se řeš́ı věťsinou pomoćı poč́ıtač̊u a k jejich řešeńı jsou vypracovány speciálńı pro-
gramy. My se nebudeme zde zabývat otázkou jak se řeš́ı, ale jenom otázkou, jak se
dá úloha matematicky formulovat a jak se p̌riprav́ı data pro vstupńı hodnoty těchto
programů.

Př́ıklad 2.25. Čokoládovna vyráb́ı 5 druhů výrobk̊u. Jsou to výrobky, které označ́ıme
V1, V2, V3, V4, V5. K výrobě poťrebujeme suroviny tuk, kakao a cukr. Tyto suroviny jsou k
dispozici v omezených množstv́ıch, v uvedném pǒrad́ı 1500 kg, 300 kg, 450 kg na jeden
den. Spoťreba surovin v kilogramech na 1 kg výrobku je dána tabulkou 2.1 na straně
44. Odbytové ceny jednotlivých výrobk̊u v uvedném pǒrad́ı jsou 20 Kč, 120 Kč, 100 Kč,
140 Kč, 40 Kč. Úkolem je stanovit takový denńı výrobńı plán, aby hodnota výroby byla
maximálńı. Výrobky jsou vyráběny technologicky nezávisle na sobě navzájem. Výroba
se tedy uskutečňuje ve formě pěti výrobńıch proces̊u, které však nejsou navzájem zcela
izolované, nebot’ společně spoťrebovávaj́ı výrobńı zdroje, jeden proces na úkor druhého.

Matematická formulace úlohy. Pro účely matematické formulace zaved’me 5 nezávisle
proměnných: xj necht’ označuje množstv́ı výrobku Vj v kg, jež bude vyráběno za den, kde
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j = 1, 2, 3, 4, 5. Hledáme tedy hodnoty xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5, vyhovuj́ıćı nerovnostem

0, 4x2 + 0, 3x3 + 0, 6x4 + 0, 6x5 ≤ 1500
0, 05x1 + 0, 2x2 + 0, 1x3 + 0, 1x4 ≤ 300
0, 10x1 + 0, 2x2 + 0, 2x3 + 0, 1x4 + 0, 2x5 ≤ 450

(2.44)

V́ıme, že p̌ri výrobě xj výrobk̊u Vj, j = 1, 2, 3, 4, 5, bude odbytová cena výroby rovna

z = 20x1 + 120x2 + 100x3 + 140x4 + 40x5. (2.45)

Naš́ı úlohu můžeme tedy formulovat takto : Nalezněte taková nezáporná č́ısla xj, j =
1, 2, 3, 4, 5, která vyhovuj́ı nerovnostem (2.44) a pro něž funkce (2.45) nabývá svého
maxima.

Tato úloha je tedy popsána matićı A, vektorem m množstv́ı surovin a vektorem b
odbytových cen výrobk̊u a vektorem x počtu výrobk̊u

A =


0, 00 0, 4 0, 3 0, 6 0, 6

0, 05 0, 2 0, 1 0, 1 0, 0

0, 10 0, 2 0, 2 0, 1 0, 2

 , m =

 1500
300
450

 , bT =


20

120
100
140
40

 ,
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x =


x1

x2

x3

x4

x5

 .

Potom (2.44) lze zapsat jako jako

Ax ≤m (2.46)

a funkce (2.45) lze zapsat jako
z = b · x. (2.47)

Naši úlohu můžeme vyslovit takto: Nalezněte vektor x ≥ 0 vyhovuj́ıćı (2.46), který
minimalizuje funkci (2.47).

Matice A, vektory m, b a požadavek, že vektor

xT = (x1, x2, x3, x4, x5) ≥ 0,

jsou vstupńımi údaji programu, kterým se výpočet realizuje. Dostáváme

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1000, x4 = 2000, x5 = 0.
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Kapitola 3

Lineárńı prostor

3.1. Aritmetický vektorový prostor.

V minulé kapitole jsme si zavedli pojem sloupcového a řádkového vektoru jako zvláštńı
p̌ŕıpad matic – totiž sloupcový vektor jako matici typu (n, 1) a řádkový vektor jako
matici typu (1, n). Tedy vektory můžeme chápat jako prvky množiny Rn, tj. množiny
uspǒrádaných n−tic reálných č́ısel, kde n ∈ N. Znač́ıme je malými, tučně vytǐstěnými
ṕısmeny. Č́ıslo na i−té pozici vektoru a nazýváme jeho i−tou složkou a věťsinou
označovat jako ai. Nebude-li nic řečeno, budeme p̌redpokládat, že se jedná o sloupcové
vektory. O jaké vektory se jedná, bude často vidět ze zápisu, aniž bychom zdůrazňovali,
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že se jedná o sloupcové, resp o řádkové vektory. Připomeňme si, že je-li a sloupcový
vektor, potom aT je řádkový vektor se stejnými složkami. Připomeňme si, že součet
dvou vektor̊u znač́ıme symbolem

”
+ “ a násobeńı reálnými č́ısly tečkou

”
· “, kterou,

nemůže-li doj́ıt k omylu, lze vynechat. Tedy nap̌r., jestliže

a =

 a1
...
an

 , b =

 b1
...
bn


potom jejich součtem a+ b je c ∈ Rn, pro něž plat́ı

c = a+ b =

 a1 + b1
...

an + bn

 ,

a je-li α ∈ R, potom součinem α.a rozuḿıme d ∈ Rn, pro něž plat́ı

d = α.a =

 α.a1
...

α.an

 ,

Množinu Rn společně s těmito operacemi
”

+, . “ budeme značit Vn a nazývat
aritmetickým vektorovým prostorem.
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Vektorový podprostor Necht’ P ⊆ Rn a necht’ plat́ı: jestliže a, b ∈ P a α ∈ R,
potom i a + b ∈ P, α.a ∈ P . Budeme ř́ıkat, že na P je definován aritmetický
podprostor prostoru Vn. Budeme jej značit P. Často budeme o něm mluvit prostě
jako o vektorovém prostoru.

Označeńı. Ḿısto a ∈ P lze psát a ∈ P. Ḿısto a+ (−b) lze psát a− b.

3.2. Lineárńı nezávislost vektor̊u

Uvažujme systém lineárńıch algebraických rovnic

ai,1x1 + . . .+ ai,nxn = bi, i = 1, . . . ,m, (3.1)

v němž x1, . . . , xn jsou neznámé a ai,j, bi, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, , n. jsou daná č́ısla.
Při jeho analýze je zapoťreb́ı zjǐst’ovat, zda

� některá z rovnic systému neńı v rozporu s jinými rovnicemi tohoto systému
� zda každá z rovnic dává nové požadavky na hledané neznámé x1, . . . , xn,
� zda podḿınky na neznámé rovnici vyjáďrený jednotlivými rovnicemi, je nebo neńı

již obsažen v jiných rovnićıch systému.

Při těchto úvahách je vhodné k i−té rovnici tohoto systému (3.1) p̌rǐradit vektor

(ai,1, . . . , ai,n, bi); i = 1, 2, . . . ,m.



91•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Součet dvou rovnic pak můžeme realizovat pomoćı součtu vektor̊u, které jsou k těmto
rovnićım p̌rǐrazeny. Podobně násobeńı rovnice č́ıslem můžeme realizovat pomoćı násobeńı
vektoru, p̌rǐrazenému k této rovnici, t́ımto č́ıslem.

K řešeńı nahǒre uvedeného problému použijeme dále zaváděné pojmy: lineárńı kombi-
nace vektor̊u (rovnic), lineárńı nezávislost a lineárńı závislost vektor̊u (rovnic). S těmito
pojmy se setkáme i v jiných úvahách.

Definice 3.1.
Necht’ 1x, . . . , nx jsou vektory z vektorového prostoru P a c1, . . . , cn jsou reálná
č́ısla. Potom vektor

x = c1
1x+ . . .+ cn

nx

nazveme lineárńı kombinaćı vektor̊u 1x, . . . , nx.

Př́ıklad 3.1. Necht’

1x = (2, 3,−1), 2x = (5, 2, 6), 3x = (9, 8, 4)

jsou vektory z prostoru V3. Poněvadž

2 · (2, 3,−1) + (5, 2, 6) = (4, 6,−2) + (5, 2, 6) = (9, 8, 4),

tj.
21x+ 2x = 3x,

je vektor 3x lineárńı kombinaćı vektor̊u 1x, 2x.
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Definice 3.2. (Lineárńı nezávislost a závislost vektor̊u)

Necht’ 1x, . . . , nx jsou vektory z vektorovém prostoru P. Řekneme, že tyto vektory
jsou lineárně nezávislé, jestliže

c1
1x+ . . .+ cn

nx = 0 ⇐⇒ c1 = c2 = . . . = cn = 0. (3.2)

Jestliže vektory 1x, . . . , nx nejsou lineárně nezávislé, jsou lineárně závislé.

Poznámka. Z nahǒre uvedené definice vyplývá, že vektory 1x, . . . , nx z vektorovém
prostoru P jsou lineárně závislé, když a jenom když existuj́ı taková č́ısla c1, c2, . . . , cn,
z nichž alespoň jedno je r̊uzné od 0, že c1

1x+ . . .+ cn
nx = 0.

Př́ıklad 3.2. Ukažme, že vektory 1x = (1, 4,−4), 2x = (1, 2, 0), 3x = (1, 5,−2)
z prostoru V3 jsou lineárně nezávislé. Skutečně, ze vztahu

c1 · 1x+ c2 · 2x+ c3 · 3x = 0

dostáváme

c1 · (1, 4,−4) + c2 · (1, 2, 0) + c3 · (1, 5,−2) = (0, 0, 0),

to jest

(c1 + c2 + c3, 4c1 + 2c2 + 5c3,−4c1 + 0c2 − 2c3) = (0, 0, 0).



93•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Aby rovnost mezi těmito vektory platila, muśı koeficienty c1, c2, c3 vyhovovat systému
lineárńıch rovnic

c1 + c2 + c3 = 0, (3.3)

4c1 + 2c2 + 5c3 = 0, (3.4)

−4c1 + 0c2 − 2c3 = 0. (3.5)

Jak se lehce p̌resvědč́ıme, má systém rovnic (3.3)—(3.5) jediné řešeńı c1 = c2 = c3 = 0.
Jsou tedy dané vektory lineárně nezávislé.

Poznámka. a) Vektor 0 je lineárně závislý, nebot’ α0 = 0 pro každé α ∈ R.
b) Vektory 1x, . . . , nx, n > 1, jsou lineárně závislé, když a jenom když alespoň
jeden z nich lze vyjáďrit jako lineárńı kombinaci ostatńıch z nich. (Dokažte!)

Př́ıklad 3.3. Ukažme, že vektory

(1, 2, 3), (−1, 2, 0), (1, 6, 6)

jsou lineárně závislé.

Lehce nahlédneme, že

2 · (1, 2, 3) + (−1, 2, 0) = (1, 6, 6).
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Vektor (1, 6, 6) jsme vyjáďrili jako lineárńı kombinaci zbývaj́ıćıch dvou vektor̊u, jsou
tedy lineárně závislé.

Zaved’me si nyńı pojem hodnosti skupiny X vektor̊u z prostoru Vn.

Definice 3.3. (Hodnost matice.)
Necht’ X je skupina vekor̊u z prostoru P. Maximálńı počet lineárně nezávislých
vektor̊u této skupiny budeme nazývat jej́ı hodnost́ı. Budeme ji značit h(X).

Poznámka. Pojem hodnosti matice použijeme k řešeńı problému
”

Má daný systém
lineárńıch rovnic řešeńı ?. Má-li řešeńı, kolik je těchto řešeńı?“

Poznámka. Necht’ A je matice typu (m,n). Na matici A se můžeme d́ıvat jako
na uspǒrádanou m–tici řádkových vektor̊u z vektorového prostoru Vn, resp. jako na
uspǒrádanou n–tici sloupcových vektor̊u z vektorového prostoru Vm. Aplikováńım definice
hodnosti na řádky matice dostáváme řádkovou hodnost matice a aplikováńım definice
hodnosti na sloupce matice dostáváme sloupcovou hodnost matice. Později ukážeme,
že pro každou matici je sloupcová hodnost rovna jej́ı řádkové hodnosti. Pokud to
nedokážeme a výslovně něrekneme o jakou hodnost se jedná, budeme ḿıt na mysli
řádkovou hodnost.
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Př́ıklad 3.4. Určete řádkovou hodnost matice

A =


1 2 3 4

5 6 7 8

6 8 10 12

 .

Označme 1x, 2x, 3x postupně prvńı, druhý a ťret́ı řádek matice A. Tedy

1x =
(

1 2 3 4
)
, (3.6)

2x =
(

5 6 7 8
)
, (3.7)

3x =
(

6 8 10 12
)
. (3.8)

Zřejmě vektor 3x je lineárně závislý na vektorech 1x, 2x, nebot’

3x = 1x+ 2x

a vektory 1x, 2x jsou lineárně nezávislé. Skutečně, kdyby tyto vektory byly lineárně
závislé, byl by jeden z nich násobkem druhého. To znamená, existovalo by takové č́ıslo
α, že by 2x = α1x to jest, platilo by(

5 6 7 8
)

= α
(

1 2 3 4
)
.

Takové č́ıslo α však evidentně neexistuje. Vektory 1x, 2x jsou tedy lineárně nezávislé.
Tedy mezi vektory 1x, 2x, 3x jsou právě dva lineárně nezávislé vektory. Řádková hodnost
matice A je tedy rovna 2.
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Definice 3.4. (Regulárńı matice)
Necht’ čtvercová matice A řádu n má hodnost n. Potom ji nazýváme regulárńı
matićı.

Úkol. Dokažte si, že horńı schodovitá matice má řádkovou hodnost rovnu počtu
jejich nenulových řádk̊u.

Poznámka. Zjǐst’ovat hodnost matice p̌ŕımo z definice je obt́ıžné. Hodnost matice
budeme hledat později jej́ım p̌revodem na horńı schodovitou matici o stejné hodnosti
pomoćı elementárńıch transformaćı, o kterých ted’ pojednáme.

3.3. Elementárńı transformace

1. Necht’ matice A je typu (m,n) a α je libovolné reálná č́ısla, i ∈ N, 1 ≤ i ≤ m.
Necht’ matice B je matice, jej́ıž i-tý řádek je roven α násobku i-tého řádku matice
A a ostatńı řádky matice B jsou stejné jako v matice A. Potom řekneme, že
matice B vznikla z matice A transformaćı T 1(i, α). Ṕı̌seme pak

B = T 1(i, α)A, resp. {ri = α.ri}A = B.
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Př́ıklad. Necht’

A =


1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

 (3.9)

Označme B matici, která vznikne z matice A tak, že jej́ı druhý řádek vynásob́ıme
č́ısle,

”
−3“ a ostatńı řádky ponecháme beze změny. Dostaneme

B = T 1(2,−3)A =


1 2 3 4

−15 −18 −21 −24

9 10 11 12


Tuto transformaci lze zapsat též takto

{r2 = −3.r2}A = B.

2 . Necht’ matice A je typu (m,n) a α, β 6= 0 jsou libovolná reálná č́ısla, i, j jsou
p̌rirozená č́ısla 1 ≤ i, j ≤ m, i 6= j Označme B tu matici typu (m,n), jej́ıž j–tý
řádek je roven součtu α-násobku i-tého řádku matice A a β-násobku j-tého řádku
matice A a ostatńı řádky jsou stejné jako u matice A. Potom řekneme, že matice
B vznikla z matice A transformaćı T 2(i, α; j, β). Ṕı̌seme pak

B = T 2(i, α; j, β)A, resp. B = {rj = α.ri + β.rj}A.
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Př́ıklad.Necht’

A =


1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

 . (3.10)

Označme B matici, která vznikne z matice A tak, že řádek
”
2“, vynásobený

č́ıslem
”
-4“ p̌ripoč́ıtáme k řádku č.

”
3“ vynásobenému č́ıslem

”
5“ a ostatńı řádky

matice B jsou stejné jako v matici A. Tedy matice B je matice, která vznikne
transformaćı T 2(2,−4; 3, 5)A. Dostáváme

B = T 2(2,−4; 3, 5)A =


1 2 3 4

5 6 7 8

25 26 27 38

 .

Tuto transformaci lze zapsat též takto

B = {r3 = 4.r2 + 5.r3}A.

3 . Necht’ matice A je typu (m,n) a i, j jsou p̌rirozená č́ısla 1 ≤ i, j ≤ m, i 6= j

Označme B tu matici typu (m,n), která vznikne z matice A, vzájemnou výměnou
jej́ıho i-tého řádku s j-tým řádkem. Potom řekneme, že matice B vznikla z matice
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A transformaćı T 3(i; j)A. Ṕı̌seme pak

B = T 3(i; j)A, resp. B = {ri ↔ rj}A.

Př́ıklad.Necht’

A =


1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

 . (3.11)

OznačmeB matici, která vznikne z maticeA tak, že řádek
”
2“ maticeA vyměńıme

s řádkem č.
”
3“ matice A a ostatńı řádky matice B má stejné jako v matice A .

Potom řekneme, že matice B, vznikne z matice A transformaćı T 3(2; 3)A. Tedy

B = T 3(2; 3)A =


1 2 3 4

9 10 11 12

5 6 7 8


Tuto transformaci lze zapsat též takto

B = {r2 ↔ r3}A.
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3.4. Transformace matice na matici schodovitého tvaru

Ukážeme si nyńı transformaci maticeA elementárńımi transformacemi na horńı schodovi-
tou matici B. Tuto transformaci využijeme

• p̌ri zjǐst’ováńı hodnosti matice

• na analýzu řešitelnsti systému lineárńıch rovnic a odvozeńı eliminačńı metody na
řešeńı systému lineárńıch rovnic

• na výpočet hodnoty determinantu.

Ve výkladu použ́ıváme označeńı:
A . . . proměnná pro matici. Na začátku je j́ı p̌rǐrazena matice, kterou máme transfor-
movat na horńı schodovitou matici. V jednotlivých kroćıch bude tato matice transfor-
movaná sama na sebe.
m. . . počet řádk̊u matice A
n . . . počet sloupc̊u matice A
Postupně pro i = 1, 2, . . . budeme provádět následuj́ıćı úkony.
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ZAČÁTEK

i = 1

Bod 1. Budeme vytvá̌ret i-tý řádek hledané matice schodovitého tvaru.
Bod 2. K č́ıslu i urč́ıme nejmenš́ı pǒradové č́ıslo sloupce matice A, v jehož řádćıch i, i+

1, . . . ,m je alespoň jeden nenulový prvek. Toto pǒradové č́ıslo sloupce označme
si.

Bod 3. Zvolme p ∈ {i, . . . ,m}, pro než je ap,si 6= 0. (je-li takových p v́ıce, zvoĺıme jedno
z nich).Zvolený p-tý řádek matice A nazveme hlavńım řádkem.

Bod 4. Je-li p 6= i, vyměńıme navzájem p-tý a i-tý řádek matice A. Výměnu těchto dvou
řádk̊u provedeme transformaci A := T 3(i, p)A. Po této výměně je i-tý řádek
hlavńım řádkem. Je-li p = i, je již i-tý řádek hlavńım řádkem. Výměna řádk̊u se
tedy neprovád́ı.

Bod 5. Provedeme nyńı takové elementárńı transformace, aby po jejich realizaci byly prvky
ai+1,si, . . . , am,si rovny 0. Toho dosáhneme nap̌r. elementárńı transformaćı

a) A := T 2(i,−aj,si; j, ai,si)A pro ty indexy j = i + 1, . . . ,m pro něž aj,si 6= 0,
nebo transformaćı

b) A := T 2(i,
−aj,si
ai,si

; j, 1)A pro ty indexy j = i+ 1, . . . ,m pro něž aj,sj 6= 0,
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Bod 6. Jestliže matice A neńı ještě ve schodovitém tvaru, položme i = i+ 1 a p̌rejdeme
zpět na Bod 1. Je-li A již schodovitého tvaru, je výpočet ukončen.

Př́ıklad 3.5. Matici 
0 1 3 2 3

0 2 6 4 1

0 0 0 1 2

0 1 3 2 4


transformujte na horńı schodovitou matici užit́ım elementárńıch transformaćı.

Řešeńı. Položme

A =


0 1 3 2 3

0 2 6 4 1

0 0 0 1 2

0 1 3 2 4

 , V našem p̌ŕıpadě je m = 4, n = 5.

V následuj́ıćım popisu výpočtového postupu bude označeńı Bod 1-i,. . . ,Bod 6-i
znamenat úkony Bod 1, . . . , Bod 6 pro dané i.
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ZAČÁTEK
i = 1

Bod 1-1 Budeme vytvá̌ret i-tý (prvńı) řádek hledané schodovité matice.
Bod 2-1 K č́ıslu i (to jest k č́ıslu i = 1) urč́ıme nejmenš́ı pǒradové č́ıslo sloupce, v jehož

řádćıch i, . . . ,m (to jest v jehož řádćıch 1, 2, 3, 4) je nenulový prvek. Je to druhý
sloupec. Polož́ıme tedy si = 2 (tj. s1 = 2).

Bod 3-1 Zvoĺıme hlavńı řádek. V si–tém sloupci (to jest ve 2. sloupci) jsou nenulové prvky
v řádćıch 1, 2, 4. Z nich zvoĺıme jeden. Jeho pǒradové č́ıslo označ́ıme p. Rozhod-
neme se pro řádek p = 1, který zvoĺıme jako hlavńı.

Bod 4-1 Poněvadž jsme zvolili za hlavńı řádek p–tý řádek, kde p = i, neprovád́ıme výměnu
p-tého řádku s i-tým řádkem.

Bod 5-1 Provedeme nyńı takové elementárńı tranformace matice A, aby po jejich realizaci
byly v si-tém sloupci (to jest ve druhém sloupci) v řádćıch i+ 1, . . . ,m (to jest v
řádćıch 2, 3, 4) nulové prvky. (Prvky a2,2, a3,2, a4,2 eliminujeme). Toho dosáhneme
nap̌r. elementárńımi transformacemi

A = T 2(i,−aj,si ; j, ai,si)A, pro j = i+ 1, . . . ,m, je-li aj,sj 6= 0.

Poněvadž i = 1, si = 2, m = 4, eliminaci provedeme elementárńımi transforma-
cemi

A = T 2(1,−aj,2 ; j, a1,2)A, pro j = 2, 3, 4.

To znamená, že prvek aj,2 pro každé j ∈ {2, 3, 4} eliminujeme tak, že hlavńı řádek
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(to jest prvńı řádek) vynásob́ıme č́ıslem (−aj,2) a p̌ričteme jej k j-tému řádku
vynásobeného č́ıslem a1,2.

• Položme j = i+ 1 (tedy pro j = 2) dostáváme

A = T 2(1,−a2,2, 2, a1,2)A.

Po této transformaci je druhý řádek matice A roven

−2 · (0 1 3 2 3) + 1 · (0 2 6 4 1) = (0 0 0 0 − 5)

a ostatńı řádky matice A se neměńı.
• Položme j = j + 1. Je tedy j = 3. Poněvadž aj,si = 0, (to jest a3,2 = 0),

eliminaci neńı ťreba provádět a p̌rejdeme k daľśımu řádku.
• Položme j = j+ 1. Je tedy j = 4. Poněvadž aj,si = 1 6= 0, (to jest a4,2 6= 0,)

provedeme elementárńı transformaci

A = T 2(1,−a4,2; 4, a1,2)A.

Po této transformaci je čtvrtý řádek matice A roven

−1 · (0 1 3 2 3) + 1 · (0 1 3 2 4) = (0 0 0 0 1).
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Ostatńı řádky matice A se neměńı. Je tedy

A =


0 1 3 2 3

0 0 0 0 −5

0 0 0 1 2

0 0 0 0 1

 .

Bod 6-1 Poněvadž obdržená matice A ještě neńı horńı schodovitou matićı, polož́ıme

i = i+ 1

a p̌rejdeme na bod Bod 1.
Bod 1-2 Je tedy i = 2. Budeme vytvá̌ret druhý řádek horńı schodovité matice.
Bod 2-2 K č́ıslu i (to jest k č́ıslu i = 2) urč́ıme nejmenš́ı pǒradové č́ıslo si (to jest s2)

sloupce, v jehož řádćıch i, . . . ,m (to jest v jehož řádćıch 2, 3, 4) je nenulový prvek.
Je to čtvrtý sloupec. Polož́ıme tedy si = 4 (s2 = 4).

Bod 3-2 Zvoĺıme hlavńı řádek. V si-tém sloupci (to jest ve 4. sloupci) je v řádćıch 2, 3, 4
nenulový prvek jen v řádku 3. Jeho pǒradové č́ıslo označ́ıme p. Tento řádek zvoĺıme
za hlavńı řádek. Je tedy p = 3.

Bod 4-2 Poněvadž jsme zvolili za hlavńı řádek řádek p, kde p 6= i, provedeme v matici A
výměnu řádku p s řádkem i. (Tedy výměnu druhého a ťret́ıho řádku.) Dostáváme
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tak matici

A =


0 1 3 2 3

0 0 0 1 2

0 0 0 0 −5

0 0 0 0 1

 .

Bod 5-2 Provedeme nyńı takové elementárńı transformace matice A, aby po jejich realizaci
byly v si-tém sloupci (to jest ve čtvrtém sloupci) v řádćıch i+ 1, . . . ,m (to jest v
řádćıch 3, 4) nulové prvky. (Prvky a3,4, a4,4 eliminujeme.) Avšak v tomto p̌ŕıpadě
jsou prvky a3,4, a4,4 rovny 0, takže eliminaci neńı ťreba provádět. Je tedy výsledná
matice v tomto kroku

A =


0 1 3 2 3

0 0 0 1 2

0 0 0 0 −5

0 0 0 0 1

 .

Bod 6-2 Obdržená matice A ještě neńı horńı schodovitou matićı, proto polož́ıme

i = i+ 1

a p̌rejdeme na bod Bod 1.
Bod 1-3 Je tedy i = 3. To znamené, že budeme vytvá̌ret ťret́ı řádek hledané schodovité

matice.
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B2-3 K č́ıslu i (to jest k č́ıslu i = 3) urč́ıme nejmenš́ı pǒradové č́ıslo si (to jest s3),
v jehož řádćıch i, . . . ,m (to jest v jehož řádćıch 3, 4) je nenulový prvek. Je to pátý
sloupec. Položme tedy si = 5 (s3 = 5).

B3-3 Zvoĺıme hlavńı řádek. V si-tém sloupci (to jest v 5. sloupci) jsou nenulové prvky v
řádćıch 3, 4. Z nich zvoĺıme jeden. Jeho pǒradové č́ıslo označ́ıme p. Rozhodneme
se pro řádek p = 4, který zvoĺıme jako hlavńı.

B4-3 Poněvadž jsme zvolili za hlavńı řádek p-tý řádek, kde p 6= i, provád́ıme výměnu
řádku p s řádkem i. Po této výměně je

A =


0 1 3 2 3

0 0 0 1 2

0 0 0 0 1

0 0 0 0 −5

 .

B5-3 Provedeme nyńı takové elementárńı transformace matice A, aby po jejich realizaci
byly v si-tém sloupci (to jest v pátém sloupci) v řádćıch i+1, . . . ,m (to jest v řádku
4) nulové prvky. (Prvek x4,5 eliminujeme.) Toho lze dosáhnout nap̌r. elementárńı
transformaćı

A = T 2(3,−a4,5; 4, a3,5)A.

touto trnsformćı bude čtvrtý řádek roven

5 · (0 0 0 0 1) + 1 · (0 0 0 0 − 5) = (0 0 0 0 0).
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Je tedy

A =


0 1 3 2 3

0 0 0 1 2

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

 .

Bod 6-3 Poněvadž obdržená matice je již horńı schodovitou matićı, je transformace dané
matice na horńı schodovitou matici již ukončen.

Poněvadž obdržená schodovitá matice má celkem ťri nenulové řádky, je jej́ı hodnost a
tedy i hodnost zadané matice rovna 3. Tedy h(A) = 3.

Př́ıklad 3.6. Určete hodnost skupiny vektor̊u

1a = (1 0 − 1 2), 2a = (0 1 2 − 1), 3a = (0 1 3 − 6).

Řešeńı. Úloha je ekvivalentńı s úlohou nalezeńı řádkové hodnosti matice

A =


1 0 −1 2

0 1 2 −1

0 1 3 −6

 .

Tuto hodnost hledejme transformaćı matice A elementárńımi ransformacemi na horńı
schodovitou matici postupem popsaným na str. ??.
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Položme
i = 1

Bod 1-1 Budeme vytvá̌ret i-tý řádek (1. řádek) schodovité matice.
Bod 2-1 K č́ıslu i = 1 urč́ıme nejmenš́ı pǒradové č́ıslo sloupce matice A, v jehož řádćıch

1, 2, 3 je alespoň jeden prvek r̊uzný od 0. Je to v prvńım sloupci. Pokládáme tedy
s1 = 1.

Bod 3-1 Hledáme nyńı řádek matice A, v jehož sloupci s pǒradovým č́ıslem s1 = 1 je
nenulový prvek. To jest, hledáme p ∈ {1, 2, 3}, pro něž je ap,s1 6= 0. Je to pro
p = 1. Položme tedy p = 1. Řádek p = 1 voĺıme za hlavńı.

Bod 4-1 Poněvadž p = i, neprovád́ıme výměnu p-tého a i-tého řádku. Prvńı řádek je
hlavńım.

Bod 5-1 Poněvadž všechny prvky v prvńım sloupci poč́ınaje druhým řádkem, jsou nulové
(tj. prvky aj,1 = 0 pro j = 2, 3), p̌rejdeme k B6-1.

Bod 6-1 Matice A neńı horńı schodovitou matićı, proto polož́ıme
i = i+ 1

a jdeme zpět k bodu B1.

Bod 1-2 Je tedy i = 2. Budeme vytvá̌ret 2. řádek schodovité matice.
Bod 2-2 K č́ıslu i (tj. k č́ıslu i = 2) urč́ıme nejmenš́ı pǒradové č́ıslo sloupce si (to jest s2),

v jehož řádćıch 2, 3 je nenulový prvek. Je to druhý sloupec. Polož́ıme tedy s2 = 2.
Bod 3-2 Zvoĺıme hlavńı řádek. Ve sloupci s pǒradovým č́ıslem s2 (tj. ve druhém sloupci)
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hledáme index j, j ≥ i, tak, aby aj,s2 6= 0. Je to pro j = 2 a pro j = 3. Zvolme
jedno z nich. Rozhodneme se pro j = 2. Polož́ıme p = 2. Bude tedy p-tý řádek
hlavńım řádkem.

Bod 4-2 Poněvadž jsme zvolili za hlavńı řádek p-tý řádek, kde p = i, neprovád́ıme vzájemnou
výměnu p-tého a i-tého řádku. Je tedy i-tý řádek hlavńım řádkem.

Bod 5-2 Provedeme nyńı takové elementárńı transformace, aby po jejich realizaci byly v si-
tém sloupci (ve druhém sloupci) v řádćıch i+ 1, . . . ,m (to jest v řádku 3) nulové
prvky. Toho dosáhneme nap̌r. elementárńı transformaćı

A = T 2(2,−a3,2; 3, a2,2)A.

Výpočtem dostáváme ťret́ı řádek vektoru A

−1(0 1 2 − 1) + 1(0 1 3 − 6) = (0 0 1 − 5).

Celkem dostáváme

A =


1 0 −1 2

0 1 2 −1

0 0 1 −5

 .

Bod 6-2 Dosažená matice A je horńı schodovitá matice. Poněvadž má ťri nenulové řádky,
je jej́ı hodnost rovna 3, je tedy h(A) = 3.

Dané vektory 1a, 2a, 3a jsou lineárně nezávislé.
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Př́ıklad 3.7. Určete hodnost matice

X =


0 0 1 2 3

0 2 2 4 3

0 2 4 8 9

0 0 2 4 6

 .

Řešeńı. V tomto p̌ŕıkladě naznač́ıme pouze výsledky jednotlivých úprav bez komentá̌re.

X =


0 2 2 4 3

0 0 1 2 3

0 2 4 8 9

0 0 2 4 6

 ∼


0 2 2 4 3

0 0 1 2 3

0 0 2 4 6

0 0 2 4 6

 ∼


0 2 2 4 3

0 0 1 2 3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 .

Má tedy matice X hodnost 2.

Transformace matice A = (B C) na matici (E X).

Necht’ B je čtvercová regulárńı matice řádu n a C je matice typu (n, m). Popǐsme al-
goritmus transformace této matice elementárńımi transformace na matici tvaru (E X).

Ve výkladu použ́ıváme označeńı:
A . . . proměnná pro matici. Na začátku je j́ı p̌rǐrazena matice, kterou máme transfor-
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movat na požadovaný tvar. V jednotlivých kroćıch bude tato matice transformovaná
sama na sebe.
m. . . počet řádk̊u matice A
n . . . počet sloupc̊u matice A

Postupně pro i = 1, 2, . . . budeme provádět následuj́ıćı úkony.

ZAČÁTEK
i = 1

Bod 1. Budeme vytvá̌ret i-tý řádek hledané matice.
Bod 2. K č́ıslu i urč́ıme nejmenš́ı pǒradové č́ıslo sloupce matice A, v jehož řádćıch i, i+

1, . . . , n je alespoň jeden nenulový prvek. Toto pǒradové č́ıslo sloupce označme si.
Bod 3. Zvolme p ∈ {i, . . . , n}, pro než je ap,si 6= 0. (je-li takových p v́ıce, zvoĺıme jedno

z nich).Zvolený p-tý řádek matice A nazveme hlavńım řádkem.
Bod 4. Je-li p 6= i, vyměńıme navzájem p-tý a i-tý řádek metice A. Výměnu těchto dvou

řádk̊u provedeme transformaci A := T 3(i, p)A. Po této výměně je i-tý řádek
hlavńım řádkem. Je-li p = i, je již i-tý řádek hlavńım řádkem. Výměna řádk̊u se
tedy neprovád́ı.

Bod 5. Provedeme nyńı takové elementárńı transformace, aby po jejich realizaci byly prvky
aj,si, j = 1, . . . , n, j 6= i rovny 0. Toho dosáhneme nap̌r. elementárńımi trasfor-
macemi
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a)A := T 2(i,−aj,si; j, ai,si)A pro ty indexy j = 1, . . . , n, j 6= i pro něž aj,si 6= 0,

nebo transformaćı b) A := T 2(i,
−aj,si
ai,si

; j, 1)A pro ty indexy j = 1, . . . , n, j 6= i,

pro něž aj,si 6= 0,
Bod 6. Jestliže i < n položme i := i + 1 a jdeme zpět k Bod 1. V opačném p̌ŕıpadě

jdeme k bodu (Bod 7).
Bod 7 Provedeme tyto transformace

A := T 1(i,
1

ai,i
), i = 1, . . . , n

T́ım je A hledanou matićı.
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Kapitola 4

Metody řešeńı systému lineárńıch
algebraických rovnic

4.1. Řešeńı některých typ̊u systémů lineárńıch rovnic

Úloha. Řešeńı systému n lineárńıch rovnic o n neznámých s regulárńı horńı
trojúhelńıkovou matićı soustavy

Řešme systém rovnic

Cx = d, (4.1)

kde C je horńı regulárńı trojúhelńıková matice řádu n, d je n–rozměrný sloupcový
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vektor a x je n–rozměrný sloupcový vektor neznámých. Tento systém rovnic lze tedy
zapsat jako



c1,1 c1,2 . . . c1,n−1 c1,n

0 c2,2 . . . c2,n−1 c2,n

...
... . . .

...
...

0 0 0 cn−1,n−1 cn−1,n

0 0 0 0 cn,n


·



x1

x2

...

xn−1

xn


=



d1

d2

...

dn−1

dn


(4.2)

Rozepsáńım tohoto systému dostáváme

c1,1x1 + c1,2x2 + . . . + c1,n−1xn−1 + c1,nxn = d1

c2,2x2 + . . . + c2,n−1xn−1 + c2,nxn = d2

...
... . . .

...
...

cn−1,n−1xn−1 + cn−1,nxn = dn−1

cn,nxn = dn

(4.3)

Poněvadž dle p̌redpokladu je matice C regulárńı, jsou jej́ı prvky na hlavńı diagonále
r̊uzné od nuly. Tento systém rovnic lze řešit metodou, zvanou metoda zpětné sub-
stituce.
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Z posledńı rovnice vypoč́ıtáme xn. Dostáváme

xn = dn/cn,n. (4.4)

Dosad́ıme-li do p̌redposledńı rovnice za xn vypoč́ıtanou hodnotu (4.4), dostáváme

cn−1,n−1 · xn−1 + cn−1,n · dn/cn,n = dn−1. (4.5)

Odtud
xn−1 = 1/cn−1,n−1 · (dn−1 − cn−1,n · dn/cn,n). (4.6)

Když jsme již vypoč́ıtali xn, xn−1, dosad́ıme tyto hodnoty do (n − 2)–té rovnice a
vypoč́ıtáme xn−2. T́ımto způsobem dále pokračujeme. Když jsme již vypoč́ıtali xn, xn−1, . . . , x2,
dosad́ıme tyto hodnoty do prvńı rovnice a vypoč́ıtáme zbývaj́ıćı hodnotu x1.

Př́ıklad 4.1. Nalezněte řešeńı systému lineárńıch rovnic (jehož matice soustavy je
horńı regulárńı trojúhelńıková matice).

2x1 + 3x2 + x3 = 11
x2 + 2x3 = 9

2x3 = 8.
(4.7)

Z posledńı rovnice vypoč́ıtáme x3. Dostáváme x3 = 4. Dosazeńım této hodnoty do
druhé rovnice dostáváme

x2 + 8 = 9.
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Odtud dostáváme x2 = 1. Dosad’me za x2, x3 tyto vypoč́ıtáné hodnoty do prvńı rovnice
systému. Dostáváme

2x1 + 3 + 4 = 11.

Odtud dostáváme x1 = 2.

Řešeńım zadaného systému rovnic (4.7) jsme tedy obdrželi

x1 = 2, x2 = 1, x3 = 4.

Úloha. Řešeńı systému lineárńıch rovnic s regulárńı diagonálńı matici soustavy.

Řešme systém rovnic
Cx = d,

kde C je regulárńı diagonálńı matice.

Rozepsáńım lze tento systém zapsat takto

c1,1x1 = d1

c2,2x2 = d2

...

cn−1,n−1xn−1 = dn−1

cn,nxn = dn.

(4.8)
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Řešeńım tohoto systému rovnic je žrejmě vektor x = C−1d, to jest

xi = di/ci,i, i = 1, 2, . . . , n.

Př́ıklad 4.2. Nalezněte řešeńı systému rovnic s diagonálńı matici soustavy

2x1 = 6,
3x2 = 1,

−2x3 = 5.

Řešeńı. Z prvńı rovnice vypoč́ıtáme x1. Dostáváme x1 = 3. Z druhé rovnice vypoč́ıtáme
x2. Dostáváme x2 = 1/3. Z ťret́ı rovnice vypoč́ıtáme x3. Dostáváme x3 = −5/2.

Úloha. Řešeńı systému lineárńıch rovnic s horńı schodovitou matićı sous-
tavy (4.9) typu (h, n), s hodnost́ı h ≤ n.

Řešme tedy systém rovnic
Cx = d,

který po rozepsáńı má tento tvar.

c1,s1xs1 + . . .+ c1,s2xs2 + . . .+ c1,shxsh + . . .+ c1,nxn = d1

c2,s2xs2 + . . .+ c2,shxsh + . . .+ c2,nxn = d2
...

...
... (4.9)

ch,shxsh + . . .+ ch,nxn = dh.
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V něm jsou prvky c1,s1, c2,s2, . . . , ch,sh, kde s1 < s2 < . . . sh jsou r̊uzné od nuly.

Neznámé x1, x2, . . . , xn tohoto systému lze rozdělit do dvou skupin. Prvńı skupina ob-
sahuje h neznámých – nazveme je základńımi, a druhá skupina obsahuje zbývaj́ıćıch
n− h neznámých. Toto rozděleńı neznámých do dvou skupin neńı libovolné. Muśı být
takové, že jestliže členy jednotlivých rovnic systému C x = d, obsahuj́ıćı základńı
proměnné, ponecháme na levé straně a ostatńı členy rovnic dáme na pravou stranu
rovnic, obdrž́ıme systém h rovnic o h neznámých z prvńı skupiny s regulárńı matici sous-
tavy. Pravá strana takto vzniklého systému obsahuje neznámé druhé skupiny – parame-
try. Tedy základńı proměnné lze vypoč́ıst z daného systému jako funkce neznámých
druhé skupiny – parametr̊u. Toto rozdělěńı neznámých neńı jednoznačně určeno. Za
základńı proměnné lze zvolit nap̌r. neznámé xsi, i = 1, 2, . . . , h. Množinu všech řešeńı
daného systému rovnic nazýváme obecným řešeńım daného systému. Je funkćı
zvolených n− h parametr̊u.

Př́ıklad 4.3. Nalezněte řešeńı systému lineárńıch rovnic

x1 + 2x2 + x3 + 4x4 + x5 + 2x6 + 7x7 = 40

− 2x3 + x5 − x7 = −8

x6 − 3x7 = −15

(4.10)

o neznámých xi, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
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Řešeńı. Matićı soustavy je horńı schodovitá matice

A =


1 2 1 4 1 2 7

0 0 −2 0 1 0 −1

0 0 0 0 0 1 −3

 .

Označme b vektor pravých stran a x vektor neznámých. Potom je

b =


40

−8

−15

 , x =



x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7


Zadaný systém (4.10) rovnic lze pak zapsat v maticové notaci jako

A · x = b.
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Za základńı neznámé lze volit neznámé x1, x3, x6. Všechny členy rovnic obsahuj́ıćı
neznámé x1, x3, x6 ponecháme na levé straně a ostattńı členy dáme na pravou stranu.
Dostáváme tak systém rovnic

x1 + x3 + 2x6 = 40 − 2x2 − 4x4 − x5 − 7x7

− 2x3 = −8 − x5 + x7

x6 = −15 + 3x7

(4.11)

Dosad́ıme-li za neznámé x2, x4, x5, x7 do (4.11) jakákoliv č́ısla, je pravou stranou takto
vzniklého systému konstantńı vektor a systém p̌recháźı na systém 3 rovnic o ťrech
neznámých x1, x3, x6. Matice soustavy tohoto systému je regulárńı horńı trojúhelńıková
matice řádu 3. Jeho vy̌rešeńım dostáváme hodnoty neznámých x1, x3, x6, které spolu
se zvolenými hodnotami x2, x4, x5, x7 dávaj́ı řešeńı zadaného systému lineárńıch rovnic.

Na neznámé x2, x4, x5, x7 se budeme tedy d́ıvat jako na parametry. Kv̊uli zvýšeńı
p̌rehlednosti zavedeme toto označeńı parametr̊u:

x2 = c1, x4 = c2, x5 = c3, x7 = c4. (4.12)



122•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Dosazeńım těchto parametr̊u do (4.11), dostáváme

x1 + x3 + 2x6 = 40 − 2c1 − 4c2 − c3 − c4

− 2x3 = −8 − c3 + c4

x6 = −15 + 3c4

(4.13)

Z posledńı rovnice vypoč́ıtáme x6. Dostáváme

x6 = −15 + 3c4.

Do druhé rovnice dosad́ıme vypoč́ıtanou hodnotu x6 a vypoč́ıtáme x3. (Dosazeńı za x6

se neprojev́ı, nebot’ koeficient u x6 je v této rovnici roven 0.) Dostáváme

x3 = 4 + 1/2c3 − 1/2c4.

Dosad́ıme tyto vypoč́ıtané hodnoty za x3, x6 do prvńı rovnice systému (4.13) a vypoč́ıtáme
x1. Dostáváme

x1 = 66− 2c1 + 4c2 + 1/2c3 − 25/2c4.
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Všechna řešeńı zadaného systému rovnic (4.11) lze zapsat takto

x =



66− 2c1 + 4c2 + 1/2c3 − 25/2c4

c1

4 + 1/2c3 − 1/2c4

c2

c3

−15 + 3c4

c4


,

kde c1, c2, c3, c4 ∈ R jsou parametry.
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Toto řešeńı lze zapsat ve tvaru

x =



66

0

4

0

0

−15

0


︸ ︷︷ ︸
Partikulárńı

řešeńı systému
Ax = b

+ c1 ·



−2

1

0

0

0

0

0


+ c2 ·



4

0

0

1

0

0

0


+ c3 ·



1/2

0

1/2

0

1

0

0


+ c4 ·



−25/2

0

−1/2

0

0

3

1


︸ ︷︷ ︸

Obecné řešeńı homogenńıho systému Ax = 0

.

Poznámka 1. Množinu všech řešeńı systému lineárńıch rovnic A · x = b nazýváme
obecným řešeńım. Lze ukázat, že toto obecné řešeńı je součtem obecného řešeńı
p̌ŕıslušného homogenńıho systému rovnic A · x = 0 a partikulárńıho, to jest libovolně
zvoleného jednoho řešeńı systému rovnic A · x = b, b 6= 0.

Poznámka 2. V našem p̌ŕıpadě obdržené obecné řešeńı záviśı na 4 parametrech. Zna-
mená to, že každou volbou parametr̊u dostáváme řešeńı uvedeného systému lineárńıch
rovnic a naopak, každé řešeńı daného systému rovnic dostaneme speciálńı volbou parametr̊u.
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V tomto obecném řešeńı je vektor

x =



66

0

4

0

0

−15

0



jedńım z řešeńı daného systému rovnic. Nazýváme je partikulárńım řešeńım. Množina
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řešeńı

c1 ·



−2

1

0

0

0

0

0


+ c2 ·



4

0

0

1

0

0

0


+ c3 ·



1/2

0

1/2

0

1

0

0


+ c4 ·



−25/2

0

−1/2

0

0

3

1


,

kde c1, c2, c3, c4 ∈ R jsou parametry, je obecným řešeńım systému A · x = 0, který se
nazývá homogenńım systémem rovnic, p̌ŕıslušným k danému systému rovnic A ·x = b.

Poznámka 3. Vyjáďreńı obecného řešeńı systému rovnic neńı jednoznačné (každé
vyjáďreńı ovšem obsahuje tatáž řešeńı), dá se vyjáďrit v r̊uzných tvarech.
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4.2. Ekvivalentńı systémy rovnic.

Definice 4.1. (Ekvivalentńı systémy rovnic.)
Necht’

Ax = b, C x = d

jsou dva systémy lineárńıch rovnic o n neznámých. Tyto systémy nazveme ekvi-
valentńımi, jestliže každý vektor x, který je řešeńım systému rovnic Ax = b, je
i řešeńım systému C x = d a naopak, každé řešeńı x, které je řešeńım systému
rovnic C x = d, je i řešeńım systému rovnic Ax = b.

Při řešeńı systému rovnic Ax = b půjde o nalezeńı takového ekvivalentńıho systému
rovnic, který je možno snadno posoudit. To znamená určit, zda tento ekvivalentńı
systém má nebo nemá řešeńı a v p̌ŕıpadě, že má řešeńı, toto řešeńı nalézt.

4.2.1. Převod systému lineárńıch rovnic na ekvivalentńı systém rovnic.

Uvažujme systém lineárńıch rovnic

A · x = b (4.14)

Ukažme si platnost následuj́ıćıch pravidel P1, P2, P3, P4.
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P1. Necht’ α je libovolné reálné č́ıslo 6= 0. Uvažujme libovolně zvolenou i–tou rovnici
systému (4.14)

ai,1 · x1 + . . .+ ai,n · xn = bi. (4.15)

Je evidentńı, že vektor x vyhovuje rovnici (4.15), když a jenom když vyhovuje
rovnici

α · (ai,1 · x1 + . . . ai,n · xn) = α · bi. (4.16)

Nahrad́ıme-li tedy v systému (4.14) některou rovnici jej́ım násobkem
č́ıslem α, α 6= 0, je vzniklý systém ekvivalentńı s daným systémem.

P2. Necht’ α, β ∈ R, β 6= 0 a necht’

ai,1 · x1 + . . .+ ai,n · xn = bi, (4.17)

aj,1 · x1 + . . .+ aj,n · xn = bj, (4.18)

jsou dvě libovolné rovnice systému rovnic (4.14). Je opět evidenetńı, že každý
vektor x vyhovuje oběma těmto rovnićım, když a jenom když vyhovuje rovnićım

ai,1 · x1 + . . .+ ai,n · xn = bi, (4.19)

(αai,1 + βaj,1) · x1 + . . .+ (αai,n + βaj,n) · xn = αbi + βbj, , (4.20)

kde α, β ∈ R, β 6= 0.
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Přičteme-li tedy k β-násobku některé rovnici systému (4.14) α-násobek
jiné rovnice, α, β ∈ R, vznikne systém ekvivalentńı se systémem
(4.14).

P3. Vzájemnou výměnou dvou rovnic systému A · x = b vznikne systém
ekvivalentńı s daným systémem.

P4. Vypust́ıme-li ze systému rovnic (4.14) rovnici tvaru

0 · x1 + 0 · x2 + . . .+ 0 · xn = 0,

obdrž́ıme systém rovnic, který je ekvivalentńı se systémem rovnic
(4.14), nebot’ každý vektor x ∈ Vn této rovnici vyhovuje. Tato rovnice tedy nedává
žádné omezeńı pro řešeńı systému rovnic (4.14).

P5. Jestliže v systému rovnic (4.14 ) je některá rovnice tvaru

0 · x1 + 0 · x2 + . . .+ 0 · xn = c, c 6= 0,

nemá uvažovaný systém žádné řešeńı, nebot’ této rovnici nevyhovuje žádný
vektor.

Tyto úvahy můžeme shrnout následovně.
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Věta 4.1.

Necht’ jsou dány dva systémy lineárńıch rovnic

Ax = b, C x = d

o neznámých x1, x2, . . . , xn. Necht’ systém C x = d vznikl ze systému Ax = b

těmito úkony:
T1. Libovolnou rovnici systému jsme násobili č́ıslem r̊uzným od nuly.
T2. K nenulovému násobku jedné rovnice jsme p̌ripočetli libovolný násobek jiné

rovnice.
T3. Vyměnili jsme navzájem dvě rovnice systému.
T4. Z daného systému rovnic vypust́ıme rovnice typu

0 · x1 + 0 · x2 + . . .+ 0 · xn = 0,

Potom systémy Ax = b, C x = d jsou navzájem ekvivalentńı

Abychom si usnadnili zápis p̌ri operaćıch s rovnicemi, budeme pracovat jenom s koefi-
cienty rovnic a s jejich pravými stranami. K systému rovnic

Ax = b (4.21)
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p̌rǐrad́ıme rozš́ı̌renou maticitohoto systému rovnic

(A|b) (4.22)

Součtu dvou rovnic systému (5.1) odpov́ıdá součet odpov́ıdaj́ıćıch řádk̊u matice (4.22).
Podobně násobeńı nějaké rovnice systému (5.1) č́ıslem r̊uzným od nuly odpov́ıdá násobeńı
odpov́ıdaj́ıćıho řádku matice (4.22) t́ımto č́ıslem.

Předpokládejme, že jsme k systému lineárńıch rovnic

Ax = b

p̌rǐradili rozš́ı̌renou matici soustavy tohoto systému rovnic. Potom úkonům T1,T2,T3,
s rovnicemi systému Ax = b, uvedených ve větě 4.1, odpov́ıdaj́ı elementárńı transfor-
mace T 1(i, α), T 2(i, α ; j, β), T 3(i, j), vypuštěńı rovnice odpov́ıdá vypuštěńı odpov́ıdaj́ıćıho
řádku v matici (A|b). Aplikováńım těchto úkonů na matici (A|b). obdrž́ıme matici
odpov́ıdaj́ıćı ekvivalentńımu systému k systému A x = b.

Vhodnými elementárńımi transformacemi lze z matice (A|b) dospět ke schodovité
matici (C|d), která odpov́ıdá systému Cx = d, ekvivalentńımu k systému lineárńıch
rovnic Ax = b. V kapitole ?? jsme uvedli postup p̌revodu matice na schodovitý tvar
užit́ım elementárńıch transformaćı.

Řešeńı systému lineárńıch rovnic Ax = b lze t́ımto způsobem p̌revést na řešeńı systému
lineárńıch rovnic se schodovitou matićı soustavy. O řešeńı systému lineárńıch rovnic, s
horńı schodovitou matićı soustavy, bylo pojednáno již ďŕıve.
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Postup řešeńı systému lineárńıch rovnic

Necht’ je dán systém lineárńıch rovnic

Ax = b (4.23)

o n neznámých x1, . . . , xn. Tento systém lineárńıch rovnic můžeme řešit v těchto
kroćıch

1. K daném systému rovnic p̌rǐrad́ıme matici rozš́ı̌renou (A|b).
2. Užit́ım vhodných elementárńıch transformaćı

T 1(i, α), α 6= 0, T 2(i, α ; j, β), β 6= 0, T 3(i, j)

postupně aplikovaných na matici (A|b), vytvǒŕıme horńı schodovitou matici (F |g).
3. Vypust́ıme nulové řádky matice (F |g). Takto vzniklou matici označme (C|d).

Této matici odpov́ıdá systém rovnic

Cx = d. (4.24)

4. Tento systém rovnic (4.24)
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a) má bud’to tvar

c1,s1xs1 + . . .+ c1,s2xs2 + . . . c1,sh−1
xsh−1

+ . . .+ c1,nxn = d1

c2,s2xs2 + . . .+ c2,sh−1
xsh−1

+ . . .+ c2,nxn = d2
... (4.25)

ch−1,sh−1
xsh−1

+ . . .+ ch−1,nxn = dh−1

0 · xn = dh,

v němž č́ısla c1,s1, c2,s2, . . . , ch−1,sh−1
, dh jsou r̊uzná od 0.

b) nebo tvar

c1,s1xs1 + . . .+ c1,s2xs2 + . . .+ c1,sh
xsh

+ . . .+ c1,nxn = b1

c2,s2xs2 + . . .+ c2,sh
xsh

+ . . .+ c2,nxn = d2

... (4.26)

ch,sh
xsh

+ . . .+ ch,nxn = dh

v němž c1,s1, c2,s2, . . . , ch,sh jsou r̊uzná od 0.

V p̌ŕıpadě a) nemá systém C x = d řešeńı, nebot’ jeho posledńı rovnice 0 ·xn = dh neńı
splněna pro žádné xn. V tomto p̌ŕıpadě má matice C hodnost h− 1 a matice rozš́ı̌rená
(C|d) hodnost h. Maj́ı tedy r̊uzné hodnosti.Vzhledem k tomu, že elementárńımi trans-
formacemi se hodnost matice neměńı, můžeme konstatovat, že systém rovnic Ax=b
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nemá řešeńı, když a jenom když hodnost matice soustavy je menš́ı než hodnost matice
rozš́ı̌rené.

Pod́ıvejme se na p̌ŕıpad b). O způsobu řešeńı tohoto systému jsme již ďŕıve pojednali.
Stručně to zopakujme. V tomto p̌ŕıpadě lze neznámé rozdělit do dvou skupin , skupinu
h neznámých – nazveme je základńımi, které lze vypoč́ıst pomoćı zbývaj́ıćıch n − h
neznámých – parametr̊u. Toto rozděleńı neńı jednoznačně určeno. Možné volby jsou
patrny z tvaru systému

Cx = d.

Jestliže členy systému C x = d, obsahuj́ıćı základńı proměnné, ponecháme na levé
straně a ostatńı členy dáme na pravou stranu, muśıme obdržet systém rovnic s horńı
trojúhelńıkovou matici soustavy, jej́ıž diagonálńı prvky jsou nenulové. Za základńı proměnné
lze nap̌r. zvolit neznámé xsi, i = 1, 2, . . . , h a zbývaj́ıćı proměnné – nazveme je parame-
try a označ́ıme je c1, . . . , cn−h.

Výsledek těchto úvah shrneme do následuj́ıćı věty.
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Věta 4.2. (Frobeniova věta.)

Necht’

Ax = b (4.27)

je systém m lineárńıch rovnic o n neznámých. Potom plat́ı:
Jestliže matice soustavy A má menš́ı hodnost než matice rozš́ı̌rená (A|b), potom
systém rovnic (4.27) nemá řešeńı.
Jestliže matice soustavy A má stejnou hodnost jako matice rozš́ı̌rená (A|b), po-
tom systém rovnic (4.27) má řešeńı. Jestliže tato společná hodnost je rovna počtu
neznámých n, potom má právě jedno řešeńı. Jestliže tato společná hodnost je h < n,
potom má nekonečně mnoho řešeńı, závislých na n− h parametrech.

Př́ıklad 4.4. Proved’me analýzu systému lineárńıch rovnic

Ax = b,

kde

A =


0 1 −4

−6 −2 1

7 −4 0

1 0 2

 , b =


3

4

2

1


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Jedná se o systém čty̌r lineárńıch rovnic o ťrech neznámých. Analýzu řešitelnosti tohoto
systému rovnic provedeme podle p̌redchoźıho návodu.

Utvǒrme rozš́ı̌renou matici (A|b) tohoto systému

(A|b) =


0 1 −4 3

−6 −2 1 4

7 −4 0 2

1 0 2 1

 ,

Transformujme ji na horńı schodovitou matici.


r1 ↔ r4

r2 = 6r1 + r2

r3 = −7r1 + r3


0 1 −4 3

−6 −2 1 4

7 −4 0 2

1 0 2 1

 =


1 0 2 1

0 −2 13 10

0 −4 −14 −5

0 1 −4 3


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
r2 ↔ r4

r3 = 4r2 + r3

r4 = 2r2 + r4


1 0 2 1

0 −2 13 10

0 −4 −14 −5

0 1 −4 3

 =


1 0 2 1

0 1 −4 3

0 0 −30 7

0 0 5 16



{r4 = r3 + 6r4


1 0 2 1

0 1 −4 3

0 0 −30 7

0 0 5 16

 =


1 0 2 1

0 1 −4 3

0 0 −30 7

0 0 0 103


Hledanou horńı schodovitou matićı je tedy matice


1 0 2 1

0 1 −4 3

0 0 −30 7

0 0 0 103


Této matici odpov́ıdá systém lineárńıch rovnic
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
1 0 2

0 1 −4

0 0 −30

0 0 0

 .


x1

x2

x3

x4

 =


1

3

7

103


Tento systém rovnic nemá řešeńı (posledńı rovnice !!!). Nemá tedy řešeńı ani daný
systém rovnic A x = b, který je s t́ımto systémem ekvivalentńı.

Uved’me ukázky řešeńı několika úloh, v nichž matice soustavy neńı schodovitá.

Př́ıklad 4.5. Řešte systém lineárńıch rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 1,
2x1 − x2 + x3 − x4 = 1,
4x1 + 3x2 − 5x3 + x4 = 3.

(4.28)

Řešeńı. K danému systému rovnic naṕı̌seme odpov́ıdaj́ıćı rozš́ı̌renou matici soustavy

(A|b) =

 1 2 −3 1 1
2 −1 1 −1 1
4 3 −5 1 3

 . (4.29)

Tuto matici transformujeme elementárńımi transformacemi na horńı schodovitou matici.
Výpočet provedeme v několika kroćıch.



139•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

1. Prvńı řádek zvoĺıme jako hlavńı. Budeme eliminvat prvky a2,1, a3,1. Prvńı řádek
násob́ıme č́ıslem (−2) a p̌ričteme ke druhému řádku. Dostaneme

(A|b) ∼

 1 2 −3 1 1
0 −5 7 −3 −1
4 3 −5 1 3

 .

Prvńı řádek násob́ıme (−4) a p̌ripočteme ke čtvrtému řádku. Dostaneme

(A|b) ∼

 1 2 −3 1 1
0 −5 7 −3 −1
0 −5 7 −3 −1

 .

2. Druhý řádek zvoĺıme jako hlavńı. Budeme eliminovat prvek a3,2. Druhý řádek
násob́ıme č́ıslem (−1) a p̌ripočteme ke ťret́ımu řádku. Dostaneme horńı schodovi-
tou matici

(A|b) ∼

 1 2 −3 1 1
0 −5 7 −3 −1
0 0 0 0 0

 .

V této matici vypust́ıme řádek obsahuj́ıćı samé 0. Dostáváme tak matici, označme ji
(B|c), která odpov́ıdá systému (4.30)Bx = c, který je ekvivalentńı s daným systémem
rovnic (4.28).

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 1
− 5x2 + 7x3 − 3x4 = −1

(4.30)
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Členy těchto rovnic obsahuj́ıćı neznámé x3, x4 p̌revedeme na pravou stranu systému.
Budeme je považovat za parametry. Zároveň polož́ıme

c1 = x3, c2 = x4.

Dostáváme
x1 + 2x2 = 1 + 3c1 − c2,

− 5x2 = −1 − 7c1 + 3c2.

Z posledńı rovnice vypoč́ıtáme x2. Dostaneme

x2 = 1/5 · (1 + 7c1 − 3c2).

Dosad́ıme tuto vypoč́ıtanou hodnotu x2 do prvńı rovnice a vypoč́ıtáme z takto vzniklé
rovnice x1. Dostaneme

x1 = 1/5 · (3 + c1 + c2).

Obecným řešeńım zadaného systému lineárńıch rovnic (4.28) je tedy vektor

x =


(1/5 · (3 + c1 + c2)

1/5 · (1 + 7c1 − 3c2)

c1

c2

 , kde c1, c2 ∈ R.
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Toto obecné řešeńı lze zapsat ve tvaru

x =


3/5

1/5

0

0

+ c1 ·


1/5

7/5

1

0

+ c2 ·


1/5

−3/5

0

1

 , kde c1, c2 ∈ R.

Př́ıklad 4.6. Nalezněte řešeńı systému lineárńıch rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 1
2x1 − x2 + x3 − x4 = 1
4x1 + 3x2 − 5x3 + x4 = 4

(4.31)

Řešeńı. K danému systému rovnic naṕı̌seme odpov́ıdaj́ıćı rozš́ı̌renou matici soustavy.

(A|b) =

 1 2 −3 +1 1
2 −1 1 −1 1
4 3 −5 1 4

 .

Tuto matici soustavy transformujme elementárńımi transformacemi na horńı schodovi-
tou matici.
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1. Prvńı řádek zvoĺıme jako hlavńı. Budeme eliminovat prvky a2,1, a3,1. Prvńı řádek
násob́ıme č́ıslem (−2) a p̌ričteme ke druhému řádku. Dostaneme

(A|b) ∼

 1 2 −3 1 1
0 −5 7 −3 −1
4 3 −5 1 4

 .

Prvńı řádek násob́ıme (−4) a p̌ripočteme k ťret́ımu řádku. Dostaneme

(A|b) ∼

 1 2 −3 1 1
0 −5 7 −3 −1
0 −5 7 −3 0

 .

2. Druhý řádek zvoĺıme jako hlavńı. Druhý řádek násob́ıme č́ıslem (−1) a p̌ripočteme
ke ťret́ımu řádku. Dostaneme horńı schodovitou matici

(A|b) ∼

 1 2 −3 1 1
0 −5 7 −3 −1
0 0 0 0 1

 .

Prvńı čty̌ri sloupce p̌redstavuj́ı matici, kterou jsme obdrželi elementárńımi transforma-
cemi matice soustavy daného systému rovnic. Tato matice má hodnost 2. Celá matice
p̌redstavuje matici, která vznikla elementárńımi transformacemi rozš́ı̌rené matice sous-
tavy daného systému rovnic. Má hodnost 3. To znamená, že matice soustavy daného
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systému rovnic má hodnost 2 a matice rozš́ı̌rená daného systému rovnic má hodnost 3,
tedy odlǐsnou od hodnosti matice soustavy. Daný systém rovnic tedy nemá řešeńı.

Neexistence řešeńı daného systému rovnic vyplývá i z této úvahy. Tato výsledná matice
reprezentuje systém lineárńıch rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 1,
− 5x2 + 7x3 − 3x4 = −1,

0 · x1 + 0 · x2 + 0 · x3 + 0 · x4 = 1.
(4.32)

Vzhledem k posledńı rovnici je patrno, že systém nemá řešeńı.

4.3. Gaussova eleminačńı metoda.

V následuj́ıćım výkladu nejde o nic nového. Jde o zavedeńı názvu pro metodu, o které
jsme již obecněji pojednali. Speciálńı p̌ŕıpad uvád́ıme proto, že se s t́ımto názvem můžete
setkat.

Necht’ A je regulárńı čtvercová matice řádu n, b je n–rozměrný sloupcový vektor a x
je neznámý n–rozměrný sloupcový vektor. Uvažujme systém n lineárńıch rovnic

Ax = b. (4.33)

Tento systém rovnic (4.33) řešme takto:
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1. Matici (A|b) transformujeme elementárńımi transformacemi na horńı schodovitou
matici. Dostaneme

(T |c), (4.34)

kde T je horńı trojúhelńıková matice. (Je to zvláštńı p̌ŕıpad horńı schodovité mat-
ice.)

2. Řeš́ıme obdržený systém rovnic Tx = c s horńı trojúhelńıkovou matićı metodou
zpětné substituce.

Tento způsob výpočtu se nazývá Gaussova eleminačńı metoda. Tato metoda má
mnoho variant, spoč́ıvaj́ıćıch jak ve výběru hlavńıch řádk̊u (p̌ri transformaci rozš́ı̌rené
matice soustavy na horńı schodovitou matici), tak i p̌ri prováděńı jednotlivých krok̊u
v elementárńıch transformaćıch, jimiž se systém rovnic (4.33) p̌revád́ı na systém rovnic
(4.34).

Př́ıklad 4.7. Gaussovou eliminačńı metodou řešte systém lineárńıch rovnic

Ax = b,

kde

A =

 1 −3 2
0 5 −2
−2 4 1

 , b =

 1
4
9

 .
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K systému rovnic p̌rǐrad́ıme rozš́ı̌renou matici soustavy

(A|b) =

 1 −3 2 1
0 5 −2 4
−2 4 1 9

 .

Tuto matici p̌revedeme elementárńımi transformacemi na matici

(B|c),

kde matice B je horńı trojúhelńıková matice. Postupně dostáváme

(A|b) =

 1 −3 2 1
0 5 −2 4
−2 4 1 9

 ∼
 1 −3 2 1

0 5 −2 4
0 −2 5 11

 ∼
∼

 1 −3 2 1
0 5 −2 4
0 0 21 63

 .

Posledńı matici odpov́ıdá systém lineárńıch rovnic

x1 −3x2 +2x3 = 1,
5x2 −2x3 = 4,

21x3 = 63.
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Tento systém řeš́ıme metodou zpětné substituce. Z posledńı rovnice vypoč́ıtáme x3.
Dostáváme x3 = 3. Dosad́ıme-li tuto hodnotu do druhé rovnice a vypoč́ıtáme x2,
dostáváme x2 = 2. Dosad́ıme-li nyńı do prvńı rovnice vypoč́ıtané hodnoty x3, x2,
dostáváme z ńı x1 = 1. Je tedy hledaným řešeńım vektor

x =

 1
2
3

 .

4.4. Jordanova eliminačńı metoda.

V následuj́ıćım výkladu pojednáme o metodě založené na speciálně ćılenou elementárńı
tranformaci rozš́ı̌rené matice soustavy. (Popis algoritmu je na str. 150.)

Necht’ A je regulárńı čtvercová matice řádu n, b je n–rozměrný sloupcový vektor a x
je neznámý n–rozměrný sloupcový vektor. Uvažujme systém lineárńıch rovnic

Ax = b. (4.35)

Systém rovnic (4.35) řešme takto:

1. Matici (A|b) transformujeme elementárńımi trasformacemi na matici (C|d), kde
C je regulárńı diagonálńı matice řádu n.
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2. Řeš́ıme systém rovnic s diagonálńı matićı

Cx = d. (4.36)

Tento způsob výpočtu se nazývá Jordanova eleminačńı metoda. Tato metoda
má mnoho variant, spoč́ıvaj́ıćıch jak ve výběru hlavńıch řádk̊u tak i p̌ri prováděńı jed-
notlivých krok̊u v elementárńıch transformaćıch, jimiž se systém rovnic (4.33) p̌revád́ı
na systém rovnic (4.36).

Př́ıklad 4.8. Jordanovou eliminačńı metodou řešte systém lineárńıch rovnic

Ax = b,

kde

A =

 1 −3 2
0 5 −2
−2 4 1

 , b =

 1
4
9

 .

K systému rovnic p̌rǐrad́ıme rozš́ı̌renou matici soustavy

(A|b) =

 1 −3 2 1
0 5 −2 4
−2 4 1 9

 .
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Tuto matici p̌revedeme elementárńımi transformacemi na matici

(C|d),

kde matice C je diagonálńı matice, (to lze, jestliže matice A je regulárńı). Postupně
dostáváme

(A|b) =

 1 −3 2 1
0 5 −2 4
−2 4 1 9


{
r3 = 2r1 + r3

 1 −3 2 1
0 5 −2 4
−2 4 1 9

 =

 1 −3 2 1
0 5 −2 4
0 −2 5 11


{
r1 = 3r2 + 5r1

r3 = 2r2 + 5r3

 1 −3 2 1
0 5 −2 4
0 −2 5 11

 =

 5 0 4 17
0 5 −2 4
0 0 21 63


{
r1 = 21r1 − 4r2

r2 = 2r3 + 21r3

 5 0 4 17
0 5 −2 4
0 0 21 63

 =

 105 0 0 105
0 105 0 210
0 0 21 63

 .
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Posledńı matici odpov́ıdá systém rovnic

105x1 = 105,
105x2 = 210,

21x3 = 63.

Jeho řešeńım dostáváme hledaný vektor

x =

 1
2
3

 .

4.5. Jordanova metoda na řešeńı maticové rovnice A X = B

Uvažujme systém rovnic
AX = B, (4.37)

kde A je daná čtvercová regulárńı matice řádu n, B je daná matice typu (n,m) a X
je neznámá matice typu (n,m).

Každý sloupec X(: , j), j = 1, . . . ,m, matice X je řešeńım systému rovnic

AX(: , j) = B(:, j), j = 1, . . . ,m. (4.38)
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Máme tedy řešit m systémů rovnic (4.38) se stejnou matićı soustavy A. Tyto systémy
můžeme řešit najednou. K systému rovnic (4.37) p̌rǐrad’me matici rozš́ı̌renou

(A |B). (4.39)

Užit́ım elementárńıch transformaćı p̌revedeme tuto matici na matici

(E |C), (4.40)

kde E je jednotková matice. Položme

G := D−1F .

Matice G má tedy tvar
G = (E |R).

Této matici odpov́ıdá systému rovnic

EX = R, (4.41)

který je ekvivalentńı se systémem (4.37). Poněvadž E .X =X, dostáváme ze systému
(4.41)

X = R, (4.42)

takže matice R je řešeńım systému (4.37).
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Výpočet inverznı́ matice k regulárnı́ matici řádu n

V podkapitole 5.4 jsme ukázali, že v p̌ŕıpadě, že matice A je regulárńı, potom inverzńı
matici, označme ji X, nalezneme řešeńım systému rovnic

AX = E.

Jde tedy o řešeńı systému, který je speciálńım p̌ŕıpadem systému rovnic (4.37).

Převod matice F elementárńımi transformacemi na matici G.

Algoritmus. Předpokládejme, že proměnné F je p̌rǐrazena matice (A |B) a proměnné
n je p̌rǐrazen řád matice A a proměnné m je p̌rǐrazen počet sloupc̊u matice B.

Začátek

B1 Začneme s úpravou prvńıho sloupce matice F . Polož́ıme

j := 1.

B2 Zvolme p ∈ {j, j + 1, . . . , n}, pro něž je

fp,j 6= 0.

(Takové p existuje vzhledem k regulárnosti matice A.) Touto volbou zvoĺıme p-tý
řádek matice F jako hlavńı pro následné eliminace. Jestliže p = j, je j-tý řádek
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hlavńı a jdeme k B3. Jestliže p 6= j, vyměńıme navzájem p−tý a j−tý řádek
matice F a jdeme k B3.

B3 Pro i = 1, . . . , n, i 6= j, provedeme tyto úkony

b1 Položme i := 1, jdeme k b2.
b2 Jestliže i = j jdeme k b4, jinak k b3.
b3 Je-li fi,j = 0, jdeme k b4, jinak polož́ıme

F = H4(j,−fi,j/fj,j, i, 1)F .

(Po této transformaćı bude fi,j = 0.) Jdeme k b4.
b4 položme i := i+ 1. Je-li i ≤ n jdeme k bodu b2, jinak jdeme k bodu B4.

B4 Položme j := j + 1. Jestliže j ≤ n, jdeme k B2. Jinak jdeme k bodu B5.
B5 Původńı matice F se transformovala na matici

F = (D |C) kde matice D je diagonálńı.

Potom hledaná matice G je

G := D−1F = (E|R).

Př́ıklad 4.9. Nalezněte inverzńı matici k matici

A =

 1 2 4
−2 1 2

4 3 5

 . (4.43)
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Řešeńı. Označme X matici inverzńı k matici A. Předpokládáme-li, že matice A je
regulárńı, je hledaná matice X řešeńım systému lineárńıch rovnic

AX = E.

Této rovnici odpov́ıdá matice F = (A|E), to jest matice

F =

 1 2 4 1 0 0
−2 1 2 0 1 0

4 3 5 0 0 1

 . (4.44)

Na matici F budeme postupně aplikovat elementárńı tranasformace podle nahǒre pop-
saného algoritmu.

Položme j := 1. Začneme s úpravami prvńıho sloupce matice F .

Za hlavńı řádek zvoĺıme řádek 1.(Prvek f1,1 6= 0.) Elementárńımi transformacemi typu
H4 dosáhneme toho, aby ve vzniklé matici byly prvky f2,1, f3,1 rovny nule. Provedeńım
transformace F := H4(1,−f2,1/f1,1, 2, 1)F , to jest transformaćı F := H4(1, 2, 2, 1)F
dostáváme

F =

 1 2 4 1 0 0
0 5 10 2 1 0
4 3 5 0 0 1

 .
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Provedeńım transformace F := H4(1,−f3,1/f1,1, 3, 1)F to jest provedeńım transfor-
mace F := H4(1,−4, 3, 1)F dostáváme

F :=

 1 2 4 1 0 0
0 5 10 2 1 0
0 −5 −11 −4 0 1

 .

Položme j := 2. Začneme s úpravami druhého sloupce matice F .

Za hlavńı řádek zvoĺıme řádek 2.(Prvek f2,2 6= 0.) Elementárńımi transformacemi typu
H4 dosáhneme toho, aby ve vzniklé matici byly prvky f1,2, f3,2 rovny nule. Provedeńım
transformace F := H4(2,−f1,2/f2,2, 1, 1)F , to jest provedeńım transformace F :=
H4(2,−2/5, 1, 1)F dostáváme

F :=

 1 0 0 1/5 −2/5 0
0 5 10 2 1 0
0 −5 −11 −4 0 1


Provedeńım transformace F := H4(2,−f3,2/f2,2, 3, 1)F , to jest provedeńım transfor-
mace F := H4(2, 5/5, 3, 1)F , dostáváme 1 0 0 1/5 −2/5 0

0 5 10 2 1 0
0 0 −1 −2 1 1


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Položme j := 3. Začneme s úpravami ťret́ıho sloupce matice F .

Za hlavńı řádek zvoĺıme řádek 3.(Prvek f3,3 6= 0.) Poněvadž f1,3 = 0, provedeme jenom
takovou elementárńı transformaci typu H4, aby ve vzniklé matici byl prvek f2,3 roven
nule.

Provedeńım transformace F := H4(3,−f2,3/f3,3, 2, 1)F , to jest transformaćı F :=
H4(3, 10, 2, 1)F dostáváme

F :=

 1 0 0 1/5 −2/5 0
0 5 0 −18 11 10
0 0 −1 −2 1 1

 .

Označme obdrženou matici F jako

F = (D |C).

Je tedy

D =

 1 0 0
0 5 0
0 0 −1

 .

K ńı inverzńı matićı je matice

D−1 =

 1 0 0
0 1/5 0
0 0 −1

 .
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Položme
G := D−1F .

Dostáváme

G =

 1 0 0 1/5 −2/5 0
0 1 0 −18

5
11
5 2

0 0 1 2 −1 −1

 .

Matici G lze zapsat jako
G = (E |R).

Této matićı odpov́ıdá systém rovnic

EX = R

ekvivalentńı s daným systémem rovnic AX = E. Je tedy hledanou inverzńı matićı
matice

X = R =


1/5 −2/5 0

−18
5

11
5 2

2 −1 −1

 .
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Kapitola 5

Determinanty

V této kapitole se zavád́ı pojem determinantu čtvercové matice a způsoby jeho vyč́ısleńı.
Odvozuje se Cramerovo pravidlo na řešeńı systému lineárńıch rovnic pomoćı determi-
nant̊u a p̌ŕımý výpočet inverzńı matice.

5.1. Zavedeńı pojmu determinantu matice

Několik úvodńıch slov. Uvažujme systém dvou lineárńıch rovnic o dvou neznámých
x1, x2
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a1,1 · x1 + a1,2 · x2 = b1,

a2,1 · x1 + a2,2 · x2 = b2.
(5.1)

Jestliže a1,1 · a2,2 − a1,2 · a2,1 6= 0, potom

x1 =
b1 · a2,2 − b2 · a1,2

a1,1 · a2,2 − a1,2 · a2,1
, x2 =

b2 · a1,1 − b1 · a2,1

a1,1 · a2,2 − a1,2 · a2,1
(5.2)

je řešeńım systému (5.1), jak se lze p̌resvědčit dosazeńım těchto hodnot za x1, x2 do
rovnic (5.1).

Zaved’me si toto označeńı. Označme C matici

C =

(
c1,1 c1,2

c2,1 c2,2

)
.

Potom č́ıslo

c1,1 · c2,2 − c1,2 · c2,1

nazveme determinantem matice C. Označ́ıme jej det(C), resp. |C|. Tedy

det(C) = det

(
c1,1 c1,2

c2,1 c2,2

)
=

∣∣∣∣∣ c1,1 c1,2

c2,1 c2,2

∣∣∣∣∣ = c1,1 · c2,2 − c1,2 · c2,1.
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Řešeńı (5.2) systému (5.1) lze pak pomoćı determinant̊u zapsat takto

x1 =

∣∣∣∣∣ b1 a1,2

b2 a2,2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

∣∣∣∣∣
, x2 =

∣∣∣∣∣ a1,1 b1

a2,1 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

∣∣∣∣∣
. (5.3)

V těchto vzorćıch je jmenovatel determinantem matice soustavy

A =

(
a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

)
,

který je dle p̌redpokladu 6= 0. Čitatel ve vyjáďreńı pro x1 je determinantem matice,
která vznikne z matice A náhradou jej́ıho prvńıho sloupce vektorem pravých stran

b =

(
b1

b2

)
.

Podobně čitatel ve vyjáďreńı x2 je determinantem matice, která vznikne z matice A
náhradou jej́ıho druhého sloupce vektorem pravých stran b.

V daľśım si zavedeme pojem determinantu i pro čtvercové matice A libovolného řádu
n. Budeme jej značit shodně jako determinanty matic řádu 2. Determinanty využijeme
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p̌ri řešeńı systému n lineárńıch rovnic o n neznámých. Pojem determinantu se využ́ıvá
i p̌ri řešeńı řady jiných ekonomických úloh.

Zaved’me si nyńı pojem determinantu matice.

Definice 5.1. (Determinant matice)

Necht’ A je čtvercová matice. Determinantem matice A rozuḿıme č́ıslo, označme
je |A| nebo det(A), definované takto:
Je-li n = 1, to jest, jestliže A = (a11), potom |A| = a11.
Jestliže je již definován determinant matice řádu n− 1, potom determinant matice
řádu n definujeme takto:

|A| = (−1)1+1a1,1 · |A1,1|+ . . .+

+(−1)1+ka1,k · |A1,k|+ . . .+ (−1)1+na1,n · |A1,n| , (5.4)

kde Ai,j je matice (jak jsme si to již ďŕıve zavedli), která vznikne z matice A
vypuštěńım jej́ıho i–tého řádku a j–tého sloupce.

Poznámka. Je tedy determinant matice funkce definovaná na množině všech čtvercových
matic.

Př́ıklad 5.1. Nap̌r. je-li A = (−2), potom |A| = −2.
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Př́ıklad 5.2. Necht’

A =

(
a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

)
. (5.5)

Dokažme, že
|A| = a1,1 · a2,2 − a1,2 · a2,1. (5.6)

Skutečně, podle (5.4) je

|A| = (−1)1+1 · a1,1 · |A1,1|+ (−1)1+2 · a1,2. |A1,2| . (5.7)

Zde A1,1 je matice, která vznikne z matice A vypuštěńım 1. řádku a 1. sloupce. Je tedy
A1,1 = (a2,2), |A1,1| = a2,2. Podobně A1,2 je matice vzniklá z matice A vypuštěńım
jej́ıho prvńıho řádku a 2. sloupce. Je tedy A1,2 = (a2,1), |A1,2| = a2,1. Dosazeńım do
(5.7) dostáváme

|A| =

∣∣∣∣∣ a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

∣∣∣∣∣ = (−1)1+1 · a1,1 · a2,2 + (−1)1+2 · a1,2 · a2,1.

Po úpravě dostaneme ∣∣∣∣∣ a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

∣∣∣∣∣ = a1,1 · a2,2 − a1,2 · a2,1.
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Poznámka. Determinant matice 2. řádu lze tedy vypoč́ıtat takto: Od součinu prvk̊u
na hlavńı diagonále odečteme součin prvk̊u na vedleǰśı diagonále.

Př́ıklad 5.3. Vypoč́ıtejte hodnotu determinantu matice

A =

(
3 −2

5 4

)
.

Řešeńı. Jedná se o výpočet determinantu matice 2. řádu. Podle (5.6) je |A| =
”
součin

prvk̊u na hlavńı diagonále − součin prvk̊u na vedleǰśı diagonále“. Tedy

|A| = 3 · 4− (−2) · 5, |A| = 22.

Př́ıklad 5.4. Necht’ A je matice řádu 3

A =


a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

 . (5.8)

Vypoč́ıtejme determinant z této matice.

Podle Definice 5.1 je

|A| = (−1)1+1 · a1,1 · |A1,1|+ (−1)1+2 · a1,2 · |A1,2|+ (−1)1+3 · a1,3 · |A1,3| . (5.9)
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Zde A1,1 je matice, která vznikne z matice A vypuštěńım 1. řádku a 1.sloupce. Je tedy

A1,1 =

(
a2,2 a2,3

a3,2 a3,3

)
,

takže podle (5.6) je

|A1,1| = a2,2 · a3,3 − a2,3 · a3,2. (5.10)

Matice A1,2 vznikne z matice A vypuštěńım 1. řádku a 2. sloupce. Je tedy

A1,2 =

(
a2,1 a2,3

a3,1 a3,3

)
,

takže podle (5.6) je

|A1,2| = a2,1 · a3,3 − a2,3 · a3,1. (5.11)

Matice A1,3 vznikne z matice A vypuštěńım 1. řádku a 3. sloupce. Je tedy

A1,3 =

(
a2,1 a2,2

a3,1 a3,2

)
,

takže podle (5.6) je

|A1,3| = a2,1 · a3,2 − a2,2 · a3,1. (5.12)
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Dosad́ıme-li do (5.9) za |A1,1|, |A1,2|, |A1,3| vypoč́ıtané hodnoty (5.10), (5.11), (5.12),
dostáváme

|A| = a1,1 · (a2,2 · a3,3 − a2,3 · a3,2)− a1,2 · (a2,1 · a3,3 − a2,3 · a3,1)+

+ a1,3 · (a2,1 · a3,2 − a2,2 · a3,1). (5.13)

Odtud dostáváme po úpravě

|A| = (a1,1 · a2,2 · a3,3 + a2,1 · a3,2 · a1,3 + a3,1 · a1,2 · a2,3)−
− (a3,1 · a2,2 · a1,3 + a1,1 · a3,2 · a2,3 + a2,1 · a1,2 · a3,3). (5.14)

Odtud dostáváme následuj́ıćı pravidlo–
”
Sarusovo pravidlo“ pro vyč́ısleńı determinantu

matice řádu 3.

Pozor!!

Poznámka. Je nutno si uvědomit, že Sarusovo pravidlo bylo odvozeno pro deter-
minanty matic 3. řádu. Pro matice vyš̌śıch řád̊u neńı obdoba Sarusova pravidla.
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Sarusovo pravidlo. Podle p̌ŕıkladu 5.4 se vypoč́ıtá hodnota determinantu matice
A řádu n = 3 vztahem

|A| = S1 − S2, (5.15)

kde

S1 = a1,1 · a2,2 · a3,3 + a2,1 · a3,2 · a1,3 + a3,1 · a1,2 · a2,3,

S2 = a3,1 · a2,2 · a1,3 + a1,1 · a3,2 · a2,3 + a2,1 · a1,2 · a3,3.

Vid́ıme, že S1 je součtem ťŕı člen̊u, každý z nich je součinem ťŕı prvk̊u matice A.
Na následuj́ıćım obrázku 5.1 jsou prvky matice vyznačeny kroužky a každá trojice
prvk̊u, jejichž součin je členem v S1, je propojena čarou.
S2 je součtem ťŕı člen̊u, každý z nich je součinem ťŕı prvk̊u maticeA. Na následuj́ıćım
obrázku 5.2 jsou prvky matice vyznačeny kroužky a každá trojice prvk̊u, jejichž
součin je členem v S2, je propojena čarou.
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Obrázek 5.1: S1 Obrázek 5.2: S2

Př́ıklad 5.5. Vypoč́ıtejte hodnotu determinantu matice

A =


5 −2 3

2 4 −2

−3 6 7


užit́ım Sarusova pravidla.

Řešeńı. Hledejme tedy hodnotu determinantu

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 −2 3

2 4 −2

−3 6 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Podle Sarusova pravidla dostáváme

|A| = [5 · 4 · 7 + (−2) · (−2) · (−3) + 2 · 6 · 3]− [3 · 4 · (−3) + (−2) · 6 · 5 + (−2) · 2 · 7].

Úpravou dostáváme

|A| = [140− 12 + 36]− [−36− 60− 28],

takže |A| = 288.

Př́ıklad 5.6. Vypoč́ıtejte hodnotu determinantu matice

A =


1 2 −1 3

2 3 4 1

0 1 2 3

1 4 −3 −2


Řešeńı. Podle (5.4) dostáváme

|A| = 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 4 1

1 2 3

4 −3 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣− 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 4 1

0 2 3

1 −3 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ − 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 1

0 1 3

1 4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣− 3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4

0 1 2

1 4 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Hodnotu každého z těchto determinant̊u matic řádu 3 urč́ıme užit́ım Sarusova pravidla.
Dostáváme

|A| = 1 · 60− 2 · 20− 1 · (−20)− 3 · (−20),

takže |A| = 100.

5.2. Výpočet determinantu rozvojem podle libovolného řád-

ku, resp. sloupce

Nap̌red uved’me několik vlastnost́ı determinant̊u čtvercových matic.

Věta 5.1.

Necht’ i 6= j jsou indexy řádk̊u čtvercové matice A a necht’ B je matice, která
vznikne z matice A vzájemnou vyměnou jej́ıho i− tého řádku s j−tým řádkem.
Potom plat́ı

|B| = −|A|
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Věta 5.2.
Necht’ A je matice řádu n ≥ 1. Necht’ jej́ı i−tý řádek (sloupec) je stejný jako jej́ı
j−tý řádek (sloupec), i 6= j. Potom |A| = 0.

Důkaz.Skutečně. OznačmeB matici, která vznikne z maticeA výměnou obou stejných
řádk̊u (sloupc̊u) maticeA. Je tedyA=B, takže |A|= |B|. Poněvadž maticeB vznikla
z matice A výměnou dvou jejich řádk̊u (sloupc̊u) je |A| =- |B|. To je možné jen v
p̌ŕıpadě, že |A| = |B|.
Př́ıklad 5.7. Necht’

A =


5 −2 3

2 4 −2

5 −2 3


Vid́ıme, že v této matici jsou si prvńı a ťret́ı řádek rovny. Výpočtem se snadno p̌resvědč́ıte,
že |A| =0.

Uved’me si tento p̌ŕıklad.Necht’

A =

(
−2 3

1 2

)
B =

(
1 2

−2 3

)
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MaticeB vnikla z maticeA vzájemnou výměnou jej́ıho prvńıho a druhého řádku. Zřejmě
|A| = −5, |B| = 5.e tedy ve shodě s větou (5.1), že |A| = −|vekB|.

V definici 5.1 determinantu matice má jej́ı prvńı řádek výjimečné postaveńı.Lze dokázat,
že výpočet determinantu čtvercové maticeA lze provést analogickým způsobem – ḿısto
prvńıho řádku lze použ́ıt libovolný řádek, jak je uvedeno v následuj́ıćı větě. Důkaz této
věty nebudeme provádět, v důkaze se využ́ıvá věta (5.1).

Věta 5.3. (Výpočet determinantu – rozvoj podle řádku.)

Necht’ A je libovolná matice řádu n ≥ 0. Potom pro každé s ∈ {1, . . . n}. plat́ı

|A| =
n∑
k=1

(−1)s+k · as,k · |As,k| (5.16)

Výpočet pomoćı tohoto vzorce nazýváme výpočtem determinantu matice A rozvo-
jem podle s–tého řádku.

Důkaz: Důkaz nebudeme provádět. Důkaz se oṕırá o větu, že vzájemnou výměnou dvou
řádk̊u se změńı znaménko hodnoty determinantu.
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Př́ıklad 5.8. Vypoč́ıtejte hodnotu determinantu matice

A =


1 2 0 −1

0 0 3 0

4 0 1 2

5 1 0 2

 .

Řešeńı. Poněvadž ve druhém řádku má matice A ťri nulové prvky a jenom jeden
nenulový prvek, provedeme výpočet determinatu dané matice rozvojem podle druhého
řádku. Podle p̌redcházej́ıćı věty obdrž́ıme

|A| = −0 · |A2,1|+ 0 · |A2,2|+ 3 · (−1)2+3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1

4 0 2

5 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣+ 0 · |A2,4| = − 3 · (−2) = 6.

Vztah mezi determinantem matice A a determinantem matice AT .

Zabývejme se nyńı vztahem mezi hodnotou determinantu matice A a matice k ńı
transponované AT . Dř́ıve než uvedeme větu o vzájemném vztahu mezi determinantem
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maticeA a determinantem maticeAT , tak si uvědomte, že maticeAT je transponovaná
k matici A, jestliže každý i–tý řádek matice A je i–tým sloupcem matice AT .

Lehce nahlédneme, že plat́ı vztah

(Ai,j)
T = (AT )j,i. (5.17)

Doporučuji, aby jste si tento vztah sami dokázali. Abychom demonstrovali pravdivost
tohoto vztahu, uved’me následuj́ıćı p̌ŕıklad.

Př́ıklad 5.9. Necht’

A =

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

 , AT =

 1 4 7
2 5 8
3 6 9

 .

Vid́ıme, že nap̌r.

(AT )2,3 =

(
1 4
3 6

)
= (A3,2)

T .

Dokažme nyńı, platnost této věty.
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Věta 5.4.

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Potom

det(A) = det(AT ). (5.18)

Důkaz: Větu dokážeme užit́ım matematické indukce. Věta je evidentně správná pro
matice řádu n = 1. Předpokládejme nyńı, že věta je správná pro matice řádu n a
dokažme, že je pak správná i pro matice řádu n+ 1. Necht’ tedy A je matice

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n+1

...
...

...
ai,1 ai,2 . . . ai,n+1

...
...

...
an+1,1 an+1,2 . . . an+1,n+1

 .
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Označme Ã = AT , takže

Ã =


ã11 ã12 . . . ã1,n+1

...
...

...
ãk,n+1 ãk,n+2 . . . ãk,n+1

...
...

...
ãn+1,1 ãn+1,2 . . . ãn+1,n+1

 , kde ãi,j = aj,i

Rozvojem podle i–tého řádku matice A dostáváme

|A| =
n+1∑
k=1

(−1)i+kai,k|Ai,k|. (5.19)

Rozvojem podle k–tého řádku matice Ã dostáváme

|Ã| =
n+1∑
i=1

(−1)k+iãk,i|Ãk,i|. (5.20)

Vzhledem k tomu, že ãk,i = ai,k a poněvadž podle (5.17) je (Ai,j)
T = (AT )j,i = Ãj,i,

lze tento vztah p̌repsat na tvar

|Ã| =
n+1∑
i=1

(−1)k+iai,k|(Ai,k)
T |. (5.21)
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Poněvadž podle indukčńıho p̌redpokladu je věta správná pro matice řádu n, je |(Ai,k)
T | =

|Ai,k|, takže

|Ã| =
n+1∑
i=1

(−1)k+iai,k|Ai,k|. (5.22)

Provedeme-li výpočet |A| podle (5.19) pro i = 1, 2, . . . , n+1 a tyto obdržené výsledky
sečteme, dostáváme

(n+ 1)|A| =
n+1∑
i=1

(−1)i+k
n+1∑
k=1

ai,k|Ai,k|. (5.23)

Podobně, provedeme-li výpočet |Ã| podle (5.21) pro k = 1, 2, . . . , n+1 a tyto obdržené
výsledky sečteme, dostáváme

(n+ 1)|Ã| =
n+1∑
i=1

(−1)i+k
n+1∑
k=1

ai,k|Ai,k|. (5.24)

Porovnáńım (5.23) a (5.24), dostáváme, že

detA = detAT .

Bezprosťredńım důsledkem této věty je následuj́ıćı věta, která ukazuje způsob vyč́ısleńı
determinantu matice rozvojem podle libovolného sloupce matice.
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Věta 5.5. (Výpočet determinantu – rozvoj podle sloupce)
Necht’ A je matice n–tého řádu

A =


a1,1 . . . a1,j . . . a1,n

a2,1 . . . a2,j . . . a2,n
... . . .

... . . .
...

an−1,1 . . . an−1,j . . . an−1,n

an,1 . . . an,j . . . an,n

 .

Necht’ j je libovolný index jej́ıho sloupce. Potom

|A| =
n∑
k=1

(−1)k+j ak,j |Ak,j|. (5.25)

Důkaz: Vzorec (5.25) nazýváme výpočtem determinantu matice A rozvojem podle
jej́ıho j-tého sloupce.



177•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Př́ıklad 5.10. Vypoč́ıtejte hodnotu determinantu matice

A =


1 2 3

4 5 6

7 8 9


rozvojem podle druhého sloupce.

Řešeńı. Dostáváme

|A| = 2 · (−1)1+2 ·

∣∣∣∣∣ 4 6

7 9

∣∣∣∣∣+ 5 · (−1)2+2 ·

∣∣∣∣∣ 1 3

7 9

∣∣∣∣∣+ 8 · (−1)3+2

∣∣∣∣∣ 1 3

4 6

∣∣∣∣∣ .
Po vyč́ısleńı obdrž́ıme |A| = 0.

Věta 5.6.
Necht’ A je matice řádu n ≥ 1. Necht’ všechny prvky v některém jej́ım řádku (resp.
sloupci) jsou rovny 0. Potom |A| = 0.

Důkaz: Tvrzeńı vycháźı z výpočtu determinantu matice rozvojem podle řádku (sloupce),
jehož všechny prvky jsou rovny 0.
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5.3. Hodnota determinantu matice B vzniklé z matice A

elementárńı transformaćı.

Ukažme si vztah mezi hodnotou determinantu z matice A a matice B, která vznikne
z matice A některou elemntárńı transformaćı.Plat́ı tyto věty.

Věta 5.7.

Necht’ A je čtvercová matice n−tého řádu. Potom plat́ı: Necht’ B je matice, která
vznikne z matice A vynásobeńım jej́ıho i−tého řádku reálným č́ıslem α tj. necht’

B = T 1(i, α)A, kdeα ∈ R

Potom plat́ı
|B| = α|A| (5.26)

Slovy
”
determinant matice B, která vznikne z matice A vynásobeńım jej́ıho libo-

volného řádku i č́ıslem α, má hodnotu α|A|“, tj.

|T 1(i, α)A‖ = α|A|.
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Důkaz je snadný. Stač́ı porovnat výpočty obou determinant̊u matic A, B rozvojem
podle i−tého řádku.

Tuto větu demonstrujme na tomto p̌ŕıkladě. V něm matice B vznikne z matice A
vynásobeńım prvńıho řádku matice A č́ıslem

”
3“.

Př́ıklad 5.11.

A =

(
1 2

3 4

)
= −2, B =

(
3 6

3 4

)
= −6

Tedy |B| = 3|A| ve shodě s nahǒre uvedenou větou (5.7).

Věta 5.8.

Necht’ α, β ∈ R, i 6= j jsou indexy řádk̊u matice A a necht’ B je matice, která
vznikne z matice A tak, že jej́ı i−tý řádek vynásobený č́ıslem α se p̌ričte k j−tému
řádku vynásobenému č́ıslem β, tj

B = T 2(i, α; j, β)A

Potom plat́ı
|B| = β|A|
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Slovy
”
Necht’ B je matice, která vznikne z matice A tak, že jej́ı i−tý řádek

vynásobený č́ıslem α se p̌ričte j−tému řádku vynásobenému č́ıslem β. Potom plat́ı“

|B| = β|A|.

Upozorněńı. i−tý řádek v matici B je stejný jako v matici A.

Důkaz: provedeme ve dvou kroćıch, nap̌red dokážeme tuto větu pro zvláštńı p̌ŕıpad
α = β = 1.

1. Necht’ B1 = T 2(i, 1; j, 1), tj. necht’ matice B1 je matice, jej́ıž j−tý řádek je
součtem i−tého a j−tého řádku matice A a ostatńı řádky jsou stejné jak má
matice A. Dokažme, že v tomto p̌ŕıpadě plat́ı |B| = |A|. Rozvojem |B1| podle
j−tého řádku dostáváme

|B1| = |B2|+ |A|
kde B2 je matice, která má j−tý řádek stejný jako i-tý řádek a ostatńı řádky má
stejné jako má matice A. Je tedy |B2| = 0. Tedy |B1| = —A—.

2. Necht’ nyńı α 6= 0. Potom matici B dostaneme z matice A postupně těmito
elementárńımi transformacemi takto:

C = T 1(i, α)A,D = T 1(j, β)C,F = T2(i, 1; j, 1)D,B = T 1(i,
1

α
D).

Zřejmě |D| = α.β.|A = |F |. Odtud B = β.|A|.
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Př́ıklad 5.12. Necht’

A =


1 −2 3

0 1 2

2 −3 1


Výpočtem dostaneme |A| = −7. Označme

B = T 2(1, 3; 3, 2)A

t.j. matici

B =


1 −2 3

0 1 2

4 −6 2


Výpočtem zjist́ıme, že |B| = −14, takže skutečně |B| = 2|A|.
Následuj́ıćı větu jsme již sice uvedli, ale uvedeme ji ještě jednou, aby všechny ťri věty
týkaj́ıćı se výpočtu determinantu z matice vzniklé elementárńımi transformacemi z jiné
matice byly uvedeny na jednou ḿıstě.
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Věta 5.9.

Necht’ i 6= j jsou indexy řádk̊u čtvercové matice A a necht’ B je matice, která
vznikne z matice A vzájemnou vyměnou i− tého řádku s j−tým řádkem, tj. necht’

B = T 3(i , j)A

Potom plat́ı
|B| = −|A|

Slovy
”
Necht’ B je matice, která vznikne z matice A tak vzájemnou vyměnou

i−tého řádku Potom |B| = −|A|,“ tj.

|T 3(i, j)| = −|A|.
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5.4. Výpočet hodnoty determinantu z horńı schodovité mat-

ice.

Věta 5.10. (Determinant horńı schodovité matice)
Necht’ B je horńı schodovitá matice n−tého řádu:

B =



b1,1 b1,2 b1,3 . . . b1,n−1 b1,n

0 b2,2 b2,3 . . . b2,n−1 b2,n

0 0 b3,3 . . . b3,n−1 b3,n

. . . . . .

. . . . . .

0 0 . . . 0 bn−1,n−1 bn−1,n

0 0 . . . 0 0 bn,n


. (5.27)

Potom
|B| = b1,1 · b2,2 · . . . · bn,n. (5.28)

Důkaz: Proved’me výpočet hodnoty determinantu této matice rozvojem podle jej́ıho



184•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

prvńıho sloupce. Dostáváme

|B| = (−1)1+1 · b1,1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b2,2 b2,3 . . . b2,n−1 b2,n

0 b3,3 . . . b3,n−1 b3,n

. . . . .

. . . . .

0 0 . . . bn−1,n−1 bn−1,n

0 0 . . . 0 bn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Hodnotu determinantu takto vzniklé matice urč́ıme opět rozvojem podle prvńıho sloupce.
Dostáváme

|B| = b1,1 · (−1)1+1 · (−1)1+1 · b2,2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b3,3 . . . b3,n−1 b3,n

. . . .

. . . .

0 . . . bn−1,n−1 bn−1,n

0 . . . 0 bn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

T́ımto způsobem pokračujeme, až po n kroćıch obdrž́ıme hledaný vzorec (5.28)

|B| = b1,1 ·b2,2 · . . . ·bn,n.
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Př́ıklad 5.13. Vypoč́ıtejte hodnotu determinantu matice

A =


5 2 4 5

0 4 3 4

0 0 8 4

0 0 0 2

 . (5.29)

Řešeńı. Podle vzorce (5.28) dostáváme

|A| = 5 · 4 · 8 · 2 = 320.

Poznámka. Jestliže některý prvek schodovité matice B na hlavńı diagonále je roven
0, potom |B| = 0.

Výpočet hodnoty determinantu jej́ım převodem na horńı
schodovitou matici

Ukažme si metodu výpočtu hodnoty determinantu ze čtvercové matice řádu n p̌revodem
na horńı trojúhelńıkovou matici užit́ım elementárńıch transformaćı. (Uvažme, že horńı
schodovitá matice je horńı trojúhelńıkovou matićı.)

Ve výkladu použ́ıváme označeńı:
A . . . proměnná pro matici.
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γ . . . proměnná, v ńıž se sleduje změna hodnoty determinantu vlivem elementárńı trans-
formace.
D . . . Označeńı hledané hodnoty determinantu
Na začátku výpočtu je proměnné A p̌rǐrazena matice, ze které máme poč́ıtat hodnotu
determinantu.
Na začátku výpočtu polož́ıme

γ := 1,

takže na začátku výpočtu je
D = γ · |A|

Algoritmus výpočtu je podobný jako algoritmus, který jsme uvedli pro transformaci mat-
ice na schodovitý tvar. Muśıme ḿıt však na paměti, že vlivem elementárńı transformace
se obecně změńı hodnota determinantu a to takto

1. Jestliže

B = T 1(i, α)A, α 6= 0, potom |A| = 1

α
|B|

2. Jestliže

B = T 2(i, α; j, β)A, β 6= 0, potom |A| = 1

β
|B|

3. Jestliže
B = T 3(i, j)A, potom |A| = −|B|
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ZAČÁTEK
i = 1

Bod 1. Budeme vytvá̌ret i-tý řádek hledané matice trojúhelńıkového tvaru.
Bod 2. K č́ıslu i urč́ıme nejmenš́ı pǒradové č́ıslo sloupce matice A, v jehož řádćıch i, i+

1, . . . ,m je alespoň jeden nenulový prvek. Toto pǒradové č́ıslo sloupce označme
si. Je-li si > i je hodnota determinantu D rovna nule. Výpočet je ukončen.V
opačném p̌ŕıpadě jdeme k Bod 3.

Bod 3. Zvolme p ∈ {i, . . . ,m}, pro než je ap,si 6= 0. (je-li takových p v́ıce, zvoĺıme jedno
z nich).Zvolený p-tý řádek matice A nazveme hlavńım řádkem.

Bod 4. Je-li p 6= i, vyměńıme navzájem p-tý a i-tý řádek matice A. Zároveň změńıme
hodnotu proměnné γ, polož́ıme γ = −γ. Tedy

A := T 3(i, p)A, γ := −γ

Po této výměně je i-tý řádek hlavńım řádkem. Pro tuto transformovanou matici
tedy plat́ı

D = γ · |A|
Je-li p = i, je již i-tý řádek hlavńım řádkem. Výměna řádk̊u se tedy neprovád́ı a
neprovád́ı se změna hodnoty proměnné γ.

Bod 5. Provedeme nyńı takové operace, aby po jejich realizaci byly prvky
ai+1,si, . . . , am,si rovny 0 a hodnota proměnné γ se změnila odpov́ıdaj́ıaćım způsobem.
Toho dosáhneme nap̌r.podle a) nebo podle b)
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a) Pro každé j = i+ 1, . . . , n, pro něž aj,si 6= 0 provedeme oba tyto úkony

A := T 2(i,−aj,si ; j, ai,si)A; γ :=
1

ai,si
γ

nebo transformaćı
b) Pro ty indexy j = i+1, . . . ,m pro něž aj,si 6= 0, provedeme tuto transformaci

A := T 2(i,
−aj,si
ai,si

; j, 1)A
Bod 6. Jestliže matice A neńı ještě ve schodovitém tvaru, položme i = i+ 1 a p̌rejdeme

zpět na Bod 1. Je-li A již horńı trojúhelńıkovou matićı, je

D = γ · a1,1 · . . . · an,n.

Př́ıklad 5.14. Vypoč́ıtejte determinant matice jej́ım p̌revodem na horńı trojúhelńıkovou
matici 

0 2 1 0

2 1 0 −2

−3 3 2 1

0 3 1 0

 .
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Řešeńı. Položme

A :=


0 2 1 0

2 1 0 −2

−3 3 2 1

0 3 1 0

 .

Hodnotu determinantu dané matice označmeD. Položme γ := 1, takže D = γ·det(A).

{
r1 ↔ r3


0 2 1 0

2 1 0 −2

−3 3 2 1

0 3 1 0

 =


−3 3 2 1

2 1 0 −2

0 2 1 0

0 3 1 0

 γ := γ · (−1)

{
r2 = 2r1 + 3r2


−3 3 2 1

2 1 0 −2

0 2 1 0

0 3 1 0

 =


−3 3 2 1

0 9 4 −4

0 2 1 0

0 3 1 0

 γ := γ · 1
3
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{
r3 = −2r2 + 9r3

r4 = 3r2 − 9r4


−3 3 2 1

0 9 4 −4

0 2 1 0

0 3 1 0

 =


−3 3 2 1

0 9 4 −4

0 0 1 8

0 0 3 −12


γ := γ · 1

9
· −1

9

{
r4 = −3r3 + r4


−3 3 2 1

0 9 4 −4

0 0 1 8

0 0 3 −12

 =


−3 3 2 1

0 9 4 −4

0 0 1 8

0 0 0 −36

 γ := γ · 1

T́ım jsme dospěli k horńı trojúhelńıkové matici A. Hodnota determinantu z této horńı
trojúhelńıkové matici je rovna součinu diagonálńıch prvk̊u, tedy |A| = (−3)·9·1·(−36).
Hodnota proměnné γ je rovna (−1) · 1

3 · (−
1
9) · 1

9 · 1. Je tedy

D = γ · |A| = 4
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5.5. Použit́ı determinant̊u

Př́ımá metoda řešeńı systému lineárńıch rovnic.

V ďŕıvěǰśım výkladu jsme se seznámili s řešeńım systému n lineárńıch algebraických
rovnic o n neznámých

Ax = b,

jestliže matice soustavy A má hodnost n. Za tohoto p̌redpokladu má tento systém
rovnic podle Frobeniovy věty právě jedno řešeńı. Na řešeńı tohoto systému jsme si v
ďŕıvěǰśım pojednáńı ukázali dvě metody – Gaussovu a Jordanovu metodu. Ukažme si
nyńı ještě daľśı metodu – Crammerovo pravidlo. Touto metodou se řešeńı urč́ı pomoćı
determinant̊u. Pro nalezeńı řešeńı systému n rovnic o n neznámých je nutno vyč́ıslit
n + 1 determinant̊u z matic n-tého řádu.(Pokuste se odhadnout počet aritmetických
operaćı, které by bylo nutno provést k řešeńı systému nap̌r. 100 rovnic o 100 neznámých
!!!). Vzhledem k velkému počtu operaćı poťrebných k řešeńı systému rovnic o věťśım
počtu neznámých, se tato metoda použ́ıvá jen pro řešeńı menš́ıho počtu rovnic anebo
tam, kde poťrebujeme řešeńı explicitně zapsat, aniž bychom jednotlivé determinanty
poč́ıtali.
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5.6. Cramerovo pravidlo

Věta 5.11. (Cramerovo pravidlo)
Necht’ A je regulárńı čtvercová matice řádu n, b je n–rozměrný sloupcový vektor a
x je hledaný sloupcový n–rozměrný vektor. Označme

Bi, i = 1, . . . , n,

matici, která vznikne z matice A tak, že jej́ı i–tý sloupec nahrad́ıme vektorem
pravých stran, vektorem b. Potom systém lineárńıch rovnic

Ax = b (5.30)

má právě jedno řešeńı x, pro jehož složky plat́ı

xi =
|Bi|
|A|

, i = 1, . . . , n. (5.31)

Důkaz. Dokažme, že vektor x o složkách

xk =
|Bk|
|A|

, k = 1, . . . , n, (5.32)

je řešeńım systému (5.30). Necht’ j je jedno z č́ısel 1, . . . , n. Dosazeńım hodnot xk do
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levé strany j–té rovnice vyšeťrovaného systému obdrž́ıme veličinu, kterou označ́ıme L.
Dostáváme

L =
n∑
k=1

aj,kxk =
n∑
k=1

aj,k
|Bk|
|A|

.

Rozvojem determinantu |Bk| podle k–tého sloupce dostáváme odtud

L =
1

|A|

n∑
k=1

aj,k

n∑
i=1

(−1)i+kbi|Ai,k|.

Provedeńım úpravy pak dostáváme

L =
1

|A|

n∑
i=1

(−1)i−jbi

n∑
k=1

(−1)j+kaj,k|Ai,k|. (5.33)

Výraz (5.33) rozeṕı̌seme na dva sč́ıtance – pro i = j a pro i 6= j. Je tedy

L =
1

|A|
bj

n∑
k=1

(−1)j+kaj,k|Aj,k|+
n∑

i=1,i 6=j

(−1)i−jbi

n∑
k=1

(−1)j+kaj,k|Ai,k|. (5.34)

Poněvadž
n∑
k=1

(−1)j+kaj,k|Aj,k| = |A|,
n∑
k=1

(−1)j+kaj,k|Ai,k| = 0 pro i 6= j
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dostáváme z (5.33), že L = bj.Je tedy skutečně vektor x o složkách (5.31) řešeńım
systému 5.30).

Př́ıklad 5.15. Užit́ım Cramerova pravidla řešte následuj́ıćı systém lineárńıch rovnic

x1 + 2x2 −x3 = −1
2x1 + 7x2 −x3 = 3
3x1 + 6x2 −x3 = 1

(5.35)

Řešeńı. Označ́ıme-li A matici soustavy tohoto systému, b vektor pravých stran a x
vektor neznámých, je

A =


1 2 −1

2 7 −1

3 6 −1

 , b =


−1

3

1

 , x =


x1

x2

x3

 . (5.36)

Výpočtem zjist́ıme, že |A| = 6. Je tedy matice A regulárńı a daný systém lze řešit
Cramerovým pravidlem.
MaticiB1 dostaneme tak, že prvńı sloupec maticeA nahrad́ıme vektorem b. Dostáváme
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tak matici

B1 =


−1 2 −1

3 7 −1

1 6 −1

 a determinant |B1| = −6.

MaticiB2 dostaneme tak, že druhý sloupec maticeA nahrad́ıme vektorem b. Dostáváme
tak matici

B2 =


1 −1 −1

2 3 −1

3 1 −1

 a determinant |B2| = 6.

Matici B3 dostaneme z matice A tak, že jej́ı ťret́ı sloupec nahrad́ıme vektorem b.
Dostaneme tak matici

B3 =


1 2 −1

2 7 3

3 6 1

 a determinant |B3| = 12.

Řešeńım systému (5.35) je tedy

x1 =
|B1|

6
=
−6

6
= −1,
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x2 =
|B2|

6
=

6

6
= 1,

x3 =
|B3|

6
=

12

6
= 2.

5.7. Př́ımý výpočet inverzńı matice pomoćı determinant̊u

V ďŕıvěǰśım pojednáńı jsme si zavedli pojem inverzńı matice k dané matici A. Řekli
jsme, že matice B je inverzńı k matici A, jestliže A ·B = B ·A = E. Ukázali jsme,
že jestliže čtvercová matice A je regulárńı, potom matice B, pro ńıž plat́ı

A ·B = E

je hledanou inverzńı matićı. Ukázali jsme si Jordanovu metodu na řešeńı tohoto systému
rovnic. Nyńı si ukážeme metodu, kterou můžeme vypoč́ıtat inverzńı matici k matici A
pomoćı determinant̊u. Při výpočtu je nutno vypoč́ıtat determinant z matice A a n2

determinant̊u matic řádu (n− 1. Metoda je založena na Cramerově pravidlu.

Necht’ tedy matice A je regulárńı čtvercová matice řádu n. Hledejme čtvercovou matici
B tak, že

A ·B = E. (5.37)
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Zvolme i ∈ {1, . . . , n}. Uvažujme i–tý sloupecB(:, i) hledané maticeB a i–tý sloupec
E(:, i) matice E. Tedy

B(:, i) =



b1,i

b2,i

...

bi−1,i

bi,i

bi+1,i

...

bn,i


, E(:, i) =



0

0

...

0

1

0

...

0


. . . i–tý řádek

Ze vztahu (5.37) vyplývá
A ·B(:, i) = E(:, i). (5.38)

Tento systém rovnic řešme užit́ım Cramerova pravidla. Dostáváme

bj, i :=
|Cj|
|A|

, j = 1, . . . , n, (5.39)

kde Cj je matice, která vznikla z matice A nahrazeńım jej́ıho j–tého sloupce vektorem
E(:, i). Determinant |Cj| vyč́ısĺıme rozvojem podle j–tého sloupce. Jediný nenulový
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prvek v tomto sloupci je č́ıslo 1 v i–tém řádku.Tedy

|Cj| = (−1)i+j · |Ai,j| . (5.40)

Z (5.39), (5.40) vyplývá

bj, i := (−1)i+j · |Ai,j|
|A|

. (5.41)

Z (5.41) pro i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n dostáváme matici B. Vypočtem se
p̌resvědč́ıme, že

BA = E.

Je tedy matice B skutečně matice inverzńı k matici A.

Dosažený výsledek můžeme shrnout do následuj́ıćı věty.

Věta 5.12. (Výpočet inverzńı matice)
Necht’ A je regulárńı čtvercová matice řádu n. Potom k matici A existuje právě
jedna matice inverzńı, označme ji B. Jej́ı prvek bi,j se vypoč́ıtá podle vztahu

bi,j = (−1)i+j
|Aj,i|
|A|

pro i, j = 1, . . . n. (5.42)

Poznámka. Všimněte si pǒrad́ı index̊u i, j u bi,j, Aj,i v (5.42)!
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Př́ıklad 5.16. K matici A určete matici inverzńı.

A =


1 2 4

−2 1 2

4 3 5


Řešeńı. Výpočtem dostáváme

|A| = −5

|A1,1| =

∣∣∣∣∣ 1 2

3 5

∣∣∣∣∣ = −1, |A1,2| =

∣∣∣∣∣ −2 2

4 5

∣∣∣∣∣ = −18,

|A1,3| =

∣∣∣∣∣ −2 1

4 3

∣∣∣∣∣ = −10, |A2,1| =

∣∣∣∣∣ 2 4

3 5

∣∣∣∣∣ = −2,

|A2,2| =

∣∣∣∣∣ 1 4

4 5

∣∣∣∣∣ = −11, |A2,3| =

∣∣∣∣∣ 1 2

4 3

∣∣∣∣∣− 5,

|A1,3| =

∣∣∣∣∣ 2 4

1 2

∣∣∣∣∣ = 0, |A2,3| =

∣∣∣∣∣ 1 4

−2 2

∣∣∣∣∣ = 10,

|A3,3| =

∣∣∣∣∣ 1 2

−2 1

∣∣∣∣∣ = 5.
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Tedy podle věty 5.12 dostáváme

B =



|A1,1|
|A|

−|A2,1|
|A|

|A3,1|
|A|

−|A1,2|
|A|

|A2,2|
|A|

−|A3,2|
|A|

|A1,3|
|A|

−|A2,3|
|A|

|A3,3|
|A|

 .

Dosazeńım vypoč́ıtaných hodnot za jednotlivé determinanty dostáváme

A−1 = B =


1/5 −2/5 0

−18/5 11/5 2

2 −1 −1

 .

Zkoušku správnost výpočtu provedeme výpočtem A ·B, B ·A. Zjist́ıme, že oba tyto
součiny jsou rovny matici E.
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Kapitola 6

Vztah mezi volnými a aritmetickými
vektory

6.1. Zavedeńı volných vektor̊u

Zopakujme si zavedeńı volných vektor̊u z vašeho ďŕıvěǰśıho studia.

Definice 6.1. (Volné vektory)

Množinu všech nenulových orientovaných úseček, které maj́ı stejný směr a stejnou
velikost, nazveme nenulovým volným vektorem a množinu všech nulových oriento-
vaných úseček nulovým volným vektorem.
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Každá orientovaná úsečka je pak uḿıstěńım p̌ŕıslušného volného vektoru a reprezen-
tuje jej. Volné vektory budeme označovat ṕısmenem se šipkou nahǒre, nap̌r. −→a .
Nulový volný vektor budeme označovat symbolem

−→
0 . Délku každé orientované

úsečky, která reprezentuje volný vektor −→a , budeme nazývat velikost́ı volného vek-
toru −→a a budeme ji značit |−→a |.

Definice 6.2. (Vektorový prostor volných vektor̊u)
Necht’ U je množina volných vektor̊u. Na této množině zavedeme dvě operace –
seč́ıtáńı dvou volných vektor̊u, budeme ji značit

”
+“ a násobeńı volných vektor̊u

reálnými č́ısly, budeme je značit
”
· “ a to takto.

Seč́ıtáńı volných vektor̊u. Necht’ −→a je volný vektor reprezentovaný oriento-

vanou úsečkou
−→
AB a volný vektor

−→
b je reprezentovaný orientovanou úsečkou

−−→
BC.

Potom definujeme jejich součet −→a +
−→
b jako volný vektor −→c , který je reprezentovaný

orientovanou úsečkou
−−→
BC. (viz. obr.6.1)

Násobeńı volného vektoru reálným č́ıslem. Necht’ α je libovolné reálné

č́ıslo a necht’ −→a je libovolný volný vektor. Potom definujeme
−→
b = α · −→a takto.

Velikost |
−→
b | = |α| · |−→a |. Směr vektor̊u −→a ,

−→
b je stejný; je-li α > 0, potom smysel

orientace vektor̊u −→a ,
−→
b je stejný, je-li α < 0, potom smysl orientace vektor̊u −→a ,

−→
b

je opačný.
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Potom množina U s takto zavedenými operacemi
”
+“ a

”
·“ nazveme vektorovým

prostorem volných vektor̊u. Budeme jej značit V. Prostor volných vektor̊u v rovině
budeme značit též V2 a prostor volných vektor̊u v ťŕırozměrném prostoru budeme
značit též V3.

Na obr. 6.1 je znázorněno seč́ıtáńı dvou volných vektor̊u −→a ,
−→
b . Vektor −→a je reprezen-

tovaný orientovanou úsečkou
−→
PQ a volný vektor

−→
b je reprezentovaný orientovanou

úsečkou
−→
RS. Jejich součtem je volný vektor −→c = −→a +

−→
b reprezentovaný orientovanou

úsečkou
−→
AC.

R S

P

Q

A B

C

Obrázek 6.1: Seč́ıtáńı volných vektor̊u

Na obr. 6.2 je znázorněno násobeńı volného vektoru −→a reálným č́ıslem. Volný vektor −→a
je reprezentován orientovanou úsečkou

−→
PQ. Volný vektor

−→
d = 2 · −→a je reprezentován
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orientovanou úsečkou
−→
AB a volný vektor −→e = −2 · −→a je reprezentován orientovanou

úsečkou
−−→
CD.

P Q

A B

CD

Obrázek 6.2: Násobeńı volného vektoru č́ıslem

Volné vektory v kartézském soǔradném systému v rovině. V p̌redcházej́ıćı definici
jsme uvažovali volné vektory nezávisle na soǔradném systému, byly uvažovány v tzv.
invariantńım tvaru.

Pojednejme nyńı o prostoru U2 volných vektor̊u v rovině, v ńıž je zaveden kartézský
soǔradný systém. Označme x1, x2 soǔradné osy kartézského soǔradného systému v
rovině.

Označme U2 množinu všech volných vektor̊u v této rovině s uvedenými operacemi
seč́ıtáńı volných vektor̊u v rovině a násobeńı volných vektor̊u v rovině reálnými č́ısly.

Uvažujme dvě orientované úsečky
−→
PQ,

−→
RU (viz. obr. 6.3), kde

P = P [p1, p2], Q = Q[q1, q2], R = R[r1, r2], U = U [u1, u2].
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Každá z těchto orientovaných úseček reprezentuje tentýž volný vektor −→a ∈ U2, když a
jenom když

q1 − p1 = u1 − r1 ∧ q2 − p2 = u2 − r2. (6.1)

x1

x2

P

Q

R

U

p1 q1 r1 u1

r2

u2

p2

q2

a1 a1

a2

a2

Obrázek 6.3: Zobrazeńı V2 do R2

K volnému vektoru −→a ∈ U2,reprezentovanému orientovanou úsečkou
−→
PQ, kde

P = P [p1, p2], Q = Q[q1, q2]

p̌rǐrad́ıme aritmetický vektor a = (a1, a2), kde a1 = q1−p1, a2 = q2−p2. Toto pravidlo
p̌rǐrazeńı označme P . Vektor a nezáviśı na volbě orientované úsečky, která reprezentuje
vektor −→a .
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Lehce lze nahlédnout, že jestliže volnému vektoru −→a ∈ U2 je pravidlem P p̌rǐrazen

vektor a = (a1, a2) ∈ V2 a volnému vektoru
−→
b ∈ U2 je pravidlem P p̌rǐrazen vektor

b = (b1, b2) ∈ V2 a α je libovolné reálné č́ıslo, potom plat́ı

−→a +
−→
b = −→c ⇔ a+ b = c, −→αa =

−→
d ⇔ αa = d, (6.2)

kde volnému vektoru −→c je pravidlem P p̌rǐrazen aritmetický vektor c a vektoru
−→
d je

pravidlem P p̌rǐrazen aritmetický vektor d. Toto p̌rǐrazeńı P je jednoznačné.

O

Y

X

Z

y1 x1 x1 + y1

x2

y2

x2 + y2

Obrázek 6.4: Zobrazeńı zachovává seč́ıtáńı

X

U

O x1 αx1

x2

αx2

Obrázek 6.5: Zobrazeńı zachovává násobeńı

Vzhledem k uvedeným vlastnostem neńı tedy nutno dělat striktńı rozd́ıl mezi vek-
torovým prostorem V2 a vektorovým prostorem U2.
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Vektor a = (a1, a2) si můžeme p̌redstavit jako množinu všech takových oriento-

vaných úseček
−→
PQ, P = [p1, p2], Q = [q1, q2], v kartézském soǔradném systému v

rovině, že
q1 − p1 = a1 ∧ q2 − p2 = a2.

Budeme psát a = Q − P. (Jde o vztah mezi soǔradnicemi bod̊u P, Q a složkami
vektoru a.)

Volné vektory v kartézském soǔradném systému v ťŕırozměrném prostoru.
Uvažujme nyńı prostor volných vektor̊u U3 ve ťŕırozměrném prostoru, v němž je zaveden
kartézský soǔradný systém. Uvažujme dvě orientované úsečky

−→
PQ,

−→
UR, kde

P = P [p1, p2, p3], Q = Q[q1, q2, q3],

U = U [u1, u2, u3], R = R[r1, r2, r3].

Každá z těchto dvou orientovaných úseček reprezentuje tentýž volný vektor −→a ∈ U3,
když a jenom když

q1 − p1 = r1 − u1 ∧ q2 − p2 = r2 − u2 ∧ q3 − p3 = r3 − u3. (6.3)

Vztah mezi prostorem V3 a prostorem volných vektor̊u v ťŕırozměrném pros-
toru. K volnému vektoru −→a ∈ U3,reprezentovanému orientovanou úsečkou

−→
PQ, kde

P = P [p1, p2, P3], Q = Q[q1, q2, q3]
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p̌rǐrad́ıme aritmetický vektor a = (a1, a2, a3), kde a1 = q1 − p1, a2 = q2 − p2, a3 =
q3 − p3.

Podobně jako ve dvojdimenzonálńım prostoru lze ukázat, že vektor a = (a1, a2, a3)

si můžeme p̌redstavit jako množinu všech takových orientovaných úseček
−→
PQ, kde

P = [p1, p2, p3], Q = [q1, q2, q3] v kartézském soǔradném systému v prostoru, že

q1 − p1 = a1 ∧ q2 − p2 = a2 ∧ q3 − p3 = a3.

Neńı proto nutno striktně rozlǐsovat mezi prostorem U3 a V3.

6.2. Skalárńı součin, norma a vzdálenost ve vektorovém

prostoru

Na gymnáziu se zavád́ı pojem skalárńıho součinu dvou volných vektor̊u. Toto zave-
deńı se motivuje poťrebami fyziky. Skalárńı součin jste využ́ıvali nejen ve fyzice, ale i
v analytické geometrii a to jak v úlohách s p̌ŕımkami, tak i v úlohách s rovinami. Po-
jem skalárńıho součinu dvou volných vektor̊u a výpočet úhlu dvou nenulových volných
vektor̊u nás bude motivovat k zavedeńı skalárńıho součinu a úhlu dvou vektor̊u v aritme-
tických vektorových prostorech. S těmito pojmy se pak můžete setkat p̌ri řešeńı r̊uzných
aplikačńıch úloh. Začněme tedy s volnými vektory.
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Definice 6.3.

Úhlem volných vektor̊u −→a ,
−→
b rozuḿıme úhel

ϕ ∈ 〈0, π〉,

o který je nutno otočit orientovanou úsečku
−→
AB, reprezentuj́ıćı −→a , kolem bodu A

v rovině určené body (A,B,C) do směru orientované úsečky
−→
AC, reprezentuj́ıćı

−→
b ,

kde A je libovolný bod (viz obr 6.6).

ϕ

A

C

B

Obrázek 6.6: Úhel dvou vektor̊u

Skalárńı součin dvou volných vektor̊u. Necht’ −→a ,
−→
b jsou dva volné nenulové vek-

tory. Potom jejich skalárńım součinem rozuḿıme č́ıslo (skalár), označme je (−→a ,
−→
b ),

definované vztahem

(−→a ,
−→
b ) = |−→a | ·

∣∣∣−→b ∣∣∣ · cos(ϕ), (6.4)
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kde ϕ je úhel,který sv́ıraj́ı vektory −→a ,
−→
b . Jestliže alespoň jeden z vektor̊u a, b je nulový

vektor, definujeme

(−→a ,
−→
b ) = 0.

Pod́ıvejme se nyńı na pojem skalárńıho součinu dvou volných vektor̊u v kartézském
soǔradném systému ve ťŕırozměrném prostoru. (Analogické úvahy je možno provést ve

dvojrozměrném prostoru.) Uvažujme dva nenulové volné vektory −→a ,
−→
b . Necht’ volný

vektor −→a je reprezentován orientovanou úsečkou
−→
OA a volný vektor

−→
b je reprezentován

orientovanou úsečkou
−−→
OB, kde O = [0, 0, 0], A = [a1, a2, a3], B = [b1, b2, b3]. Označme

ϕ úhel, který sv́ıraj́ı orientované úsečky
−→
OA,

−−→
OB. Na trojúhelńık 4(OAB) aplikujme

kosinovou větu. Dostáváme (viz obr.6.7)
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O x2

x3

x1

ϕ
A

B

Obrázek 6.7: Odvozeńı skalárńıho součinu dvou vektor̊u

∣∣∣−→AB∣∣∣2 =
∣∣∣−→OA∣∣∣2 +

∣∣∣−−→OB∣∣∣2 − 2
∣∣∣−→OA∣∣∣ · ∣∣∣−−→OB∣∣∣ cos (ϕ)

Do tohoto vztahu dosad’me∣∣∣−→AB∣∣∣ =
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2,∣∣∣−→OA∣∣∣ =
√
a2

1 + a2
2 + a2

3,
∣∣∣−−→OB∣∣∣ =

√
b2

1 + b2
2 + b2

3.

Úpravou dostaneme ∣∣∣−→OA∣∣∣ · ∣∣∣−−→OB∣∣∣ · cos(ϕ) = a1b1 + a2b2 + a3b3. (6.5)
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Poněvadž
∣∣∣−→OA∣∣∣ = |−→a | a

∣∣∣−−→OB∣∣∣ =
∣∣∣−→b ∣∣∣, dostáváme odtud a z (6.4)

(−→a ,
−→
b ) = a1b1 + a2b2 + a3b3 (6.6)

Jsou-li volné vektory −→a ,
−→
b nenulové, lze užit́ım vztahů (6.4), (6.5) určit cos(ϕ) vzta-

hem

cos(ϕ) =
(−→a ,
−→
b )

|−→a | · |
−→
b |
. (6.7)

Užit́ım (6.6) pak dostáváme

cos(ϕ) =
a1b1 + a2b2 + a3b3√

a2
1 + a2

2 + a2
3 ·
√
b2

1 + b2
2 + b2

3

. (6.8)

Uvažujme nyńı zobrazeńı P prostoru U3 na prostor V3, definované vztahem

P(−→a ) = (a1, a2, a3) = a, P(
−→
b ) = (b1, b2, b3) = b.

Vzhledem k vlastnostem zobrazeńı P a vzhledem k (6.6) definujeme skalárńı součin
vektor̊u a, b v prostoru V3 vztahem (později definici skalárńıho součinu zobecńıme)

(a, b) = ((a1, a2, a3), (b1, b2, b3)) = a1b1 + a2b2 + a3b3 (6.9)
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a úhel ϕ, který sv́ıraj́ı dva nenulové vektory a, b, vztahem

cos(ϕ) =
a1b1 + a2b2 + a3b3√

a2
1 + a2

2 + a2
3 ·
√
b2

1 + b2
2 + b2

3

. (6.10)

Uváž́ıme-li, že |a| =
√
a2

1 + a2
2 + a2

3, |b| =
√
b2

1 + b2
2 + b2

3, lze (6.10) p̌repsat takto

cos(ϕ) =
(a, b)

|a| · |b|
. (6.11)

Necht’ a = (a1, a2), b = (b1, b2) jsou vektory z V2. Potom jejich skalárńım součinem
je č́ıslo

(a, b) = a1b1 + a2b2 (6.12)

Tyto vektory sv́ıraj́ı úhel ϕ, jehož kosinus je dán vztahem

cosϕ =
(a, b)

|a| · |b|
, kde a =

√
a2

1 + a2
2, b =

√
b2

1 + b2
2 (6.13)

Podobně pro vektory z prostoru V3
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Necht’ a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3) jsou vektory z V3. Potom jejich skalárńım
součinem je č́ıslo

(a, b) = a1b1 + a2b2 + a3b3 (6.14)

Tyto vektory sv́ıraj́ı úhel ϕ, jehož kosinus je dán vztahem

cosϕ =
(a, b)

|a| · |b|
, kde a =

√
a2

1 + a2
2 + a2

3, b =
√
b2

1 + b2
2 + b2

3 (6.15)

Takto zavedený pojem skalárńıho součinu vektor̊u z V3 a z V3 a pojem úhlu dvou
nenulových vektor̊u z těchto prostor̊u rozš́ı̌ŕıme i pro vektory z Vn.

6.3. Zavedeńı Euklidova prostoru En

Pojem vzdálenosti na množině. Necht’ M je množina a necht’ ke každým dvěma
prvk̊um x, y ∈M je p̌rǐrazeno nezáporné č́ıslo, označme je ρ(x, y) tak, že pro všechna
x, y, z ∈M plat́ı

1. ρ(x, y) ≥ 0, p̌ri čemž ρ(x, y) = 0⇔ x = y,

2. ρ(x, y) = ρ(y, x)
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3. ρ(x, y) ≤ ρ(y, z) + ρ(z, x). (trojúhelńıková nerovnost)

Potom ρ(x, y) se nazývá vzdálenost́ı prvk̊u x, y ∈M.

Poznámka. Množina M může být jakákoliv; nap̌r.množina všech spojitých funkćı na
daném intervalu.

Necht’ n je p̌rirozené č́ıslo, Rn je množina uspǒrádaných n−tic reálných č́ısel. Necht’

ke každým dvěma prvk̊um X = [x1, . . . xn], Y = [y1, . . . , yn] ∈ Rn je p̌rǐrazeno
č́ıslo ρ(X, Y ) vztahem ρ(X, Y ) =

√
(y1 − x1)2 + · · ·+ (yn − xn)2, potom ρ(X, Y )

definuje vzdálenost na Rn.

Necht’ n je p̌rirozené č́ıslo. Označme En množinu uspǒrádaných n−tic reálných č́ısel z
Rn, jej́ıž každý prvek má dvoj́ı význam.

Význam bodu. V tomto p̌ŕıpadě uspǒrádanou n−tici reálných č́ısel dáme do hranatých
závorek a p̌ŕıpadně označ́ıme symbolem, věťsinou velkým ṕısmenem, nap̌r. A =
[a1, . . . , an]. Č́ısla ai, i = 1, . . . , n, se nazývaj́ı soǔradnicemi bodu A.
Význam aritmetického vektoru z prostoru Vn, takže uspǒrádaná n−tice reálných
č́ısel p̌redstavuje aritmetický vektor. V tomto p̌ŕıpadě ji dáváme do kulatých závorek
a p̌ŕıpadně označ́ıme symbolem, věťsinou malým tučně napsaným ṕısmenem, nap̌r.
a = (a1, . . . , an). Č́ısla ai, i = 1, . . . , n, nazýváme složkami vektoru a.
Vztah mezi body z En a vektory z Vn je definován následuj́ıćım způsobem. Necht’

P = [p1, . . . , pn] je libovolný bod v En, s = (s1, . . . , sn) je libovolný vektor z
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aritmetického vektorového prostoru Vn. Označme X = [x1, . . . , xn] ∈ En, pro
nějž plat́ı

xi = pi + si, kde i = 1, . . . , n. (6.16)

Tento vztah budeme zapisovat též jako

X = P + s. (6.17)

Z rovnice (6.17) lze vypoč́ıst jednoznačně kterýkoliv člen pomoćı zbývaj́ıćıch dvou
členů. Nap̌r.

s = X − P. (6.18)

Tento vztah zaṕı̌seme též takto

s = X − P =
−−→
PX

Budeme ř́ıkat, že uspǒrádaná dvojice bodů P,X tvǒŕı uḿıstěńı vektoru s. Bod
P nazýváme počátečńım a bod X nazýváme koncovým bodem uḿıstěńı vektoru
s. Všimněte si, že pro n = 2 a pro n = 3 určuje uspǒrádaná dvojice bodů
P, X orientovanou úsečku, která reprezentuje volný vektor, k němuž jsme p̌rǐradili
aritmetický vektor s.
Skalárńı součin dvou vektor̊u definujeme takto:

Necht’ a = (a1, a2, . . . an), b = (b1, b2, . . . bn), jsou dva vektory z Vn, potom
jejich skalárńım součinem rozuḿıme č́ıslo a1b1 + · · · + anbn a znač́ıme jej (a, b).
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Je tedy

(a, b) = a1b1 + · · ·+ anbn.

Všimněte si, že pro n = 2 a pro n = 3 dostáváme ďŕıve definovaný skalárńı součin.
Vzdálenost dvou bodů A[a1, a2, . . . an], B[b1, b2, + · · ·+ bn] se definuje vztahem

ρ(A, B) =
√

(b1 − a1)2 + · · ·+ (bn − an)2

Vektor a(a1, a2, . . . an) lze reprezentovat uspǒrádanou dvojici bodů
−→
OA, kde

počátečńı bod je O = [0, . . . , )0] a koncový bod je bod A = [a1, . . . , an], je-
jichž vzdálenost je

√
a2

1 + · · ·+ a2
n. Proto velikost vektoru a budeme definovat

jako

|a| =
√
a2

1 + · · ·+ a2
n.

Úhlem dvou nenulových vektor̊u a = (a1, a2, . . . an), b = (b1, b2, . . . bn), rozuḿıme
úhel ϕ, pro nějž plat́ı

cosϕ =
(a, b)

||a||b||

Tento prostor En nazveme n−rozměrným euklidovským prostorem.

Poznámka. Prostory E1, E2, E3, jste prob́ırali na gymnázíıch a dovedte si je p̌redstavit.
Smyslová p̌redstava prostor̊u En pro n > 3 konč́ı a muśıme tyto prostory
uvažovat jen ve smyslu definic.
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Př́ıklad 6.1. Necht’ A = [1,−2, 3, 0], B = [7, 1, 2, 3]. Potom

s =
−→
AB = [7, 1, 2, 3]− [1,−2, 3, 0] = (6, 3,−1, 3).

Definice 6.1.

Necht’ P ∈ En a necht’ 1s, . . . , ds jsou lineárně nezávislé vektory z prostoru Vn.
Potom množina bodů X z En

X = P + 1t 1s+ . . .+dt ds, (6.19)

kde 1t, . . . ,dt jsou parametry (libovolná č́ısla), se nazývá podprostorem dimenze d
vnǒreným do prostoru En (pro d < n).

Př́ımka

Lineárńı podprostor dimenze 1 vnǒrený do prostoru En nazýváme p̌ŕımkou.

Př́ımku, určenou bodem P a vektorem s lze tedy zapsat ve tvaru

X = P + ts, kde t ∈ (−∞,∞) je parametr, (6.20)

X je obecný bod p̌ŕımky. Vektor s nazýváme směrovým vektorem p̌ŕımky.

Př́ıklad 6.2. Napǐsme v E3 rovnici p̌ŕımky danou bodem A = [2,−1, 3] a směrovým
vektorem s = (2,−3, 0).
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Řešeńı. Podle (6.20) dostáváme

[x1, x2, x3] = [2,−1, 3] + t(2,−3, 0),

takže obecným bodem p̌ŕımky je bod o soǔradnićıch

x1 = 2 + 2t, x2 = −1− 3t, x3 = 3, kde t ∈ (−∞,∞).

Př́ıklad 6.3. Napǐsme v E4 rovnici p̌ŕımky danou body A = [2,−1, 3, 2],
B = [1, 0,−5, 2].

Řešeńı. Za směrový vektor hledané p̌ŕımky lze zvolit vektor s = B − A. Je tedy
s = B − A. Výpočtem pak dostáváme

(s1, s2, s3, s4) = [1, 0,−5, 2]− [2,−1, 3, 2],

takže
s = (−1, 1,−8, 0).

Podle (6.20) je tedy
X = A+ ts,

takže dosazeńım dostáváme

[x1, x2, x3, x4] = [2,−1, 3, 2] + t(−1, 1,−8, 0), kde t ∈ (−∞,∞).
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Př́ımka, určená body A,B, má tedy rovnici

X = A+ t(B − A), t ∈ (−∞,∞) (6.21)

Úsečkou AB rozuḿıme body p̌ŕımky (6.21), pro něž plat́ı

X = A+ t(B − A), t ∈ 〈0, 1〉. (6.22)

Všimněte si, že parametru t = 0 odpov́ıdá bod A a parametru t = 1 odpov́ıdá bod B.

Rovina

Lineárńı podprostor dimenze 2, vnǒrený do prostoru En, n > 2, nazýváme rovinou.

Rovinu, určenou bodem P a nezávislými vektory r, s lze tedy zapsat podle (6.19) ve
tvaru

X = P + u r + v s, kde u ∈ (−∞,∞), v ∈ (−∞,∞) jsou parametry. (6.23)

(Zde X je obecný bod p̌ŕımky.)

Př́ıklad 6.4. Napǐste rovnici roviny v E4, která procháźı body P = [1, 0, 2,−5],
Q = [4, 2,−7, 0], R = [0, 4, 2, 6].

Řešeńı. Položme
r =
−→
PQ, s =

−→
PR
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Dostáváme

r = (3, 2,−9, 5), s = (−1, 4, 0, 11).

Dosazeńım do (6.23) dostáváme hledanou rovnici roviny

[x1, x2, x3, x4] = [1, 0, 2,−5] + u (3, 2,−9, 5) + v (−1, 4, 0, 11),

kde u, v ∈ (−∞,∞).

Nadrovina v prostoru En

Podprostor dimenze n− 1, vnǒrený do prostoru En, n > 3, nazýváme nadrovinou.
Necht’ P ∈ En a necht’ 1s, . . . , (n−1)s jsou lineárně nezávislé vektory z prostoru Vn.
Potom množina bod̊u X z En, určených vztahem

X =1 t 1s+ . . .+(n−1)t (n−1)s, (6.24)

kde 1t, . . . , (n−1)t jsou parametry, je nadrovinou v prostoru En. Lze dokázat, že
každou nadrovinu v prostoru En danou vztahem (6.24) lze vyjáďrit ve tvaru

a1 x1 + . . .+ an xn = b, (6.25)

kde a1 . . . , an , b jsou reálná č́ısla. Vektor n = (a1, . . . an) je kolmý na vektory
1s, . . . , (n−1)s.
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Necht’

a1 x1 + . . .+ an xn = b, (6.26)

je nadrovinou v prostoru En. Tato nadrovina určuje v prostoru En dva poloprostory,
určené nerovnicemi

a1 x1 + . . .+ an xn > b, a1 x1 + . . .+ an xn < b.
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Kapitola 7

Pojem funkce, základńı pojmy

7.1. Množina, konstanta, proměnná

V matematice se pracuje s r̊uznými objekty. Těmto objekt̊um se vedle názvu p̌rǐrazuje
také symbol.

Množina. Jedńım ze základńıch objekt̊u, s nimiž se v matematice pracuje, je množina.

Množinou rozuḿıme soubor nějakých p̌resně vymezených, navzájem odlǐsných objekt̊u,
kterým ř́ıkáme prvky, nebo elementy množiny. Při tom o každém objektu se muśı dát
rozhodnout, zda paťŕı nebo nepaťŕı do tohoto souboru. Mezi množiny poč́ıtáme i soubor,
který neobsahuje žádný prvek – této množině budeme ř́ıkat prázdná množina a budeme
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ji značit ∅. Jako p̌ŕıklad množiny je možno uvést množinu p̌rirozených č́ısel. Do této
množiny paťŕı nap̌r. č́ıslo 2. Nepaťŕı do ńı nap̌r. komplexńı č́ıslo i.

Všimněme si, že zde pojem množina nebyl plně vymezen. K jeho vysvětleńı jsme použili
p̌ŕıbuzný pojem

”
soubor“.

Označ́ıme-li uvažovanou množinu nap̌r. A, potom okolnost, že objekt x paťŕı do množiny
A, budeme značit x ∈ A a okolnost, že objekt y nepaťŕı do množiny A, budeme značit
y 6∈ A.

Množiny můžeme zadávat r̊uzným způsobem. Je-li konečná, to jest, má-li konečný počet
prvk̊u, lze ji zadat výčtem. Tak nap̌ŕıklad, jestliže množina A obsahuje prvky a, b, c a
žádné jiné, bývá zvykem ji zapisovat takto

A = {a, b, c}.

Př́ıklad 7.1. Necht’ M je množina ṕısmen obsažených ve slově PRAHA. Zřejmě

M = {P, R, A, H}.

Potom nap̌r. R ∈M, u 6∈M .

Podmnožina. Necht’ M, N jsou dané množiny. Jestliže každý prvek množiny M je i
prvkem množiny N , potom ř́ıkáme, že množina M je podmnožinou množiny N , nebo
že množina N je nadmnožinou množiny M . Ṕı̌seme pak M ⊆ N , resp. N ⊇ M .
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Jestliže zároveň plat́ı M ⊆ N a M ⊇ N , potom ř́ıkáme, že množiny M, N se sobě
rovnaj́ı a ṕı̌seme M = N . Jestliže M ⊆ N a jestliže množina N obsahuje prvky, které
do množiny M nepaťŕı, ř́ıkáme, že množina M je vlastńı podmnožinou množiny N a
ṕı̌seme M ⊂ N , resp. N je vlastńı nadmnožinou M a ṕı̌seme N ⊃ M . Je-li tedy
M ⊂ N , je též M ⊆ N , avšak je-li M ⊆ N nemuśı být M ⊂ N .

Př́ıklad 7.2. Necht’ M = {1, 4, 3, 9}. Potom {1, 3} ⊂ M , avšak {3, 7} neńı
podmnožinou množiny M , nebot’ prvek 7 neńı prvkem M .

Všimněmě si dvou významově i formálně odlǐsných zápis̊u. Uved’me p̌ŕıklad. Necht’

M = {1, 4, 3, 9}. Potom zápis 8 ∈ M znamená, že 8 je prvkem množiny M , a zápis
{8} ⊂ M znamená, že množina, obsahuj́ıćı jediný prvek 8, je vlastńı podmnožinou
množiny M .

Konstanta, proměnná. Řekli jsme si, že objekty označujeme symboly. To jednak
zjednodušuje vyjaďrováńı, jednak umožňuje stručný zápis některých výpověd́ı o objek-
tech množiny.

Jestliže symbol označuje jeden konkrétńı prvek množiny, nazýváme jej konstantou.
Př́ıkladem je nap̌r. symbol π, kterým označujeme konkrétńı reálné č́ıslo – Ludolfovo
č́ıslo.

Označuje-li symbol kterýkoliv prvek z dané množiny, nazýváme jej proměnnou. Množinu
konstant, kterých může tato proměnná nabývat, nazýváme oborem proměnné. Chceme-
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li pracovat s prvky množiny p̌rirozených č́ısel N, můžeme zvolit nap̌r. symbol n pro
proměnnou s oborem hodnot N. Jestliže tedy označ́ıme symbolem x proměnnou s oborem
M , potom vše, co se řekne o x, vztahuje se na každý prvek množiny, která je jej́ım
oborem.

Uved’me si tento p̌ŕıklad. Označme M množinu všech kladných reálných č́ısel menš́ıch
než 8. Mohu vyslovit tvrzeńı:

”
Jestli x ∈M , potom x2 < 64“.

Kontrolnı́ otázky

1. Co je to množina?

2. Napǐste množinu A, jej́ıž prvky jsou ṕısmena obsažená ve slově
”
matematika“. a)

Pro každé z ṕısmen
”
a, b, c, i, j“ zapǐste, zda paťŕı nebo nepaťŕı do množiny A. b)

Napǐste podmnožinu B množiny A, obsahuj́ıćı všechny samohlásky množiny A. c) Co
znamenaj́ı zápisy B ⊂ A, B ⊆ A. [ a) A = {m, a, t, e, i, k }, a ∈ A, b 6∈ A, c 6∈
A, i ∈ A, j 6∈ A; b) B = {a, e, i}; c) B je vlastńı podmnožinou množiny A; B je
podmnožinou množiny A.]

3. Vysvětlete rozd́ıl mezi konstantou a proměnnou. Uved’te p̌ŕıklady.

4. Co je to obor proměnné?
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7.2. Zobrazeńı.

Zopakujme si důležitý pojem
”
zobrazeńı“. S t́ımto pojmem se v denńım životě neustále

setkáváme, aniž bychom jej vyslovovali. Přǐrazeńı prvk̊u jedné množiny k prvk̊um druhé
množiny se specifickými vlastnostmi se nazývá zobrazeńım. Zvláštńım p̌ŕıpadem zo-
brazeńı je pak reálná funkce reálné proměnné.

Definice 7.1. (Zobrazeńı.)

Necht’ A, B jsou neprázdné množiny. Pravidlo F , jimž ke každému prvku x ∈ A je
p̌rǐrazen právě jeden prvek y ∈ B, nazýváme zobrazeńım množiny A do množiny
B. Označ́ıme-li x proměnnou s oborem A a y proměnnou s oborem B, ṕı̌seme

y = F (x).

O prvku y, p̌rǐrazenému v zobrazeńı F k prvku x, ř́ıkáme, že je obrazem prvku x, a o
prvku x ř́ıkáme, že v zobrazeńı F je vzorem prvku y.

Množinu A (to jest množinu prvk̊u, k nimž v zobrazeńı F p̌rǐrazujeme prvky z B),
nazýváme definičńım oborem nebo též neodvislým oborem zobrazeńı F . Znač́ıme jej
často DF , resp. D(F ) a množinu B nazýváme odvislým oborem zobrazeńı F .

Podmnožinu množiny B, která obsahuje všechny ty prvky y ∈ B, která jsou v zobrazeńı
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F p̌rǐrazany k prvk̊um x z množin A, nazýváme oborem zobrazeńı F . Znač́ıme ji H(F ),
resp. HF .

Jestliže HF ⊆ B, potom ř́ıkáme, že zobrazeńı F je zobrazeńım množiny A do B.

Jestliže HF = B, potom ř́ıkáme, že zobrazeńı F je zobrazeńım množiny A na B.

Jestliže B ⊆ A, potom ř́ıkáme, že zobrazeńı F je zobrazeńım množiny A do sebe.

Jestliže HF = A, ř́ıkáme, že zobrazeńı F je zobrazeńım množiny A na sebe.

Proměnnou s oborem hodnot A nazýváme neodvisle proměnnou a proměnnou s oborem
hodnot B nazýváme závisle proměnnou. V této definici jsme použili symbol x pro
neodvisle proměnnou a symbol y pro odvisle proměnnou.

Na obrázku 7.1 je znázorněno zobrazeńı F množiny A do množiny B, rovněž je
znázorněn obor zobrazeńı F , to jest množina H(F ). Je zde znázorněn též prvek u ∈ B,
který nepaťŕı do H(F ). Neńı tedy obrazem žádného prvku x ∈ A.
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A BH(F )

x
y

u

F

Obrázek 7.1: Zobrazeńı A do B

V některých p̌ŕıpadech je možno p̌rǐrazeńı G, v němž je ke každému prvku z množiny A
p̌rǐrazen prvek z množiny B, popsat tabulkou utvǒrenou takto: V prvńım řádku tabulky
se uváděj́ı prvky z množiny A a v druhém řádku jsou pod nimi uvedeny k nim p̌rǐrazené
prvky z množiny B . Ne každé pravidlo, jimž je ke každému prvku x ∈ A p̌rǐrazen
prvek z B, je zobrazeńım. Toto p̌rǐrazeńı je zobrazeńım A do B pouze tehdy, jestliže
ke každému x ∈ A je p̌rǐrazen právě jeden prvek y ∈ B.

Př́ıklad 7.3. Necht’ A je množina určité skupiny student̊u, B množina reálných
nezáporných č́ısel. Označme x proměnnou množiny A, (to jest x je symbol, který
zastupuje kteréhokoliv studenta ze skupiny A). Označme nyńı y proměnnou s oborem
hodnot B. Ke každému x ∈ A (to jest, ke každému studentovi z A), p̌rǐrad’me jeho
aktuálńı tělesnou výšku v centimetrech, tedy č́ıslo y z množiny B. (Tedy právě jedno
č́ıslo.) Toto pravidlo p̌rǐrazeńı označ́ıme V . Ke každému x ∈ A jsme tedy p̌rǐradili
právě jedno č́ıslo y z množiny B. Je tedy V zobrazeńım množiny A do množiny B
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podle nahǒre uvedené definice. Zobrazeńı V neńı zobrazeńım množiny A na množinu
B, poněvadž existuj́ı č́ısla v B, která nejsou p̌rǐrazena v zobrazeńı V k žádnému prvku
x z množiny A. (To vyplývá nap̌r. z toho, že A je konečná množina a B obsahuje
nekonečně mnoho č́ısel.)

Jako konkrétńı p̌rǐrazeńı uved’me toto. Předpokládejme, že A je skupina student̊u, které
si pro náš účel označ́ıme a, b, c . Ke každému studentovi p̌rǐrad’me jeho tělesnou výšku.
Toto p̌rǐrazeńı označme V . Necht’ je V (a) = 175, V (b) = 175, V (c) = 180. Toto
p̌rǐrazeńı lze znázornit následuj́ıćı tabulkou.

x a b c

y 175 175 180

Uvedené p̌rǐrazeńı V je zobrazeńım množiny A do množiny R, poněvadž ke každému
prvku x ∈ A je p̌rǐrazen právě jeden prvek y z množiny R. Toto zobrazeńı však neńı
zobrazeńım množiny A na množinu R, poněvadž nap̌r. č́ıslo 190 neńı p̌rǐrazeno žádnému
prvku z A. (V uvažované skupině ťŕı student̊u neńı žádný student s tělesnou výškou
190 cm.) Toto zobrazeńı je však zobrazeńım množiny A na množinu C = {175, 180 }.
Zřejmě C = HV .

Př́ıklad 7.4. Uvažujme ťri matky, označme je a, b, c. Necht’ matka a má syna, označme
ho s1, matka b má syna, označme ho s2 a matka c má dva syny, označme je s3 a
s4. Označme A množinu matek, tedy A = { a, b, c } a B množinu synů, tedy B =
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{s1, s2, s3, s4 }. Označme nyńı D p̌rǐrazeńı, kterým ke každé matce p̌rǐrad́ıme každého
z jejich synů. Tedy necht’

D(a) = s1, D(b) = s2, D(c) = s3, D(c) = s4. Toto p̌rǐrazeńı D znázorněme tabulkou

x a b c c

y s1 s2 s3 s4

Toto p̌rǐrazeńı neńı zobrazeńım množiny A do množiny B, nebot’ k prvku c z množiny
A jsou p̌rǐrazeny dva prvky z množiny B, totiž prvky s3, s4.

Zaved’me si několik pojmů souvisej́ıćıch se zobrazeńım.

Zobrazeńı prosté. Necht’ F je zobrazeńı množiny A do množiny B. Toto zobrazeńı
nazýváme prostým, jestliže má tuto vlastnost: Jestliže x, y ∈ A a x 6= y, potom
F (x) 6= F (y).

Př́ıklad 7.5. Necht’ A = {a, b, c} a B = {α, β, γ}. Zobrazeńı F dané následuj́ıćı
tabulkou je prostým zobrazeńım A na B.

x a b c

y α β γ
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Inverzńı zobrazeńı. Necht’ F je prosté zobrazeńı množiny A na množinu
B. Potom existuje zobrazeńı, nazveme ho inverzńım zobrazeńım množiny B na
množinu A a označ́ıme je F−1, kterým ke každému y ∈ B p̌rǐrad́ıme ten prvek
x ∈ A, pro nějž plat́ı F (x) = y. (Viz obr.7.2)

Označeńı. Symbolem F−1 jsme označili inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı F , nejedná se
o umocněńı zobrazeńı F na č́ıslo (−1).

A

B

x

yF

F−1

Obrázek 7.2: Inverzńı zobrazeńı

Př́ıklad 7.6. Necht’ zobrazeńı F množiny A = {1, 2, 3, 4} na množinu B = {φ, ϕ, χ, ψ}
je dáno tabulkou :
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x 1 2 3 4

y φ ϕ χ ψ

Tedy F (1) = φ, F (2) = ϕ, F (3) = χ, F (4) = ψ. Toto zobrazeńı je prosté zobrazeńı
množiny A na množinu B. Existuje proto k němu inverzńı zobrazeńı, označme je F−1.
V tomto zobrazeńı plat́ı F−1(φ) = 1, F−1(ϕ) = 2, F−1(χ) = 3, F−1(ψ) = 4. Toto
inverzńı zobrazeńı lze popsat tabulkou.

y φ ϕ χ ψ

x 1 2 3 4

V tomto inverzńım zobrazeńı je množina B neodvislým oborem a množina A je odvislým
oborem.

Všimněte si, že v tabulce popisuj́ıćı toto inverzńı zobrazeńı, je neodvisle proměnná
označena y (zastupuje kterýkoliv prvek z B) a závisle proměnná je označena x (za-
stupuje kterýkoliv prvek množiny A). Poněvadž jsme zvykĺı označovat symbolem x
neodvisle proměnnou a y odvisle proměnnou, můžeme pro inverzńı zobrazeńı zavést

� symbol x pro neodvisle proměnnou (symbol x může zastupovat kterýkoliv prvek
neodvislého oboru, to jest množiny B)

� symbol y pro odvisle proměnnou (symbol y může zastupovat kterýkoliv prvek
odvislého oboru, to jest množiny A)
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Tabulka pro toto inverzńı zobrazeńı má pak tvar

x φ ϕ χ ψ

y 1 2 3 4

Složené zobrazeńı. Necht’ ϕ je zobrazeńı množiny A do množiny B. Necht’ funkce
f zobrazuje množinu Hϕ do množiny C. Potom zobrazeńı, označujeme je F , kterým
ke každému x ∈ A je p̌rǐrazen prvek z = f(ϕ(x)) ∈ C, nazýváme složeným
zobrazeńım. Zobrazeńı ϕ nazýváme jeho vniťrńı složkou a zobrazeńı f nazýváme
jeho vněǰśı složkou. Ṕı̌seme y = F (x). Je tedy F (x) = f(ϕ(x)). Viz obr. 7.3.

x ϕ(x) f(ϕ(x))
A

B

Hϕ
Cϕ f

F

Obrázek 7.3: Složené zobrazeńı

Př́ıklad 7.7. Necht’ A = {a, b, c}, B = {α, β, γ}, C = {1, 2, 3}. Necht’ zobrazeńı
ϕ množiny A do množiny B je dáno tabulkou
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x a b c

u = ϕ(x) α β α

zobrazeńı f množiny Hϕ do množiny C je dáno tabulkou

u α β

y = f(u) 1 2

Zřejmě Hϕ = {α, β}.
Potom složené zobrazeńı F = f(ϕ(x)) zobrazuje A do C takto :

F (a) = f(ϕ(a)) = f(α) = 1, (7.1)

F (b) = f(ϕ(b)) = f(β) = 2, (7.2)

F (c) = f(ϕ(c)) = f(α) = 1. (7.3)

Toto složené zobrazeńı F můžeme popsat následuj́ıćı tabulkou:

x a b c

y 1 2 1

Poznamenejme, že ϕ je vniťrńı složkou a f je vněǰśı složkou zobrazeńı F .
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7.3. Pojem funkce a některé jej́ı vlastnosti

Uved’me si nyńı některé speciálńı pojmy zobrazeńı.V p̌ŕıpadě, že v definici 7.1 zobrazeńı
F je B množina č́ısel, budeme věťsinou ḿısto pojmu zobrazeńı použ́ıvat pojem funkce.
Pojmy svázané s pojmem zobrazeńı se p̌renáš́ı na pojem funkce. Nap̌r. ḿısto obor hodnot
zobrazeńı se použ́ıvá obor hodnot funkce, nebo ḿısto pojmu prosté zobrazeńı se použ́ıvá
pojem prostá funkce, ḿısto inverzńı zobrazeńı se použ́ıvá inverzńı funkce, ḿısto složené
zobrazeńı se použ́ıvá pojem složená funkce atd.

Př́ıklad 7.8. Jako p̌ŕıklad si uved’me funkci, která vyjaďruje výsledky voleb do posla-
necké sněmovny. Necht’ čty̌ri politická seskupeńı, označme je a, b, c, d, źıskala ǩresla
v poslanecké sněmovně, a to postupně v počtech 70, 50, 60, 20. Potom p̌rǐrazeńı,
označme je f , kterým ke každému z politických seskupeńı a, b, c, d p̌rǐrad́ıme počet
ǩresel, která ve volbách źıskalo, je reálnou funkćı. Je tedy f(a) = 70, f(b) = 50, f(c) =
60, f(d) = 20. Označ́ıme-li A = {a, b, c, d }, B = {20, 50, 60, 70}, potom A je neod-
vislý obor funkce f a B je odvislý obor funkce f . Funkce f zobrazuje A na B. Funkce
je prostá.

Jestliže v definici zobrazeńı F jsou množiny A, B množiny reálných č́ısel, mluv́ıme
o reálné funkci reálné proměnné.
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Př́ıklad. Př́ıkladem reálné funkce reálné proměnné je zobrazeńı množiny A =< 1/2,∞)
do množiny B =< 0,∞) definované vztahem

y =
√

2x− 1, x ∈ A, y ∈ B.

Jestliže v definici zobrazeńı je množina A množinou uspǒrádaných skupin n-reálných
č́ıslech (tedy A ⊆ Rn) a B je množina reálných č́ısel, potom zobrazeńı F množiny
A do B nazýváme reálnou funkćı n-proměnných. Jestliže X = (x1, . . . , xn) je
neodvisle proměnná s oborem hodnot A a odvisle proměnnou y, potom tuto funkci
můžeme zapsat jako,

y = F (X), resp y = F (x1, . . . , xn).

Jestliže funkce je zadaná p̌redpisem bez udáńı definičńıho oboru, budeme jej́ım
definičńım oborem rozumět množinou všech hodnot neodvisle proměnných, pro něž
má daný p̌redpis význam.

Př́ıkladem reálné funkce jedné proměnné je funkce y = x2 + 1, kde neodvisle proměnná
x ∈ (−∞, ∞).

Jako p̌ŕıklad reálné funkce dvou proměnných x1, x2 uved’me funkci

z =
√

1− x2
1 − x2

2.
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Poněvadž zde neńı uveden jej́ı definičńı obor, rozuḿıme jim (podle dohody) množinu
všech bodů [x1, x2], pro něž má výraz

√
1− x2

1 − x2
2. smysl. Je to množina Df =

{[x1, x2] : x2
1 + x2

2 ≤ 1}.
Graf funkce. V matematice rozuḿıme grafem funkce y = f(x1, x2, . . . , xn)., s
definičńım oborem Df , množinu všech bod̊u [x1, x2, . . . , xn, f(x1, x2, . . . , xn)], kde
[x1, x2, . . . , xn] ∈ Df . Jako graf je též označována grafická reprezentace této
množiny.

Grafická reprezentace grafu funkce.

Grafickou reprezentaci grafu funkce y = f(x) jedné proměnné x můžeme provést
takto. V rovině zvoĺıme pravoúhlý soǔradný systém Oxy, kde O je počátkem a x, y
jsou soǔradné osy (označeńı neńı závazné). Jsou to dvě navzájem kolmé č́ıselné osy
se společným bodem O, který nazýváme počátkem. Osu x budeme volit v horizontálńı
poloze a osu y ve vertikálńı poloze. (Dohoda.) Kladnou orientaci osy x budeme volit zle-
va doprava, kladnou orientaci osy y budeme volit zdola nahoru. Mě̌ŕıtka na soǔradných
osách mohou být obecně odlǐsná. Jsou-li stejná, mluv́ıme o kartézském soǔradném
systému. Každému bodu v rovině odpov́ıdá uspǒrádaná dvojice reálných č́ısel a naopak,
každé uspǒrádané dvojici reálných č́ısel odpov́ıdá bod v rovině. Prvńımu z této dvojice
č́ısel ř́ıkáme x-ová soǔradnice a druhému ř́ıkáme y-ová soǔradnice. Na (obr.7.4) je
znázorněn bod [x0, y0].
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y

x

y0

x0O

P [x0, y0]

Obrázek 7.4: Soǔradnice bodu

Ve zvoleném soǔradném systému vykresĺıme jednotlivé body grafu. Muśıme ḿıt na
paměti, že p̌ri vykreslováńı jednotlivých bodů jsme omezeni technickými možnostmi.

Na následuj́ıćım obr.7.5 je znázorněn graf funkce y = x2 definované na intervalu
〈−2, 2〉.
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0−2 −1 1 2

1

2

3

4

y

x

Obrázek 7.5: Graf paraboly y = x2

Definičńı obor funkce z =
√

1− x2 − y2 je kruh se sťredem v bodě [0, 0] o poloměru
r = 1, znázorněný na obr.7.6.



241•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

y

xO

Obrázek 7.6: Definičńı obor funkce z =
√

1− x2 − y2

O možnostech grafické reprezentace funkćı dvou a v́ıce proměnných pojednáme později.

Posloupnost reálných č́ısel. Reálnou funkci f , jej́ıž neodvislý obor je množina
p̌rirozených č́ısel, nazýváme posloupnost́ı. Je tedy posloupnost pravidlo, jimž je ke
každému p̌rirozenému č́ıslu n p̌rǐrazen prvek z nějeké množiny B. Je-li B množina
reálných č́ısel, mluv́ıme o posloupnosti reálných č́ısel.

Posloupnost reálných č́ısel je tedy pravidlo, označme je f , kterým ke každému p̌rirozenému
č́ıslu n je p̌rǐrazeno č́ıslo f(n), n = 1, 2, . . .. Ḿısto f(n) je u posloupnost́ı zvykem psát
fn. Č́ıslo fn nazýváme n-tým členem posloupnosti. Tuto posloupnost bývá zvykem za-
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pisovat též symbolem {fn}∞n=1, nebo stručněji {fn}∞1 , resp.

f1, f2, . . . (7.4)

Př́ıklad 7.9. Jako p̌ŕıklad si uved’me posloupnost {1/n}∞1 . Tedy nap̌r. pátý člen této
posloupnosti (pro n = 5) je roven 1/5. Na následuj́ıćım obrázku obr.7.7 je znázorněno
prvńıch pět členů posloupnosti {1/n}∞1 .

y

x

1

1 2 3 4 5

Obrázek 7.7: Posloupnost {1/n}∞1

Často se znázorňuj́ı pouze hodnoty f1, f2, f3, . . . na č́ıselné ose, která se kresĺı ve
vodorovné poloze. Nap̌r. na obr.7.8 je znázorněno několik členů posloupnosti {fn}∞1 .
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f5f4f3f2f1

Obrázek 7.8: Posloupnost {1/n}∞1

Kontrolnı́ otázky

1. Co je to zobrazeńı F množiny A do množiny B? Co je to definičńı obor zobrazeńı,
co je to obor zobrazeńı?

2. Vysvětlete, co je to prosté zobrazeńı A na B.

3. Co je to inverzńı zobrazeńı?

4. Co je to funkce jedné proměnné? Co je to funkce v́ıce proměnných?

7.4. Reálná funkce reálné proměnné

Pojednejme nyńı soustavně o reálné funkci jedné reálné proměnné. Zopakujme si ještě
jednou zavedeńı tohoto pojmu.

Předpokládejme, že A,B jsou neprázdné množiny reálných č́ısel. Potom p̌redpis f ,
jimž ke každému prvku x ∈ A je p̌rǐrazen právě jeden prvek y ∈ B, nazýváme reálnou
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funkćı reálné proměnné. Pokud nemůže doj́ıt k omylu, budeme v daľśım zkráceně mluvit
jen o funkci. Tuto funkci f budeme věťsinou zapisovat takto

y = f(x), x ∈ A. (7.5)

Množinu A nazýváme neodvislým oborem, proměnnou x s oborem hodnot A nazýváme
neodvisle proměnnou. Množinu B nazýváme odvislým oborem. Je nutno si uvědomit,
že v B mohou existovat č́ısla, která nejsou p̌rǐrazena žádnému č́ıslu x ∈ A. Množinu
všech těch č́ısel y ∈ B, která jsou p̌rǐrazena ke všem č́ısl̊um x ∈ A, nazýváme oborem
funkce f . Neodvislý obor funkce f nazýváme též definičńım oborem, budeme jej značit
D(f), resp. Df . Obor funkce budeme značit H(f), resp. Hf . Zřejmě Hf ⊆ B. Bude-li
funkce f zadaná p̌redpisem bez udáńı definičńıho oboru, rozuḿı se j́ım množina všech
těch č́ısel, pro něž má p̌redpis p̌rǐrazeńı význam. Jestliže M ⊆ Df , potom množinu
{f(x) : x ∈M} lze označit jako f(M).

V matematice označujeme věťsinou neodvisle proměnnou x a odvisle proměnnou y.
Toto označeńı je nepodstatné, takže funkci (7.5)lze zapsat též nap̌r. jako

u = f(t), t ∈ A. (7.6)

Zde neodvisle proměnná je označena t a odvisle proměnná je označena u. (Je nepod-
statné označeńı neodvisle proměnné a odvisle proměnné; podstatným je pouze obor
jejich hodnot a p̌redpis p̌rǐrazeńı f .)



245•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Uved’me si několik p̌ŕıkladů.

Př́ıklad 7.10. Položme

y = 2x+ 1, x ∈ 〈1, 4〉. (7.7)

Ke každému č́ıslu x ∈ 〈1, 4〉 se p̌rǐrazuje vztahem (7.7) právě jedno č́ıslo, totiž č́ıslo
2x + 1. Je tedy 2x + 1 funkce definovaná na intervalu 〈1, 4〉. Pro pohodlněǰśı zápis si
nap̌ŕıklad označme tuto funkci jako g(x), takže

g(x) = 2x+ 1.

Nap̌r. k č́ıslu 3 je touto funkćı p̌rǐrazeno č́ıslo 2 · 3 + 1, to jest č́ıslo 7. Ḿısto rčeńı

”
k č́ıslu 3 je p̌rǐrazeno č́ıslo 7“ můžeme též ř́ıci, že funkce g nabývá v bodě (č́ısle) 3

hodnotu 7. Ṕı̌seme pak g(3) = 7. Podobně g(1,5) = 2 · 1, 5 + 1, to jest g(1,5) = 4.
Lehce nahlédneme, že oborem funkce g je interval 〈3, 9〉. Ṕı̌seme též g(〈1, 4〉) = 〈3, 9〉
Př́ıklad 7.11. Položme

y =
√

2x+ 1. (7.8)

Předpisem (7.8) je definovaná funkce. Poněvadž neńı uveden jej́ı definičńı obor, rozuḿı
se j́ım množina všech těch č́ısel x, pro něž má p̌redpis

√
2x+ 1 význam. Tedy D(f) =

{x ∈ R : 2x+ 1 ≥ 0}. Tedy

D(f) =

〈
−1

2
,∞
)
.
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Př́ıklad 7.12. Označme h funkci

h(x) =
√
x2 − 1

s definičńım oborem A = (−3,−1〉 ∪ 〈1, 3). Tuto funkci lze zapsat též takto

h : (−3,−1〉 ∪ 〈1, 3) → R,
x →

√
x2 − 1.

Poznámky ke grafické reprezentaci funkcı́ jedné proměnné

Grafickou reprezentaćı grafu funkce f : A → B, A ⊂ R, B ⊂ R v pravoúhlém
soǔradném systému 0xy rozuḿıme množinu všech bod̊u [x, f(x)], x ∈ A.

Grafická reprezentace graf̊u věťsiny funkćı, které se vyskytuj́ı v ekonomických aplikaćıch,
odpov́ıdá intuitivńımu chápáńı ǩrivky v rovině. Jako p̌ŕıklad si uved’me graf funkce

y = x2, x ∈ 〈−2, 2〉

uvedený na obr. 7.9
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0

y = x2

Obrázek 7.9: Graf funkce y = x2.

Grafy některých funkćı si nedovedeme vykreslit. Př́ıkladem je funkce

f : R → {− 1, 1}

x →
{

1, je-li x racionálńı,
−1, je-li x iracionálńı.

Vytvořenı́ si představy o grafu funkce jedné proměnné.

K vytvǒreńı si hrubé p̌redstavy o grafu vyšeťrované funkce f : A → B si v množině
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A můžeme zvolit body x0 < x1 < x2 < · · · < xn a v nich vypoč́ıtat funkčńı hod-
noty f(x0), f(x1), f(x2), . . . , f(xn). Jestliže pro nějaké i je 〈xi, xi+1〉 ⊂ A, spoj́ıme
body [xi, f(xi)], [xi+1, f(xi+1)] úsečkou. Pro

”
slušné“ funkce, nejsou-li vzdálebosti bodů

xi, xi+1 velké, nám tyto úsečky daj́ı dobrou p̌redstavu o grafu funkce. T́ımto způsobem
se provád́ı i vykreslováńı graf̊u funkćı užit́ım poč́ıtače pro jemné děleńı intervalu, v němž
graf vyšeťrujeme. Na obr. 7.10 je schematický náčrtek grafu funkce y = TG(x), defi-
nované na intervalu < 0, π > takto

TG(x) =

{
tg x, pro x ∈

〈
0, π2
)
∪
(
π
2 , π
〉
,

0, pro x = π
2 .

(7.9)

Poznámka. Zřejmě pro x ∈< 0, π >, x 6= π/2 je TG(x) = tg(x), v bodě x = π/2
neńı funkce tg(x) definovaná, avšak funkce TG(x) je v bodě 0 definovaná a plat́ı
TG(0) = 0. Graf funkce y = TG(x) je vykreslen na obr.7.10.
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x0 ππ
2

Obrázek 7.10: Graf funkce definované vztahem (7.9).

Na obr. 7.11 je graficky
”
znázorněna“ funkce (7.9) propojeńım bodů

[xk, TG(xk)], kde xk = k · 0, 2, k = 0, · · · , 16.

Porovnáńım obr. 7.11 s obr. 7.10 vid́ıme, že došlo ke značnému zkresleńı. Daná funkce
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neńı
”
slušná“. Je v bodě π

2 nespojitá. Pojem nespojitosti funkce si vysvětĺıme později,
zat́ım poznamenejme alespoň to, že hodnoty této funkce se v bodech

”
velice bĺızkých

k č́ıslu π
2 “ navzájem značně lǐśı.

x0 π

π
2

Obrázek 7.11: Pokus o vykresleńı funkce y = tg(x)

Obdržený výsledek ukazuje, že výše uvedený postup
”
znázorněńı funkce“ neńı

postačuj́ıćı, je nutno jej kombinovat s vyšeťreńım některých vlastnost́ı funkce.

V ekonomických rozvahách se bez pojmu funkce neobejdeme. Označováńı funkce a
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neodvisle a odvisle proměnných se věťsinou zavád́ı s ohledem na jejich význam a zvyk-
losti. Jako p̌ŕıklad funkce, která se v ekonomických aplikaćıch vyšeťruje, je funkce C(x),
která vyjaďruje vztah mezi výrobou x jednotek produkce a celkovými náklady na je-
jich výrobu. Tyto výrobńı náklady jsou součtem fixńıch nákladů a nákladů variabilńıch,
závislých na počtu x jednotek produkce. Funkce C(x)

x se pak nazývá funkćı pr̊uměrných
nákladů. Uved’me si tento p̌ŕıklad.

Př́ıklad. Při kalkulaci nákladů se odhadnou fixńı náklady na 300 p.j. (peněžńıch jed-
notek). Jsou to náklady, které vznikaj́ı, at’ se vyráb́ı nebo ne. Kromě toho se zjist́ı, že na
výrobu x jednotek je zapoťreb́ı 4x p.j. Tedy variabilńı náklady jsou 4x. Celkové náklady
jsou tedy

C(x) = 300 + 4x.

Tuto funkci lze pak použ́ıt k daľśım úvahám, nap̌r. ke stanoveńı pr̊uměrných nákladů
AC

AC = 4 +
300

x
.

Funkce C(x) ovšem nemuśı být lineárńı. Dále v praktických úlohách nemůže x p̌resáhnout
jistou hodnotu K. Tedy 1 ≤ x ≤ K.

Poznamenejme, že x v uvedeném p̌ŕıkladě znač́ı počet jednotek produkce. Tedy x může
být v konrétńım p̌ŕıpadě jen p̌rirozené č́ıslo. Kv̊uli zjednodušeńı zkoumané ekonomické
problematiky se často použ́ıvá model s proměnou x, která nabývá všech hodnot jistého
intervalu reálných č́ısel. T́ım můžeme dostat zkreslené výsledky.
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7.4.1. Funkce monotónńı, funkce sudá a funkce lichá

Uved’me si nyńı některé význačné ťŕıdy funkćı, to jest funkćı s některými ťŕıdě charak-
teristickými vlastnostmi. Začněme s monotónńımi funkcemi.

Definice 7.2.

Necht’ f : A ⊆ R → R. Řekneme, že f je na množině A rostoućı (neklesaj́ıćı),
jestliže

∀x1, x2 ∈ A, x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2), (f(x1) ≤ f(x2)). (7.10)

Úloha. Dokažte, že funkce y = x3 je na svém definičńım oboru rostoućı

Definice 7.3.
Necht’ f : A ⊆ R → R. Řekneme, že f je na množině A klesaj́ıćı (nerostoućı),
jestliže

∀x1, x2 ∈ A, x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2), (f(x1) ≥ f(x2)). (7.11)

Na obr. 7.13 je uveden p̌ŕıklad grafu funkce rostoućı a na obr. 7.15 je uveden p̌ŕıklad
grafu funkce neklesaj́ıćı na intervalu I.
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x

y

f(x1)

f(x2)

x2x1 I0

Obrázek 7.13: Graf rostoućı funkce.

x

y

f(x1) = f(x2)

x2x1 I0

Obrázek 7.15: Graf neklesaj́ıćı funkce.

Funkce na obr. 7.10 je na intervalu
〈
0, π2
)

rostoućı, je rovněž rostoućı na intervalu(
π
2 , π
〉

. Neńı rostoućı ani na intervalu
〈
0, π2
〉

ani na intervalu
〈
π
2 , π
〉

. Neńı ani rostoućı
na intervalu (0, π). Zdůvodněte!

Funkce nerostoućı a funkce neklesaj́ıćı na dané množině nazýváme společným názvem
funkce monotónńı. Funkce rostoućı a funkce klesaj́ıćı na dané množině nazýváme
společným názvem funkce ryze monotónńı. Je-li funkce ryze monotónńı, je i monotónńı.
Opak nemuśı platit.
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Funkce prostá. Daľśım d̊uležitým pojmem je funkce prostá. Necht’ f : A ⊆ R→ R.
Funkci f nazveme prostou na A, jestliže f má tuto vlastnost

∀x1, x2 ∈ A, x1 6= x2 je f(x1) 6= f(x2). (7.12)

Př́ıklad 7.13. Necht’ funkce y = f(x) je dána tabulkou

x 1 3 3,5 4 5

y 3 1 0 2 4

Tedy nap̌r. f(3) = 1, f(4) = 2 atd. Tato funkce je prostá. Neńı však ani rostoućı ani
klesaj́ıćı.

Př́ıklad 7.14. Funkce y = x2 neńı na intervalu 〈−2, 2〉 prostá. Označme f(x) = x2.
Zvolme nap̌r. x1 = −1, x2 = 1. Je tedy x1 6= x2, avšak f(x1) = f(x2) = 1. Viz obr.
7.16.
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x

y

−2 −1 1 2

1

2

3

4

0

y = x2

Obrázek 7.16: Funkce y = x2 definovaná na intervalu 〈−2, 2〉.

Avšak funkce y = x2 je na intervalu 〈0, 2〉 prostá. Viz obr. 7.17
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x

y

20 x1 x2 2

f(x1)

f(x2)

Obrázek 7.17: Funkce y = x2 je na intervalu 〈0, 2〉 prostá.

Porovnáńım definićı rostoućı funkce, klesaj́ıćı funkce a prosté funkce dospějeme k tomuto
závěru:

Funkce ryze monotónńı na A ⊆ R je na A též prostá.

Existuje však funkce prostá, která neńı ryze monotónńı (viz p̌ŕıklad 7.13).
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Definice 7.4.

Řekneme, že funkce y = f(x) je sudá (lichá), má-li tuto vlastnost: Je-li definovaná
v bodě x, je definovaná i v bodě (−x) a plat́ı f(−x) = f(x), (f(−x) = −f(x)).

Z definice je tedy patrno, že graf sudé funkce je symetrický vzhledem k ose y a graf
liché funkce je symetrický vzhledem k počátku.

Př́ıkladem sudé funkce je funkce y = x2. Skutečně, tato funkce je definovaná pro
všechna x a plat́ı (−x)2 = x2. Př́ıkladem liché funkce je funkce y = x3. Skutečne, tato
funkce je definovaná pro všechna x a plat́ı (−x)3 = −x3.

7.4.2. Funkce složená a funkce inverzńı

Složená funkce. Necht’ A je neodvislý obor funkce u = ϕ(x). Označme B = ϕ(A)
odvislý obor funkce ϕ. Necht’ f(u) je funkce definovaná na množině B. Ke každému
č́ıslu x ∈ A p̌rǐrad’me č́ıslo F (x) vztahem

F (x) = f(ϕ(x)), (7.13)

to jest hodnotu funkce f v č́ısle u = ϕ(x) ∈ B. Funkci f nazýváme vněǰśı složkou
a funkci ϕ vniťrńı složkou funkce F .
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Př́ıklad 7.15. Funkci

y = (x2 + 1)7, x ∈ (−∞,∞)

můžeme chápat jako složenou funkci. Položme

A = (−∞,∞), u = ϕ(x), kde ϕ(x) = x2 + 1, x ∈ A.

Označme

B = ϕ(A), tedy B = 〈1,∞).

Položme

y = f(u), kde f(u) = u7, u ∈ B.

Potom ke každému x ∈ A je funkćı ϕ p̌rǐrazeno u = ϕ(x) ∈ B. K tomuto č́ıslu u je
funkćı f p̌rǐrazeno č́ıslo y = f(u). Tedy y = f(ϕ(x)).

Je tedy f(u) = u7 vněǰśı a u = x2 + 1 vniťrńı složkou funkce y = (x2 + 1)7.

Poznámka. Složená funkce může být v́ıcenásobně složená. Nap̌r. jestliže f je jej́ı vněǰśı
složkou a ϕ je jej́ı vniťrńı složkou, potom vniťrńı složka ϕ může být opět složenou.



259•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Inverzńı funkce. Necht’ funkce y = f(x) je definovaná na množině A a je na ńı
prostá. To znamená, že pro každá dvě č́ısla x1, x2 ∈ A, x1 6= x2 je f(x1) 6= f(x2).
Označme B = f(A). Ke každému y ∈ B p̌rǐrad’me to č́ıslo x ∈ A, pro nějž
je f(x) = y. T́ım jsme zavedli pravidlo, jimž ke každému y ∈ B je p̌rǐrazeno
x ∈ A. Je tak definovaná nová funkce, označme ji f−1, jej́ımž neodvislým oborem
je množina B a odvislým oborem je množina A. Ponecháme-li označeńı y pro
proměnnou s oborem B a x pro proměnnou s oborem A, ṕı̌seme

x = f−1(y), y ∈ B, x ∈ A.

V definici inverzńı funkce je podstatný p̌redpoklad, že f je na svém definičńım oboru
prostá. Takovými funkcemi jsou nap̌r. funkce ryze monotónńı na svém definičńı oboru.

Na obr. 10.2 je v kartézském soǔradném systému znázorněn graf funkce y = f(x)
rostoućı na intervalu A = D(f), tedy graf funkce prosté. Graf funkce x = f−1(y) je
totožný s grafem funkce y = f(x), pokud bychom proti zvyklostem znázornili neodvislý
obor na ose y a odvislý obor na ose x.
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x

y

A

B

0

y = f(x), x = f−1(y)

Obrázek 7.18: Graf funkćı y = f(x), x = f−1(y).

Označ́ıme-li x neodvisle proměnnou jak pro funkci f , tak i pro funkci f−1, zaṕı̌seme
obě funkce takto

y = f(x), x ∈ A, y ∈ B, y = f−1(x), x ∈ B, y ∈ A. (7.14)

Jestliže jejich neodvislé obory vyznač́ıme v kartézském soǔradném systémy na vodorovné
ose, jsou grafy funkćı f(x), f−1(x) symetrické s osou symetrie y = x. Graf inverzńı
funkce f−1(x) jsme dostali p̌reklopeńım grafu f(x) kolem p̌ŕımky y = x.
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x

y

A

B

B

A

0

y = f(x)

y = f−1(x)

Obrázek 7.19: Graf funkćı y = f(x), x = f−1(y).

Z definice inverzńı funkce vyplývá

• je-li a ∈ D(f), potom a = f−1(f(a))

• je-li α ∈ D(f−1), potom α = f(f−1(α)

Je-li prostá funkce daná rovnićı
y = f(x), (7.15)

dostaneme k ńı funkci inverzńı tak, že z rovnice (10.21) vypoč́ıtáme x pomoćı y.
Pojem inverzńı funkce vede k zavedeńı nových funkćı, jak později uvid́ıme.
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Př́ıklad 7.16. K funkci y = 2x+ 1, x ∈ 〈1, 3〉 určete funkci inverzńı.

Řešeńı. Označme f(x) = 2x + 1, A = 〈1, 3〉. Označme B = f(A). Dostáváme B =
〈3, 7〉. Z rovnice y = 2x + 1 vypoč́ıtáme x. Dostáváme x = 1

2y −
1
2 . Tedy funkce

x = 1
2y −

1
2 je inverzńı k zadané funkci f , je definovaná na intervalu B. Změnou

označeńı pro neodvisle a odvisle proměnnou dostáváme hledanou inverzńı funkci

y =
1

2
x− 1

2
, x ∈ B, y ∈ A.

Grafy zadané funkce a funkce k ńı inverzńı jsou na obrázku 7.20.
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x

y

1 3 7

1

3

7

0

y = 2x+ 1

y = 1
2x− 1

2

Obrázek 7.20: Grafy funkćı y = f(x), y = f−1(x) z p̌ŕıkladu 7.16..

Kontrolnı́ otázky

5. Necht’ f(x) = 3x+1
x−1 . Vypoč́ıtejte

a) f(2) [7]

b) f(〈0, 3〉) [nelze, v bodě 1 ∈ 〈0, 3〉 neńı f(x) definováno]

c) f(〈5, 6〉) [〈17
5 , 4〉]
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6. Určete definičńı obor funkce f(x) = 3x+1
x2−1 .

[Df = (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,∞)]

7. Zjistěte, zda funkce jsou sudé, resp. liché:

a) f(x) = x2

x4−1 [sudá]

b) g(x) = x
x3+2 [neńı ani sudá, ani lichá]

c) h(x) = x
x2+1 [lichá]

d) u(x) = x2+1
x [lichá]

8. Co je to funkce rostoućı, klesaj́ıćı, monotonńı?

9. Načrtněte grafy funkćı

a) y = 2x− 1

b) y = x3 + 1

c) y = 3x+1
x−2
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Kapitola 8

Limita a spojitost funkce jedné
proměnné

Úvod. V této kapitole se zamě̌ŕıme na zavedeńı pojmu limity reálné funkce f(x) jedné
proměnné v daném bodě. Pojem limity funkce f(x) v daném bodě pak použijeme
k zavedeńı pojmu spojitosti funkce f(x) v daném bodě.

V této kapitole budeme tam, kde nemůže doj́ıt k omylu, použ́ıvat pojem funkce ḿısto
reálná funkce reálné proměnné.

Pojem limity je důležitým pojmem, který je základńım pojmem nap̌r. pro zavedeńı
pojmu derivace funkce a určitého integrálu z dané funkce. Dř́ıve než začnete



266•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

studovat podrobně tuto kapitolu, zopakujte si z kapitoly o č́ıslech zavedeńı nevlastńıch
č́ısel −∞, ∞ a rozš́ı̌reńı některých operaćı

”
+, −, ·, : “ na R∗.

Dále si zopakujte pojem okoĺı jak reálného č́ısla, tak i nevlastńıch č́ısel. Necht’ a, δ jsou
reálná č́ısla. Potom množinu
< a, a+ δ) . . . . . . nazýváme pravým δ−okoĺım bodu a, znač́ıme U+

δ (a)

(a− δ, a > . . . . . . nazýváme levým δ−okoĺım bodu a, znač́ıme U−δ (a)

(a− δ, a+ δ) . . . . . . nazýváme δ−okoĺım bodu a, znač́ıme Uδ(a)

Necht’ a = −∞, δ ∈ R. Potom množinu
(−∞, δ) . . . . . . nazýváme δ− okoĺım bodu −∞ a znač́ıme Uδ(−∞), resp. U+

δ (−∞)

Necht’ a =∞, δ ∈ R. Potom množinu
(δ,∞) . . . . . . nazýváme δ−okoĺım bodu ∞ a znač́ıme Uδ(∞), resp. U−δ (∞)
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8.1. Limita funkce jedné proměnné v daném bodě

Úvodnı́ poznámky k zavedenı́ pojmu ”limita reálné funkce jedné proměnné“

Začněme s vyšeťrváńım funkce

f(x) =
sinx

x

v bodech x 6= 0
”
v bĺızkosti bodu“ x = 0. Funkce f(x) neńı v bodě x = 0 definovaná.

Uved’me si hodnoty této funkce v několika bodech:

x ±1,5 ±1 ±0,5

f(x) 0,664996 . . . 0,841470 . . . 0,958851 . . .

x ±0,1 ±0,01 ±0,001

f(x) 0,998334 . . . 0,999983 . . . 0,999999 . . .

Uvedené hodnoty nás vedou k domněnce, že č́ım x je
”
bĺıže“ k č́ıslu 0,x 6= 0 t́ım f(x) je

”
bĺıže“ k č́ıslu 1. Slovo

”
bĺıže“ budeme precizovat takto: K libovolnému ε > 0 lze určit

č́ıslo δ > 0 tak, že pro x ∈ Uδ(0), x 6= 0, je sinx
x ∈ Uε(1), to jest pro x ∈ (−δ, δ), x 6= 0,

je 1 − ε < sinx
x < 1 + ε. Důkaz pravdivosti této domněnky nebudeme ted’ provádět.

Poněvadž tato domněnka je pravdivá, budeme ř́ıkat, že funkce sinx
x má v bodě 0 limitu
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rovnu
”
1“ a tuto okolnost budeme psát jako

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Dř́ıve, než p̌rikroč́ıme k exaktńımu zavedeńı pojmu
”
limita funkce f(x)“ v daném bodě

a ∈ R∗, zavedeme si tento pojem na základě neup̌resněných pojmů. Doufám, že to
pomůže k pochopeńı tohoto pojmu. Pojem limity funkce je základńım pojmem, jemuž
je nutno dob̌re porozumět. Toto porozuměńı je d̊uležitěǰśı než naučeńı se p̌resnému
zněńı definic a vět, které dávaj́ı návod k jejich výpočtu.

Osvětlenı́ pojmu limity limx→a f(x) = α v následujı́cı́ch přı́padech.

a ∈ R, α ∈ R. Rčeńı
”
limita funkce f(x) v bodě a ∈ R je rovna α ∈ R“, které

symbolicky zapisujeme jako
lim
x→a

f(x) = α,

znamená, nep̌resně řečeno, toto: Č́ıslem α lze aproximovat hodnoty funkce f se
zvolenou p̌resnost́ı ve všech bodech x 6= a, lež́ıćıch dostatečně bĺızko k č́ıslu a.
Jinak řečeno: jestliže

”
x se bĺıž́ı k a a x 6= a“, potom

”
f(x) se bĺıž́ı k α“.

Uved’me tento p̌ŕıklad.

lim
x→2

x+ 2

x2 + 1
=

4

5
= 0.8
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znamená, že pro všechna x 6= 2, která se málo lǐśı od 2, je x+1
x2+1 definováno a x+1

x2+1
se málo lǐśı od 4

5 = 0,8. (Nap̌r. pro x = 2,01 dostáváme(
x+ 2

x2 + 1

)
x=2,01

= 0,795619 . . .

a pro x = 2,001 dostáváme(
x+ 2

x2 + 1

)
x=2,001

= 0,7995602 . . . .

a ∈ R, α =∞. Rčeńı
”
limita funkce f(x) v bodě a ∈ R zprava je rovna∞“, které

symbolicky zapisujeme jako
lim
x→a+

f(x) =∞,

znamená,že jestliže zvoĺıme libovolně velké č́ıslo K, potom pro všechna č́ısla x > a,

dostatečně bĺızká k č́ıslu a, nabývá funkce f(x) hodnotu věťśı než zvolené č́ıslo
K. Nep̌resně řečeno:Jestliže

”
x se bĺıž́ı k a a x > a“, potom

”
f(x) roste nade

všechny meze.“ Uved’me tento p̌ŕıklad. Položme f(x) = 1
x−2 .Potom

lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

1

x− 2
=∞,

znamená, že at’ zvoĺıme jakékoliv č́ıslo K, potom pro dostatečně bĺızká č́ısla x k
č́ıslu

”
2“, r̊uzná od

”
2“ je f(x) = 1

x−2 > K. Nap̌r. pro x = 2, 001 je f(2, 001) =
1000 a pro x = 2, 000001 je f(2, 000001) = 1000000
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a =∞, α ∈ R. Rčeńı
”
limita funkce f(x) v bodě ∞ je rovna α ∈ R“, které

symbolicky zapisujeme jako
lim
x→∞

f(x) = α,

znamená, nep̌resně řečeno, toto: Č́ıslem α lze aproximovat hodnoty funkce f se
zvolenou p̌resnost́ı pro všechna dostatečně velká x. Jinak řečeno: Pro všechna
dostatečně velká x ∈ R č́ıslo α aproximuje všechny hodnoty funkce f(x) nep̌revyšuj́ıćı
zvolenou chybu aproximace.
Uved’me tento p̌ŕıklad.

lim
x→∞

2x2 + x+ 1

x2 − 1
= 2

znamená, že pro
”
hodně velké x“ je 2x2+x+1

x2−1 definováno a lǐśı se málo od 2. To
vid́ıme, jestliže danou funkci p̌reṕı̌seme takto.

2x2 + x+ 1

x2 − 1
=

2 + 1/x+ 1/(x2)

1− 1/(x2)

Čitatel se pro hodně velká x málo lǐśı od
”
2“ a jmenovatel se pro velké hodnoty x

málo lǐśı od
”
1“, takže pro hodně velká x se hodnota uvažované funkce málo lǐśı

od
”
2“. Nap̌r pro x = 100 je(

2x2 + x+ 1

x2 − 1

)
x=100

= 2,010301 . . .
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a pro x = 1000 je (
2x2 + x+ 1

x2 − 1

)
x=1000

= 2,002003 . . . .

a =∞, α =∞ Rčeńı
”
limita funkce f(x) v bodě∞ je rovna∞“, které symbolicky

zapisujeme jako
lim
x→∞

f(x) =∞

znamená, nep̌resně řečeno, toto: Zvoĺıme-li jakékoliv velké č́ıslo K, potom pro
všechna dostatečně velká č́ısla x je hodnota funkce f v bodě x věťśı než K.Vyslovme
domněnku:

lim
x→∞

x2 + 1

x+ 1
=∞

Uvažme, že pro x > 0 plat́ı

f(x) =
x2 + 1

x+ 1
=

1 + 1/(x2)

1/x+ 1/(x2)
,

takže pro dostatečně velká x je f(x) věťśı, než zvolené K. Nap̌r. pro x = 1000 je
f(x) > 999.



272•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Osvětlete si tyto zápisy

a) lim
x→0+

lnx = −∞

b) lim
x→2+

3x
x−2 =∞

c) lim
x→2−

3x
x−2 = −∞

a nakreslete grafy funkćı, jejichž limity v p̌ŕıslušných bodech jsou uvedeny a vyslovte
domněnku o hodnotě p̌ŕıslušné limity.

Limita funkce jedné proměnné

Po úvodńıch slovech k zavedeńı pojmu limity uved’me si jej́ı p̌resné zavedeńı.
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Definice 8.1. (Limita funkce jedné proměnné)

Necht’ y = f(x) je reálná funkce reálné proměnné x.
Necht’ a ∈ R∗. Řekneme, že funkce f(x) má v bodě a limitu α ∈ R∗ a ṕı̌seme

lim
x→a

f(x) = α,

jestliže ke každému ε–okoĺı bodu α existuje δ–okoĺı bodu a tak, že
1. funkce f(x) je definovaná v Uδ(a)− {a}
2. pro všechna x ∈ Uδ(a)− {a} plat́ı f(x) ∈ Uε(α).

V bodech a ∈ R zavád́ıme i limitu zprava a limitu zleva funkce f(x) takto: Řekneme,
že funkce f(x) má v bodě a ∈ R limitu zprava (zleva) rovnu č́ıslu α ∈ R∗ a ṕı̌seme

lim
x→a+

f(x) = α

(
lim
x→a−

f(x) = α

)
,

jestliže ke každému ε–okoĺı bodu α ∈ R∗ existuje pravé (levé) δ–okoĺı bodu a tak,
že

1. funkce f(x) je definována v U+
δ (a)− {a} (U−δ (a)− {a})

2. pro všechna x ∈ U+
δ (a)− {a} (x ∈ U−δ (a)− {a}) plat́ı f(x) ∈ Uε(α).

Ukažme, jak lze tuto definici p̌reformulovat v jednotlivých p̌ŕıpadech.
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a ∈ R, α ∈ R, lim
x→a+

f(x) = α. Řekneme, že funkce f(x) má v bodě a ∈ R limitu

α a ṕı̌seme
lim
x→a+

f(x) = α,

jestliže k libovolnému vlastńımu č́ıslu ε > 0 lze určit takové vlastńı č́ıslo δ > 0, že
pro všechna x ∈ (a, a+ δ), (tj. pro x ∈ U+

δ (a)−{a} je funkce f(x) definovaná a
f(x) je aproximováno č́ıslem α s chybou nep̌revyšuj́ıćı ε, tj. f(x) ∈< α−ε, α+ε > .

Grafické znázorněńı limx→a+ f(x) = α, je zobrzeno na následuj́ıćım obrázku 8.1

x

y

0 x a+ δa

α− ε

α

α+ ε
f(x)

y = f(x)

U+
δ (a)− {a}

Obrázek 8.1: limx→a+ f(x) = α,
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a ∈ R, α =∞, lim
x→a+

f(x) =∞. Řekneme, že funkce f(x) má v bodě a ∈ R limitu

zprava rovnu ∞ a ṕı̌seme

lim
x→a+

f(x) =∞,

jestliže pro každé libovolně velké č́ıslo ε lze určit takové vlastńı č́ıslo δ > 0, že pro
všechna x ∈ (a, a + δ), (tj. pro x ∈ U+

δ (a) − {a} je funkce f(x) definovaná a
f(x) > ε.

Grafické znázorněńı limx→a+ f(x) =∞ je zobrazeno na následuj́ıćım obrázku 8.2
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x

y

0 x a+ δ

U+
δ (a)− {a}

a

ε

Uε(∞)

f(x)

f(a)

y = f(x)

y = ε

x
=
a

︸ ︷︷ ︸
I

Obrázek 8.2: limx→a+ f(x) =∞

a =∞, α ∈ R, lim
x→∞

f(x) = α.. Řekneme, že funkce f(x) má v bodě ∞ limitu

rovnu α a ṕı̌seme

lim
x→∞

f(x) = α,

jestliže pro každé libovolně malé č́ıslo ε > 0 lze určit takové vlastńı č́ıslo δ > 0,
že pro všechna x ∈ (δ,∞), (tj. pro x ∈ U+

δ (a) je funkce f(x) definovaná a
f(x) ∈ (α− ε, α + ε).
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Grafické znázorněńı limx→∞ f(x) = α je zobrazeno na následuj́ıćım obrázku 8.3

x

y

0 δ Uδ(∞)x

Uε(α)

α− ε

α+ ε
f(x)

α

y = f(x)

y = α− ε

y = α+ ε

y = α

︸ ︷︷ ︸
I

Obrázek 8.3: limx→∞ f(x) = α

a =∞, α =∞, lim
x→∞

f(x) = infty. Řekneme, že funkce f(x) má v bodě∞ limitu

rovnu ∞ a ṕı̌seme

lim
x→∞

f(x) =∞,

jestliže pro každé libovolně velké č́ıslo ε > 0 lze určit takové vlastńı č́ıslo δ > 0,
že pro všechna x ∈ (δ,∞), (tj. pro x ∈ U+

δ (a) je funkce f(x) definovaná a
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f(x) ∈ (α− ε, α + ε).

Grafické znázorněńı limx→∞ f(x) =∞ je zobrazeno na následuj́ıćım obrázku 8.4

x

y

0

f(x)

xδb Uδ(∞)

Uε(α)

ε

y = f(x)

y = ε

Obrázek 8.4: limx→∞ f(x) =∞

Rčeńı
”
limita funkce f(x) v bodě∞ je rovna α ∈ R“, které symbolicky zapisujeme

jako
lim
x→∞

f(x) = α,

znamená, nep̌resně řečeno, toto: Č́ıslem α lze aproximovat hodnoty funkce f se
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zvolenou p̌resnost́ı pro všechna dostatečně velká x. Jinak řečeno: Pro všechna
dostatečně velká x ∈ R č́ıslo α aproximuje všechny hodnoty funkce f(x) nep̌revyšuj́ıćı
zvolenou chybu aproximace.

Poznámka 1. Jestliže interval (c, d) je definičńım oborem funkce f(x) , budeme někdy

ḿısto lim
x→c+

f(x) psát lim
x→c

f(x),

ḿısto lim
x→d−

f(x) psát lim
x→d

f(x).

Poznámka 2. Všimněte si, že označeńı lim
x→−∞

f(x) ( lim
x→∞

f(x)) je vlastně rovněž

označeńı pro jednostranné limity.

Ukažme, že plat́ı tato věta:

Věta 8.1.
Necht’ f(x) je funkce. Potom lim

x→∞
f(x) = α ( lim

x→−∞
f(x) = α), kde α ∈ R∗, když

a jenom když

lim
y→0+

f

(
1

y

)
= α

(
lim
y→0−

f

(
1

y

)
= α

)
.
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Důkaz: Důkaz vycháźı z toho, že vztahem

y =
1

x

je ke každému x ∈ Uδ(∞), δ 6= 0 p̌rǐrazeno právě jedno y ∈ U+
1
δ

(0) a každé y ∈ U+
1
δ

(0)

je p̌rǐrazeno právě k jednomu x ∈ Uδ(∞). Pro lim
x→−∞

f(x) je důkaz analogický.

Úloha. Zvolte si funkci y = f(x) a načrtněte jej́ı graf pro tyto p̌ŕıpady:

a) lim
x→a−

f(x) = α, α ∈ R, lim
x→a

f(x) = α, a ∈ R, α ∈ R

b) lim
x→a+

f(x) =∞, lim
x→a−

f(x) =∞, lim
x→a

f(x) =∞, a ∈ R

c) lim
x→a+

f(x) = −∞, lim
x→a−

f(x) = −∞, lim
x→a

f(x) = −∞, a ∈ R

d) lim
x→∞

f(x) =∞, lim
x→∞

f(x) = −∞, lim
x→∞

f(x) = α, α ∈ R

e) lim
x→−∞

f(x) =∞, lim
x→−∞

f(x) = −∞, lim
x→−∞

f(x) = α, α ∈ R

Limita funkce f(x) v daném bodě a nezáviśı na hodnotě funkce f(x) v bodě a. Tedy
funkce f(x) nemuśı být v bodě a ani definovaná. Plat́ı tedy tato poučka:
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Necht’ a ∈ R∗, necht’ existuje δ ∈ R tak, že f(x) = g(x) pro x ∈ Uδ(a) − {a}.
Potom existuje-li lim

x→a
f(x), existuje i lim

x→a
g(x) a plat́ı

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x).

Podobně pro lim
x→a+

f(x), lim
x→a−

f(x), lim
x→−∞

f(x), lim
x→∞

f(x).

Funkce f(x) nemuśı ḿıt v daném bodě limitu. Uved’me tyto p̌ŕıklady.

Př́ıklad 8.1. Necht’

f(x) =

{
1 pro x racionálńı,
−1 pro x iracionálńı.

Necht’ a ∈ R. Potom neexistuje lim
x→a+

f(x) ani lim
x→a−

f(x).

Skutečně. V každém intervalu (a, a+δ) ((a−δ, a)) jsou jak body x, v nichž je f(x) = 1,
tak body x, v nichž je f(x) = −1. Tedy neexistuje ani lim

x→a+

f(x) ani lim
x→a−

f(x).

Př́ıklad 8.2. Ukažme, že neexistuje lim
x→0+

sin 1
x .

Řešeńı. Předevš́ım zvažme, že funkce sin 1
x je definovaná pro všechna x 6= 0. Položme

xk =
1

(2k + 1)π2
, k = 1, 2, . . .
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Zřejmě posloupnost {xk}∞k=1 má limitu rovnu 0, tj. lim
k→∞

xk = 0. Dále

sin
1

xk
= sin(2k + 1)

π

2
=

{
−1 pro k liché,

1 pro k sudé.

Tedy v každém intervalu (0, δ) jsou jednak body, v nichž funkce sin 1
x nabývá hodnoty

−1, jednak body, v nichž funkce sin 1
x nybývá hodnoty 1, takže neexistuje lim

x→0+

sin 1
x .

Na obr. 8.5 je vyznačen graf funkce sin 1
x pǒŕızený na poč́ıtači.

x

y

0

−1

1

Obrázek 8.5: Graf funkce sin 1
x
.

V učebńım textu
”
Matematika A“ jsme zavedli pojem spojitosti funkce f(x) v daném
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bodě a. Zavedeńı tohoto pojmu lze provést pomoćı pojmu limity funkce f(x) v bodě a
takto.

Definice 8.2. (Spojitost funkce v bodě)

Necht’ funkce f(x) je definovaná v bodě a ∈ R a necht’ lim
x→a

f(x) = f(a)

( lim
x→a+

f(x) = f(a)) [ lim
x→a−

f(x) = f(a)]. Potom f(x) je v bodě a spojitá (spo-

jitá zprava) [spojitá zleva].

Je-li a levým (pravým) koncovým bodem intervalu I, na němž je funkce definovaná,
můžeme ř́ıkat, že funkce f(x) je v bodě a spojitá ḿısto f(x) je v bodě a zprava
(zleva) spojitá.

Jestliže funkce f(x) je v bodě a ∈ R spojitá, potom výpočet limity funkce f(x)
v bodě a lze určit pouhým výpočtem hodnoty funkce f(x) v bodě a.

V učebńım textu
”
Matematika A“ jsme uvedli, že elementárńı funkce polynom,

racionálńı lomená funkce n
√
x, ax loga x, sinx, cosx, tg x, cotg x, arcsinx, arccosx,

arctg x a arccotg x jsou spojité v každém bodě svého definičńıho oboru.

Uved’me si několik p̌ŕıkladů.

Př́ıklad 8.3. Dokažme, že lim
x→10

log x = 1, lim
x→π

4

sinx =
√

2
2 .
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Skutečně. Funkce log x, sinx jsou spojité v každém bodě svého definičńıho oboru. Tedy

lim
x→10

log x = log 10 = 1, lim
x→π

4

sinx = sin
π

4
=

√
2

2
.

Př́ıklad 8.4. Necht’ n ∈ N. Dokažme

lim
x→−∞

xn =

{
∞, n je sudé,
−∞, n je liché.

Skutečně. Necht’ n je sudé. Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Bez újmy na obecnosti
můžeme p̌redpokládat, že ε > 1. Položme δ = − n

√
ε. Potom pro x ∈ Uδ(−∞), tj. pro

x ∈ (−∞,− n
√
ε) je xn > ε, tj. xn ∈ Uε(∞), takže

lim
x→−∞

xn =∞ pro n sudé.

Podobně se dokáže, že pro n liché je lim
x→−∞

xn = −∞.

Př́ıklad 8.5. Vypoč́ıtejte
lim
x→2

(3x2 − 4x+ 1).

Řešeńı. Polynom je funkce spojitá v každém bodě x ∈ R, tedy i v bodě 2. Limita
v bodě a, v němž je funkce spojitá, je rovna jej́ı funkčńı hodnotě v bodě a. Tedy

lim
x→2

(3x2 − 4x+ 1) = 3 · 22 − 4 · 2 + 1 = 5.
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Př́ıklad 8.6. Vypoč́ıtejte

lim
x→2

3x+ 2

x2 − 1
.

Řešeńı. Funkce f(x) = 3x+2
x2−1 je racionálńı lomená funkce. V́ıme, že racionálńı lomená

funkce je spojitá v každém bodě svého definičńıho oboru, to jest v každém bodě, v němž
je jmenovatel nenulový. V našem p̌ŕıpadě je jmenovatel x2−1 v bodě 2 roven 22−1 = 3,
takže lim

x→2
f(x) je rovna f(2). Dostáváme

lim
x→2

3x+ 2

x2 − 1
=

3 · 2 + 2

22 − 1
=

8

3
.

Př́ıklad 8.7. Vypoč́ıtejte

lim
x→2

x2 − 4

x2 − 5x+ 6
.

Řešeńı. Položme

f(x) =
x2 − 4

x2 − 5x+ 6
.

Zřejmě Df = R − {2, 3}. Funkce f(x) neńı tedy v bodě 2 spojitá, nebot’ v něm ani
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neńı definovaná. Funkci f(x) p̌repǐsme na tvar

f(x) =
(x− 2)(x+ 2)

(x− 2)(x− 3)
.

Položme

g(x) =
x+ 2

x− 3
.

Zřejmě f(x)=g(x) pro x 6= 2. Poněvadž limita funkce nezáviśı na jej́ı hodnotě v bodě,
v němž limitu poč́ıtáme, je

lim
x→2

f(x) = lim
x→2

g(x). (8.1)

Funkce g(x) je však spojitá v bodě 2, takže

lim
x→2

g(x) = g(2),

tj.

lim
x→2

g(x) =
2 + 2

2− 3
.

Podle (8.1) je tedy

lim
x→2

f(x) = −4.
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8.2. Limita a spojitost funkce vytvořené pomoćı dvou funkćı

Pro funkce, které vzniknou seč́ıtáńım, odeč́ıtáńım, násobeńım a děleńım funkćı, jejichž
uvažované limity v daném bodě a známe, můžeme poč́ıtat limitu podle následuj́ıćı věty.

Věta 8.2.

Necht’ f(x), g(x) jsou funkce pro něž plat́ı

lim f(x) = A, lim g(x) = B,

kde lim znač́ı jeden ze symbol̊u lim
x→a

, lim
x→a+

, lim
x→a−

, lim
x→∞

, lim
x→−∞

, a ∈ R a symboly A, B

p̌redstavuj́ı reálná č́ısla nebo jeden ze symbol̊u +∞ nebo −∞ (to jest A,B ∈ R∗).
Potom plat́ı

lim(f(x)± g(x)) = A ±B, (8.2)

lim f(x) · g(x) = A ·B, (8.3)

lim
f(x)

g(x)
=
A

B
, (8.4)

pokud má pravá strana význam v R∗.
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Důkaz: Důkaz věty proved’me jen pro některé p̌ŕıpady. Dokažme vztah (8.2) pro limitu
v bodě a pro tyto p̌ŕıpady. Ostatńı p̌ŕıpady se dokazuj́ı podobně.

α) Necht’ a,A,B ∈ R. Necht’ lim
x→a

f(x) = A, lim
x→a

g(x) = B. Dokažme, že lim
x→a

(f(x)±
g(x)) = A±B.

Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Poněvadž lim
x→a

f(x) = A, existuje takové δ1 > 0,

že pro x 6= a, x ∈ (a− δ1, a+ δ1) je funkce f(x) definovaná a plat́ı

|f(x)− A| < ε

2
. (8.5)

Podobně, poněvadž lim
x→a

g(x) = B, existuje δ2 > 0 tak, že pro x ∈ (a− δ2, a+ δ2),

x 6= a, je funkce g(x) definovaná a plat́ı

|g(x)−B| < ε

2
. (8.6)

Položme δ = min(δ1, δ2). Ze vztahů (8.5),(8.6) dostáváme pro x 6= a, x ∈ (a −
δ, a+ δ)

|f(x)± g(x)− (A ±B)| = |(f(x)− A)± (g(x)−B)| ≤
≤ |f(x)− A |+ |g(x)−B| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Tedy
lim
x→a

(f(x)± g(x)) = A ±B.
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β) Necht’ a,A ∈ R, B = ∞. Necht’ ε,K > 0 jsou libovolná č́ısla. Poněvadž
lim
x→a

f(x) = A, lze k č́ıslu ε určit δ1 > 0 tak, že pro x ∈ (a− δ1, a+ δ1), x 6= a, je

funkce f(x) definovaná a plat́ı

|f(x)− A| < ε,

tj.
A − ε < f(x) < A + ε.

Poněvadž lim
x→a

g(x) = ∞, lze k č́ıslu (K + ε − A) určit δ2 > 0 tak, že pro

x ∈ (a− δ2, a+ δ2), x 6= a, je funkce g(x) definovaná a plat́ı

g(x) > K + ε− A.

Označme δ = min(δ1, δ2). Potom pro x ∈ (a − δ, a + δ), x 6= a, je funkce g(x)
definovaná a plat́ı

f(x) + g(x) > A − ε+ (K + ε− A) = K.

Je tedy
lim
x→a

(f(x) + g(x)) = A +B = A +∞ =∞.

Podobně se dokáže, že

lim
x→a+

(f(x)− g(x)) = −∞.
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Poznámka. Necht’ g(x) = c, kde c je reálná konstanta. Potom lim
x→a

g(x) = c pro

libovolné a, nebot’ pro libovolné ε > 0 a pro všechna x plat́ı

|g(x)− c| = |c− c| = 0 < ε.

Je-li lim
x→a

f(x) = A, A ∈ R∗, c ∈ R je libovolná konstanta, plat́ı tedy podle věty 8.2

lim
x→a

c · f(x) = c · lim
x→a

f(x) = c · A,

pokud má cA význam.

Z věty 8.2 dostáváme pro funkce spojité tuto větu.

Věta 8.3.
Necht’ funkce f(x), g(x) jsou spojité v bodě a. Potom i funkce f(x)± g(x), f(x) ·
g(x) je spojitá v bodě a. Jestliže nav́ıc g(a) 6= 0, je i funkce f(x)

g(x) spojitá v bodě a.

Př́ıklad 8.8. Funkce sinx, x2 − 1 jsou spojité v každém bodě. Tedy i funkce sinx+
x2− 1, sinx−x2 + 1, (x2− 1) · sinx jsou spojité v každém bodě. Poněvadž x2− 1 6= 0
pro x 6= 1 a pro x 6= −1, je funkce sinx

x2−1 spojitá v každém bodě x, kde x 6= ±1.

Př́ıklad 8.9. Vypoč́ıtejte

lim
x→∞

(anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0), an 6= 0.
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Řešeńı. Položme

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0.

Funkci f(x) p̌repǐsme na tvar

f(x) = xn
(
an + an−1

xn−1

xn
+ · · ·+ a1

x

xn
+ a0

1

xn

)
,

tj.

f(x) = xn
(
an + an−1

1

x
+ · · ·+ a1

1

xn−1 + a0
1

xn

)
.

Podle věty 8.2 je

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

xn ·
(

lim
x→∞

an + lim
x→∞

an−1

x
+ · · ·+ lim

x→∞

a1

xn−1 + lim
x→∞

a0

xn

)
.

Poněvadž lim
x→∞

c
xm = c

∞ = 0 pro m ∈ N, c ∈ R, lim
x→∞

xn =∞, dostáváme

lim
x→∞

f(x) =∞ · lim
x→∞

an.

Je tedy

lim
x→∞

f(x) =

{
∞ pro an > 0,
−∞ pro an < 0.
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Př́ıklad 8.10. Vypoč́ıtejte

lim
x→−∞

(anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0), an 6= 0.

Řešeńı. Postupujeme podobně jako v p̌redchoźım p̌ŕıkladě. Položme

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0.

Dostáváme

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

xn ·
(

lim
x→−∞

an + lim
x→−∞

an−1

x
+ · · ·+ lim

x→−∞

a1

xn−1 + lim
x→−∞

a0

xn

)
.

Poněvadž lim
x→−∞

c
xm = 0, m ∈ N, c ∈ R a

lim
x→−∞

xn =

{
∞ pro n sudé,
−∞ pro n liché,

dostáváme 1)

lim
x→−∞

f(x) =

{
sgn an · ∞ pro n sudé,
−sgn an · ∞ pro n liché.

Tedy nap̌r. lim
x→−∞

(2x2 − 3x+ 1) =∞, lim
x→−∞

x2(2− 3
x + 1

x2 ) =∞.

1) sgn a = 1, je-li a > 0, sqn a = −1, je-li a < 0
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Př́ıklad 8.11. Podle věty 8.2 je nap̌r. lim
x→0+

(x2 +1/x) =∞, nebot’ x2 je funkce spojitá,

takže lim
x→0+

x2 = 0 a lim
x→0+

1/x =∞.

Př́ıklad 8.12. Vypoč́ıtejte

lim
x→∞

2x2 − 3x+ 1

−x2 − 2x+ 1
.

Řešeńı. Položme

f(x) =
2x2 − 3x+ 1

−x2 − 2x+ 1
.

Poněvadž lim
x→∞

(2x2−3x+1) =∞, lim
x→∞

(−x2−2x+1) = −∞, nemůžeme bezprosťredně

použ́ıt žádnou větu o limitě pod́ılu, kterou jsme zat́ım uvedli, nebot’ ∞−∞ neńı definováno
ani v R∗. Avšak pro x 6= 0 je f(x) = g(x), kde

g(x) =
2− 3

x + 1
x2

−1− 2
x + 1

x2

.

Zřejmě

lim
x→∞

g(x) =
lim
x→∞

(
2− 3

x + 1
x2

)
lim
x→∞

(
−1− 2

x + 1
x2

) =
2

−1
= −2.

Je tedy
lim
x→∞

f(x) = −2.
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Př́ıklad 8.13. Vypoč́ıtejte

lim
x→∞

3x4 − x+ 1

x2 + x− 1
.

Řešeńı. Zřejmě, děĺıme-li čitatele i jmenovatele č́ıslem x2, kde x 6= 0, dostáváme

lim
x→∞

3x4 − x+ 1

x2 + x− 1
= lim

x→∞

3x2 − 1
x + 1

x2

1 + 1
x −

1
x2

=
lim
x→∞

(3x2 − 1
x + 1

x2 )

lim
x→∞

(1 + 1
x −

1
x2 )

=
∞
1

=∞.

Př́ıklad 8.14. Vypoč́ıtejte

lim
x→∞

x2 + x+ 1

x4 + x− 1
.

Řešeńı. Zřejmě, děĺıme-li čitatele i jmenovatele x4 pro x 6= 0, dostáváme

lim
x→∞

x2 + x+ 1

x4 + x− 1
= lim

x→∞

1
x2 + 1

x3 + 1
x4

1 + 1
x3 − 1

x4

=
lim
x→∞

( 1
x2 + 1

x3 + 1
x4 )

lim
x→∞

(1 + 1
x3 − 1

x4 )
=

0

1
= 0.

Větu 8.2 pro výpočet lim f(x)
g(x) nelze použ́ıt, jestliže lim f(x) = A, lim g(x) = 0. Je-li

A 6= 0, je tento p̌ŕıpad řešen následuj́ıćı větou. O p̌ŕıpadě, kdy lim f(x) = lim g(x) = 0,
pojednáme později.
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Věta 8.4. (Limita pod́ılu f(x)/g(x), je-li lim g(x) = 0)

Necht’ a,A ∈ R, A 6= 0. Necht’ lim
x→a+

f(x) = A, lim
x→a+

g(x) = 0. Necht’ existuje

δ > 0 tak, že pro x ∈ U+
δ (a)− {a} je funkce f(x)

g(x) definovaná a plat́ı

f(x)

g(x)
> 0

(
f(x)

g(x)
< 0

)
.

Potom

lim
x→a+

f(x)

g(x)
=∞ (−∞).

Př́ıklad 8.15. Vypoč́ıtejte

lim
x→2+

3x

x2 − 4
.

Řešeńı. Zřejmě lim
x→2+

3x = 6, lim
x→2+

(x2− 4) = 0. Tedy limita čitatele je r̊uzná od nuly a

limita jmenovatele je rovna 0. Určeme znameńı funkce 3x
x2−4 . Znameńı je znázorněno na

obr. 8.6. Poněvadž existuje pravé okoĺı bodu 2, v němž je funkce 3x
x2−4 kladná, je podle

věty 8.4

lim
x→2+

3x

x2 − 4
=∞.
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−2 0 2

− + − +

Obrázek 8.6: Znameńı funkce z př́ıkladu 8.15.

Podobně bychom zjistili, že

lim
x→2−

3x

x2 − 4
= −∞.

Poznámka. Schematicky chováńı funkce 3x
x2−4 pro x

”
bĺızko“ k č́ıslu 2 znázorňujeme

podobně jako na obr. 8.7.

2 x

Obrázek 8.7: Znázorněńı chováńı funkce 3x
x2−1

v okoĺı bodu x = 2, x 6= 2.
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Př́ıklad 8.16. Vypoč́ıtejte

lim
x→1+

3x+ 1

x2 − 1
.

Řešeńı. Poněvadž lim
x→1+

(3x + 1) = 4, lim
x→1+

(x2 − 1) = 0, 3x+1
x2−1 > 0 pro x > 1 (určete

znameńı racionálńı lomené funkce 3x+1
x2−1), dostáváme podle věty 8.4, že

lim
x→1+

3x+ 1

x2 − 1
=∞.

Spojitost složené funkce

Věta 8.5. (Spojitost složené funkce)

Necht’ funkce u = ϕ(x) je spojitá v bodě a ∈ R a necht’ funkce f(u) je spojitá
v bodě α = ϕ(a). Potom složená funkce f(ϕ(x)) je spojitá v bodě a. Je tedy
lim
x→a

f(ϕ(x)) = f(ϕ(a)).

Důkaz: Ze spojitosti funkce f v bodě α = ϕ(a) vyplývá, že k libovolnému ε > 0
existuje takové % > 0, že pro u ∈ U%(α) (tj. pro x ∈ (α − %, α + %)) je funkce f(u)
definovaná a plat́ı f(u) ∈ Uε(f(α)) (tj. f(α)−ε < f(u) < f(α)+ε). Poněvadž funkce
ϕ je spojitá v bodě a, k uvedenému č́ıslu % existuje takové δ > 0, že pro x ∈ Uδ(a)
(tj. pro a − δ < x < a + δ) je funkce ϕ(x) definovaná a ϕ(x) ∈ U%(α) (to jest
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α−% < ϕ(x) < α+%). Je-li tedy x ∈ Uδ(a), je u = ϕ(x) ∈ U%(α) a f(u) ∈ Uε(f(α)),
tj. f(ϕ(x)) ∈ Uε(f(α)). Funkce f(ϕ(x)) je tedy spojitá v bodě a.

Př́ıklad 8.17. Funkce sin(x2 + x+ 1) je spojitá v každém bodě a ∈ R.

Skutečně. Položme u = ϕ(x) = x2 + x + 1, f(u) = sinu. Necht’ x ∈ R. V́ıme, že
polynom je funkce spojitá v každém bodě. Je tedy ϕ(x) spojitá i v bodě a. Označme
α = a2 + a+ 1. Funkce f(u) je spojitá v každém bodě, tedy i v bodě α. Podle věty 8.5
je tedy f(ϕ(x)) spojitá v bodě a. Poněvadž a byl libovolný bod z intervalu (−∞,∞),
je f(ϕ(x)) spojitá v každém bodě a ∈ (−∞,∞).

Věta 8.6. (Spojitost složené funkce)
Necht’ funkce ϕ(x) je spojitá v bodě a ∈ R. Položme α = ϕ(a). Necht’ existuj́ı
taková č́ısla κ, σ, že ϕ(Uκ(a)) = U+

σ (α) (ϕ(Uκ(a)) = U−σ (α)). Necht’ funkce f je
spojitá zprava (zleva) v bodě α. Potom funkce f(ϕ(x)) je spojitá v bodě a.

Důkaz: Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Poněvadž funkce f(u) je spojitá zprava v bodě
α, existuje % > 0 tak, že f(u) je definovaná v U+

% (α) a f(u) ∈ Uε(f(α)). Poněvadž
ϕ(x) je spojitá v bodě a, k uvedenému č́ıslu % existuje δ1 > 0, že pro x ∈ Uδ1(a)
je funkce ϕ(x) definovaná a ϕ(x) ∈ U+

% (α). Položme δ = min(κ, δ1). Potom pro
x ∈ Uδ(a) je ϕ(x) ∈ U+

% (α) a f(ϕ(x)) ∈ Uε(f(ϕ(a)). Je tedy lim
x→a

f(ϕ(x)) = fϕ(a)),

takže f(ϕ(x)) je spojitá v bodě a.
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Uved’me si nyńı větu o limitě složené funkce, je-li jej́ı vněǰśı složka spojitá.

Věta 8.7. (Limita složené funkce)

Necht’ ϕ, f jsou funkce, a ∈ R∗, α ∈ R a necht’

lim
x→a

ϕ(x) = α.

Necht’ funkce f je spojitá v bodě α. Potom existuje δ > 0 tak, že f(ϕ(x)) existuje
v Uδ(a) a plat́ı

lim
x→a

f(ϕ(x)) = f(lim
x→a

ϕ(x)) = f(α). (8.7)

Důkaz: Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Poněvadž funkce f je spojitá v bodě α, existuje
% > 0 tak, že pro u ∈ U%(α) je funkce f definovaná a f(u) ∈ Uε(f(α)). Poněvadž
limx→a ϕ(x) = α, k č́ıslu % existuje takové δ > 0, že pro x ∈ Uδ(a) − {a} je funkce
ϕ(x) definovavá a ϕ(x) ∈ U%(α). Tedy pro x ∈ Uδ(a)−{a} má f(ϕ(x)) význam. Je-li
x ∈ Uδ(a)− {a}, je u = ϕ(x) ∈ U%(α) a tedy f(ϕ(x)) ∈ Uε(f(α)). Plat́ı tedy (8.7).

Př́ıklad 8.18. Ukažme, že

lim
x→∞

e
3x+1
2x−1 = e

3
2 .
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Skutečně. Položme ϕ(x) = 3x+1
2x−1 , f(u) = eu. Zřejmě

lim
x→∞

ϕ(x) = lim
x→∞

3 + 1
x

2− 1
x

=
3

2
.

Funkce eu je spojitá v bodě u = 3
2 , takže

lim
x→∞

e
3x+1
2x−1 = e

3
2 .

Př́ıklad 8.19. Necht’ ϕ(x) = x2 + 1, f(u) =
√
u. Funkce f(ϕ(x)) je spojitá v bodě

0.

Skutečně. ϕ(x) je spojitá v bodě a = 0. Položme α = ϕ(a), tj. α = 1. Funkce
√
u je

spojitá v bodě α = 1. Podle věty 8.7 je tedy funkce
√
x2 + 1 spojitá v bodě a = 0.

Poznámka. K domněnce, že funkce
√
x2 + 1 je v bodě a = 0 spojitá, můžeme dospět i

touto úvahou. Když x je dostatečně bĺızko k 0, je x2 +1 bĺızko k 1 a stále je x2 +1 > 0.
Tedy

√
x2 + 1 je bĺızko k č́ıslu

√
1 = 1. Poněvadž funkce

√
x2 + 1 má v bodě a = 0

hodnotu 1, je funkce
√
x2 + 1 v bodě a = 0 spojitá.

Poznámka. Je možno vyslovit řadu daľśıch vět podobných k větě 8.7, které vzniknou
za p̌redpokladu, že funkce f(x) je pouze zprava, resp. zleva spojitá v α a ḿısto lim

x→a
ϕ(x)

se uvažuje lim
x→a+

ϕ(x) resp. lim
x→a−

ϕ(x).
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Věta 8.8. (Limita složené funkce)

Necht’ ϕ, f jsou funkce jedné proměnné a necht’ a, α, β ∈ R∗. Necht’

lim
x→a

ϕ(x) = α, lim
u→α

f(u) = β. (8.8)

Necht’ existuje takové okoĺı Uκ(a) a k němu okoĺı U%(α) tak, že

ϕ(Uκ(a)− {a}) = U%(α)− {α}. (8.9)

Potom
lim
x→a

f(ϕ(x)) = β

(tj. lim
x→a

f(ϕ(x)) = lim
u→ lim

x→a
ϕ(x)

f(u)).

Důkaz: Dř́ıve, než p̌rikroč́ıme k vlastńımu důkazu, uvažme, že z (8.9) vyplývá, že pro
x ∈ Uκ(a)− {a} je ϕ(x) 6= α.

Necht’ Uε(β) je libovolné okoĺı bodu β. Poněvadž lim
u→α

f(u) = β, existuje okoĺı Uδ1(α)

tak, že funkce f je v Uδ1(α)− {α} definovaná a plat́ı

f(u) ∈ Uε(β) pro u ∈ Uδ1(α)− {α}. (8.10)
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Poněvadž lim
x→a

ϕ(x) = α, k okoĺı Uδ1(α) existuje takové okoĺı Uδ2 bodu a, že funkce ϕ

je definovaná v Uδ2(a)− {a} a

pro x ∈ Uδ2(a)− {a} je ϕ(x) ∈ Uδ1(α). (8.11)

Položme

Uδ(a) = Uδ2(a) ∩ Uκ(a). (8.12)

Věta bude dokázána, dokážeme-li, že pro všechna x ∈ Uδ(a)− {a} je

f(ϕ(x)) ∈ Uε(β). (8.13)

Necht’ tedy x ∈ Uδ(a) − {a}. Vzhledem k (8.9), (8.11), (8.12), (8.13) u = ϕ(x) ∈
Uδ1(α)− {α}. Je tedy

f(u) ∈ Uε(β),

to jest

f(ϕ(x)) ∈ Uε(β).

Je tedy

lim
x→a

f(ϕ(x)) = β.
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Př́ıklad 8.20. Ukažme, že

lim
x→∞

e3x+1 =∞.

Skutečně. Položme ϕ(x) = 3x + 1, f(u) = eu. Zřejmě lim
x→∞

ϕ(x) =∞ = α, lim
u→α

eu =

∞. Podle věty 8.8 je lim
x→∞

e3x+1 =∞.

Podobně dokážeme, že lim
x→−∞

e3x+1 = 0.

Je řada vět analogických k větě 8.8. Nap̌r. následuj́ıćı věta.

Věta 8.9. (Věta o limitě složené funkce)
Nacht’ ϕ, f jsou funkce jedné proměnné a necht’ a, α, β ∈ R∗. Necht’

lim
x→a

ϕ(x) = α, lim
u→α+

f(u) = β. (8.14)

Necht’ existuje takové okoĺı Uκ(a) a k němu okoĺı U+
% (α) tak, že

ϕ(Uκ(a)− {a}) = U+
% (α)− {α}. (8.15)

Potom
lim
x→a

f(ϕ(x)) = β.
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8.3. Shrnut́ı, úlohy

V kapitole je zaveden pojem limity funkce f(x) v bodě a ∈ R∗ a tento pojem je použit
k zavedeńı pojmu spojitosti funkce f(x) v bodě a ∈ R. Jsou vyšeťrovány limity funkćı

f(x) ± g(x), f(x) · g(x), f(x)
g(x) v daném bodě pomoćı limit funkćı f(x), g(x) v tomto

bodě. Je vyšeťrována spojitost funkćı f(x) ± g(x), f(x) · g(x), f(x)
g(x) v daném bodě,

jsou-li v tomto bodě spojité funkce f(x) a g(x). Rovněž je vyšeťrovaná limita složené
funkce v daném bodě a spojitost složené funkce v daném bodě.

Úlohy

Vysvětlete pojem limity funkce f(x) v bodě a ∈ R∗.

Vysvětlete pojem spojitosti funkce f(x) v bodě a ∈ R.

Necht’ f(x) < g(x) < h(x), x ∈ I, x 6= a. Necht’ lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = α.

Existuje lim
x→a

g(x)? V p̌ŕıpadě, že existuje, určete lim
x→a

g(x).

Jaké věty znáte pro výpočet limity součtu, součinu a pod́ılu dvou funkćı?

Vysvětlete pojem funkce spojité daném v bodě.

Jaké věty znáte o spojitosti součtu, součinu a pod́ılu dvou funkćı?



305•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Co v́ıte o spojitosti složené funkce?

1. Jakou větu znáte pro výpočet limity složené funkce?

Necht’

f(x) =


1 pro x > 0,
0 pro x = 0,
−1 pro x < 0.

Vypoč́ıtejte lim
x→0+

f(x), lim
x→0−

f(x), lim
x→0

f(x). [1, −1, neexistuje]

Vypoč́ıtejte limity

a) lim
x→2

(3x+ 1) [7]

b) lim
x→−1

2x+1
x2+1 [−1

2]

c) lim
x→3

( sinx
x+1 − 2

)
[ sin 3

4 − 2]

Vypoč́ıtejte limity

a) lim
x→∞

2x2+x−1
3x+1 [∞]

b) lim
x→−∞

3x2+1
4x2+x−1 [3

4]

c) lim
x→∞

arctg x [π2 ]

d) lim
x→−∞

arccotg x [0]
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e) lim
x→0+

|x|
x , lim

x→0−
|x|
x [+1, −1]

f) lim
x→∞

ex, lim
x→−∞

ex [∞, 0]

g) lim
x→0+

log x, lim
x→0−

log x [−∞, neexistuje]

h) lim
x→0−

log 1
10
x [∞]

i) lim
x→∞

sinx [neexistuje]

j) lim
x→∞

sinx
x [0]

k) lim
x→0+

sin 1
x [neexistuje]

v) lim
x→0+

x sin 1
x [0]

Vypoč́ıtejte

a) lim
x→1+

3x+1
x2−1 , lim

x→1−
3x+1
x2−1 , lim

x→−1+

3x+1
x2−1 , lim

x→−1−
3x+1
x2−1 [∞, −∞, −∞, ∞]

b) lim
x→− 2

3

3x
(3x+2)2 [−∞]

c) lim
x→2+

( 1
x−2 + 3

x2−2x

)
, lim
x→2−

( 1
x−2 + 3

x2−2x

)
[+∞, −∞]

d) lim
x→3+

x2−5x+6
x2−3x [1

3]

e) lim
x→∞

arctg x2+1
3x+1 , lim

x→−∞
arctg x2+1

3x+1 [π2 , −π
2 ]

Vypoč́ıtejte
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a) lim
x→∞

(
√

4x2 − 1−
√

2x2 + 3) [+∞]

Je funkce f(x) = sinx
x spojitá v bodě 0? Je funkce g(x) = f(x) pro x ∈ (−∞, 0)∪

(0,∞), g(0) = 1 spojitá v bodě a = 0?
[f(x) neńı, g(x) je]

Je funkce
a) f(x) =

√
4x2+1
x spojitá v bodě 0? [neńı]

b) g(x) = f(x) pro x 6= 0, g(0) = 2 spojitá v bodě 0? [neńı]

Vypoč́ıtejte
a) lim

x→∞
e
x+1
x2 [1]

b) lim
x→∞

ln(1− x) [nemá limitu]

c) lim
x→e+

ln(x−e)
x [−∞]

d) lim
x→0+

2
x+1
x , lim

x→0−
2
x+1
x [∞, 0]
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Kapitola 9

Elementárńı funkce.

9.1. Polynom a racionálńı lomená funkce

V této kapitole pojednáme souhrně o řadě funkćı, které znáte (nebo měli byste znát)
z ďŕıvěǰśıho studia. Pojednáme též o funkćıch cyklometrických, které se na gymnázíıch
neprob́ıraj́ı. Začneme s polynomem.

Polynom

Zaved’me si komplexńı funkci komplexńı proměnné
”
polynom“.
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Necht’ an, an−1, . . . , a1, a0 jsou komplexńı č́ısla. Jestliže ke každému komplexńımu
č́ıslu x ∈ C p̌rǐrad́ıme č́ıslo f(x) vztahem

f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0, (9.1)

je j́ım definována komplexńı funkce na množině všech komplexńıch č́ısel C. Tato
funkce se nazývá polynom. Č́ısla an, . . . , a0 nazýváme koeficienty polynomu f(x).
Č́ıslo a0 nazýváme absolutńım členem polynomu f(x). Jestliže an 6= 0, polynom
f(x) nazýváme polynomem n-tého stupně.

Nap̌r. f(x) = x2 + 1 je polynom 2. stupně. Podle definice stupně neńı polynomu
f(x) = 0 p̌rǐrazen žádný stupeň. Nazýváme jej nulovým polynomem.

Č́ıslo α nazýváme kǒrenem (nulovým bodem) polynomu f(x), jestliže

f(α) = 0.

Nap̌r. polynom

P (x) = x3 + x (9.2)

má kǒreny 0, i,−i, nebot’ P (0) = 0, P (i) = i3 + i = 0. Podobně P (−i) = (−i)3 +
(−i) = 0. Lze ukázat, že nemá žádné daľśı kǒreny.

Jestliže P (x) je polynom a α je jeho kǒren, potom polynom prvńıho stupně x − α se
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nazývá kǒrenovým činitelem odpov́ıdaj́ıćımu kǒrenu α.

O polynomu plat́ı tyto věty:

Věta 9.1.
Necht’ α je kǒrenem polynomu f(x) stupně n ≥ 1. Potom existuje takový polynom
g(x) stupně n− 1, že pro každé komplexńı č́ıslo x plat́ı

f(x) = (x− α) · g(x).

Důkaz: Poněvadž f(α) = 0 lze polynom f(x) zapsat jako

f(x) = f(x)− f(α) = (anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0)−
−(anα

n + an−1α
n−1 + · · ·+ a1α + a0).

Úpravou dostáváme

f(x) = an(x
n − αn) + an−1(x

n−1 − α−1) + · · ·+ a1(x− α).

Poněvadž

xk − αk = (x− α)(xk−1 + αxk−2 + · · ·+ αk−1), pro k = 1, 2, . . . , n,

lze psát
f(x) = (x− α) · [an(xn−1 + · · ·+ αn−1) + · · ·+ a1],
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to jest
f(x) = (x− α)g(x),

kde g(x) = an(x
n−1 + · · ·+ αn−1) + · · ·+ a1.

Př́ıklad 9.1. Polynom
f(x) = x2 − x− 2,

má č́ıslo 2 za sv̊uj kǒren, nebot’ f(2) = 0. Existuje tedy polynom g(x) stupně 2 tak, že

f(x) = (x− 2)g(x).

Skutečně. Děleńım polynomu f(x) kǒrenovým činitelem x− 2 dostáváme

( x2− x−2 ) : (x− 2) = x+ 1
±x2∓2x

x−2
± x∓2

0

tj.
(x2 − x− 2) : (x− 2) = x+ 1,

takže
f(x) = (x− 2)(x+ 1).



312•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Zat́ım jsme pouze zavedli pojem kǒrene polynomu, ale nezabývali jsme se problémem
existence kǒrene polynomu. O tom vypov́ıdá následuj́ıćı věta:

Věta 9.2. (Fundamentálńı věta algebry)
Každý polynom stupně n ≥ 1 má v oboru komplexńıch č́ısel kǒren.

Důkaz: Bez důkazu.

Definice 9.1.

Ř́ıkáme, že č́ıslo α je k–násobným kǒrenem polynomu f(x), jestliže pro každé
komplexńı č́ıslo x plat́ı

f(x) = (x− α)kg(x),

kde g(x) je takový polynom, že g(α) 6= 0.

Př́ıklad 9.2. Polynom x3 − 3x2 + 4 lze zapsat ve tvaru

x3 − 3x2 + 4 = (x− 2)2(x+ 1).

Je tedy x = 2 dvojnásobným a x = −1 jednoduchým kǒrenem polynomu x3− 3x2 + 4.
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Důsledek. Polynom n–tého stupně, n ≥ 1,

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, an 6= 0

má právě n kǒren̊u, poč́ıtáme-li k–násobný kǒren za k kǒren̊u.

Důkaz: Necht’ n = 1, a1 6= 0. Potom f(x) = a1x + a0 je polynom stupně 1. Potom
f(x) = a1(x+ a0

a1
), takže f(x) = (x− α)a1, kde α = −a0

a1
.

Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro polynomy stupně n − 1 a dokažme, že pak plat́ı
také pro polynomy stupně n. Necht’ tedy

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, an 6= 0.

Podle fundamentálńı věty algebry má polynom f(x) kǒren v oboru komplexńıch č́ısel,
označme jej α. Tedy

f(x) = (x− α)g(x),

kde g(x) je polynom stupně n−1, který má podle p̌redpokladu n−1 kǒrenů. Poněvadž
α je kǒrenem polynomu f(x), má f(x) právě n kǒrenů.

Př́ıklad 9.3. Poněvadž

x4 + 4x3 − 16x− 16 = (x+ 2)3(x− 2),

je x = 2 jednoduchým a x = −2 trojnásobným kǒrenem tohoto polynomu. Má tedy
daný polynom 4 kǒreny.



314•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Důsledek. Jestliže polynom f(x) je roven nule v nekonečně mnoha č́ıslech, pak je to
polynom nulový.

Důkaz: Kdyby polynom byl stupně n ≥ 1, byl by roven nule nejvýše v n navzájem
r̊uzných č́ıslech. To je spor, takže polynom má všechny koeficienty nulové. Pro n = 0
je věta žrejmá.

Důsledek. Jestliže dva polynomy f(x), g(x) nabývaj́ı stejné hodnoty v nekonečně
mnoha č́ıslech, pak maj́ı stejné koeficienty u stejných mocnin x.

Důkaz: Označme

h(x) = f(x)− g(x).

Polynom h(x) má nulovou hodnotu v nekonečně mnoha č́ıslech, takže všechny jeho
koeficienty jsou nulové. Odtud snadno plyne tvrzeńı.

Polynom s reálnými koeficienty budeme nazývat reálným polynomem.

Věta 9.3.

Je-li α + iβ, β 6= 0 jednoduchým kǒrenem reálného polynomu

f(x) = anx
n + an−1x

n+1 + · · ·+ a1x+ a0, an 6= 0, (9.3)

je též č́ıslo α− iβ jeho kǒrenem.
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Důkaz: Dosazeńım x = α + iβ do (9.3) dostáváme

f(α + iβ) = an(α + iβ)n + an−1(α + iβ)n−1 + · · ·+ a1(α + iβ) + a0

= A+ iB,

kde A = <(f(α + iβ)), B = =(f(α + iβ)). Poněvadž f(α + iβ) = A + iB = 0, je
A = 0, B = 0. Poněvadž (α − iβ)r je č́ıslo komplexně sdružené k č́ıslu (α + iβ)r pro
r = 1, 2, . . . , n, plat́ı

f(α− iβ) = an(α− iβ)n + an−1(α− iβ)n−1 + · · ·+ a1(α− iβ) + a0

= A− iB.

Poněvadž A = B = 0, je f(α− iβ) = 0, takže α− iβ je kǒrenem polynomu (9.3).

Je tedy polynom (9.3) dělitelný součinem kǒrenových činitel̊u

(x− (α + iβ)) · (x− (α− iβ)) = (x− α)2 + β2,

tedy reálným polynomem druhého stupně. Je tedy

f(x) = [(x− α)2 + β2]f1(x), (9.4)

kde f1(x) je reálný polynom stupně n − 2. Kdyby α + iβ byl dvojnásobným kǒrenem
reálného polynomu f(x), byl by α+iβ jednoduchým kǒrenem reálného polynomu f1(x),
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určeného vztahem (9.4). Tedy α− iβ by byl podle věty 9.3 též jeho kǒrenem. Bylo by
tedy možné psát

f1(x) = [(x− α)2 + β2]f2(x), (9.5)

kde f2(x) je reálný polynom stupně n− 4. Tedy

f(x) = [(x− α)2 + β2]2f2(x).

T́ımto jsme dospěli k tomuto závěru

Je-li α + iβ, β 6= 0, k–násobným kǒrenem reálného polynomu f(x), je též α − iβ
k–násobným kǒrenem polynomu f(x).

Poznámka. Jestliže polynom neńı reálný, tvrzeńı věty nemuśı být splněno. Nap̌r. poly-
nom f(x) = x2 + x(1 − i) − i má č́ıslo i za sv̊uj kǒren, avšak −i neńı jeho kǒrenem.

Z toho, co jsme o kǒrenech polynomu uvedli, lze dospět k tomuto tvrzeńı.
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Necht’ f(x) je reálný polynom. Necht’ α, β, . . . , γ jsou všechny jeho navzájem
r̊uzné reálné kǒreny a to α k–násobný, β l–násobný, . . . , γ m–násobný. Necht’

a± ib, . . . , c± id jsou všechny jeho navzájem r̊uzné dvojice nereálných komplexně
sdružených kǒren̊u. Necht’ a+ib je p–násobný,. . . , c+id je q–násobný kǒren. Potom
plat́ı

f(x) = an · (x− α)k · (x− β)l · · · · · (x− γ)m ·
·[(x− a)2 + b2]p · · · · · [(x− c)2 + d2]q. (9.6)

pro každé komplexńı č́ıslo x.
Polynom f(x) zapsaný ve tvaru (9.6) nazýváme rozkladem reálného polynomu
v reálném oboru.

Hledáńı kǒren̊u polynomů. Vyslovili jsme sice větu o existenci kǒrenů polynomů,
avšak neuvedli jsme zat́ım nic o způsobu jejich hledáńı. Tato problematika je značně
rozsáhlá a jej́ı výklad v plném rozsahu je nad rámec tohoto textu. Uvedeme zde alespoň
několik úvodńıch poznámek k této problematice.

Hledáńı kǒrenů polynomů 1. a 2. stupně by Vám mělo být všem dob̌re známo. Některým
z Vás možná neńı znám p̌ŕıpad, kdy kǒreny kvadratické rovnice jsou komplexńı. Proto
si uvedeme i p̌ŕıpad hledáńı kǒrenů polynomů 1. a 2. stupně. Zde neńı uvedeno po-
drobné odvozováńı. Výklad týkaj́ıćı se polynomů 2. stupně je nutno chápat jen jako
p̌ripomenut́ı poznatk̊u z matematiky v ďŕıvěǰśım studiu. Existuj́ı i metody na hledáńı
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kǒrenů polynomů 3. a 4. stupně, kterými lze kǒreny určit z jejich koeficient̊u konečným
počtem aritmetických operaćı a odmocňováńı. Je dokázáno, že neexistuje výpočtový
postup, kterým by bylo možno v obecném p̌ŕıpadě určit kǒreny každého poly-
nomu stupně věťśıho než 4 z jeho koeficient̊u provedeńım konečného počtu
aritmetických operaćı a odmocňováńı. Výpočtové postupy, kterými by bylo možné
určit kǒreny každého polynomu 3. a 4. stupně z jeho koeficient̊u konečným počtem ar-
itmetických operaćı a odmocňováńı, dávaj́ı někdy výsledky v nep̌rehledném tvaru, takže
se dává často p̌rednost numerickým postupům, kterými lze p̌ribližně hledat kǒreny poly-
nomů i stupňů věťśıch než 2.

Hledáńı kǒrenů polynomu

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, (9.7)

kde an, an−1, . . . , a1, a0 ∈ C, an 6= 0, vede na řešeńı algebraické rovnice

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0. (9.8)

Č́ıslo α je kǒrenem polynomu (9.7), když a jenom když je řešeńım rovnice (9.8).

Kǒreny polynomu 1. stupně. Pro n = 1 dostáváme z (9.7) polynom

P1(x) = a1x+ a0, a1 6= 0. (9.9)
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Př́ıslušnou algebraickou rovnici

a1x+ a0 = 0, a1 6= 0, (9.10)

nazýváme lineárńı rovnićı. Má jediný kǒren, označ́ıme jej x1, kde

x1 = −a0

a1
. (9.11)

Polynom P1(x) = a1x + a0, a1 6= 0, má jediný kǒren x1 = −a0

a1
. Grafem reálného

polynomu 1. stupně (9.9) je p̌ŕımka

y = a1x+ a0, (9.12)

která prot́ıná osu x v bodě x1 = −a0

a1
. (Viz obr. 9.18.)

xx1

y = a1x+ a0

Obrázek 9.1: Graf lineárńı funkce (9.12).
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Př́ıklad 9.4. Nap̌r. polynom

P1(x) = 2x+ 3 (9.13)

má právě jeden kǒren x1, který je kǒrenem rovnice

2x+ 3 = 0.

T́ımto kǒrenem je č́ıslo x1 = −3
2 . (Nakreslete si jeho graf.)

Kǒreny polynomu 2. stupně. Pro n = 2 dostáváme z (9.7) polynom

P2(x) = a2x
2 + a1x+ a0, a2 6= 0. (9.14)

Kǒreny tohoto polynomu jsou řešeńım kvadratické rovnice

a2x
2 + a1x+ a0 = 0, a2 6= 0. (9.15)
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Kǒreny x1, x2 (ve stručném zápisu x1,2) polynomu (9.14), tedy řešeńı kvadratické
rovnice (9.15), lze určit podle vztahu

x1,2 =
−a1 ±

√
a2

1 − 4a2a0

2a2
. (9.16)

(Vztah (9.16) plat́ı i pro polynomy, které nejsou reálné.)
Č́ıslo

D = a2
1 − 4a2a0 (9.17)

se nazývá diskriminant kvadratické rovnice (9.15).

Diskuze – reálný polynom 2. stupně. Necht’

P2(x) = a2x
2 + a1x+ a0, (9.18)

kde a2, a1, a0 ∈ R, a2 6= 0, je reálný polynom 2. stupně. Mohou nastat tyto p̌ŕıpady.

a) D = 0. V tomto p̌ŕıpadě dostáváme z (9.16)

x1,2 = − a1

2a2
. (9.19)

b) D > 0. V tomto p̌ŕıpadě je
√
D reálné č́ıslo a z (9.16) dostáváme

x1 =
−a1 −

√
D

2a2
, x2 =

−a1 +
√
D

2a2
. (9.20)
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c) D < 0. V tomto p̌ŕıpadě dostáváme z (9.16)

x1 =
−a1 − i

√
|D|

2a2
, x2 =

−a1 + i
√
|D|

2a2
. (9.21)

Př́ıklad 9.5. Určete kǒreny polynomů

a) f(x) = 2x2 − 3x,
b) g(x) = x2 − 5x+ 6,
c) h(x) = x2 + x+ 1.

Řešeńı.

a) Kǒreny polynomu f(x) jsou kǒreny rovnice

2x2 − 3x = 0. (9.22)

Poněvadž rovnice nemá absolutńı člen, neńı nutno k jej́ımu řešeńı použ́ıt vztah
(9.16). Rovnici (9.22) p̌reṕı̌seme na tvar

x(2x− 3) = 0. (9.23)

Poněvadž součin dvou výraz̊u je roven 0, když alespoň jeden z nich je roven 0,
z (9.23) vyplývá x = 0 nebo 2x− 3 = 0. Odtud

x1 = 0, x2 =
3

2
.
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b) Kǒreny polynomu g(x) dostaneme řešeńım kvadratické rovnice

x2 − 5x+ 6 = 0.

Diskriminant D této rovnice poč́ıtáme podle (9.17). Dostáváme D = 52− 4 · 1 · 6,
tedy D = 1. Podle (9.20) dostáváme

x1 =
5−
√

1

2
, x2 =

5 +
√

1

2
,

tedy
x1 = 2, x2 = 3.

c) Kǒreny polynomu h(x) dostaneme řešeńım kvadratické rovnice

x2 + x+ 1 = 0.

Diskriminant této rovnice poč́ıtáme podle (9.17). Dostáváme

D = 1− 4 · 1 · 1, takže D = −3.

Podle (9.21) dostáváme

x1 =
−1− i

√
3

2
, x2 =

−1 + i
√

3

2
.
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Grafem reálného polynomu 2. stupně (9.14)

y = a2x
2 + a1x+ a0, a2 6= 0,

je parabola, která je pro a2 > 0 otev̌rena ve směru kladné osy y a pro a2 < 0 je
otev̌rena ve směru záporné osy y. Označ́ıme D = a2

1−4a2a0. Je-li D > 0, parabola
prot́ıná osu x ve dvou r̊uzných bodech x1, x2 daných vztahem (9.20). Je-li D = 0,
parabola se dotýká osy x v bodě x1 = x2 daném vztahem (9.19). Je-li D < 0,
parabola neprot́ıná osu x. Viz obr. 9.2—9.7.

xx1 x2

Obrázek 9.2:

a2 > 0, D > 0

xx1,2

Obrázek 9.3:

a2 > 0, D = 0

x

Obrázek 9.4:

a2 > 0, D < 0
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xx1 x2

Obrázek 9.5:

a2 < 0, D > 0

xx1,2

Obrázek 9.6:

a2 < 0, D = 0

x

Obrázek 9.7:

a2 < 0, D < 0

Shrňme si nyńı dosažené poznatky o hledáńı kǒrenů polynomů.

Kǒreny polynomů 1. a 2. stupně se hledaj́ı výše uvedeným způsobem. Kǒreny poly-
nomů 3. a 4. stupně lze sice vždy určit z jejich koeficient̊u provedeńım konečného
počtu racionálńıch operaćı a odmocňováńı, avšak výsledky bývaj́ı vyjáďreny často
v komplikovaném tvaru. Pro obecné polynomy stupňů věťśıch než 4 je dokázáno, že
nelze nalézt výpočtové postupy, jimiž by bylo možno v obecném p̌ŕıpadě z jejich ko-
eficient̊u nalézt kǒreny konečným počtem aritmetických operaćı a odmocňováńı. To
ovšem neznamená, že kǒreny některých speciálńıch polynomů nelze určit konečným
počtem zḿıněných operaćı. Je tomu nap̌r. pro polynomy Pn(x) = xn−a0. K určeńı
kǒrenů polynomů stupňů věťśıch než 2 se použ́ıvaj́ı numerické metody. Ucelený
výklad těchto metod p̌resahuje rámec tohoto studijńıho textu. V daľśım pojednáńı
se k této problematice vrát́ıme. V p̌ŕıpadě poťreby je možno určit kǒreny na poč́ıtači,
pokud jsou na něm zabudované vhodné programy.
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Racionálnı́ lomená funkce

Racionálńı lomenou funkćı nazýváme každou funkci tvaru

F (x) =
f(x)

g(x)
, g(x) 6≡ 0,

kde f(x) a g(x) jsou polynomy. Poněvadž polynom je definován v každém kom-
plexńım č́ısle, je racionálńı lomená funkce definována ve všech komplexńıch č́ıslech
v nichž je g(x) 6= 0, tj. ve všech č́ıslech x, která nejsou kǒreny funkce g(x).

Př́ıklad 9.6. Funkce

F (x) =
2x+ 3

x3 + x

je racionálńı lomená funkce. Jmenovatel, funkce g(x) = x3 + x, lze psát ve tvaru
g(x) = x(x+ i)(x− i). Je tedy F (x) definovaná ve všech komplexńıch č́ıslech r̊uzných
od 0,−i, i.

Necht’ čitatel i jmenovatel racionálńı lomené funkce F (x) maj́ı společného kǒrenového
činitel x − α. Zkrát́ıme-li t́ımto společným kǒrenovým činitelem, dostaneme novou
racionálńı lomenou funkce, označme ji G(x). Funkce F (x), G(x) maj́ı stejné hodnoty
pro x 6= α. Může se ale stát, že funkce G(x) je v α definována, zat́ımco F (x) neńı
v č́ısle α definována. V daľśım budeme p̌redpokládat, že čitatel a jmenovatel racionálńı
lomené funkce nemaj́ı žádný stejný kǒren.
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Necht’ n je stupeň polynomu čitatele a m je stupeň polynomu jmenovatele racionálńı
lomené funkce F (x). Jestliže je n < m, funkci F (x) nazýváme ryze lomenou, jestliže
n ≥ m, nazýváme funkci F (x) neryze lomenou.

Necht’

F (x) =
f(x)

g(x)

je neryze lomená funkce. Děleńım funkce f(x) funkćı g(x) dostaneme

f(x) = P (x) · g(x) +Q(x),

kde P (x), Q(x) jsou polynomy. Polynom Q(x) je zbytek po děleńı, jeho stupeň je menš́ı
než stupeň polynomu g(x). Je tedy

F (x) = P (x) +
Q(x)

g(x)
.

Funkce Q(x)
g(x) je ryze lomená racionálńı funkce.

Slovy: Neryze lomenou racionálńı funkci lze napsat jako součet polynomu a ryze
lomené racionálńı funkce.

Př́ıklad 9.7. Funkce

R(x) =
3x4 − 2x3 + 1

x2 + 1
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je neryze lomená. V čitateli je polynom stupně 4, ve jmenovateli je polynom stupně 2.
Děleńım dostáváme

(3x4−2x3 +1 ) : (x2 + 1) = 3x2 − 2x− 3 + 2x+4
x2+1

±3x4 ±3x2

−2x3−3x2 +1
∓2x3 ∓2x

−3x2 +2x+1
∓3x2 ∓3

2x+4

9.1.1. Kontrolńı úlohy - polynom a racionálńı funkce

1. V kterých bodech je funkce f(x) = 3x−2
x2−4 spojitá? Zdůvodněte.

[ve všech bodech r̊uzných od ±2]

2. Určete kǒreny polynomu

a) x2 − 7x+ 12 [3, 4]

b) x2 + x+ 1 [−1
2 ± i

√
3

2 ]
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c) x3 + 1 [−1, 1±i
√

3
2 ]

3. Rozložte na kǒrenové činitele polynom

x4 − x3 + 12x2 − 13x+ 45

v́ıte-li, že má kǒren 1 + 2i. [(x− 1 + 2i)(x− 1− 2i)(x− −1+i
√

35
2 )(x− −1−i

√
35

2 )]

4. Dokažte, že polynom

x4 − 5x3 + 6x2 − 9x+ 27

má dvojnásobný kǒren 3.

5. Řešte rovnici

x5 − 7x4 + 9x3 − x2 + 7x− 9 = 0

v́ıte-li, že má za kǒreny všechny ťret́ı odmocniny z jedné. [1, −1±i
√

3
2 , 7±

√
13

2 ]

6. Rozložte v reálném oboru polynom x4 + 1.
[Návod: x4 + 1 = (x4 + 2x2 + 1)− 2x2, x4 + 1 = (x2 + 1)2− 2x2. Odtud (x2 + x

√
2 +

1)(x2 − x
√

2 + 1).]

7. Rozložte na součet polynomu a ryze lomennou racionálńı funkci:
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x4 + 6x2 + x− 2

x4 − 2x3
[1 + 2x3+6x2+x−2

x4−2x3 ]

8. Určete znameńı funkćı

a) (x3 + 27)3(x− 5)2 [
−3 5

− + +
]

b)
(x2 − 1)2

x+ 3
[

−3 −1 1

− + + +
]

c)
(2x+ 1)3(x2 − 3)3

x(x− 2)
[

−
√
3 − 1

2
0

√
3 2

− + − + − +
]

9.1.2. Zavedeńı odmocnin

Připomeňme si pojem inverzńı funkce.

Věta 9.4. (Inverzńı funkce)

Necht’ funkce f(x) je spojitá a rostoućı (klesaj́ıćı) na intervalu I = D(f). Označme
jej́ı odvislý obor (je j́ım interval) J = f(I). K funkci f existuje funkce inverzńı f−1,
jej́ım neodvislým oborem je interval J a odvislým oborem je interval I. Funkce f−1

je na svém definičńım oboru J spojitá a rostoućı (klesaj́ıćı).
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Důkaz: Důkaz provedeme pro funkce f rostoućı na inervalu I. Pro funkce klesaj́ıćı je
důkaz analogický. Předpokládejme tedy, že f(x) je na intervalu I spojitá a rostoućı.

Dokažme, že funkce f−1(x) je rostoućı na intervalu J . Necht’ x1, x2 ∈ J , x1 < x2.
Kdyby bylo f−1(x1) ≥ f−1(x2), platilo by

f(f−1(x1)) ≥ f(f−1(x2)), (9.24)

nebot’ f je rostoućı na I. Podle (10.19) dostáváme z (9.24) x1 ≥ x2, což je spor
s p̌redpokladem, že x1 < x2. Je tedy funkce f−1(x) rostoućı na intervalu J .

Dokažme dále, že funkce f−1(x) je spojitá na J . Necht’ a ∈ J je libovolný bod, který
neńı jeho pravým koncovým bodem. Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Potom f−1(a) ∈ I
a neńı to pravý koncový bod intervalu I. Jestliže f−1(a) + ε /∈ I, označme b libovolný
bod z J , pro nějž je b > a. Jestliže f−1(a) + ε ∈ I, položme b = f(f−1(a) + ε) ∈ J .
Pak pro všechna x ∈ 〈a, b) je f−1(x) definována. Zároveň z monotónie této funkce
plyne

f−1(a) ≤ f−1(x) < f−1(a) + ε,

to jest
|f−1(x)− f−1(a)| < ε.

Tedy f−1(x) je v bodě a spojitá zprava. Podobně se dokáže, že funkce f−1(x) je spojitá
zleva v každém bodě a ∈ J , který neńı levým koncovým bodem intervalu J . Je tedy
f−1(x) funkce spojitá v J .
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9.2. Funkce n
√
x

Uvažujme funkci y = xn, kde n je p̌rirozené. Tato funkce je žrejmě definovaná na
intervalu (−∞,∞).
Pro n liché je tato funkce na svém definičńım oboru I = (−∞,∞) spojitá a
rostoućı. Označme J = (−∞,∞) obor hodnot této funkce. Proto k ńı existuje
funkce inverzńı na intervalu J . Podle věty 10.6 je tato inverzńı funkce rostoućı a
spojitá na J . Označ́ıme ji n

√
x. Funkce n

√
x pro n liché je lichá.

Pro n sudé je sice funkce xn rovněž definovaná na intervalu (−∞,∞), avšak neńı
na něm prostá. Nap̌r. (−2)n = 2n pro každé sudé n. Budeme proto uvažovat jej́ı
zúžeńı na interval I = 〈0,∞) na němž je tato zúžená funkce y = xn rostoućı a
spojitá, tedy prostá. Obor hodnot této zúžené funkce je interval J = 〈0,∞). Proto
k ńı existuje funkce inverzńı, definovaná na intervalu J . Podle věty 10.6 je tato
inverzńı funkce rostoućı a spojitá. Označ́ıme ji n

√
x.

Na obr. 10.4 jsou narýsovány grafy funkćı y = x2 a y =
√
x, x ∈ 〈0,∞) a na obr. 10.5

jsou narýsovány grafy funkćı y = x3, y = 3
√
x v kartézském soǔradném systému.
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x

y

1

1

y =
√
x

y = x2

Obrázek 9.8: Grafy funkćı x2 a√
x.

x

y

1

1

−1

−1

y =
√
x3

y = x3

Obrázek 9.9: Grafy funkćı x3 a
3
√
x.
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Poznámka. Uvažme dva p̌ŕıpady.
a) n sudé. Potom n

√
x je definována jen pro x ≥ 0. Je tedy

n
√
an = |a|, n sudé, a ∈ R.

Nap̌r.
√

(−2)2 = | − 2| = 2.
b) n liché. Potom n

√
x je definována pro všechna x ∈ R a plat́ı

je-li x < 0, potom n
√
x = − n

√
−x.

Pravidla pro poč́ıtáńı s odmocninami. Vzhledem k uvedené poznámce stač́ı se
omezit na odmocniny s nezápornými argumenty.
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Věta 9.5. (Odmocniny – pravidla)

Necht’ x, y ∈ R, x ≥ 0, y ≥ 0, m,n ∈ N. Potom plat́ı

( n
√
x)m = n

√
xm (9.25)

n
√
x · n
√
y = n

√
x · y (9.26)

n
√
x

n
√
y

= n

√
x

y
, pokud y 6= 0. (9.27)

m

√
n
√
x = mn

√
x (9.28)

n
√
x = nm

√
xm (9.29)

Důkaz: Dokažme jen vztah (9.25). Uvědomte si, že z existence n
√
x vyplývá existence

n
√
xm. Položme

n
√
x = y, n

√
xm = u (9.30)

kde y a u jsou taková reálná č́ısla, že

yn = x un = xm (9.31)

Ze vztahů (9.31) vyplývá
ynm = xm = un.

To znamená, že
(ym)n = un.
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Odtud
ym = u.

Vzhledem k (9.30) dostáváme dokazovaný vztah

( n
√
x)m = n

√
xm.

Dokažte daľśı pravidla!

Př́ıklady na procvičeńı odmocnin

a)
√

125 ·
√

5 =
√

125 · 5 =
√

54 = 52 = 25

b)

√
125√
5

=

√
125

5
=
√

25 = 5

c) 3

√
−81

3
= 3
√
−27 = − 3

√
27 = −3

d)
3
√

32
√

2 =
3
√√

322 · 2 =
3
√√

210 · 2 =
3
√√

211 = 2
6
√

25

e)
(

3
√
−8
)2

= (− 3
√

8)2 = ( 3
√

8)2 = 22 = 4

f)
(√

9
)4

=
(√

32
)4

= 34 = 81

g)
3
√

4
√

27 =
12
√

33 = 4
√

3

h) 3
√√
−4 neexistuje v R
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i)
√

8 +
√

72 =
√

22 · 2 +
√

62 · 2 = 2
√

2 + 6
√

2 = 8
√

2.

j)

(√
x+

1√
x

)2

=

(
x+ 1√
x

)2

=
x2 + 2x+ 1

x
pro x > 0

k)

(√
x− 1

3
√
x

)2

=

(√
x 3
√
x− 1

3
√
x

)2

=

(
6
√
x3 6
√
x2 − 1

3
√
x

)2

=

=

(
6
√
x5 − 1

3
√
x

)2

=
3
√
x5 − 2

6
√
x5 + 1

3
√
x2

=
3
√
x3−2 6

√
x+

1
3
√
x2

=

= x−2 6
√
x+

1
3
√
x2

= x−2 6
√
x+

3
√
x

x
pro x > 0

nebo

(√
x− 1

3
√
x

)2

= x−2
√
x

1
3
√
x

+
1

3
√
x2

= x−2
6
√
x3 1

6
√
x2

+
3
√
x

3
√
x2 3
√
x

=

x−2 6
√
x+

3
√
x

x
pro x > 0



338•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

9.3. Mocniny s racionálńım exponentem

V ďŕıvěǰśım pojednáńı jsme si ukázali zavedeńı celoč́ıselných mocnin reálných č́ısel a
zavedeńı operaćı jejich násobeńı a umocňováńı. Byly uvedeny jejich Vám dob̌re známé
vlastnosti. Mocniny reálných č́ısel nyńı rozš́ı̌ŕıme i pro racionálńı mocnitele a později
i pro mocniny s reálným exponentem, a to tak, že se zachovaj́ı základńı vlastnosti
mocnin s celoč́ıselným mocnitelem. Vlastnosti odmocnin reálných č́ısel uvedené ve větě
9.5 nás vedou k rozš́ı̌reńı celoč́ıselných mocnin reálných č́ısel na mocniny reálných č́ısel
s racionálńım exponentem.

Definice 9.2.

Necht’ p ∈ Z, q ∈ N a necht’ x je kladné reálné č́ıslo. Definujme x
p
q vztahem

x
p
q = q
√
xp. (9.32)

Pro x = 0, p, q ∈ N položme x
p
q = 0.

Pro x > 0 je p̌ri této definici splněn nezbytný požadavek platnosti vztahu

xr = xs,

kde r, s jsou odlǐsné zápisy téhož racionálńıho č́ısla. Necht’ tedy r = pk
qk , pro k ∈ N, je

odlǐsné vyjáďreńı téhož racionálńıho č́ısla p
q . Potom podle (9.32) je

x
pk
qk =

qk
√
xpk.
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Avšak
qk
√
xpk = qk

√
(xp)k a podle (9.25) je qk

√
(xp)k = q

√
xp. Je tedy

x
p
q = x

pk
qk pro k ∈ N. (9.33)

Ukažme si nyńı následuj́ıćı vlastnosti takto zavedených mocnin reálných č́ısel s racionálńım
exponentem. Předevš́ım si všimněme, že pro q = 1 je x

p
q = xp, tedy mocnina s celoč́ıselným

exponentem. Každé pravidlo pro poč́ıtáńı s mocninami s racionálńım exponentem plat́ı
tedy i pro celoč́ıselné mocniny.

1) Necht’ x > 0, r = p
q , s = u

v , kde p, u ∈ Z, q, v ∈ N. Potom plat́ı

xr · xs = xr+s,
xr

xs
= xr−s.

Skutečně, postupně dostáváme

xr · xs = x
p
q · x

u
v = x

pv
qv · x

qu
qv = qv

√
xpv · qv

√
xqu

Podle (9.26) je tedy
xr · xs = qv

√
xpv · xqu.

Poněvadž pv, uq ∈ Z, lze psát

xr · xs =
qv
√
xpv+qu.
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Užit́ım (9.32) je tedy

xr · xs = x
pv+qu
qv ,

tj.
xr · xs = x

pv
qv+ qu

qv .

Dospěli jsme ke vztahu
xr · xs = xr+s.

Vztah xr

xs = xr−s se dokazuje obdobně.

2) Necht’ x > 0, r = p
q , s = u

v , kde p, u ∈ Z, q, v ∈ N. Potom plat́ı

(xr)s = xrs.

Skutečně. postupně dostáváme

(xr)s = (x
p
q )

u
v = v

√(
x
p
q

)u
= v

√(
q
√
xp
)u
.

Podle (9.25) dostáváme odtud

(xr)s =
v

√
q
√
xpu.

Podle (9.28) dostáváme odtud

(xr)s = vq
√
xpu,
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takže užit́ım (9.32)
(xr)s = x

pu
vq = x

p
q ·
u
v = xr·s.

3) Necht’ r, s ∈ Q, r < s. Necht’ x > 1. Ukažme, že

xr < xs.

Necht’ r = p
q , s = u

v , kde p, u ∈ Z, q, v ∈ N. Potom

xr = q
√
xp, xs = v

√
xu.

Podle (9.33) lze zapsat xr, xs ve tvaru

xr = qv
√
xpv, xs = qv

√
xqu.

Poněvadž r < s, tj. p
q <

u
v , je

pv < qu.

poněvadž x > 1, je xpv < xqu. Poněvadž qv–tá odmocnina je funkce rostoućı, je

xr = qv
√
xpv < qv

√
xqu = xs.

Podobně plat́ı: Necht’ r, s ∈ Q, r < s, 0 < x < 1, potom

xr > xs.
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Obdržené výsledky shrneme do následuj́ıćı věty.

Věta 9.6. Mocniny s racionálńım exponentem

Necht’ r, s ∈ Q, x > 0. Potom plat́ı

xr · xs = xr+s,

xr

xs
= xr−s,

(xr)s = xrs,

Je-li x > 1 a r < s je xr < xs.

Je-li 0 < x < 1 a r < s je xr > xs.

9.4. Mocniny s reálným exponentem

Zavedeme si nyńı mocniny kladných reálných č́ısel s reálným exponentem jako rozš́ı̌reńı
mocnin kladných reálných č́ısel s racionálńım exponentem. Jeden z možných způsobů
tohoto rozš́ı̌reńı je uveden v následuj́ıćı definici.
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Definice 9.7. (Zavedeńı xγ, γ ∈ R)
Necht’ x > 0. Označme

D = {xα : α ∈ Q, α ≤ γ}.
a) Necht’ x > 1. Položme

xγ = supD.

b) Necht’ 0 < x < 1. Položme

xγ = inf D.

c) Necht’ x = 1. Položme
xγ = 1.

d) Necht’ x = 0, γ > 0. Položme 0γ = 0.
e) 00 neńı definováno.

Ukažme, že takto zavedené č́ıslo xγ má tuto vlastnost.

Necht’ x > 0, γ ∈ R. Označme

H = {xβ : β ∈ Q, β > γ}.

Potom plat́ı
ã) Necht’ x > 1. Potom plat́ı

xγ = inf H.
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b̃) Necht’ 0 < x < 1. Potom plat́ı

xγ = supH.

Dokažme ã).

Zvolme libovolné ε > 0 a k němu určeme n ∈ N tak, že

n >
xγ(x− 1)

ε
.

Zvolme α, β tak, že α < γ < β, 0 < β − α < 1
n . Potom plat́ı

1 < xβ−α < x
1
n = 1 + δ. (9.34)

Tedy
xβ−α − 1 < δ.

Z (9.34) dostáváme x = (1 + δ)n > 1 + nδ. Odtud

δ <
x− 1

n
.

Ukažme nyńı, že xβ − xα < ε.

xβ − xα = xα(xβ−α − 1) < xα · δ < xα
x− 1

n
< xγ

x− 1

n
< ε.
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Poněvadž xβ − xγ < xβ − xα pro všechna α, dostáváme

xβ − xγ < ε.

K libovolnému ε > 0 lze tedy nalézt β tak, že xβ − xγ < ε. Je tedy inf H = xγ.

Poznámka. Důlaz b̃) je analogický.

Pro mocniny reálných č́ısel s reálným exponentem se definuj́ı aritmetické operace a
operace umocňováńı pomoćı mocnin s racionálńım exponentem. Tuto konstrukci zde
nebudeme uvádět. Uvedeme si pouze vlastnosti mocnin reálných č́ısel s reálným expo-
nentem.

Na množině mocnin reálných č́ısel lze zavést aritmetické operace a jejich umocňováńı
reálnými č́ısly rozš́ı̌reńım odpov́ıdaj́ıćıch operaćı zavedených pro racionálńı č́ısla. Pro
tyto mocniny plat́ı tato pravidla.
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Věta 9.8. Mocniny s reálným exponentem

Necht’ r, s ∈ R, x > 0. Potom plat́ı

xr · xs = xr+s,

xr

xs
= xr−s,

(xr)s = xrs,

Je-li x > 1 a r < s, je xr < xs.

Je-li 0 < x < 1 a r < s, je xr > xs.

9.5. Exponenciálńı funkce a logaritmus

Necht’ a > 0, a 6= 1. Definićı 9.4.7 jsme zavedli ax pro každé x ∈ R. Vztahem

y = ax, x ∈ R

je tedy pro a > 0, a 6= 1 definována funkce. Nazýváme ji exponenciálńı funkćı o základu
a. Oborem jejich funkčńıch hodnot je interval (0,∞).

Požadavek a > 0 je nutný, nebot’ ax je pro všechna x ∈ R definovaná jen pro a > 0.
Pro a = 1 je sice ax definováno pro všechna x, ale v tomto p̌ŕıpadě je 1x = 1 pro
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všechna x ∈ R, tuto funkci něrad́ıme mezi exponenciálńı funkce.

Exponenciálńı funkci o základu a = 10 nazýváme dekadickou exponenciálńı funkćı.

Z definice mocniny ax lehce vyplývá jej́ı spojitost v každém bodě x.
Pro a > 1 je funkce y = ax rostoućı, pro 0 < a < 1 je funkce y = ax klesaj́ıćı.
Existuje proto k ńı funkce inverzńı. Označ́ıme ji y = loga x. Je tedy loga x pro
x ∈ (0,∞) to č́ıslo y ∈ (−∞,∞), pro něž ay = x.

Př́ıklad 9.8. log10 100 = 2, nebot’ 102 = 100, log10 0,01 = −2, nebot’ 10−2 = 0,01.

Ukažme si některé vlastnosti funkce y = logax.

Necht’ a > 0, a 6= 1. Dále necht’ x1, x2 > 0, s ∈ R. Potom plat́ı

loga(x1x2) = loga x1 + loga x2, (9.35)

loga
x1

x2
= loga x1 − loga x2, (9.36)

loga x
s
1 = s loga x1. (9.37)

Dokažme nap̌r. (9.35). Položme

loga x1 = y1, loga x2 = y2, loga(x1x2) = y. (9.38)

Potom
x1 = ay1, x2 = ay2, x1x2 = ay. (9.39)
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Odtud dostáváme

x1x2 = ay1 · ay2 = ay1+y2 = ay.

Tedy

y = y1 + y2.

Vzhledem k (9.38) dostáváme

loga(x1x2) = loga x1 + loga x2.

Vztahy (9.36), (9.37) se dokazuj́ı analogicky.

Ukažme ještě jednu vlastnost.

Necht’ a > 0, a 6= 1, x > 0. Potom

x = aloga x.

Skutečně. Položme

loga x = y. (9.40)

Je tedy x = ay. Dosad́ıme-li sem za y (9.40), dostáváme

x = aloga x.

Shrňme dosažené výsledky.
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Funkce y = ax, kde a je kladná reálná konstanta r̊uzná od jedné, je spojitá. Pro
a > 1 je rostoućı na intervalu (−∞,∞) a pro 0 < a < 1 je klesaj́ıćı na intervalu
(−∞,∞). Oborem jejich hodnot je v obou p̌ŕıpadech interval (0,∞). Nazývá se
exponenciálńı funkćı se základem a. Speciálńım p̌ŕıpadem je funkce y = ax pro
a = 10, tedy funkce y = 10x. Nazývá se dekadická exponenciálńı funkćı.

K funkci ax existuje funkce inverzńı, znač́ıme ji loga x (čteme logaritmus x p̌ri
základě a). Je definována na intervalu (0,∞). Funkce loga x je pro a > 1 rostoućı
a pro 0 < a < 1 klesaj́ıćı na intervalu (0,∞). Je v něm spojitá.

Na obr. 10.6 jsou grafy funkćı y = ax, y = loga x pro a > 1 v kartézském soǔradném
systému. Na obr. 10.7 jsou grafy funkćı y = ax, y = loga x pro 0 < a < 1.
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y

x1

1

y = ax

y = loga x

Obrázek 9.10: Graf funkce ax a loga x pro a > 1.
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y

x1

1
y = ax

y = loga x

Obrázek 9.11: Graf funkce ax a loga x pro 0 < a < 1
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Necht’ a, b jsou kladná reálná č́ısla r̊uzná od jedné. Jsou-li x1, x2 ∈ (0,∞), s ∈ R
potom plat́ı

loga(x1 · x2) = loga x1 + loga x2, (9.41)

loga
x1

x2
= loga x1 − loga x2, (9.42)

loga x
s = s · loga x. logb x = loga x · logb a. (9.43)

Funkci y = log10 x nazýváme dekadickým logaritmem a věťsinou ji zkráceně zapisu-
jeme jako y = log x.

Eulerovo č́ıslo. Velký význam má exponenciálńı funkce se základem iracionálńıho č́ısla,
zvaného Eulerovo č́ıslo. Znač́ı se e. Toto č́ıslo lze definovat jako

e = supA, kde A =

{(
1 +

1

n

)n
, n ∈ N

}
.

Označ́ıme-li B = {(1 + 1
n−1)n, n ∈ N}, plat́ı inf B = e. Dále plat́ı(

1 +
1

n

)n
< e <

(
1 +

1

n− 1

)n
, n = 2, 3, . . .

Lze ukázat, že

e
.
= 2,7182818284590452354 . . .
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Funkce
y = ex, (−∞,∞),

je tedy speciálńım p̌ŕıpadem funkce y = ax pro a > 1. Jej́ım definičńım oborem je
(−∞,∞). Oborem jej́ıch funkčńıch hodnot je interval (0,∞). Nazývá se p̌rirozenou
exponenciálńı funkćı.
K funkci y = ex existuje funkce inverzńı. Ḿısto y = loge x se věťsinou ṕı̌se

y = lnx, x ∈ (0,∞).

Nazývá se p̌rirozenou logaritmickou funkćı.

Obecná mocnina. Funkci

y = xs, s ∈ R, x ∈ (0,∞)

definujeme vztahem
xs =

(
elnx)s = es lnx.

Odtud je vidět, že je to funkce spojitá na intervalu (0,∞).

9.6. Trigonometrické funkce

Dř́ıve než začneme s vlastńım výkladem, zopakujme si některé Vám dob̌re známé pojmy.
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9.7. Úhel v obloukové mı́̌re.

Úhly mě̌ŕıme jak ve stupńıch tak i v ḿı̌re obloukové. Necht’ AV B je libovolný úhel.

Oblouková ḿıra úhl̊u. Sestrojme v rovině AV B jedotkovou kružnici (to jest kružnici
o poloměru 1 ) se sťredem v bodě V , viz obr. 9.12. Označme A1 (B1) jej́ı pr̊useč́ık
s p̌ŕımkou V A (V B). Potom velikost́ı úhlu AV B v obloukové ḿı̌re rozuḿıme délku
x kruhového oblouku A1B1 vyznačeného na obrázku (9.12). Jedotkový úhel obloukové
ḿıry se nazývá radián. Označuje se rad. Je tedy 1 rad velikost úhlu, který na jednotkové
kružnici se sťredem ve vrcholu úhlu vyt́ıná oblouk jednotkové délky. Při označováńı
velikosti úhlu se věťsinou vynechává označeńı rad. Tedy nap̌r. pravý úhel v obloukové
ḿı̌re je roven π

2rad, zkráceně zapsáno π
2 .

V

B1

A1

B

A

x

Obrázek 9.12: Úhel v obloukové mı́̌re.
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Stupňová velikost úhl̊u. Jednotkový stupeň úhlové ḿıry, zvaný (úhlový) stupeň je
roven 1

90 pravého úhlu. Jako menš́ı jednotky stupňové velikosti úhlu se použ́ıvaj́ı minuty
a vtěriny. Stupně, minuty a vtěriny vyznačujeme jako

”
◦, ′, ′′“. Plat́ı 1◦ = 60′, 1′ = 60′′.

Je tedy

1◦ = 60′ = 3600′′.

Velikost úhlu AV B ve stupňové ḿı̌re nazýváme nezáporné č́ıslo, které vyjaďruje kolikrát
je úhel AV B věťśı (menš́ı) než jeden stupeň (ḿıněno úhlový stupeň).

Vztah mezi velikosti úhlu v obloukové ḿı̌re a velikosti úhlu v ḿı̌re stupňové.
Úhlu 360◦ ve stupňové ḿı̌re odpov́ıdá úhel 2π v obloukové ḿı̌re. Tedy mezi velikosti
úhlu α ve stupňové ḿı̌re a velikosti x téhož úhlu v obloukové ḿı̌re plat́ı vztah

α : x = 180 : π.

(Viz obr. 9.13.) Odtud dostáváme nap̌r. x = π
180α. Nap̌r. pro úhel α = 90◦ dostáváme

x = π
2 .

V následuj́ıćı tabulce 9.1 je vyznačen vztah mezi velikosti úhl̊u v ḿı̌re stupňové a v ḿı̌re
obloukové pro některé význačné úhly.

Orientovaný úhel. Orientovaným úhlem v rovině rozuḿıme uspǒrádanou dvojici polop̌ŕımek
se společným počátkem. V této dvojici prvńı polop̌ŕımku nazýváme počátečńım ramenem
a druhou koncovým ramenem orientovaného úhlu. Společný počátek těchto polop̌ŕımek
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α

V

B1

A1

B

A

x

r =
1

Obrázek 9.13: Vztah mezi velikosti úhlu ve stupńıch a v obloukové mı́̌re.

úhel
ve stupńıch

0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 180◦ 270◦ 360◦

úhel
v radiánech

0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3

2
π 2π

Tabulka 9.1: Vztah mezi velikostmi úhl̊u ve stupńıch a v radiánech.

nazýváme vrcholem úhlu. Orientovaný úhel s počátečńım ramenem V A a koncovým
ramenem V B budeme označovat ÂV B.

Uvažujme orientovaný úhel ÂV B. Jeho velikost́ı v obloukové ḿı̌re rozuḿıme každé č́ıslo
tvaru (viz.(9.13))

α + 2kπ (9.44)

kde k ∈ Z a α urč́ıme takto:
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a) Jestliže V A = V B, je α = 0.

b) Jestliže V A 6= V B je α velikost neorientovaného úhlu, který vznikne otočeńım
počátečńıho ramene V A do polohy koncového ramene V B v kladném smyslu, to jest
proti pohybu hodinových ručiček. Je tedy 0 ≤ α < 2π. Takto definované č́ıslo α se
nazývá základńı velikost́ı orientovaného úhlu.

Součet a rozd́ıl orientovaných úhl̊u. Necht’ ÂV B, B̂V C jsou orientované úhly. Kon-
cové rameno prvńıho z nich je počátečńım ramenem druhého z nich. Jejich součtem
se nazývá orientovaný úhel ÂV C. Jestliže velikost prvńıho z nich je α + 2k1π a ve-
likost druhého je β + 2k2π, kde k1, k2 ∈ Z, potom jejich sučtem je úhel α + β + 2kπ,
kde k = k1 + k2. Jestliže úhel ÂV C je součtem úhl̊u ÂV B a B̂V C, pak úhel B̂V C
nazýváme rozd́ılem úhl̊u ÂV C a ÂV B.

Periodické funkce Dř́ıve než si zavedeme goniometrické funkce, zopakujme si pojem
periodické funkce.

Funkci f(x) nazýváme periodickou, jestliže má tuto vlastnost: Existuje takové č́ıslo
ω, zvané perioda funkce f(x), že plat́ı: Je-li funkce f(x) definovaná v č́ısle x, je
definovaná ve všech č́ıslech x+ kω, k ∈ Z a plat́ı

f(x+ kω) = f(x), k ∈ Z. (9.45)

Nejmenš́ı č́ıslo ω pro něž plat́ı (9.45) se nazývá základńı periodou.
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Zavedenı́ funkcı́ sinx, cosx, tg x, cotg x

Zabývejme se nyńı trigonometrickými funkcemi, zvanými někdy též funkce goniomet-
rické. Omeźıme se na funkce sinx, cosx, tg x, cotg x. V pravoúhlém soǔradném systému
sestrojme kružnici o jednotkovém poloměru se sťredem v počátku. Zvolme libovolně x
a sestrojme polopaprsek vycházej́ıćı z počátku, který sv́ırá s kladnou osou úhel x. Tento
polopaprsek protne kružnici v jednom bodě. Jeho soǔradnice označme cosx, sinx (viz
obr. 10.8). Tyto soǔradnice záviśı na x, takže cosx a sinx jsou funkce definované pro
každé reálné x.

Pomoćı funkćı sinx a cosx definujeme daľśı trigonometrické funkce tg x, cotg x vztahy

tg x =
sinx

cosx
, cotg x =

cosx

sinx

pro ty úhly x, pro něž je jmenovatel r̊uzný od 0. Zavedeńı funkćı tg x, cotg x je patrno
též z obr.10.8
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x

−x

r =
1

[cosx, sinx]

0
cosx =
= cos(−x)

si
n
x

si
n
(−

x
)

1

A

Dcotg x

tg
x

cotg (−x)

tg
(−

x
)

C

B

Obrázek 9.14: Zavedeńı funkćı sinx, cosx, tg x a cotg x.

Některé význačné vlastnosti funkćı sinx, cosx.

Trigonometrické funkce jsou dostatečně známy ze sťredńı školy a proto zde jen zopaku-
jeme jejich základńı vlastnosti.

Z definice a z konstrukce je vidět, že sin 0 = 0, sin π
2 = 1, sin π = 0, sin 3π

2 = −1,
sin 2π = 0, cos 0 = 1, cos π

2 = 0, cos π = −1, cos 3π
2 = 0, cos(−2π) = 1. Z definice je

vidět, že obě funkce jsou periodické s periodou 2π a že sin(−x) = − sinx, cos(−x) =
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cosx. Pro x ∈ 〈π2 , π〉 nabude sinx všech hodnot z intervalu 〈0, 1〉 a cosx všech hodnot
z intervalu 〈−1, 0〉. Pro x ∈ 〈π, 3π

2 〉 nabude sinx všech hodnot z intervalu 〈−1, 0〉,
cosx všech hodnot z intervalu 〈−1, 0〉; konečně pro x ∈ 〈3π2 , 2π〉 nabude sinx všech
hodnot z intervalu 〈−1, 0〉 a cosx všech hodnot z intervalu 〈0, 1〉.

Dále z obr. 10.8, je patrno, že funkce sinx, cosx jsou periodické s periodou 2π.
Funkce sinx je rostoućı v intervalech < −π/2+k2π, π/2+k2π >, k ∈ N a klesaj́ıćı
v intervalech π/2 + 2kπ, 3π/2 + k2π, k ∈ N.

Funkce sinx je kladná pro úhly v prvńım a ve druhém kvadrantu a záporná pro úhly
ve ťret́ım a ve čtvrtém kvadrantu. Funkce cosx je kladná pro úhly v prvńım a ve
čtvrtém kvadrantu a je záporná pro úhly ve druhém a ve ťret́ım kvadrantu.

Na obr.9.15 je vykreslen graf funkce sinx a na obr.9.16 je vykreslen graf funkce cosx.

1

−1

0
1
2π

π 3
2π

2π

y = sinx

x

y

Obrázek 9.15: Graf funkce sinx.
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1

−1

0
1
2π

π 3
2π 2π

y = cosx
1

x

y

Obrázek 9.16: Graf funkce cosx.

Ze sťredńı školy jsou známy součtové vzorce:

sin(x1 ± x2) = sin x1 · cosx2 ± sinx2 · cosx1, (9.46)

cos(x1 ± x2) = cos x1 · cosx2 ∓ sinx1 · sinx2. (9.47)

Z těchto vzorc̊u lze lehce odvodit řadu daľśıch velice užitečńıch vztahů.

Klademe-li v těchto vzorćıch x1 = x2 = x, dostaneme z (9.46)

sin 2x = 2 · sinx · cosx, cos 2x = cos2 x− sin2 x.

Dosad́ıme-li x1 = x2 = x do vzorce pro kosinus rozd́ılu do (9.47), dostáváme
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sin2 x+ cos2 x = 1.

Tento vzorec se vzorcem pro cos 2x dává:

cos2 x =
1 + cos 2x

2
, sin2 x =

1− cos 2x

2
.

Ze vzorc̊u pro sin(x1 ± x2) a cos(x1 ± x2) snadno dostaneme:

sinx1 + sinx2 = 2 · sin x1 + x2

2
· cos

x1 − x2

2
,

sinx1 − sinx2 = 2 · cos
x1 + x2

2
· sin x1 − x2

2
,

cosx1 + cosx2 = 2 · cos
x1 + x2

2
· cos

x1 − x2

2
,

cosx1 − cosx2 = −2 · sin x1 + x2

2
· sin x1 − x2

2
.

Spojitost funkćı sinx a cosx.

Věta 9.9. Funkce sinx je v č́ısle 0 spojitá.
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Důkaz: (Sleduj obr. 10.8.) Bud’ x ∈ (0, π2 ). Z definice a konstrukce je patrno, že zde
plat́ı 0 < sinx < x. Zvolme 0 < ε < π

2 libovolně a položme δ = ε. V U+
δ (0) je funkce

sinx definována a plat́ı | sinx − 0| = | sinx| = sin x < x < ε, takže funkce sinx je
v 0 zprava spojitá. Poněvadž funkce sinx je lichá, lehce nahlédneme, že funkce sinx je
v č́ısle 0 také zleva spojitá a proto je v č́ısle 0 spojitá.

Věta 9.10. Funkce cosx je v č́ısle 0 spojitá.

Důkaz: Bud’ ε > 0. Zvolme č́ıslo δ =
√

2ε > 0. Pak v okoĺı U+
δ (0) je funkce cosx

definována a je v tomto okoĺı

| cosx− 1| = |1− cosx| = 2 · sin2 x

2
< 2 ·

(x
2

)2
=
x2

2
<
δ2

2
= ε.

Je tedy funkce cosx v č́ısle 0 zprava spojitá. Poněvadž

cos(x) = cos(−x),

je funkce cosx i zleva spojitá a proto je i spojitá v bodě 0.

Věta 9.11. Funkce sinx je spojitá ve všech bodech.

Důkaz: Necht’ a je libovolné č́ıslo. Dokažme, že je v něm funkce sinx spojitá. Z definice
spojitosti funkce vyplývá, že funkce sinx je spojitá v bodě a když a jenom když funkce
sin(a+ h) je spojitá v bodě h = 0. Podle (9.46) dostáváme

sin(a+ h) = sin a cosh+ cos a sinh. (9.48)
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Poněvadž funkce sinh, cosh jsou funkce spojité v bodě h = 0, dostáváme odtud, že
pravá strana v (9.48) je spojitá v bodě h = 0, takže funkce sinx je spojitá v bodě a.

Věta 9.12. Funkce cosx je spojitá ve všech bodech.

Důkaz: Skutečně. Spojitost funkci cosx vyplývá ze vztahu cosx = sin(π2 −x) a z věty
o spojitosti složené funkce.

Funkce tg x, cotg x.

Pomoćı funkćı sinx a cosx jsme definovali trigonometrické funkce tg x, cotg x vztahy

tg x =
sinx

cosx
, cotg x =

cosx

sinx

pro ty úhly x, pro něž je jmenovatel r̊uzný od 0. Jejich zavedeńı je patrno též z obr.10.8

Některé význačné vlastnosti funkćı tg x, cotg x.

Funkce tg x je definována pro všechna x r̊uzná od lichých násobk̊u π
2 , funkce cotg x

je definována pro x r̊uzná od násobk̊u π. Funkce tg x a cotg x jsou kladné pro úhly
pro x v prvńım a ve ťret́ım kvadrantu v němž jsou definovány a záporné pro úhly
ve druhém a ve ťret́ım kvadrantu v němž jsou definovány. Tyto funkce jsou žrejmě
periodické s periodou π.

Podobným způsobem jako u funkćı sinx a cosx lze ukázat, že funkce tg x stále roste
v intervalu (−π

2 ,
π
2 ) a nabude všech reálných hodnot. Funkce tg x neńı definovaná pro
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liché násobky č́ısla π. Podobně funkce cotg x stále klesá v intervalu (0, π) a nabývá zde
všech reálných hodnot.

Graf funkce tg x je na obr. 9.17.

1
2π π− 1

2π

− π

y = tg x

0
x

y

Obrázek 9.17: Graf funkce tg x.

Graf funkce cotg x je na obr.(9.18).
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1
2π

π

− 1
2π

−π

y = cotg x

0 x

y

Obrázek 9.18: Graf funkce cotg x.

Ukázali jsme, že funkce sinx, cosx jsou spojité na intervalu (−∞,∞). Funkce tg x, cotg x
jsou tedy jako pod́ıl spojitých funkćı funkce spojité v každém bodě svého definičńıho
oboru. Můžeme tedy vyslovit tento závěr:

Věta 9.13.

Trigonometrické funkce jsou spojité ve všech č́ıslech, ve kterých jsou definovány.

Důkaz: Důkaz vycháźı z věty o spojitosti pod́ılu a z vět p̌redcházej́ıćıch.
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9.7.0.1. Funkce cyklometrické

Zabývejme se p̌redevš́ım existenćı funkćı inverzńıch k funkćım sinx, cosx, tg x, cotg x.

Funkce sinx, cosx, tg x, cotg x. nejsou prosté, tedy k nim neexistuj́ı funkce inverzńı.
Budeme proto uvažovat tyto funkce pouze na intervalech, na nichž jsou prosté.

Funkce arcsinx Uvažujme funkci y = sin x, zúženou na interval < −π/2, π/2 > .

Tato funkce je na tomto intervalu spojitá a rostoućı. Oborem jejich hodnot je interval
< −1, 1 >. Existuje tedy funkce k ńı inverzńı, označme ji arcsin. Jej́ım neodvislým
oborem je interval < −1, 1 > a odvislým oborem je interval < −π/2, π/2.. Na svém
definičńım obor je spojitá a rostoućı. V kartézském soǔradném systém je jej́ı graf symet-
rický vzhledem k ose y = x s grafem funkce sinx, zúžené na interval < −π/2, π/2. >.
Jej́ı graf je na obr.10.9

arcsinx je ten úhel z intervalu 〈−π
2 ,

π
2 〉, jehož sinus má hodnotu x.
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1

-1

π
2

−π
2

x

y

y = arcsinx

Obrázek 9.19: Graf funkce arcsinx.

Funkce arccosx Uvažujme funkci y = cosx, zúženou na interval < 0, π > . Tato
funkce je na tomto intervalu spojitá a klesaj́ıćı. Oborem jejich hodnot je interval <
−1, 1 >. Existuje tedy funkce k ńı inverzńı, označme ji arccos. Jej́ım neodvislým oborem
je interval < −1, 1 > a odvislým oborem je interval < 0, π >. Na svém definičńım oboru
je spojitá a klesaj́ıćı. V kartézském soǔradném systém je jej́ı graf symetrický vzhledem k
ose y = x s grafem funkce cosx, zúžené na interval < 0, π >. Jej́ı graf je na obr.10.10

arccosx je ten úhel z intervalu 〈0, π〉, jehož kosinus má hodnotu x.
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π
2

π

x

y

y = arccosx

Obrázek 9.20: Graf funkce arccosx.

9.7.0.2. Funkce arctg x

Funkce tg x je v intervalu (−π
2 ,

π
2 ) spojitá a rostoućı a nabývá zde všech hodnot z in-

tervalu (−∞,∞). Tedy k ńı existuje funkce inverzńı definovaná na intervalu (−∞,∞).
Tuto funkci označujeme arctg x. Podle věty 10.6 je to funkce spojitá v intervalu
(−∞,∞) a je v něm rostoućı. Nabývá všech hodnot z intervalu (−π

2 ,
π
2 ). Jej́ı graf

v kartézském soǔradném systému se dostane p̌reklopeńım grafu funkce f(x) = tg x,
x ∈ (−π

2 ,
π
2 ) okolo p̌ŕımky y = x (viz obr. 10.11). Geometrický význam funkce arctg x

je tento:
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arctg x je ten úhel z intervalu (−π
2 ,

π
2 ), jehož tangens má hodnotu x.

Graf funkce arctg x je na obr,10.11

x

y

−π
2

π
2

0

y = arctg x

Obrázek 9.21: Graf funkce arctg x.

Funkce cotg x je v intervalu (0, π) spojitá a klesaj́ıćı a nabývá v něm všech hodnot z in-
tervalu (−∞,∞). Tedy k ńı existuje funkce inverzńı definovaná v intervalu (−∞,∞).
Tuto funkci označujeme arccotg x. Podle věty 10.6 je to funkce spojitá v intervalu
(−∞,∞) a je v něm klesaj́ıćı. Nabývá všech hodnot z intervalu (0, π). Jej́ı graf v
kartézském soǔradném systému se dostane p̌reklopeńım grafu funkce f(x) = cotg x,
x ∈ (0, π) okolo p̌ŕımky y = x (viz obr. 10.12). Geometrický význam funkce arccotg x
je tento:

arccotg x je ten úhel z intervalu (0, π), jehož kotangens má hodnotu x.
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Funkce arcsinx, arccosx, arctg x a arccotg x se nazývaj́ı funkce cyklometrické. Dosavadńı
výsledky o spojitosti lze shrnout takto:

Věta 9.14. Funkce cyklometrické jsou spojité na svém definičńım oboru.

x

y

π

π
2

0

y = arccotg x

Obrázek 9.22: Graf funkce arccotg x.

Věta 9.15. Funkce cyklometrické jsou spojité na svém definičńım oboru.



372•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Kapitola 10

Derivace reálné funkce reálné proměnné

10.1. Zavedeńı pojmu derivace funkce

Začneme s touto úlohou.

Necht’ y = f(x) je reálná funkce reálné proměnné definovaná na intervalu I. Necht’ a
je vniťrńım bodem intervalu I. Up̌resněme si intuitivně chápaný pojem tečny ke grafu
funkce y = f(x) v bodě T [a, f(a)] (viz obr. 10.1)

Názor nás vede k této definici. Zvolme bod x ∈ I, x 6= a, a uvažujme p̌ŕımku p jdoućı
body T [a, f(a)], M [x, f(x)] (p je sečnou grafu funkce f(x)). Jej́ı směrnice, označme
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x

y

0 a xI

f(x)

T [a, f(a)]

M [x, f(x)]

p

t

Obrázek 10.1: Tečna ke grafu funkce y = f(x) v bodě T [a, f(a)].

ji k(x) (to jest tangens úhlu, který sv́ırá p̌ŕımka p s kladným směrem osy x), je rovna

k(x) =
f(x)− f(a)

x− a
.

Lze tedy p̌ri pevně zvoleném a považovat k(x) za funkci proměnné x. Tato funkce neńı
v bodě a definovaná.
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Existuje-li

k = lim
x→a

k(x) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
,

pak p̌ŕımku jdoućı bodem T [a, f(a)] se směrnićı k nazveme tečnou grafu funkce
y = f(x) v bodě T . Př́ımku na ni kolmou nazveme normálou ǩrivky y = f(x)
v bodě T . (Podobně mluv́ıme o pravé (levé) polotečně grafu funkce y = f(x).)

V řadě aplikaćı se setkáváme s touto úlohou. Necht’ f(x) je daná funkce. Má se určit
limita (resp. limita zprava (zleva)) v bodě a funkce F (x) definované vztahem

F (x) =
f(x)− f(a)

x− a
.

Pro tyto limity, pokud existuj́ı, zavád́ıme pojem derivace funkce f(x) v bodě a následuj́ıćı
definićı.
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Definice 10.1. (Definice derivace funkce)

Necht’ f(x) je funkce, a je reálné č́ıslo. Jestliže existuje č́ıslo, označme jej f ′+(a) ∈ R
(f ′−(a) ∈ R) tak, že

f ′+(a) = lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
,

(
f ′−(a) = lim

x→a−
f(x)− f(a)

x− a
,

)
(10.1)

pak tuto limitu nazýváme derivaćı zprava funkce f(x) v č́ısle a (derivaćı zleva funkce
f(x) v č́ısle a).
Jestliže funkce f(x) má v bodě a derivaci zprava f ′+(a) a derivaci zleva f ′−(a) a
jestliže f ′+(a) = f ′−(a), nazýváme tuto společnou hodnotu derivaćı funkce f(x)
v bodě a a znač́ıme ji f ′(a). Je tedy

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
.

Dohoda o označováńı. Jestliže uvažujeme funkci f(x) na intervalu I, jehož levým
(pravým) koncovým bodem je bod a, budeme někdy použ́ıvat označeńı f ′(a) ḿısto
f ′+(a) (f ′−(a)).

Poznámka 1. Všimněmě si, že funkce

F (x) =
f(x)− f(a)

x− a
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vystupuj́ıćı v definici derivace funkce f(x) v (10.1) neńı definovaná v bodě a, nebot’

jmenovatel je v bodě a roven 0.

Poznámka 2. Polož́ıme-li v (10.1) x = a+ h, můžeme derivaci funkce f(x) v č́ısle a
definovat též jako

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
. (10.2)

Na h se můžeme d́ıvat jako na p̌ŕırustek neodvosle proměnné x, to jest h je č́ıslo, o něž
se změńı x–ová soǔradnice, p̌rejdeme-li z bodu a do bodu a + h. Př́ırustek neodvisle
proměnné se často označuje též jako 4x. Čitatel v (10.2) je pak p̌ŕırustkem odvisle
proměnné y a označujeme jej obvykle 4y, resp. 4f . Tedy ∆y je hodnota, o ńıž se
změńı funkčńı hodnota p̌ri p̌rechodu z bodu a do bodu a + h. Tedy (10.2) lze zapsat
jako

lim
4x→0

4y
4x

.

Poznámka 3. Pojem derivace funkce má značné uplatněńı v ekonomických ap-
likaćıch. Vyjdeme z p̌ŕıkladu, který nám pomůže pochopit problematiku využit́ı derivaćı
v některých ekonomických aplikaćıch.

Necht’ s = s(t) vyjaďruje ujetou vzdélenost auta za dobu t. Necht’ t1, t2, kde t1 < t2,
jsou dva časové okamžiky. Potom za dobu t2 − t1 auto ujede vzdálenost s(t2)− s(t1).
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Č́ıslo
s(t2)− s(t1
t2 − t1

vyjaďruje tedy pr̊uměrnou rychlost, kterou auto dosáhne v době od časového okamžiku
t1 do časového okamžiku t2, tj. za dobu t2−t1. Potom derivaci s′(t0) funkce s(t) v bodě
t0, tj.

lim
t→t0

s(t)− f(t0)

t− t0
můžeme nazvat okamžitou rychlost́ı auta v časovém okamžiku t0.

Jestliže proměnné x a y znač́ı nějaké ekonomické veličiny, vyjaďruje funkce y = f(x)

jejich vzájemnou závislost. Potom f(x)−f(a)
x−a vyjaďruje pr̊uměrný a f ′(a) okamžitý

poměr změny těchto ekonomických veličin. V závislosti na ekonomické aplikaci
dostává derivace f ′(a) vhodný ekonomický název.

Jestliže y = f(x) má v bodě a derivaci f ′(a), potom p̌ŕımka jdoućı bodem T [a, f(a)]
se směrnićı f ′(a) je tečnou ke grafu y = f(x) v jej́ım bodě T . Př́ımka k ńı kolmá,
jdoućı bodem T , je jej́ı normálou v bodě T .

Derivace funkce f(x) = c, c ∈ (−∞,∞)

Necht’ f(x) = c, c ∈ (−∞,∞). Potom podle definice 10.1 dostáváme pro a ∈
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(−∞,∞)

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a

c− c
x− a

= 0.

Je tedy

c′ = 0, kde c ∈ R, x ∈ (−∞,∞).

Derivace funkce f(x) = xn

Určeme derivaci funkce f(x) = xn, n ∈ N, v bodě a ∈ (−∞,∞). Podle definice je

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a

xn − an

x− a
.

Poněvadž
xn − an = (x− a)(xn−1 + axn−2 + · · ·+ an−2x+ an−1)

a limita funkce nezálež́ı na hodnotě funkce v bodě, v němž limitu poč́ıtáme, dostáváme
odtud

f ′(a) = lim
x→a

(xn−1 + axn−2 + · · ·+ an−2x+ an−1).

Vzhledem ke spojitosti polynomu v bodě a je f ′(a) rovna funkčńı hodnotě polynomu
v závorce v bodě a, takže

f ′(a) = nan−1.
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Funkce f(x) = xn, n ∈ N, má v každém bodě x ∈ (−∞,∞) derivaci

(xn)′ = nxn−1. (10.3)

Př́ıklad 10.1. Vypoč́ıtejte derivaci funkce f(x) = x3 v jej́ım bodě x = 4.

Řešeńı. Podle (10.3) dostáváme v obecném bodě x ∈ (−∞,∞)

(x3)
′
= 3x2.

Tedy f ′(4) = 3 · 42, tj. f ′(4) = 48.

Poznámka. Ḿısto f ′(4) můžeme psát (x3)
′
x=4.

Zaved’me si nyńı pojem derivace funkce f(x) vyš̌śıch řádů.

Derivace funkce vyšš́ıch řád̊u. Necht’ funkce f(x) má derivaci v každém bodě
intervalu I1 ⊆ I = Df . Přǐrad́ıme-li ke každému x ∈ I1 hodnotu f ′(x), je na I1

definována funkce f ′(x).

Má-li funkce f ′(x) derivaci v každém bodě x ∈ I2 ⊆ I1, potom tuto derivaci
nazýváme druhou derivaćı funkce f(x) na I2 a znač́ıme ji f ′′(x) nebo f (2)(x).

Analogicky definujeme f (n)(x) pro n = 3, 4, . . . . Podobně definujeme derivace
vyš̌śıch řád̊u dané funkce zleva a zprava.
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Úmluva. Řekneme-li, že funkce f(x) má derivaci na intervalu I, bude to znamenat,
že má derivaci v každém vniťrńım bodě intervalu I a jestliže levý (pravý) koncový
bod paťŕı do I, potom má v něm derivaci zprava (zleva). Podobně pro vyš̌śı derivace.

Poznámka. Pro n-tou derivaci funkce f(x), n > 1, se použ́ıvá zápis f (n)(x), resp.
f ′′(x) pro n = 2, f ′′′(x) pro n = 3, . . . . Čteme pak f s čárkou, f se dvěma čárkami, f
se ťremi čárkami, atd. Pro n > 3 nebývá zvykem použ́ıvat čárek pro označeńı derivace.

Př́ıklad 10.2. Funkce

y = 3x4

má v intervalu (−∞,∞) derivace

y′ = 12x3, y′′ = 36x2, y′′′ = 72x, y(4) = 72, y(k) = 0 pro k ≥ 5.

Zabývejme se nyńı otázkou, zda všechny funkce maj́ı v každém bodě derivaci. Odpověd’

je záporná, jak ukazuje následuj́ıćı p̌ŕıklad.

Př́ıklad 10.3. Zjistěme, zda funkce f(x) = |x| má v bodě 0 derivaci.

Řešeńı. Zřejmě f(x) = x pro x > 0 a f(x) = −x pro x < 0. Podle definice derivace
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dostáváme

f ′+(0) = lim
x→0+

|x| − |0|
x

= lim
x→0+

x

x
= 1,

f ′−(0) = lim
x→0−

|x| − |0|
x

= lim
x→0−

−x
x

= −1.

Poněvadž f ′+(0) 6= f ′−(0), nemá funkce f(x) = |x| v bodě 0 derivaci.

O vztahu mezi spojitost́ı funkce f(x) v daném bodě a a existenćı derivace funkce f(x)
v bodě a plat́ı tato věta.

Věta 10.1. (Vztah spojitost – existence derivace)

Necht’ funkce f(x) má v bodě a derivaci f ′(a). Potom f(x) je v bodě a spojitá.
Je-li funkce f(x) v bodě a spojitá, nemuśı ḿıt v bodě a derivaci.

Důkaz: a) Necht’ funkce f(x) má v bodě a derivaci f ′(a). Dokažme, že pak

lim
x→a

f(x) = f(a).
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Necht’ x 6= a. Podle věty 8.2 je

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

(f(x)− f(a) + f(a)) =

= lim
x→a

[
f(x)− f(a)

x− a
(x− a) + f(a)

]
=

= lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
(x− a) + lim

x→a
f(a) =

= lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
· lim
x→a

(x− a) + lim
x→a

f(a) =

= f ′(a) · 0 + f(a) =

= f(a)

Má-li tedy funkce f(x) v bodě a derivaci, je v něm funkce f(x) spojitá.

Př́ıklad 10.3 ukazuje, že funkce může být spojitá v daném bodě i když v něm nemá
derivaci.

Poznámka. Podobně plat́ı: Jestliže funkce f(x) má v bodě a derivaci zprava (zleva),
potom je funkce f(x) v bodě a spojitá zprava (zleva).

Ukažme si pravidla pro výpočet derivaćı součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu dvou funkćı.
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Věta 10.2.

Necht’ f(x), g(x) maj́ı v bodě a ∈ R derivace f ′(a), g′(a) a necht’ c ∈ R je libovolné
č́ıslo. Potom plat́ı:

[c · f(x)]′x=a = c · f ′(a), (10.4)

[f(x)± g(x)]′x=a = f ′(a)± g′(a), (10.5)

[f(x) · g(x)]′x=a = f ′(a) · g(a) + f(a) · g′(a). (10.6)

Je-li g(a) 6= 0, potom plat́ı:(
f(x)

g(x)

)′
x=a

=
f ′(a) · g(a)− f(a) · g′(a)

g2(a)
. (10.7)

Důkaz: Dokažme jen vzorec (10.5) pro derivaci součtu. Plat́ı

(f(x) + g(x))′x=a = lim
x→a

(f(x) + g(x))− (f(a) + g(a))

x− a
=

= lim
x→a

[
f(x)− f(a)

x− a
+
g(x)− g(a)

x− a

]
. (10.8)

Poněvadž existuj́ı limity

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
, lim

x→a

g(x)− g(a)

x− a
,
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dostáváme z (10.8) podle věty 8.2

[f(x) + g(x)]′x=a = f ′(a) + g′(a).

Poznámka. Analogická věta plat́ı pro derivaci zleva a pro derivaci zprava v daném
bodě.

Př́ıklad 10.4. Necht’ funkce f(x), g(x) maj́ı v bodě a derivace f ′(a), g′(a) a necht’

c1, c2 ∈ R jsou libovolná č́ısla. Potom funkce

F (x) = c1f(x) + c2g(x)

má v bodě a derivaci a plat́ı

F ′(a) = c1f
′(a) + c2g

′(a). (10.9)

Skutečně. Podle (10.4) je

[c1f(x)]′x=a = c1f
′(a), [c2g(x)]′x=a = c2g

′(a).

Odtud a z (10.5) vyplývá (10.9).
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Vztah (10.5) lze zobecnit: Necht’ f1(x), . . . , fn(x) jsou funkce maj́ıćı v bodě a derivace f ′1(a), . . . ,
f ′n(a). Necht’ c1, . . . , cn ∈ R jsou libovolná č́ısla. Potom funkce

f(x) = c1f1(x) + · · ·+ cnfn(x)

má v bodě a derivaci a plat́ı

f ′(a) = c1f
′
1(a) + · · ·+ cnf

′
n(a).

Př́ıklad 10.5. Vypoč́ıtejte derivaci polynomu

f(x) = 4x4 − 3x2 + 2x− 1

v bodě 2.

Řešeńı. Dostáváme

f ′(2) = 4 · (4 · x3)x=2 − 3 · (2 · x)x=2 + 2 · (1).

Vyč́ısleńım

f ′(2) = 128− 12 + 2 = 118.
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Př́ıklad 10.6. Necht’ f(x) = x3 + 2x2 − 4x+ 1. Potom pro x ∈ (−∞,∞) plat́ı

f ′(x) = 3x2 + 4x− 4,

f ′′(x) = 6x+ 4,

f ′′′(x) = 6,

f (n)(x) = 0 pro n ≥ 4.

Př́ıklad 10.7. Vypoč́ıtejme druhou derivaci funkce

F (x) =
x2 − 1

x+ 2
.

Řešeńı. Označme f(x) = x2 − 1, g(x) = x + 2. Poněvadž g(x) = 0 jen pro x = −2,
je DF = (−∞,∞)− {−2}. Podle (10.7) je pro x ∈ DF

f ′(x) = 2x, g′(x) = 1.

Podle (10.7) dostáváme

F ′(x) =
f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)

g2(x)
,

tj.

F ′(x) =
2x · (x+ 2)− (x2 − 1) · 1

(x+ 2)2 .
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Úpravou

F ′(x) =
x2 + 4x+ 1

(x+ 2)2 , x ∈ DF . (10.10)

Funkce F (x) má prvńı derivaci určenou vztahem (10.10) pro x ∈ DF .

Podobně vypoč́ıtáme i F ′′(x). Prvńı derivaci (po zavedeńı derivaćı složených funkćı lze
výpočet realizovat jednodušeji) F ′(x) p̌reṕı̌seme na tvar

F ′(x) =
f1(x)

g1(x)
,

kde f1(x) = x2 + 4x+ 1, g1(x) = x2 + 4x+ 4. Podle (10.7) dostáváme

F ′′(x) =
f ′1(x)g1(x)− f1(x)g′1(x)

g2
1(x)

.

Tedy

F ′′(x) =
(2x+ 4) · (x2 + 4x+ 4)− (x2 + 4x+ 1) · (2x+ 4)

(x+ 2)4 .

Po úpravě dostáváme

F ′′(x) =
6x+ 12

(x+ 2)4 , x ∈ R− {−2},
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tj.

F ′′(x) =
6

(x+ 2)3 , x ∈ R− {−2}.

Ćılem našich daľśıch úvah bude

2 odvodit větu o derivováńı složené funkce
2 odvodit větu o derivováńı inverzńı funkce
2 odvodit derivace elementárńıch funkćı.

Derivace složené funkce

Začněme se složenou funkćı. Znovu si p̌ripomeňme zavedeńı pojmu
”
složené funkce“ a

větu o spojitosti složené funkce.

Necht’ A je neodvislý obor funkce u = ϕ(x), B = Hϕ jej́ı odvislý obor. Necht’ dále
funkce f(u) je definovaná na množině B. Ke každému č́ıslu x ∈ A p̌rǐrad’me č́ıslo
F (x) = f [ϕ(x)], tj. hodnotu funkce f(u) v č́ısle ϕ(x). T́ım je definovaná na množině
A nová funkce F (x), zvaná složená funkce. Funkci f(u) nazýváme jej́ı vněǰśı složkou a
funkci u = ϕ(x) nazýváme jej́ı vniťrńı složkou.

Jako p̌ŕıklad uved’me funkci y = sin(3x2 +1). Jde o složenou funkci. Jej́ı vniťrńı složkou
je funkce u = 3x2 + 1, definovaná na intervalu A = (−∞,∞). Odvislý oborem funkce
u = 3x2 + 1 je interval B = 〈1,∞). Na množině B je definovaná funkce f(u) = sinu.
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Tedy y = sin(3x2 + 1) je definovaná na intervalu A a oborem funkčńıch hodnot je
interval 〈−1, 1〉. (Zdůvodněte!)

V ďŕıvěǰśım výkladu jsme si dokázali tuto větu.

Věta 10.3. Necht’ funkce u = ϕ(x) je spojitá v bodě a a funkce y = f(u) je spojitá
v bodě α = ϕ(a). Potom složená funkce F (x) = f(ϕ(x)) je spojitá v bodě a.

Daľśı analogické věty jsou věty, v nichž se o funkćıch f , ϕ p̌redpokládá jen jednostranná
spojitost.

O derivováńı složené funkce plat́ı tato věta.

Věta 10.4. (Derivace složené funkce)

Necht’ funkce u = ϕ(x) má derivaci v č́ısle a a něcht’ funkce f(u) má derivaci v č́ısle
α = ϕ(a). Potom složená funkce F (x) = f(ϕ(x)) má v č́ısle a derivaci a plat́ı

F ′(a) = f ′(α) · ϕ′(a), tj. F ′(a) = f ′(ϕ(a)) · ϕ′(a). (10.11)

Důkaz: Položme

R(y) =

{
f(y)−f(α)

y−α − f ′(α) pro y 6= α,

0 pro y = α.
(10.12)

Poněvadž

lim
y→α

R(y) = f ′(α)− f ′(α) = 0 = R(α),
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je funkce R(y) spojitá v bodě α. Poněvadž funkce ϕ(x) má derivaci v bodě x = a, je
podle věty 10.1 spojitá v bodě a. Je tedy i složená funkce R(ϕ(x)) spojitá v bodě a.
Užit́ım (10.12) lze funkci R(ϕ(x)) zapsat takto

R(ϕ(x)) =

{
f(ϕ(x))−f(ϕ(a))

ϕ(x)−ϕ(a) − f ′(α) pro ϕ(x) 6= ϕ(a),

0 pro ϕ(x) = ϕ(a).
(10.13)

Pro x 6= a, ϕ(x) 6= ϕ(a) lze užit́ım (10.13) psát

[R(ϕ(x)) + f ′(α)]
ϕ(x)− ϕ(a)

x− a
=
f(ϕ(x))− f(ϕ(a))

x− a
. (10.14)

Avšak, jak zjist́ıme dosazeńım ϕ(x) = ϕ(a) do (10.14), vid́ıme, že (10.14) plat́ı i pro
ϕ(x) = ϕ(a), x 6= a. Dále dostáváme (pokud jednotlivé limity existuj́ı)

F ′(a) = lim
x→a

F (x)− F (a)

x− a
= lim

x→a

f(ϕ(x))− f(ϕ(a))

x− a
. (10.15)

Užit́ım (10.14) dostáváme z (10.15) s ohledem na (10.13)

F ′(a) = lim
x→a

[R(ϕ(x)) + f ′(α)]
ϕ(x)− ϕ(a)

x− a
. (10.16)

Poněvadž lim
x→a

R(ϕ(x)) = R(ϕ(a)) = R(α) = 0, lim
x→a

ϕ(x)−ϕ(a)
x−a = ϕ′(a), dostáváme

z (10.16)
F ′(a) = f ′(α)ϕ′(a),
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tj.
F ′(a) = f ′(ϕ(a))ϕ′(a).

Př́ıklad 10.8. Vypoč́ıtejte derivaci funkce F (x) = (x2 + 1)7 v č́ısle x.

Řešeńı. Funkce F (x) je složenou funkćı. Jej́ı vněǰśı složkou je funkce f(u) = u7 a
vniťrńı složkou je funkce u = ϕ(x), kde ϕ(x) = x2 + 1. Podle věty 10.4 dostáváme
F ′(x) = f ′(u) · ϕ′(x). Poněvadž f ′(u) = 7u6 a ϕ′(x) = 2x, dostáváme F ′(x) =
7(x2 + 1)6 · 2x, takže po úpravě dostáváme

F ′(x) = 14x(x2 + 1)6, x ∈ (−∞,∞).

Je řada analogických vět k větě 10.4. Jde v nich o derivováńı složených funkćı v p̌ŕıpadě,
že a, resp. α, jsou koncovými body interval̊u, na nichž se výpočty prováděj́ı. Uved’me
si bez důkazu následuj́ıćı větu.

Věta 10.5. Necht’ funkce u = ϕ(x) má derivaci v č́ısle a a necht’ funkce f(u)
má derivaci zprava (zleva) v č́ısle α = ϕ(a). Necht’ existuje takové okoĺı Uκ(a), že
ϕ(Uκ(a)) = U+

ρ (α), pro nějaké ρ. Potom složená funkce F (x) = f(ϕ(x)) má v bodě
a derivaci a plat́ı

F ′(a) = f ′+(α) · ϕ′(a), to jest F ′(a) = f ′+(ϕ(a)) · ϕ′(a). (10.17)
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Poznámka. Budeme-li se držet úmluvy, že v koncových bodech intervalu ṕı̌seme ḿısto
jednostranné derivace derivaci, můžeme vztah (10.17) nahradit vztahem (10.11), takže
lze psát

F ′(a) = f ′(ϕ(a)) · ϕ′(a).

Derivace inverznı́ funkce.

S pojmem inverzńı funkce jste se již setkali ďŕıve p̌ri studiu sťredoškolské matematiky.
Byl zopakován i v textu

”
Matematika A“. Ve stručnosti si pojem inverzńı funkce ještě

jednou zopakujme. Nav́ıc si odvod’me souvislost mezi derivaćı funkce f(x) v bodě x = α
a funkce k ńı inverzńı f−1(y) v bodě a = f(α).

Necht’ funkce y = f(x) je definovaná na množině A a je na ńı prostá. To znamená,
že pro každá dvě č́ısla x1, x2 ∈ A, x1 6= x2, je f(x1) 6= f(x2). Označme B = f(A).
Ke každému y ∈ B p̌rǐrad’me to č́ıslo x ∈ A, pro nějž je f(x) = y. T́ım jsme zavedli
pravidlo, jimž ke každému y ∈ B je p̌rǐrazeno x ∈ A. Je tak definovaná nová funkce,
označme ji f−1, jej́ımž neodvislým oborem je množina B a odvislým oborem je množina
A. Ponecháme-li označeńı y pro proměnnou s oborem B a x pro proměnnou s oborem
A, ṕı̌seme

x = f−1(y), y ∈ B, x ∈ A.

V definici inverzńı funkce je podstatný p̌redpoklad, že f je na svém definičńım oboru
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prostá. Takovými funkcemi jsou nap̌r. funkce ryze monotónńı na svém definičńı oboru.

To nám umožńı odvodit vzorce pro derivováńı některých elementárńıch funkćı.

Na obr. 10.2 je znázorněn graf funkce y = f(x) rostoućı na intervalu A = D(f), tedy
graf funkce prosté. Graf funkce x = f−1(y) je totožný s grafem funkce y = f(x), pokud
bychom proti zvyklostem znázornili neodvislý obor na ose y a odvislý obor na ose x.

x

y

x

f(x)

A

B

0

y = f(x), x = f−1(y)

Obrázek 10.2: Graf funkćı y = f(x), x = f−1(y).

Z definice inverzńı funkce vyplývá

� je-li a ∈ D(f), potom a = f−1(f(a)), (10.18)

� je-li α ∈ D(f−1), potom α = f(f−1(α)). (10.19)

Označ́ıme-li x neodvisle proměnnou jak pro funkci f , tak i pro funkci f−1, zaṕı̌seme
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obě funkce takto

y = f(x), x ∈ A, y ∈ B, y = f−1(x), x ∈ B, y ∈ A. (10.20)

Jestliže jejich neodvislé obory vyznač́ıme na vodorovné ose, jsou grafy funkćı (10.20)
symetrické s osou symetrie y = x, viz. obr. 10.3. Graf inverzńı funkce f−1(x) jsme
dostali p̌reklopeńım grafu f(x) kolem p̌ŕımky y = x.

x

y

A

B

B

A

0

y = f(x)

y = f−1(x)

Obrázek 10.3: Graf funkćı y = f(x), y = f−1(x).

Poznámka. Je-li prostá funkce daná rovnićı

y = f(x), (10.21)

dostaneme k ńı funkci inverzńı tak, že z rovnice (10.21) vypoč́ıtáme x pomoćı y. Pojem
inverzńı funkce vede k zavedeńı nových funkćı.
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Zopakujme si následuj́ıćı větu o vzájemném vztahu mezi spojitosti funkce f(x) a k ńı
inverzńı funkce f−1(x).

Věta 10.6. Necht’ funkce f(x) je spojitá a rostoućı (klesaj́ıćı) na intervalu I = D(f).
Označme jej́ı odvislý obor (je j́ım interval) J = f(I). K funkci f existuje funkce inverzńı
f−1, jej́ım neodvislým oborem je interval J a odvislým oborem je interval I. Funkce
f−1 je na svém definičńım oboru J spojitá a rostoućı (klesaj́ıćı).

Ukažme si nyńı vztah mezi derivaćı dané funkce a funkce k ńı inverzńı. Plat́ı následuj́ıćı
věta.

Věta 10.7. (Derivace inverzńı funkce)

Necht’ f je funkce spojitá a ryze monotónńı na intervalu I. Necht’ oborem jejich
funkčńıch hodnot je interval J = f(I). Necht’ a je takový vniťrńı bod intervalu J ,
že v č́ısle α = f−1(a) ∈ I má funkce f derivaci f ′(α) 6= 0. Pak funkce f−1 má
v č́ısle a derivaci a plat́ı

[f−1(a)]′ =
1

f ′(α)
.

Důkaz: Definujme

F (y) =
y − α

f(y)− f(α)
pro y ∈ I, y 6= α, F (α) =

1

f ′(α)
pro y = α.

Vzhledem k ryźı monotónnosti funkce f na intervalu I, je f(y) − f(α) 6= 0. Funkci
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F (y) lze pro y 6= α p̌repsat takto

F (y) =
1

f(y)−f(α)
y−α

.

Poněvadž dle p̌redpokladu má funkce f v bodě α derivaci, je

lim
y→α

f(y)− f(α)

y − α
= f ′(α).

Poněvadž f ′(α) 6= 0, je podle (10.7)

lim
y→α

F (y) = lim
y→α

1
f(y)−f(α)

y−α

=
1

f ′(α)
= F (α).

Je tedy funkce F (y) spojitá v bodě α. Funkce f−1 je podle věty 10.6 spojitá na intervalu
J , tedy i v č́ısle a. Je tedy i funkce F (f−1(x)) spojitá v bodě a. Je tedy

lim
x→a

F (f−1(x)) = F (f−1(a)) = F (α) =
1

f ′(α)
.

Užit́ım tohoto vztahu dostáváme

[f−1(a)]′ = lim
x→a

f−1(x)− f−1(a)

x− a
= lim

x→a

f−1(x)− f−1(a)

f(f−1(x))− f(f−1(a))
=

= lim
x→a

F (f−1(x)) =
1

f ′(α)
.
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K větě 10.7 můžeme vyslovit řadu analogických vět. Vyslovme tuto.

Věta 10.8. (Derivace inverzńı funkce)
Necht’ f je funkce spojitá a ryze monotónńı na intervalu I. Necht’ oborem jej́ıch
funkčńıch hodnot je interval J = f(I). Necht’ a je levý (pravý) koncový bod inter-
valu J a necht’ v č́ısle α = f−1(a) má funkce f derivaci f ′+(α) 6= 0 (f ′−(α) 6= 0).
Potom funkce f−1 má v č́ısle a derivaci zprava (zleva) a plat́ı

[f−1(a)]′+ =
1

f ′+(α)
,

[
[f−1(a)]′− =

1

f ′−(α)

]
Důkaz: Důkaz je analogický k důkazu věty 10.7.

10.2. Derivace elementárńıch funkćı

Předložený text vycháźı z p̌redpokladu, že čitatel je seznámen s elementárńımi funkcemi
v rozsahu uvedeném v učebńım textu

”
Matematika A“. I když v následuj́ıćım textu se

zavád́ı jejich stručné zavedeńı a uváděj́ı se některé jejich význačné vlastnosti, je nutno,
abyste se s těmito funkcemi dob̌re seznámili.
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Funkce y = n
√
x

Uvažujme funkci y = xn, kde n je p̌rirozené. Tato funkce je žrejmě definovaná na
intervalu (−∞,∞).

Pro n liché je tato funkce na svém definičńım oboru I = (−∞,∞) spojitá a rostoućı.
Označme J = (−∞,∞) obor hodnot této funkce. Proto k ńı existuje funkce inverzńı na
intervalu J . Podle věty 10.6 je tato inverzńı funkce rostoućı a spojitá na J . Označ́ıme
ji n
√
x. Funkce n

√
x pro n liché je lichá.

Pro n sudé je sice funkce xn rovněž definovaná na intervalu (−∞,∞), avšak neńı na
něm prostá. Nap̌r. (−2)n = 2n pro každé sudé n. Budeme proto uvažovat jej́ı zúžeńı
na interval I = 〈0,∞). Na něm je tato zúžená funkce y = xn rostoućı a spojitá, tedy
prostá. Obor hodnot této zúžené funkce je interval J = 〈0,∞). Proto k ńı existuje
funkce inverzńı, definovaná na intervalu J . Podle věty 10.6 je tato inverzńı funkce
rostoućı a spojitá. Označ́ıme ji n

√
x.

Na obr. 10.4 jsou narýsovány grafy funkćı y = x2 a y =
√
x, x ∈ 〈0,∞) a na obr. 10.5

jsou narýsovány grafy funkćı y = x3, y = 3
√
x.
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x

y

1

1

y =
√
x

y = x2

Obrázek 10.4: Grafy funkćı x2 a√
x.

x

y

1

1

−1

−1

y =
√
x3

y = x3

Obrázek 10.5: Grafy funkćı x3 a
3
√
x.

Poznámka. Všimněte si, že funkce n
√
x je pro pro n sudé definována jen pro x ∈ 〈0,∞).

Podle definice je pak n
√
x pro každé x ∈ 〈0,∞) rovno tomu č́ıslu y ∈ 〈0,∞), pro něž

je yn = x. Je-li tedy nap̌r. a ∈ R, je an ∈ 〈0,∞), takže
n
√
an = |a|, pro n sudé, a ∈ R.

Nap̌r.
√

(−2)2 = | − 2| = 2.

Pro poč́ıtáńı s odmocninami plat́ı pravidla, která jste měli odvozeny na gymnázíıch.
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Jsou uvedeny i ve studijńım textu
”
Matematika A“. Je nutné, abyste si tato pravidla

zopakovali.

Derivace funkce n
√
x.

Odvod’me si nyńı vzorec pro derivováńı funkce n
√
x. V obou uvažovaných p̌ŕıpadech,

totiž jak pro n sudé tak i pro n liché, jsme označili inverzńı funkci k funkci xn jako
y = n

√
x. V každém bodě x 6= 0 svého definičńıho oboru je funkce y = xn r̊uzná od

nuly, takže v něm lze vypoč́ıtat jej́ı derivaci podle věty 10.7 takto. Položme f(x) = n
√
x.

Potom

( n
√
x)′ = (f−1(x))′ =

1

f ′(y)
=

1

(yn)′
=

1

n · yn−1 =
1

n · ( n
√
x)n−1 . (10.22)

Dostáváme tedy:

Funkce f(x) = n
√
x má pro x ∈ Df , x 6= 0, derivaci a plat́ı

f ′(x) = ( n
√
x)′ =

1

n · ( n
√
x)n−1 . (10.23)

Uved’me si nyńı p̌ŕıklad na derivaci složené funkce obsahuj́ıćıch funkci n
√
x.
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Př́ıklad 10.9. Vypoč́ıtejte derivaci funkce

y = 3

√
x+ 1

x− 1
. (10.24)

Řešeńı. Danou funkci můžeme považovat za složenou funkci. Vniťrńı složkou je funkce

u = ϕ(x), kde ϕ(x) =
x+ 1

x− 1
(10.25)

a vněǰśı složkou je funkce

y = f(u) = 3
√
u.

Funkce ϕ(x) je definovaná pro všechna x 6= 1. Hodnotu 0 nabývá jen v bodě x = −1.
Jej́ı derivaci urč́ıme jako derivaci pod́ılu. Dostáváme

u′ = ϕ′(x) =
1 · (x− 1)− (x+ 1) · 1

(x− 1)2 =
−2

(x− 1)2 , x 6= 1.

Jej́ı definičńı obor je shodný s definičńım oborem funkce ϕ(x). Funkce y = f(u) má
derivaci v každém bodě u 6= 0 a je rovna

f ′(u) =
1

3 ( 3
√
u)

2 .
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Podle věty 10.7 plat́ı tedy

f ′(ϕ(x)) =
1

3
(

3
√
ϕ(x)

)2 · ϕ
′(x), x 6= ±1.

Dospěli jsme k tomuto závěru. Funkce (10.24) má pro každé x 6= ±1 derivaci

y′(x) = −2

3
·

(
3

√
x− 1

x+ 1

)2

· 1

(x− 1)2 . (10.26)

Derivace funkce ex

Funkci y = ex, x ∈ R, nazýváme p̌rirozenou exponenciálńı funkćı. Tuto funkci znáte ze
sťredoškolského studia. Jej́ı zavedeńı bylo uvedeno i v učebńım textu

”
Matematika A“.

Odvozeńı derivace funkce y = ex, x ∈ R, provedeme ve dvou kroćıch.

a) Odvod’me pomocný vztah

lim
x→0

ex − 1

x
= 1, (10.27)

který použijeme pro výpočet derivace funkce y = ex.

Při zaváděńı Eulerova č́ısla e v kapitole ?? jsme zavedli dvě posloupnosti {an}∞n=1,
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{bn}∞n=1, kde

an =

(
1 +

1

n

)n
, bn =

(
1 +

1

n− 1

)n
. (10.28)

Dokázali jsme, že posloupnost {an}∞n=1 je rostoućı a posloupnost {bn}∞n=1 je kle-
saj́ıćı a

lim
n→∞

an = e, lim
n→∞

bn = e.

Necht’ x ∈ (0, 1
2). Necht’ n ∈ N je takové p̌rirozené č́ıslo, že

1

n+ 1
< x ≤ 1

n
. (10.29)

Poněvadž {bn}∞n=1 je klesaj́ıćı, je

e < bn =

(
1 +

1

n− 1

)n
. (10.30)

Poněvadž podle (10.29) je x ≤ 1
n , dostáváme z (10.30)

ex <

[(
1 +

1

n− 1

)n] 1
n

, (10.31)

to jest

ex < 1 +
1

n− 1
. (10.32)
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Poněvadž {an}∞n=1 je rostoućı, je

e > an+1 =

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

. (10.33)

Poněvadž podle (10.29) je x > 1
n+1 , dostáváme z (10.33)

ex >

[(
1 +

1

n+ 1

)n+1
] 1
n+1

= 1 +
1

n+ 1
. (10.34)

Ze vztahů (10.32) a (10.34) vyplývá

1

n+ 1
+ 1 < ex < 1 +

1

n− 1
, (10.35)

1

n+ 1
< ex − 1 <

1

n− 1
. (10.36)

Z (10.29) plynou nerovnosti

n− 1 >
1

x
− 2, takže

1

n− 1
<

x

1− 2x
, (10.37)

n+ 1 <
1

x
+ 1, takže

1

n+ 1
>

x

x+ 1
. (10.38)
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Z (10.36), (10.37), (10.38) dostáváme

1

1 + x
≤ ex − 1

x
≤ 1

1− 2x
. (10.39)

Poněvadž lim
x→0

1
1+x = 1, lim

x→0
1

1−2x = 1, dostáváme z (10.39)

lim
x→0

ex − 1

x
= 1.

b) Poč́ıtejme nyńı derivaci funkce ex. Pro libovolné x je podle definice

(ex)′ = lim
h→0

ex+h − ex

h
.

Výpočtem dostáváme postupně

(ex)′ = lim
h→0

ex+h − ex

h
= lim

h→0

ex(eh − 1)

h
= ex lim

h→0

eh − 1

h
= ex · 1 = ex.

Funkce ex je spojitá a rostoućı na intervalu (−∞,∞) a nabývá všech hodnot z in-
tervalu (0,∞). V každém č́ısle má derivaci a plat́ı (ex)′ = ex.

Derivace funkce y = lnx
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Z vlastnost́ı exponenciálńı funkce a z definice inverzńı funkce vyplývá, že k funkci ex

existuje funkce inverzńı definovaná na intervalu (0,∞). Tato inverzńı funkce je spojitá a
rostoućı a nabývá všech hodnot z intervalu (−∞,∞). Nazývá se p̌rirozený logaritmus a
budeme ji značit lnx. Jej́ı graf dostaneme z grafu funkce ex p̌reklopeńım kolem p̌ŕımky
y = x (viz obr. 10.6). Z věty 10.7 plyne, že lnx má v každém č́ısle svého definičńıho
oboru derivaci a plat́ı

(lnx)′ =
1

(ey)′
=

1

ey
=

1

x
.
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y

x1

1

y = ex

y = lnx

0

y
=
x

Obrázek 10.6: Graf funkce ex a lnx.
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Jestliže polož́ıme

y = lnx, x ∈ (0, ∞) potom ey = x, y ∈ (−∞,∞) (10.40)

Tedy p̌rirozený logaritmus č́ısla x ∈ (0,∞) je mocnitel, na
nějž je nutno umocnit základ e, abychom dostali č́ıslo x.

Odtud dostáváme
x = elnx.

Funkce lnx je spojitá a rostoućı funkce na intervalu (0,∞) a nabývá všech hodnot
z intervalu (−∞,∞). V každém č́ısle svého definičńıho oboru má derivaci a plat́ı

(lnx)′ =
1

x
.

Jsou-li x, x1, x2 ∈ (0,∞), s ∈ R, potom plat́ı

ln(x1 · x2) = lnx1 + lnx2 (10.41)

lnxs = s · lnx. (10.42)

Př́ıklad 10.10. Vypoč́ıtejte derivaci funkce

y = e
x+1
x−1 .

Řešeńı. Jde o složenou funkci. Vniťrńı složkou je funkce u = ϕ(x), kde ϕ(x) = x+1
x−1 .
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Vněǰśı složkou je funkce y = f(u), kde f(u) = eu. Funkce f(u) má derivaci v každém
bodě u. Plat́ı

f ′(u) = eu. (10.43)

Funkce ϕ(x) má derivaci v každém bodě svého definičńıho oboru, tj. pro x ∈ (−∞, 1)∪
(1,∞). Výpočtem dostáváme

ϕ′(x) =
−2

(x− 1)2 . (10.44)

Podle věty o derivováńı složené funkce dostáváme z (10.43) a (10.44)

y′ = e
x+1
x−1 ·

(
− 2

(x− 1)2

)
, tj. y′ =

−2

(x− 1)2e
x+1
x−1 .

Př́ıklad 10.11. Vypoč́ıtejte druhou derivaci funkce

y = ln(3x− 1)

a určete jej́ı definičńı obor.

Řešeńı. Jde o složenou funkci. Vněǰśı složkou je funkce y = f(u), kde f(u) = lnu.
Jej́ı definičńı obor je interval (0,∞). Vniťrńı složkou je funkce u = 3x − 1. Je sice
definovaná a má derivaci pro všechna x, avšak tento definičńı obor je nutno omezit na
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ta x, pro než je u = ϕ(x) v definičńım oboru funkce y = lnu a má v nich derivaci. Je
to pro x ∈ (1

3 ,∞). Derivováńım dostaneme

y′ =
1

3x− 1
· (3x− 1)′, tj. y′ =

3

3x− 1
, x ∈

(
1

3
,∞
)
,

y′′ = − 9

(3x− 1)2 , x ∈
(

1

3
,∞
)
.

Uvědomte si, že funkce 3
3x−1 je definovaná pro x ∈ R − {1

3}. Avšak y′ může být
definovaná jen pro x ∈ Df v nichž má funkce f(x) derivaci. Podobná poznámka plat́ı
i pro definičńı obor funkce f ′′(x).

Derivace exponenciálnı́ funkce a logaritmu s obecným základem

Když již máme definovanou p̌rirozenou exponenciálńı funkci a p̌rirozený logaritmus,
můžeme definovat exponenciálńı funkci s obecným základem a, to jest funkci

y = ax, kde a > 0, a 6= 1.

Pro a > 1 je funkce y = ax rostoućı na intervalu (−∞,∞) a pro 0 < a < 1 je funkce
y = ax klesaj́ıćı na intervalu (−∞,∞). Lze ji vyjáďrit ve tvaru

ax = eln ax = ex·ln a.
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Odtud je vidět, že je to funkce spojitá v intervalu (−∞,∞). Jej́ı derivaci urč́ıme jako
derivaci složené funkce. Dostáváme

(ax)′ = (ex·ln a)′ = ex·ln a · ln a = ax · ln a.

Funkce y = ax pro a > 1, a 6= 1 nabývá všech hodnot z intervalu (0,∞). Existuje k ńı
funkce inverzńı, která se znač́ı loga x a nazývá logaritmus o základě a. Je to funkce
spojitá a ryze monotónńı v intervalu (0,∞), která nabývá všech hodnot z intervalu
(−∞,∞). Jej́ı derivace je podle věty 10.7 rovna

(loga x)′ =
1

(ay)′
=

1

ay ln a
=

1

x · ln a
, x ∈ (0,∞).

Na obr. 10.7 je náčrtek graf̊u funkćı y = ax a funkce y = loga x pro 0 < a < 1. Pro
a = e, tedy pro a > 1, je graf funkce y = ax a graf funkce y = loga x znázorněn na obr.
10.6. Graf těchto funkćı pro a = e jsme již ďŕıve vyšeťrili. Pro logaritmy se základem a
plat́ı pravidla analogická k pravidl̊um uvedeným pro funkci y = lnx.

Řešme ještě jednu otázku. Necht’ a, b jsou kladná reálná č́ısla r̊uzná od nuly. V jakém
vztahu jsou č́ısla loga x, logb x? Abychom to ukázali, p̌redpokládejme, že a, b jsou kladná
č́ısla r̊uzná od jedné. Necht’ x je kladné č́ıslo. Označme y = loga x. Potom postupně
dostáváme:

x = ay, logb x = logb a
y = y · logb a = loga x · logb a.
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y

x1

1
y = ax

y = loga x

Obrázek 10.7: Graf obecné exponenciálńı a logaritmické funkce, 0 < a < 1.
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Je tedy

logb x = loga x · logb a.

Funkce y = ax, kde a je kladná reálná konstanta r̊uzná od jedné, je spojitá a pro
a > 1 je rostoućı na intervalu (−∞,∞) a pro 0 < a < 1 je klesaj́ıćı na intervalu
(−∞,∞). Oborem jejich hodnot je v obou p̌ŕıpadech interval (0,∞). V každém
bodě x svého definičńıho oboru má funkce ax derivaci

(ax)′ = ax · ln a.

Nazývá se exponenciálńı funkćı se základem a. Speciálńım p̌ŕıpadem je p̌rirozená
exponenciálńı funkce pro a = e a dekadická exponenciálńı funkce pro a = 10.
K funkci ax existuje funkce inverzńı, znač́ıme ji loga x (čteme logaritmus x p̌ri
základě a). Je definována na intervalu (0,∞). Funkce loga x je pro a > 1 rostoućı
a pro 0 < a < 1
klesaj́ıćı na intervalu (0,∞). Je v něm spojitá. V každém bodě x ∈ (0,∞) má
derivaci a plat́ı

(loga x)′ =
1

x · ln a
.
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Jsou-li x, x1, x2 ∈ (0,∞), s ∈ R potom plat́ı

loga(x1 · x2) = loga x1 + loga x2 (10.45)

loga x
s = s · loga x. (10.46)

Je-li b kladné reálné č́ıslo r̊uzné od 1 plat́ı

logb x = loga x · logb a.

Př́ıklad 10.12. Vypoč́ıtejte derivaci funkce

y = 2
√
x2+1.

Řešeńı. Jde o složenou funkci. Vněǰśı složkou je funkce

y = f(u), kde f(u) = 2u, u ∈ (−∞,∞).

Vniťrńı složkou je

u = ϕ(x), kde ϕ(x) =
√
x2 + 1.

Necht’ x = a ∈ (−∞,∞). Funkce ϕ(x) má v bodě a derivaci. Položme α = ϕ(a).
Funkce f má v bodě α derivaci. Plat́ı

y′(a) = f ′(α) · ϕ′(a), to jest y′(a) = (2u)′u=α(ϕ′(x))x=a.
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Tedy

y′ = 2
√
a2+1 · ln 2 · (

√
x2 + 1)′x=a. (10.47)

Vypoč́ıtejme nyńı ϕ′(a). Funkce

u = ϕ(x) =
√
x2 + 1

je složená. Jej́ı vněǰśı složkou je funkce

u = g(v), kde g(v) =
√
v, v ∈ 〈0,∞)

a vniťrńı složkou je funkce
v = x2 + 1.

Funkce u = ϕ(x) má v bodě a derivaci

u′(a) = (
√
x2 + 1)′x=a =

1

2

2a√
a2 + 1

=
a√
a2 + 1

.

Dosazeńım do (10.47) dostáváme

y′ = ln 2 · 2
√
a2+1 · a√

a2 + 1
pro a ∈ (−∞,∞).
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Derivace obecné mocniny y = xs

Obecná mocnina je funkce xs definovaná pro x > 0 a jakékoliv reálné s. Dá se vyjáďrit
ve tvaru

xs = (elnx)s = es·lnx.

Odtud je vidět, že je to funkce spojitá pro každé x ∈ (0,∞). Jej́ı derivace je podle věty
10.7

(xs)′ = (es·lnx)′ = es·lnx · s · 1

x
= s · xs · 1

x
= sxs−1.

Funkce xs je spojitá na intervalu (0,∞) a má zde derivaci sxs−1, tedy

(xs)′ = sxs−1, x ∈ (0,∞), s ∈ R.

V závěru této části jako aplikaci na p̌redcházej́ıćı věty řešme následuj́ıćı p̌ŕıklad.

Př́ıklad 10.13. Vypoč́ıtejte derivaci funkce

y = x2 · ln(x2 + 1).

Řešeńı. Jde zde o součin dvou funkćı. Druhá z nich je funkce složená. Poněvadž x2+1 >
0, je daná funkce definovaná v intervalu (−∞,∞) a má zde derivaci, kterou na základě
p̌redchoźıch vět urč́ıme takto

y′ = 2x ln(x2 + 1) + x2 1

x2 + 1
2x,
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takže po úpravě dostáváme

y′ = 2x

[
ln(x2 + 1) +

x2

x2 + 1

]
.

Derivace funkce f(x)g(x)

Necht’

F (x) = f(x)g(x), x ∈ A. (10.48)

Necht’ f(x) > 0 pro x ∈ A a necht’ funkce f(x), g(x) maj́ı pro x ∈ A derivace f ′(x),
g′(x). Funkci (10.48) lze p̌repsat do tvaru

F (x) = eln f(x)g(x), (10.49)

a po úpravě jako
F (x) = eg(x) ln f(x). (10.50)

Tuto funkci můžeme derivovat jako složenou funkci. Dostáváme

F ′(x) = eg(x) ln f(x)
(
g(x) ln f(x)

)′
.

Provedeńım vyznačené derivace obdrž́ıme

F ′(x) = f(x)g(x) ·
(
g′(x) ln f(x) + g(x)

f ′(x)

f(x)

)
.
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Př́ıklad 10.14. Vypoč́ıtejte derivaci funkce

y = xsinx, x ∈ (0,∞).

Řešeńı. Funkci xsinx lze p̌repsat na tvar

y = esinx lnx.

Derivaćı dostaneme postupně

y′ = esinx lnx(sinx lnx)′

y′ = xsinx
(

cosx lnx+
1

x
sinx

)
, x ∈ (0,∞).

Derivace trigonometrický funkcı́

Zavedenı́ funkcı́ sinx, cosx, tg x, cotg x

Zabývejme se nyńı trigonometrickými funkcemi, zvanými někdy též funkce goniomet-
rické. Omeźıme se na funkce sinx, cosx, tg x, cotg x. V pravoúhlém soǔradném systému
s osami u, v sestrojme kružnici o jednotkovém poloměru se sťredem v počátku. Zvolme
libovolně x a sestrojme polopaprsek vycházej́ıćı z počátku, který sv́ırá s kladnou osou
u úhel x. Tento polopaprsek protne kružnici v jednom bodě, označme jej A. Jeho
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soǔradnice označme cosx, sinx (viz obr. 10.8). Tyto soǔradnice záviśı na x, takže
cosx a sinx jsou funkce definované pro každé reálné x.

Pomoćı funkćı sinx a cosx definujeme daľśı trigonometrické funkce

tg x =
sinx

cosx
, cotg x =

cosx

sinx

pro ty úhly x, pro něž je jmenovatel r̊uzný od 0.

Trigonometrické funkce jsou známy ze sťredńı školy a bylo o nich pojednáno i v učebńım
textu

”
Matematika A“. Nakreslete si jejich grafy! Zopakujte si podrobně jejich vlast-

nosti.

Uved’me si tyto jejich vlastnosti:

Funkce sinx je kladná pro úhly v prvńım a ve druhém kvadrantu a záporná pro úhly ve ťret́ım a ve
čtvrtém kvadrantu. Funkce cosx je kladná pro úhly v prvńım a ve čtvrtém kvadrantu a je záporná
pro úhly ve druhém a ve ťret́ım kvadrantu. Obě tyto funkce jsou periodické s periodou 2π.

Funkce tg x je definována pro všechna x r̊uzná od lichých násobk̊u π
2

, funkce cotg x je definována
pro x r̊uzná od násobk̊u π. Funkce tg x a cotg x jsou kladné pro úhly pro x v prvńım a ve ťret́ım
kvadrantu v němž jsou definovány a záporné pro úhly ve druhém a ve ťret́ım kvadrantu kvadrantu
v němž jsou definovány. Tyto funkce jsou periodické s periodou π.



420•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

x

−x

r =
1

[cosx, sinx]

0
cosx =
= cos(−x)

si
n
x

si
n
(−

x
)

1

A

Dcotg x

tg
x

cotg (−x)

tg
(−

x
)

C

B

Obrázek 10.8: Zavedeńı funkćı sinx, cosx, tg x a cotg x.
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Odvozeńı derivace funkce f(x) = sinx

a) Dokažme nap̌red, že plat́ı

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Pro x ∈ (0, π2 ) je (viz obr. 10.8) 0 < sinx < x. Dále je obsah výseče OAB menš́ı
nežli obsah trojúhelńıku OBC, tj. 1

2x <
1
2 tg x. Celkem tedy plat́ı

0 < sinx < x < tg x =
sinx

cosx
.

Odtud p̌rechodem k p̌revráceným hodnotám dostáváme

cosx

sinx
<

1

x
<

1

sinx
.

Vynásob́ıme-li celou nerovnost kladným č́ıslem sinx, dostaneme

cosx <
sinx

x
< 1, tj. − 1 < −sinx

x
< − cosx.

Připočteme-li č́ıslo 1 ke všem ťrem výraz̊um, máme

0 < 1− sinx

x
< 1− cosx.
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Bud’ ε > 0 a δ =
√

2ε > 0. Pro x ∈ (0, δ) je funkce sin(x)/x definována a plat́ı
v něm ∣∣∣∣sinxx − 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1− sinx

x

∣∣∣∣ = 1− sinx

x
< 1− cosx =

= 2 · sin2 x

2
< 2

(x
2

)2
=
x2

2
<
δ2

2
= ε,

takže

lim
x→0+

sinx

x
= 1.

Dále je

lim
x→0−

sinx

x
= lim

x→0+

sin(−x)

−x
= lim

x→0+

sinx

x
= 1.

Tedy

lim
x→0

sinx

x
= 1.

b) Dokažme, že
(sinx)′ = cosx pro x ∈ (−∞,∞).

Necht’ a ∈ (−∞,∞). Potom plat́ı

(sinx)′x=a = lim
x→a

sinx− sin a

x− a
= lim

x→a
2 cos

x+ a

2
sin

x− a
2

1

x− a
=

= lim
x→a

(
cos

x+ a

2
sin

x− a
2

:
x− a

2

)
. (10.51)
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Položme

f(y) =
sin y

y
pro y 6= 0, f(0) = 1.

Tato funkce f(y) je spojitá v č́ısle 0. Položme dále

Φ(x) =
x− a

2
.

Zřejmě funkce Φ(x) je v č́ısle a spojitá a nabývá zde hodnoty 0, to jest Φ(a) = 0.
Podle věty 8.5 je složená funkce F (x) = f [Φ(x)] v č́ısle a spojitá, tj.

lim
x→a

sin x−a
2

x−a
2

= lim
x→a

F (x) = F (a) = f [Φ(a)] = f(0) = 1. (10.52)

Položme nyńı f(y) = cos y, Φ(x) = (x + a)/2. Složená funkce F (x) = f [Φ(x)]
je v č́ısle a spojitá, takže

lim
x→a

cos
x+ a

2
= cos a. (10.53)

Z (10.51), (10.52), (10.53) dostáváme

(sinx)′x=a = cos a.
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Funkce f(x) = sinx má v každém bodě x ∈ (−∞,∞) derivaci a plat́ı(
sinx

)′
= cosx.

Derivace funkce y = cosx

Užit́ım věty o derivováńı složené funkce dostáváme(
cosx

)′
=
[
sin
(π

2
− x
)]′

= − cos
(π

2
− x
)

= − sinx.

Funkce f(x) = cos x má v každém bodě x ∈ (−∞,∞) derivaci a plat́ı

(cosx)′ = sinx, x ∈ (−∞,∞).

Derivace funkćı tg x, cotg x

Z pravidel o derivováńı pod́ılu dvou funkćı dostáváme pro x ∈ (−∞,∞) − {(2k +
1)π2}, k ∈ Z

(tg x)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

(sinx)′ · cosx− sinx · (cosx)′

cos2 x
=

=
cosx · cosx− sinx · (− sinx)

cos2 x
=

1

cos2 x
.



425•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Funkce f(x) = tg x má v každém bodě x ∈ (−∞,∞)− {(2k + 1)π
2
}, k ∈ Z derivaci a plat́ı

(tg x)′ =
1

cos2 x
, x ∈ (−∞,∞)−

{
(2k + 1)

π

2

}
, k ∈ Z.

Podobně pro x ∈ (−∞,∞)− {kπ}, k ∈ Z

(cotg x)′ =
(cosx

sinx

)′
= − 1

sin2 x
.

Funkce f(x) = cotg x má v každém bodě x ∈ (−∞,∞)− {kπ}, k ∈ Z derivaci a plat́ı

(cotg x)′ =
1

sin2 x
, x ∈ (−∞,∞)− {kπ} , k ∈ Z.

Derivace cyklometrických funkcı́

V p̌redcházej́ıćım výkladu jsme zjistili, že funkce sinx je v intervalu 〈−π
2 ,

π
2 〉 spojitá a

rostoućı a nabývá všech hodnot z intervalu 〈−1, 1〉. Tedy k ńı existuje funkce inverzńı
definovaná na intervalu 〈−1, 1〉. Tuto funkci označujeme arcsinx. Podle věty 10.6 je
tato funkce spojitá na intervalu 〈−1, 1〉 a je na něm rostoućı. Nabývá všech hodnot
z intervalu 〈−π

2 ,
π
2 〉. Jej́ı graf se dostane p̌reklopeńım grafu funkce

f(x) = sinx, x ∈
〈
−π

2
,
π

2

〉
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okolo p̌ŕımky y = x (viz obr. 10.9). Geometrický význam funkce arcsin je tento:

”
arcsinx je ten úhel z intervalu 〈−π

2
, π

2
〉, jehož sinus má hodnotu x.“

Funkce cosx je v intervalu 〈0, π〉 spojitá a klesaj́ıćı a nabývá všech hodnot z intervalu
〈−1, 1〉. Tedy k ńı existuje funkce inverzńı, je definovaná na intervalu 〈−1, 1〉. Tuto
funkci označujeme arccosx. Podle věty 10.6 je to funkce spojitá na intervalu 〈−1, 1〉
a je na něm klesaj́ıćı. Nabývá všech hodnot z intervalu 〈0, π〉. Jej́ı graf se dostane
p̌reklopeńım grafu funkce f(x) = cosx, x ∈ 〈0, π〉 okolo p̌ŕımky y = x (viz obr.
10.10). Geometrický význam funkce arccosx je tento:

”
arccosx je ten úhel z intervalu 〈0, π〉, jehož kosinus má hodnotu x.“

Funkce tg x je v intervalu (−π
2 ,

π
2 ) spojitá a rostoućı a nabývá zde všech hodnot z inter-

valu (−∞,∞). Tedy k ńı existuje funkce inverzńı, je definovaná na intervalu (−∞,∞).
Tuto funkci označujeme arctg x. Podle věty 10.6 je to funkce spojitá na intervalu
(−∞,∞) a je v něm rostoućı. Nabývá všech hodnot z intervalu (−π

2 ,
π
2 ). Jej́ı graf se

dostane p̌reklopeńım grafu funkce f(x) = tg x, x ∈ (−π
2 ,

π
2 ) okolo p̌ŕımky y = x (viz

obr. 10.11). Geometrický význam funkce arctg x je tento:

”
arctg x je ten úhel z intervalu (−π

2
, π

2
), jehož tangens má hodnotu x.“
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1

-1

π
2

−π
2

x

y

y = arcsinx

Obrázek 10.9: Graf funkce arcsinx.

1-1

π
2

π

x

y

y = arccosx

Obrázek 10.10: Graf funkce arccosx.
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x

y

−π
2

π
2

0

y = arctg x

Obrázek 10.11: Graf funkce arctg x.

x

y

π

π
2

0

y = arccotg x

Obrázek 10.12: Graf funkce arccotg x.
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Funkce cotg x je na intervalu (0, π) spojitá a klesaj́ıćı a nabývá na něm všech hod-
not z intervalu (−∞,∞). Tedy k ńı existuje funkce inverzńı definovaná na intervalu
(−∞,∞). Tuto funkci označujeme arccotg x. Podle věty 10.6 je to funkce spojitá
na intervalu (−∞,∞) a je na něm klesaj́ıćı. Nabývá všech hodnot z intervalu (0, π).
Jej́ı graf se dostane p̌reklopeńım grafu funkce f(x) = cotg x, x ∈ (0, π) okolo p̌ŕımky
y = x (viz obr. 10.12). Geometrický význam funkce arccotg x je tento:

”
arccotg x je ten úhel z intervalu (0, π), jehož kotangens má hodnotu x.“

Funkce arcsinx, arccosx, arctg x a arccotg x se nazývaj́ı funkce cyklometrické. Dosavadńı
výsledky o spojitosti lze shrnout takto:

Funkce cyklometrické jsou spojité na svém neodvislém oboru.

Derivace cyklometrických funkćı.

Funkce sinx je spojitá a rostoućı na intervalu 〈−π
2 ,

π
2 〉. Jej́ım odvislým oborem je interval

〈−1, 1〉. V každém bodě a z intervalu (−1, 1) má funkce arcsinx tuto vlastnost: č́ıslo
α = arcsin a je z intervalu (−π

2 ,
π
2 ), takže funkce sinx má v něm derivaci cosα 6= 0.

Podle věty 10.7 má funkce arcsinx v č́ısle a derivaci a plat́ı:

(arcsinx)′x=a =
1

cosα
=

1√
1− sin2 α

=
1√

1− a2
,

nebot’ sinα = a. Všimněme si také, že cos a je kladný, nebot’ a je z intervalu (−π
2 ,

π
2 ),

takže odmocninu je nutno opaťrit znaménkem plus. V každém bodě x z intervalu (−1, 1)
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tedy plat́ı

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
.

Podobně odvod́ıme, že v každém bodě x intervalu (−1, 1) plat́ı

(arccosx)′ =
1

(cos y)′
= − 1

sin y
= − 1√

1− cos2 y
= − 1√

1− x2
.

V intervalu (−∞,∞) máme

(arctg x)′ =
1

(tg y)′
= cos2 y =

1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2 ,

(arccotg x)′ =
1

(cotg y)′
= − sin2 y = − 1

1 + cotg2 y
= − 1

1 + x2 .

Obdržené výsledky můžeme shrnout do následuj́ıćı věty.
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Funkce cyklometrické maj́ı derivace v každém vniťrńım bodě svého neodvislého oboru a plat́ı:

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1)

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

, x ∈ (−1, 1)

(arctg x)′ =
1

1 + x2
, x ∈ (−∞,∞)

(arccotg x)′ = − 1

1 + x2
, x ∈ (−∞,∞).

Uved’me si nyńı souhrnně derivace elementárńıch funkćı.
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Derivace elementárńıch funkćı
(c)′ = 0, c ∈ R, pro x ∈ (−∞,∞)(
xn
)′

= nxn−1, n ∈ N, pro x ∈ (−∞,∞)(
n
√
x
)′

=
1

n( n
√
x)n−1 , n ∈ N, n sudé, pro x ∈ (0,∞)(

n
√
x
)′

=
1

n( n
√
x)n−1 , n ∈ N, n liché,

pro x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞)

(ex)′ = ex, pro x ∈ (−∞,∞)

(ax)′ = ax ln a, a > 0, a 6= 1, pro x ∈ (−∞,∞)

(lnx)′ =
1

x
, pro x ∈ (0,∞)

(loga x)′ =
1

x

1

ln a
, a > 0, a 6= 1, pro x ∈ (0,∞)

(xs)′ = sxs−1, s ∈ R, pro x ∈ (0,∞)

(sinx)′ = cosx, pro x ∈ (−∞,∞)

(cosx)′ = − sinx, pro x ∈ (−∞,∞)
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(tg x)′ =
1

cos2 x
,

pro x ∈ (−∞,∞)−
{

(2k + 1)
π

2

}
, k ∈ Z

(cotg x)′ = − 1

sin2 x
, pro x ∈ (−∞,∞)− {kπ}, k ∈ Z

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
, pro x ∈ (−1, 1)

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

, pro x ∈ (−1, 1)

(arctg x)′ =
1

1 + x2 , pro x ∈ (−∞,∞)

(arccotg x)′ = − 1

1 + x2 , prox ∈ (−∞,∞)
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10.3. Shrnut́ı, úlohy

Shrnutı́ kapitoly

Byl zaveden pojem derivace funkce v bodě a ∈ R a poukázáno na význam derivace
(Definice 10.1). Byly odvozeny derivace elementárńıch funkćı. Jsou zde uvedeny vzorce
pro výpočet derivace součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu dvou funkćı (Věta 10.2). Dále
byla uvedena věta o derivaci složené funkce (Věta 10.4). Byla odvozena věta o výpočtu
derivace inverzńı funkce (Věta 10.7). Dále byl vyšeťren vztah mezi existenćı derivace
funkce f(x) v daném bodě a a spojitost́ı funkce v bodě a.

Úlohy

1. Napǐste rovnici tečny ke ǩrivce y = 3x2 − x + 1 v bodě T [1, ?] lež́ıćım na dané
ǩrivce. [5x− y − 2 = 0]

2. Napǐste rovnici normály ke ǩrivce y = x
x+1 v jej́ım bodě T [0, ?].

[x+ y = 0]

3. Ve kterém bodě ǩrivky y = x3 − 3x2 + 1 sv́ırá tečna s osou x úhel 45◦?
[x–ová soǔradnice bodu je 1± 2√

3
]

4. Ve kterých bodech má ǩrivka y = x3 − 27x vodorovnou tečnu?
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[x–ové soǔradnice těchto bodů jsou 3, −3]

5. Necht’ f(y) = 3
√
y je vněǰśı složkou a ϕ(x) = x+1

x−1 je vniťrńı složkou funkce F (x).
Napǐste F (x) explicitně. Určete jej́ı definičńı obor.

[F (x) = 3

√
x+1
x−1 , DF = (−∞, 1) ∪ (1,∞)]

6. Derivujte

a) y =
√
x2 + 1 [ x√

x2+1
, x ∈ (−∞,∞)]

b) y = x sin 2x [sin 2x+ 2x cos 2x, x ∈ (−∞,∞)]

c) y = sin2√x [ sin
√
x cos

√
x√

x
, x ∈ (0,∞)]

d) y = 3x
2+1 [2 ln 3 · x · 3x2+1, x ∈ (−∞,∞)]

e) y = xx [Návod: xx = ex lnx; y′ = xx(lnx+ 1), x ∈ (0,∞)]

7. Vypoč́ıtejte prvńı derivaci funkce

a) y = log2
1+x
1−x [ 2

(1−x2) ln 2]

b) y = x2(
√

1 + x2 + 3x) [2x(
√

1 + x2 + 3x) + x2( x√
1+x2

+ 3)]

c) y = ex cos 2x [ex cos 2x(cos 2x− 2x sin 2x)]

8. Vypoč́ıtejte derivace až do 3. řádu funkce

a) f(x) = x3 + 3x2 + 4x− 1
[f ′(x) = 3x2 + 6x+ 4, f ′′(x) = 6x+ 6, f ′′′(x) = 6, x ∈ (−∞,∞)]

b) f(x) = xex
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[f ′(x) = ex(x + 1), f ′′(x) = ex(x + 2), f ′′′(x) = ex(x + 3),
x ∈ (−∞,∞)]
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Kapitola 11

Použit́ı derivaćı

11.1. Funkce spojité na intervalu

Připomeňme si, že
”
Jestliže funkce f(x) má v bodě a derivaci, je v něm spojitá“.

Začneme se zavedeńım pojmu lokálńıho extrému funkce f(x).



438•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Definice 11.1.
Řekneme, že funkce f(x) má v bodě x0 lokálńı maximum (minimum), jestliže exis-
tuje takové δ > 0, že funkce f(x) je definovaná na intervalu (x0− δ, x0 + δ) a plat́ı
v něm pro všechna x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)

f(x) ≤ f(x0), (f(x) ≥ f(x0)) (11.1)

Definice 11.2. (Vlastńı lokálńı extrémy)

Řekneme, že funkce f(x) má v bodě x0 vlastńı lokálńı maximum (minimum), jestliže
existuje takové δ > 0, že funkce f(x) je definovaná na intervalu (x0 − δ, x0 + δ)
a plat́ı f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0)) pro všechna x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) pro něž je
x 6= x0.

Lokálńı maxima a lokálńı minima nazýváme společným názvem lokálńı extrémy
(též relativńı). Podobně vlastńı lokálńı maxima a minima nazýváme vlastńımi lokálńımi
extrémy.

Na obr. 11.1 je vyznačena funkce f(x), která má v bodech a, b lokálńı maximum a
v bodě c lokálńı minimum.
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a bc

y = f(x)

x

Obrázek 11.1: Funkce s lokálńım maximem v bodech a a b a lokálńım minimem v bodě c.

Zaved’me si nyńı pojem absolutńıho extrému funkce f(x) na množině M ⊆ Df . V této
definici se porovnává hodnota funkce f(x) v bodě x0 s hodnotami funkce ve všech
ostatńıch bodech dané množiny. Ḿısto pojmu absolutńıho extrému můžeme mluvit o
globálńım extrému funkce na množině.

Definice 11.1.

Řekneme, že funkce f(x) má absolutńı maximum (minimum) na množině M v bodě
x0 ∈ M , jestliže funkce f(x) je definovaná na množině M a jestliže f(x) ≤ f(x0)
(f(x) ≥ f(x0)) pro každé x ∈M .
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Řekneme, že funkce f(x) má své vlastńı absolutńı maximum (minimum) na množině
M v bodě x0 ∈ M , jestliže funkce f(x) je definována na množině M a jestliže
f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0)) pro každé x ∈M .
Absolutńı minimima a absolutńı maxima nazýváme společným názvem absolutńı
extrémy.
Absolutńı vlastńı maximum a absolutńı vlastńı minimum nazýváme společným
názvem vlastńı absolutńı extrémy.

Poznámka. V nahǒre uvedených pojmech se ḿısto vlastńı extrém použ́ıvá též terḿın
ostrý extrém.

O existenci absolutńıho extrému funkce f(x) na intervalu vypov́ıdá následuj́ıćı věta. Ve
věťsině aplikaćı nás zaj́ımá nalezeńı absolutńıho extrému.

Věta 11.2. (Weierstrassova)

Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu 〈a, b〉. Potom existuj́ı body x0, x1 ∈ 〈a, b〉
tak, že funkce f(x) nabývá svého absolutńıho minima (maxima) na intervalu 〈a, b〉
v bodě x0 (x1). Tento bod je bud’to krajńım bodem intervalu 〈a, b〉, anebo bodem,
v němž funkce nabývá svého lokálńıho extrému.

Na obr. 11.2 nabývá funkce f(x) svého lokálńıho maxima v bodě c, lokálńıho minima
v bodě d, absolutńıho maxima v bodě c a absolutńıho minima v bodě a.

Funkce na obr. 11.3 na (a, b〉 nabývá absolutńıho minimum v bodě b, avšak nemá
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0
x

y

a c d b

y = f(x)

Obrázek 11.2: Absolutńı extrémy na 〈a, b〉.

absolutńı maximum na (a, b〉. Tato funkce f(x) je sice spojitá na (a, b), avšak
neńı spojitá na 〈a, b〉. Větu 11.2 nelze aplikovat, nejsou splněny jej́ı p̌redpoklady.

0
x

y

a b

y = f(x)

Obrázek 11.3: Porušeńı předpoklad̊u věty 11.2.

Zabývejme nyńı problémem určeńı bodů, v nichž funkce nabývá lokálńı extrém. K tomu
budeme poťrebovat několik vět.
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Věta 11.3. Necht’ f ′(a) > 0 (f ′(a) < 0). Pak existuje takové okoĺı č́ısla a, že pro
všechna č́ısla x < a z tohoto okoĺı plat́ı f(x) < f(a) (f(x) > f(a)) a pro všechna
x > a z tohoto okoĺı plat́ı f(x) > f(a) (f(x) < f(a)).

Důkaz: Necht’ f ′(a) > 0. Pak existuje

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a) > 0.

Existuje tedy takové okoĺı č́ısla a, že v němž je uvedený pod́ıl definován a je stále kladný,
tj.

f(x)− f(a)

x− a
> 0.

Tedy v tomto okoĺı jsou č́ısla f(x)− f(a), x− a stejných znamének. Pro x < a je tedy
f(x) < f(a), pro x > a je f(x) > f(a). Podobně se provede důkaz pro druhý p̌ŕıpad
f ′(a) < 0.

Poznámka. Jak v́ıme, geometrický význam prvńı derivace je směrnice tečny ke grafu
funkce f(x) v bodě a. Je-li tedy f ′(a) > 0, sv́ırá tečna grafu f(x) v bodě a úhel ϕ,
pro nějž je 0 < ϕ < π

2 . Viz obr. 11.4.

Podobně, je-li f ′(a) < 0, sv́ırá tečna grafu funkce f(x) v bodě a úhel ϕ, pro nějž je
π
2 < ϕ < π. Viz obr.11.5
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0 x

y

ϕ

t

f(x)

a

Obrázek 11.4: Derivace – směrnice tečny (f ′(a) > 0).

11.2. Věty o funkćıch spojitých na intervalu 〈a, b〉

Věta 11.4. (Rolleova) Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu 〈a, b〉 a necht’ má
v každém vniťrńım bodě tohoto intervalu derivaci. Bud’ dále f(a) = f(b). Pak existuje
takové č́ıslo c ∈ (a, b), že f ′(c) = 0.

Důkaz: Je-li funkce f(x) v 〈a, b〉 konstantńı, tvrzeńı je správné a za c lze vźıt kterékoliv
č́ıslo uvniťr 〈a, b〉. Necht’ tedy f(x) neńı v 〈a, b〉 konstantńı. Pak tedy aspoň v jednom
č́ısle x ∈ (a, b) plat́ı f(x) 6= f(a) = f(b). Dejme tomu, že f(x) > f(a). Podle věty
Weierstrassovy nabude funkce f(x) v některém č́ısle c, kde a < c < b, své maximálńı
hodnoty. Dokažme, že f ′(c) = 0. Kdyby bylo totiž f ′(c) > 0, pak by podle věty
11.3 existovalo jisté okoĺı č́ısla c tak, že pro všechna x > c z tohoto okoĺı by platilo
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0 x

y

ϕ

t

f(x)

a

Obrázek 11.5: Derivace jako směrnice tečny (f ′(a) < 0).

f(x) > f(c), podobně, kdyby f ′(c) < 0, pak by existovalo jisté okoĺı č́ısla c tak, že pro
všechna x < c z tohoto okoĺı by platilo f(x) > f(c). To však neńı možné, nebot’ f(c)
je ze všech funkčńıch hodnot maximálńı. Tedy opravdu f ′(c) = 0.

Poznámka. Geometrický smysl věty je tento: graf funkce y = f(x) má za daných
p̌redpokladů aspoň v jednom bodě vodorovnou tečnu (viz obr. 11.6).

Př́ıklad 11.1. Bud’ f(x) = |x|, x ∈ 〈−1, 1〉. Tvrzeńı věty neplat́ı, v č́ısle 0 je porušen
p̌redpoklad o existenci derivace. Viz obr. 11.7

Věta 11.5. (Obecná věta o p̌ŕır̊ustku funkce) Necht’ funkce f(x), g(x) jsou spojité
na intervalu 〈a, b〉 a necht’ maj́ı v každém vniťrńım bodě tohoto intervalu derivace. Pak
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xa c b

t

f(x)

Obrázek 11.6: Tečna grafu f(x) v lokálńım maximu.

existuje takové č́ıslo c ∈ (a, b), že

[f(b)− f(a)] · g′(c) = [g(b)− g(a)] · f ′(c).

Důkaz: Zaved’me pomocnou funkci

F (x) = [f(b)− f(a)] · g(x)− [g(b)− g(a)] · f(x).

Z p̌redpokladů o funkćıch f(x) a g(x) vycháźı, že funkce F (x) je na intervalu 〈a, b〉
spojitá a uvniťr má derivaci. Dále F (a) = F (b). Podle věty 11.4 existuje c ∈ (a, b) tak,
že

F ′(c) = [f(b)− f(a)] · g′(c)− [g(b)− g(a)] · f ′(c) = 0.

Odtud tvrzeńı věty.
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−1 1 x

y

Obrázek 11.7: Graf funkce y = |x|, x ∈ 〈−1, 1〉.

Poznámka. Rolleova věta 11.4 je zváľstńım p̌ŕıpadem věty 11.5 pro g(x) = x a funkci
f(x), pro ńıž plat́ı f(a) = f(b).

Věta 11.6. (Věta o p̌ŕırustku funkce)

Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu 〈a, b〉 a necht’ existuje f ′(x) pro x ∈ (a, b).
Potom existuje alespoň jedno c ∈ (a, b) tak, že

f(b)− f(a) = f ′(c) · (b− a). (11.2)

Důkaz: Důkaz vycháźı bezprosťredně z p̌redcházej́ıćı věty pro g(x) = x.
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Poznámka 1. Vztah (11.2) lze p̌repsat takto

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c).

Levá strana tohoto vztahu vyjaďruje pr̊uměrný p̌ŕırustek funkce f(x) p̌ri p̌rechodu
z bodu a do bodu b.

Větu lze interpretovat takto. Existuje bod c ∈ (a, b) tak, že tečna ke grafu funkce
y = f(x) v bodě [c, f(c)] je rovnoběžná se spojnićı bodů [a, f(a)], [b, f(b)]. Věta je
schematicky znázorněna na obr. 11.8.

a bc

y = f(x)

t

Obrázek 11.8: Interpretace věty 11.6.
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Jestliže známe konstantu M pro ńıž je |f ′(x)| ≤M pro x ∈ 〈a, b〉, potom podle (11.2)
plat́ı

|f(b)− f(a)| < M · (b− a).

Věta umožňuje odhadnout f(b)− f(a).

Poznámka 2. Věta 11.6 se nazývá též
”
Větou o sťredńı hodnotě diferenciálńıho počtu“.

Př́ıklad 11.2. Odhadněte
sin

π

3
− sin

π

6
.

Řešeńı. Použijeme větu 11.6. Položme v ńı f(x) = sinx, a = π
6 , b = π

3 . Potom je

f ′(x) = (sinx)′ = cos x. Pro x ∈ 〈π6 ,
π
3 〉 je |f ′(x)| = | cosx| ≤ cos π

6 =
√

3
2 , takže

M =
√

3
2 . Je tedy ∣∣∣sin π

3
− sin

π

6

∣∣∣ ≤M
(π

3
− π

6

)
,

tj. ∣∣∣sin π
3
− sin

π

6

∣∣∣ ≤ √3

2

π

6
=

√
3π

12
.

Pomoćı kalkulačky zjist́ıme, že∣∣∣sin π
3
− sin

π

6

∣∣∣ = 0,36603 a

√
3π

12
= 0,45345.
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11.3. Funkce monotónńı na intervalu a lokálńı extrémy

Připomeňme si, že funkce f(x) se nazývá rostoućı (klesaj́ıćı) na intervalu I, jestliže má
tuto vlastnost:

Jestliže x1, x2 ∈ I, x1 < x2, potom f(x1) < f(x2)
(
f(x1) > f(x2)

)
.

Funkce rostoućı a klesaj́ıćı se nazývaj́ı společným názvem funkce ryze monotónńı.

Funkce f(x) se nazývá neklesaj́ıćı (nerostoućı) na intervalu I, jestliže má tuto vlastnost:

Jestliže x1, x2 ∈ I, x1 < x2, potom f(x1) ≤ f(x2)
(
f(x1) ≥ f(x2)

)
.

Funkce neklesaj́ıćı a nerostoućı se nazývaj́ı společným názvem funkce monotónńı.

Je tedy každá funkce ryze monotónńı též monotónńı. Opak nemuśı platit.

Určit intervaly, na nichž je vyšeťrovaná funkce monotónńı, nám často pomůže tato věta.
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Věta 11.7. (Monotónnost funkce na intervalu)

Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu I a necht’ I0 je množina všech vniťrńıch
bod̊u intervalu I. Necht’ funkce f(x) má derivaci f ′(x) na I0.

Jestliže f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) pro x ∈ I0, potom f(x) je rostoućı (klesaj́ıćı) na
I.

Jestliže f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) pro x ∈ I0, potom f(x) je neklesaj́ıćı (nerostoućı)
na intervalu I.

Ukažme nyńı, jak určit intervaly monotónnosti funkce f(x) definované na intervalu I
v p̌ŕıpadě, že funkce f(x) má dále uvedené vlastnosti.

Předpokládejme, že funkce f(x) je spojitá na intervalu I. Označme I0 množinu všech
vniťrńıch bodů intervalu I. Předpokládejme, že f ′(x) je spojitá na intervalu I0, a že má
na něm konečný počet nulových bodů. Tyto nulové body rozděĺı interval I na konečný
počet částečných interval̊u. Ve všech vniťrńıch bodech každého z těchto částečných
interval̊u je f ′(x) > 0 nebo f ′(x) < 0. Takže v něm je funkce f(x) rostoućı nebo
klesaj́ıćı. Při grafickém znázorněńı vyznač́ıme interval I na č́ıselné ose a nulové body
funkce f ′(x). Tyto nulové body rozděĺı interval I na několik částečných interval̊u. Nad
každým z těchto interval̊u vyznač́ıme

”
+“, je-li v jeho vniťrńıch bodech f ′(x) > 0,

a
”
−“, je-li v jeho vniťrńıch bodech f ′(x) < 0. Pod interval, nad ńımž je symbol

”
+“ (

”
−“) dáme symbol

”
↗“ (

”
↘“) a tak vyznač́ıme, že funkce f(x) je na tomto
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částečném intervalu rostoućı (klesaj́ıćı). Ilustrujme to na následuj́ıćım p̌ŕıkladě.

Př́ıklad 11.3. Nalezněte intervaly monotónnosti funkce

f(x) = 2x3 − 15x2 + 36x− 5.

Řešeńı. Funkce f(x) je spojitá a má i spojitou derivaci f ′(x), kde

f ′(x) = 6x2 − 30x+ 36.

Řešeńım rovnice f ′(x) = 0 dostáváme x1 = 2, x2 = 3.

Vyznačme č́ıselnou osu. Interval I je celá tato č́ıselná osa. Na ńı vyznač́ıme body x1 = 2,
x2 = 3. Tyto body rozděĺı interval I na 3 částečné intervaly: (−∞, 2〉, 〈2, 3〉, 〈3,∞).
Znameńı f ′(x) a monotónnost funkce f(x) jsou patrny z obr. 11.9.

f ′(x) + − +

f(x) ↗ ↘ ↗
x1 = 2 x2 = 3

Obrázek 11.9: Monotónnost funkce f(x) = 2x3 − 15x2 + 36x− 5.

Funkce f(x) je rostoućı na intervalu (−∞, 2〉 a na intervalu 〈3,∞) a je klesaj́ıćı na
intervalu 〈2, 3〉.
Zabývejme se nyńı podrobněji problémem nalezeńı lokálńıch extrémů.
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Věta 11.8. Necht’ funkce f(x) má v bodě a lokálńı extrém a necht’ existuje f ′(a).
Potom f ′(a) = 0.

Důkaz: Věta je bezprosťredńım důsledkem věty 11.3 a definice 11.2.

Z věty 11.8 vyplývá, že funkce f(x) může ḿıt lokálńı extrém pouze v bodech,
v nichž nemá derivaci anebo v bodech, v nichž má derivaci rovnu nule.

Poznamenejme, že je-li f ′(a) = 0, má graf funkce f(x) v bodě a tečnu rovnoběžnou
s osou x.

Na obr. 11.10 je znázorněna funkce, která má v bodě x0 lokálńı minimum a má v něm
derivaci; na obr. 11.11 je znázorněna funkce, která má v bodě x0 lokálńı minimum, ale
nemá v něm derivaci.

xx0

y = f(x)

Obrázek 11.10: f(x) má v x0

derivaci.

xx0

y = f(x)

Obrázek 11.11: f(x) nemá v x0

derivaci.

Zjistili jsme v kterých bodech může ḿıt daná funkce f(x) lokálńı extrémy. Dále si
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uvedeme několik vět, kterými lze alespoň v některých p̌ŕıpadech rozhodnout, zda funkce
f(x) má v nich skutečně lokálńı extrém.

Věta 11.9. (Existence lokálńıho extrému)

Necht’ f ′(x0) = 0 a necht’ existuje δ > 0 tak, že pro x ∈ (x0 − δ, x0) je f ′(x)
definována a plat́ı f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) a pro x ∈ (x0, x0 + δ) je f ′(x) definováné
a plat́ı f ′(x) < 0 (f ′(x) > 0). Potom funkce f(x) má v hodě x0 lokálńı maximum
(minimum). Jestliže f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) pro x ∈ (x0−δ, x0)∪ (x0, x0 +δ), fukce
f(x) nemá v x0 lokálńı extrém.

Znázorněme si graficky situaci uvedenou v této větě. Ukažme některé p̌ŕıpady:

a) f ′(x0) = 0, f ′(x) < 0 pro x ∈ (x0 − δ, x0), f ′(x) > 0 pro x ∈ (x0, x0 + δ), kde
δ ∈ R

x0 − δ x0 + δx0

f ′(x) − +

f(x) ↘ ↗

f(x) má v x0
lokálńı minimum

b) f ′(x0) = 0, f ′(x) > 0 pro x ∈ (x0 − δ, x0〉, f ′(x) < 0 pro x ∈ (x0, x0 + δ), kde
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δ ∈ R

x0 − δ x0 + δx0

f ′(x) + −

f(x) ↗ ↘

f(x) má v x0
lokálńı maximum

c) f ′(x0) = 0, f ′(x) > 0 pro x ∈ (x0 − δ, x0〉, f ′(x) > 0 pro x ∈ (x0, x0 + δ), kde
δ ∈ R

x0 − δ x0 + δx0

f ′(x) + +

f(x) ↗ ↗

f(x) nemá v x0
lokálńı extrém

d) f ′(x0) = 0, f ′(x) < 0 pro x ∈ (x0 − δ, x0〉, f ′(x) < 0 pro x ∈ (x0, x0 + δ), kde
δ ∈ R

x0 − δ x0 + δx0

f ′(x) − −

f(x) ↘ ↘

f(x) nemá v x0
lokálńı extrém

Uved’me ještě daľśı větu, která umožňuje určit v některých p̌ŕıpadech lokálńı extrémy
funkce f(x).
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Věta 11.10. (Existence lokálńıho extrému) Necht’ f ′(x0) = 0, f ′′(x0) > 0 (< 0).
Potom funkce f(x) má v bodě x0 lokálńı minimum (maximum).

Důkaz: Necht’ f ′′(x0) > 0. Potom existuje

lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
= f ′′(x0) > 0.

Existuje tedy takové čislo δ > 0, že pro x 6= x0, x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) je pod́ıl

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
=

f ′(x)

x− x0

definován a je kladný. Tedy f ′(x) a x−x0 maj́ı zde stejné znaménko. Je tedy f ′(x) < 0
pro x ∈ (x0 − δ, x0) a f ′(x) > 0 pro x ∈ (x0, x0 + δ). Podle věty 11.9 má tedy funkce
f(x) v bodě x0 lokálńı minimum. Podobně se dokáže zbývaj́ıćı část věty.

Př́ıklad 11.4. Určete lokálńı extrémy funkce f(x) = x2 − 5x+ 6.

Řešeńı. Funkce f(x) má derivaci pro x ∈ (−∞,∞). Podle poznámky uvedené výše
může tedy nabývat lokálńı extrémy pouze v bodech, v nichž je f ′(x) = 0. Dostáváme

f ′(x) = 2x− 5.

Řešeńım rovnice 2x−5 = 0 dostáváme x0 = 5
2 . Tedy funkce f(x) může nabývat lokálńı

extrém pouze v bodě x0 = 5
2 . Dokážeme nyńı dvěma způsoby, že zde daná funkce

nabývá lokálńı minimum.
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a) Zřejmě f ′(x) < 0 pro x ∈ (−∞, 5
2) a f ′(x) > 0 pro x ∈ (5

2 ,∞). Podle věty 11.9
má funkce f(x) v bodě x0 lokálńı minimum.

b) Poněvadž f ′′(x) = 2, je f ′′(5
2) = 2 > 0. Podle věty 11.10 má funkce f(x) v bodě

5
2 lokálńı minimum.

Př́ıklad 11.5. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x) = x4.

Řešeńı. Podobnou úvahou jako v minulém p̌ŕıkladě zjist́ıme, že funkce f(x) může ḿıt
lokálńı extrém pouze v bodě, v němž je f ′(x) = 0. Zřejmě f ′(x) = 4x3. Rovnice
4x3 = 0 má jediné řešeńı x = 0. Zřejmě f ′(x) < 0 pro x ∈ (−∞, 0) a f ′(x) > 0
pro x ∈ (0,∞). Má tedy funkce f(x) v bodě x = 0 podle věty 11.9 lokálńı minimum.
Poněvadž f ′′(0) = 0, nelze o existenci lokálńıho extrému v bodě x = 0 rozhodnout
podle věty 11.10.

Př́ıklad 11.6. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x) = x3.

Řešeńı. Funkce f(x) má derivaci pro x ∈ (−∞,∞). Může tedy ḿıt podle výše uvedené
poznámky lokálńı extrém pouze v bodě x = 0, nebot’ jenom v něm je f ′(x) = 0.
Poněvadž f ′(x) = 3x2 > 0 pro x ∈ (−∞, 0)∪(0,∞) nemá f(x) podle věty 11.9 v bodě
x = 0 lokálńı extrém. Daná funkce tedy nemá lokálńı extrémy. Poněvadž f ′′(0) = 0,
nelze podle věty 11.10 rozhoudnout, zda v bodě 0 má funkce f(x) = x3 lokálńı extrém.

Na p̌ŕıkladě 11.5 jsme viděli, že věta 11.10 nám někdy neumožňuje určit, zda funkce
f(x) má v bodě x0, v němž je f ′(x0) = 0, lokálńı extrém, nebo nemá. Uved’me si
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následuj́ıćı větu, která je obecněǰśı než věta 11.10.

Věta 11.11. (Existence lokálńıho extrému)

Necht’ f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n)(x0) = 0 a necht’ f (n+1)(x0) 6= 0. Je-li
n + 1 sudé, má funkce f(x) v bodě x0 lokálńı extrém. Jestliže f (n+1)(x0) > 0
(f (n+1)(x0) < 0), potom funkce f(x) má v bodě x0 lokálńı minimum (maximum).
Je-li n+ 1 liché, nemá funkce f(x) v bodě a lokálńı extrém.

Př́ıklad 11.7. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x) = x4.

Řešeńı. Dostáváme

f ′(x) = 4x3, f ′′(x) = 12x2, f ′′′(x) = 24x, f (4)(x) = 24.

Zřejmě f ′(0) = f ′′(0) = f ′′′(0) = 0, f (4)(0) = 24 > 0. Má tedy funkce f(x) = x4

v bodě x = 0 lokálńı minimum podle věty 11.11.

Př́ıklad 11.8. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x) = x3.

Řešeńı. Dostáváme

f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x, f ′′′(x) = 6.

Zřejmě f ′(0) = f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = 6 > 0. Podle věty 11.11 nemá funkce f(x) = x3

v bodě x = 0 lokálńı extrém.
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11.4. Absolutńı extrémy

V definici11.1.1 bylo zavedeno absolutńı maximum a absolutńı minimum funkce f(x)
na množině M . Absolutńı maximum a absolutńı minimum funkce f(x) na množině
M nazýváme společným názvem absolutńı extrémy. Absolutńı extrémy funkce nemuśı
ovšem na dané množině existovat. Tak nap̌r. funkce f(x) = tg x v intervalu (−π

2 ,
π
2 )

nenabývá ani nejvěťśı ani nejmenš́ı hodnoty, nebot’

limx→−π/2+ = −∞, limx→π/2+ =∞

takže funkce f(x) neńı na intervalu , < −π/2, π/2 > ohraničena. V́ıme, že jestliže
funkce f(x) je spojitá na uzav̌reném intervalu, pak je existence absolutńıch extrémů
zaručena větou Weierstrassovou. Pro nalezeńı absolutńıch extrémů je důležitá tato věta:

Věta 11.12. (Existence absolutńıho extrému)

Bud’ f(x) funkce definovaná na intervalu J . Necht’ má v č́ısle a ∈ J absolutńı
extrém. Pak a je koncovým bodem intervalu J nebo v něm má funkce f(x) relativńı
extrém.

Důkaz: Neńı-li a koncovým bodem intervalu J , dá se zvolit interval J ′ takový, že
J ′ je část́ı J a bod a je vniťrńım bodem v J ′. Pak v J ′ je f(x) definována a plat́ı
f(x) ≤ f(a) (f(x) ≥ f(a)) na intervalu J ′. Potom funkce f(x) má v č́ısle a relativńı
maximum (minimum).
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Při hledáńı absolutńıch extrémů funkce spojité na uzav̌reném intervalu < a, b >
postupujeme takto: Necht’ funkce f(x) je spojitá na uzav̌reném intervalu < a, b >.
Podle Weierstrassovy věty má funkce f(x) na intervalu a, b > absolutńı extrém.
Tento absolutńı extrém nabývá funkce f(x) bud’to v bodě, v němž nabývá lokálńı
extrém, nebo v bodech a, b. Vyhledáme proto lokálńı extrémy a porovnáńım hodnot
vyšeťrované funkce v těchto bodech a v bodech a, b urč́ıme absolutńı extrémy.

Na absolutńı extrémy funkce vede řada aplikačńıch úloh. Uved’me p̌ŕıklad.

Př́ıklad 11.9. Obdélńıkový kus plechu má rozměry 60× 28 cm. V roźıch se oďŕıznou
čtverce a zbytek se ohne tak, že vznikne otev̌rená krabice. Jak veliká muśı být strana
oďŕızutých čtverc̊u, aby objem krabice byl maximálńı?

Řešeńı. Je-li x strana oďŕıznutých čtverc̊u (viz obr. 11.12), je objem krabice

f(x) = (60− 2x)(28− 2x)x = 4x(30− x)(14− x).

Plat́ı, že x ∈ 〈0, 14〉 a f(0) = f(14) = 0, pro x ∈ (0, 14) je f(x) > O. Absolutńı
maximum splyne tedy s maximem relativńım. Dostáváme

f ′(x) = 4(3x2 − 88x+ 420), f ′′(x) = 8(3x− 44).

Úloze vyhovuj́ıćı kǒren rovnice f ′(x) = 0 je x = 6. Poněvadž f ′′(6) < 0, má funkce
f(x) v bodě x = 6 lokálńı maximum. Plat́ı f(6) = 4608. Objem krabice je maximálńı,
oďŕıznou-li se čtverce o straně 6 cm. Objem krabice pak je 4,608 dm3.
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x x

60

x
x

28

Obrázek 11.12: Tvar plechu na krabici.

11.5. Konvexita a konkávnost funkce

Necht’ funkce f(x) má v bodě a derivaci f ′(a). Potom graf funkce f(x) má v bodě
[a, f(a)] tečnu y − f(a) = f ′(a) · (x− a). Označme

Φ(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a), x ∈ Df .

odchylku funkce y = f(x) a funkce y = f(a) + f ′(a) · (x − a), jej́ıž graf je tečna ke
grafu funkce f(x) v bodě a. (viz obr. 11.13)
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0 x

y

t

f(x)

aa− δ a+ δ x

T [a, f(x)]

Φ(x)

Obrázek 11.13: Zavedeńı funkce Φ(x).

Definice 11.3. (Inflexńı bod)

Řekneme, že funkce f(x) prob́ıhá v bodě a nad tečnou (pod tečnou), existuje-li
takové δ > 0, že na intervalu (a− δ, a+ δ) je definována funkce

Φ(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a) (11.3)

a Φ(x) > 0 (Φ(x) < 0), pro x ∈ (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ). (Viz obr. 11.13.)
Řekneme, že bod a je inflexńım bodem funkce f(x), (viz obr. 11.14) jestliže existuje
δ > 0 tak, že Φ(x) je definována na intervalu (a − δ, a + δ) a plat́ı Φ(x) > 0
(Φ(x) < 0) pro x ∈ (a − δ, a) a Φ(x) < 0 (Φ(x) > 0) pro x ∈ (a, a + δ). (Graf
funkce p̌recháźı v bodě dotyku z jedné strany tečny na druhou.)
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xa− δ a+ δa

T

t y = f(x)

Obrázek 11.14: K definici inflexńıho bodu.

Věta 11.13. Necht’ f ′′(a) > 0 (f ′′(a) < 0). Potom funkce f(x) prob́ıhá v bodě a nad
tečnou (pod tečnou).

Důkaz: Necht’ f ′′(a) > 0. Pak podle definice derivace existuje takové okoĺı Uδ(a), že
pro x ∈ Uδ(a)− {a} je

f ′(x)− f ′(a)

x− a

definováno a je f ′(x)−f ′(a)
x−a > 0. Tedy v Uδ(a) je definována derivace f ′(x). Necht’ x je

libovolný bod z intervalu Uδ(a) − {a}. Potom funkce f(x) je v intervalu o koncových
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bodech a, x spojitá a uvniťr má derivaci. Totéž plat́ı pro funkci Φ(x). Podle věty o
p̌ŕırustku funkce plat́ı pro funkci Φ danou vztahem (11.3)

Φ(x) = Φ(x)− Φ(a) = Φ′(c)(x− a), (11.4)

kde c lež́ı mezi a, x. Úpravou (11.4) dostáváme

Φ(x) =
(
f ′(c)− f ′(a)

)
(x− a) =

f ′(c)− f ′(a)

c− a
(x− a)(c− a).

Poněvadž c lež́ı mezi a, x, je (x− a)(c− a) > 0. Je tedy znameńı Φ(x) v Uδ(a)−{a}
stejné jako je znameńı f ′(c)−f ′(a)

c−a a tedy stejné i jako je f ′′(a). Je tedy Φ(x) > 0 pro
x ∈ Uδ(a)− {a}. Podobně se dokáže věta v ostatńıch p̌ŕıpadech.

Z této věty bezprosťredně vyplývá tato věta:

Věta 11.14. Necht’ a je inflexńım bodem funkce f(x). Existuje-li f ′′(a), potom
f ′′(a) = 0.

Funkce f(x) může ḿıt inflexńı bod pouze v bodech, v nichž má prvńı derivaci, ale
nemá druhou derivaci nebo v těch bodech, v nichž tato druhá derivace existuje a je
rovna 0.

Ukažme si nyńı větu, která nám umožńı alespoň v některých p̌ŕıpadech zjistit inflexńı
body daná funkce.
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Věta 11.15. (Existence inflexńıho bodu)

Necht’ f ′′(a) = 0 a necht’ existuje δ > 0 tak, že pro x ∈ (a − δ, a) je f ′′(x) > 0
(f ′′(x) < 0) a pro x ∈ (a, a + δ) je f ′′(x) < 0 (f ′′(x) > 0). Potom funkce f(x)
má v bodě a inflexńı bod.

Znázorněme si graficky situaci uvedenou ve větě 11.15.

a+ δa− δ a

f ′′ : + −
f ′′(a) = 0

a je inflexńı bod
funce f(x)

a+ δa− δ a

f ′′ : − +

f ′′(a) = 0

a je inflexńı bod
funce f(x)

Př́ıklad 11.10. Určete inflexńı body funkce

f(x) = x3 − 3x2 + 5x+ 4.

Řešeńı. Pro x ∈ (−∞,∞) dostáváme

f ′(x) = 3x2 − 6x+ 5, f ′′(x) = 6x− 6.
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Určeme nulové body funkce f ′′(x). Z rovnice f ′′(x) = 0, to jest z rovnice 6x− 6 = 0
dostáváme x = 1. Funkce f(x) má prvńı a druhou derivaci pro x ∈ (−∞,∞).

1

f ′′ : − +

1 je inflexńı bod
funce f(x)

Má tedy funkce f(x) v bodě x = 1 podle věty 11.15 inflexńı bod.

Daľśı větou, kterou lze v některých p̌ŕıpadech určit inflexńı body, je následuj́ıćı věta.

Věta 11.16. (Existence inflexńıho bodu)
Necht’ funkce f(x) splňuje v bodě x = a tyto vztahy f ′′(a) = · · · = f (n)(a) = 0,
f (n+1)(a) 6= 0. Je-li n+ 1 liché, potom funkce f(x) má v bodě a inflexńı bod.

Př́ıklad 11.11. Nalezněte inflexńı body funkce f(x) = x3−3x2 + 5x+ 4. (Viz p̌ŕıklad
11.10.)

Řešeńı. Dostáváme f ′(x) = 3x2 − 6x+ 5, f ′′(x) = 6x− 6, f ′′′(x) = 6

Poněvadž f ′′(1) = 0, f ′′′(1) 6= 0 má funkce f(x) v bodě x = 1 inflexńı bod.

Zaved’me si pojem ryze konvexńı (ryze konkávńı) funkce na intervalu.
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Definice 11.4. (Ryze konvexńı a ryze konkávńı funkce)

Řekneme, že funkce f(x) je ryze konvexńı (ryze konkávńı) na intervalu I, jestliže
má tuto vlastnost:
Jestliže x1, x2, x3 ∈ I, x1 < x2 < x3 a jestliže p je p̌ŕımka jdoućı body A[x1, f(x1)],
C[x3, f(x3)], potom bod B[x2, f(x2)] lež́ı pod (nad) p̌ŕımkou p.

Na obr. 11.15 je znázorněna funkce ryze konvexńı na intervalu I a na obr. 11.16 je
znázorněna funkce ryze konkávńı na intervalu I.

A
B

C

x1 x2 x3

I

p

y = f(x)

Obrázek 11.15: Funkce ryze kon-
vexńı na intervalu I.

A

B
C

x1 x2 x3

I

p

y = f(x)

Obrázek 11.16: Funkce ryze
konkávńı na intervalu I.
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Podobným způsobem zavád́ıme pojem konvexnosti a pojem konkávnosti funkce na in-
tervalu.

Definice 11.5. (Konvexńı a konkávńı funkce)
Řekneme, že funkce f(x) je na intervalu I konvexńı (konkávńı), jestliže má tuto
vlastnost:
Jestliže x1, x2, x3 ∈ I, x1 < x2 < x3 a jestliže p je p̌ŕımka jdoućı body A[x1, f(x1)],
C[x3, f(x3)], potom bod B[x2, f(x2)] lež́ı pod (nad) p̌ŕımkou p nebo na ńı.

Na obr. 11.17 je znázorněna funkce konvexńı na intervalu I a na obr. 11.18 je znázorněna
funkce konkávńı na intervalu I.

A

B

C

x1 x2 x3 I

p

y = f(x)

Obrázek 11.17: Funkce konvexńı
na intervalu I.

Obrázek 11.18: Funkce konkávńı
na intervalu I.
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Poznámka 1. Necht’ f(x) je funkce definovaná na intervalu I. Necht’ x1, x2, x3 ∈ I,
x1 < x2 < x3. Potom p̌ŕımka p, jdoućı body A[x1, f(x1)], C[x3, f(x3)], má rovnici

p : y = f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
(x− x1).

Bod B[x2, f(x2)] lež́ı pod p̌ŕımkou p, jestliže

f(x2) < f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
(x2 − x1).

Úpravou postupně dostáváme

f(x2)(x3 − x1) < f(x1)(x3 − x2) + f(x3)(x2 − x1)

f(x2)(x3 − x2 + x2 − x1) < f(x1)(x3 − x2) + f(x3)(x2 − x1)[
f(x2)− f(x1)

]
(x3 − x2) <

[
f(x3)− f(x2)

]
(x2 − x1).

Tedy bod B[x2, f(x2)] lež́ı pod p̌ŕımkou p, jestliže plat́ı

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
<
f(x3)− f(x2)

x3 − x2
. (11.5)

Podobně se ukáže, že bod B[x2, f(x2)] lež́ı pod p̌ŕımkou p nebo na ni, jestliže plat́ı

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
. (11.6)



469•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Analogicky se odvod́ı, že bod B[x2, f(x2)] lež́ı nad p̌ŕımkou p, jestliže plat́ı

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
>
f(x3)− f(x2)

x3 − x2
. (11.7)

Podobně, bod B[x2, f(x2)] lež́ı nad p̌ŕımkou p nebo na ni, jestliže plat́ı

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≥ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
. (11.8)

O vztahu mezi konvexnost́ı (konkávnost́ı) funkce f(x) a znameńım druhé derivace f ′′(x)
funkce f(x) vypov́ıdaj́ı následuj́ıćı věty.

Věta 11.17. (Vztah konvexnosti a druhé derivace funkce)

Necht’ f(x) je funkce spojitá na intervalu I. Označme I0 množinu všech vniťrńıch
bod̊u intervalu I. Necht’ funkce f(x) má druhou derivaci f ′′(x) na intervalu I0.
Potom plat́ı:
Funkce f(x) je konvexńı (konkávńı) na intervalu I, když a jenom když f ′′(x) ≥ 0
(f ′′(x) ≤ 0) pro x ∈ I0.

Důkaz: Důkaz rozděĺıme do dvou část́ı.

a) Necht’ f(x) je spojitá na intervalu I a necht’ existuje f ′′(x) pro x ∈ I0. Necht’ f(x)
je konvexńı na I. Dokažme, že potom je f ′′(x) ≥ 0 pro x ∈ I0. Důkaz provedeme
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sporem. Předpokládejme, že existuje bod x2 ∈ I0, tak, že f ′′(x2) < 0. Existuje

tedy δ > 0 tak, že pro x ∈ (x2 − δ, x2 + δ), x 6= x2, existuje f ′(x)−f ′(x2)
x−x2

a plat́ı

f ′(x)− f ′(x2)

x− x2
< 0. (11.9)

Zvolme x1 ∈ (x2 − δ, x2), x3 ∈ (x2, x2 + δ). Poněvadž dle p̌redpokladu je funkce
f(x) konvexńı na I, plat́ı (11.6) i pro takto zvolené body x1, x2, x3. Aplikujeme-
li větu o p̌ŕırustku funkce na (11.6), dostáváme, že existuje c ∈ (x2 − δ, x2) a
d ∈ (x2, x2 + δ) tak, že

f ′(c) ≤ f ′(d). (11.10)

Avšak z (11.9) vyplývá, že

f ′(c) > f ′(x2) > f ′(d). (11.11)

Poněvadž (11.10), (11.11) nemohou současně platit, dospěli jsme ke sporu. Je
tedy f ′′(x) ≥ 0 pro x ∈ I.

b) Necht’ f(x) je spojitá na I a necht’ f ′′(x) ≥ 0 pro x ∈ I0. Dokažme, že potom je
f(x) konvexńı na I.

Poněvadž f ′′(x) ≥ 0 pro x ∈ I0, je f ′(x) neklesaj́ıćı na I0. Předpokládejme, že
f(x) neńı konvexńı na I. Existuj́ı tedy body x1, x2, x3 ∈ I tak, že neplat́ı (11.6),
tedy že je

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
>
f(x3)− f(x2)

x3 − x2
, x1 < x2 < x3. (11.12)
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Aplikujeme-li na (11.12) větu o p̌ŕırustku funkce, dostáváme, že existuje c ∈
(x1, x2) a d ∈ (x2, x3) tak, že

f ′(c) > f ′(d). (11.13)

Poněvadž c, d ∈ I0, c < d a f ′(x) je neklesaj́ıćı na I0, nemůže (11.13) platit. Je
tedy f(x) konvexńı na I.

Podobně se dokáže věta pro funkce konkávńı.

Poznámka. K větě 11.17 lze vyslovit analogickou větu pro funkce ryze konvexńı a pro
funkce ryze konkávńı.

Uved’me si ještě daľśı větu, která je zobecněńım tvrzeńı ve větě 11.17.

Věta 11.18. (Ryze konvexńı funkce na intervalu)

Necht’ f(x) je funkce spojitá na intervalu I. Označme I0 množinu jeho vniťrńıch
bod̊u. Necht’ f ′′(x) ≥ 0 pro x ∈ I0, p̌ričemž f ′′(x) = 0 jen v konečném počtu bod̊u
z I0. Potom funkce f(x) je na intervalu I ryze konvexńı.

Důkaz: Princip důkazu ukažme v následuj́ıćım p̌ŕıpadě. Necht’ f(x) je funkce spojitá
na intervalu I = 〈a, b〉. Necht’ c ∈ (a, b), f ′′(c) = 0 a necht’ f ′′(x) > 0 pro x ∈
(a, c) ∪ (c, b).

Za těchto p̌redpokladů je f ′(x) spojitá na (a, b). Jsou-li x1, x2 ∈ (a, c〉, x1 < x2, je
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podle věty o p̌ŕırustku funkce

f ′(x2)− f ′(x1)

x2 − x1
= f ′′(ξ), kde ξ ∈ (x1, x2).

Je tedy f ′(x2)−f ′(x1) > 0. Je tedy f ′(x1) < f ′(x2) pro x1, x2 ∈ 〈a, c), x1 < x2. Funkce
f ′(x) je tedy rostoućı na (a, c〉. Podobně se dokáže, že f ′(x) je rostoućı na intervalu
〈c, b). Tedy f ′(x) je rostoućı na intervalu (a, b). Předpokládejme, že funkce f(x) neńı
ryze konvexńı na 〈a, b〉. Pak existuj́ı taková č́ısla x1, x2, x3 ∈ 〈a, b〉, x1 < x2 < x3, že
pro ně neplat́ı (11.5), to jest, že plat́ı

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≥ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
. (11.14)

Aplikujeme-li na každou stranu (11.14) větu o p̌ŕırustku funkce, dostáváme

f ′(ξ) ≥ f ′(η), kde ξ ∈ (x1, x2), η ∈ (x2, x3). (11.15)

Nelezli jsme tedy ξ, η ∈ (a, b), ξ < η, pro něž plat́ı (11.15). To však nemůže platit,
nebot’ f ′(x) je rostoućı na (a, b). Je tedy f(x) ryze konvexńı na 〈a, b〉.

Věta 11.19. (Ryze konkávńı funkce na intervalu)

Necht’ f(x) je funkce spojitá na intervalu I. Označme I0 množinu jeho vniťrńıch
bod̊u. Necht’ f ′′(x) ≤ 0 pro x ∈ I0, p̌ričemž f ′′(x) = 0 jen v konečném počtu bod̊u
z I0. Potom funkce f(x) je na intervalu I ryze konkávńı.
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Důkaz: Důkaz je analogický důkazu věty 11.18.

Při hledáńı interval̊u konvexity a konkávnosti a inflexńıch bodů lze často použ́ıt následuj́ıćı postup.
Necht’ funkce f(x) je na intervalu I spojitá. Necht’ I0 je množina jeho vniťrńıch bodů. Na č́ıselné
ose vyznač́ıme interval I. Nad č́ıselnou osu naṕı̌seme

”
f ′′(x)“, budeme totiž nad č́ıselnou osou

vyznačovat znameńı funkce f ′′(x). Pod č́ıselnou osu naṕı̌seme
”
f(x)“, budeme totiž pod č́ıselnou

osou vyznačovat symboly konvexnost, resp. konkávnost funkce f(x). Necht’ funkce f(x) má na
intervalu I0 druhou derivaci f ′′(x). Necht’ f ′′(x) má na I0 konečný počet nulových bodů. Tyto
nulové body rozděĺı interval I na několik částečných interval̊u. Je-li c ∈ I0 takový bod, že f ′′(c) = 0,
poč́ıtáme bod c k oběma sousedńım interval̊um s koncovým bodem c. Ve všech vniťrńıch bodech
každého z těchto částečných interval̊u je bud’to f ′′(x) > 0 nebo f ′′(x) < 0. V p̌ŕıpadě, že je zde
f ′′(x) > 0 (f ′′(x) < 0), naṕı̌seme nad tento interval symbol

”
+“ (symbol

”
−“) a pod tento interval

symbol
”
^“ (

”
_“) vyjaďruj́ıćı, že je na něm funkce f(x) ryze konvexńı (ryze konkávńı). Je-li f(x)

ryze konvexńı (ryze konkávńı) ve dvou sousedńıch intervalech, je ryze konvexńı (ryze konkávńı) i
na jejich sjednoceńı. Ve společném bodě c těchto sousedńıch interval̊u, v němž je f ′′(c) = 0, nemá
funkce f(x) inflexńı bod. Je-li f(x) ryze konvexńı (ryze konkávńı) v některém částečném intervalu
a v sousedńım intervalu je f(x) ryze konkávńı (ryze konvexńı), má funkce f(x) ve společném bodě
c těchto interval̊u inflexńı bod.

Př́ıklad 11.12. Určete intervaly, na nichž je funkce f(x) = x3 − 6x2 + x konvexńı a
intervaly, na nichž je funkce f(x) konkávńı.

Řešeńı. Funkce f(x) je spojitá na intervalu I = (−∞,∞). Výpočtem dostáváme
f ′′(x) = 6x − 12, x ∈ (−∞,∞). Řešme rovnici f ′′(x) = 0, tj. 6x − 12 = 0. Tato
rovnice má jediné řešeńı x1 = 2. Tento nulový bod rozděĺı interval I na dva částečné
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intervaly: (−∞, 2〉, 〈2,∞). Ve vniťrńıch bodech intervalu (−∞, 2〉 je f ′′(x) < 0 a ve
vniťrńıch bodech intervalu 〈2,∞) je f ′′(x) > 0. Je tedy funkce f(x) ryze konkávńı na
intervalu (−∞, 2〉 a ryze konvexńı na intervalu 〈2,∞). V bodě x = 2 má funkce f(x)
inflexńı bod. (Viz obr. 11.19)

2

− +f ′′(x)

_ ^f(x)

inflexńı bod

Obrázek 11.19: Konvexita funkce f(x) = x3 − 6x2 + x.

Př́ıklad 11.13. Určete intervaly, na nichž je funkce f(x) = x4− 4x3 + 6x2 + 12x+ 1
konvexńı, intervaly, na nichž je funkce f(x) konkávńı a inflexńı body.

Řešeńı. Funkce f(x) je spojitá na intervalu I = (−∞,∞). Zřejmě I0 = (−∞,∞) je
množina vniťrńıch bodů intervalu I. Výpočtem dostáváme

f ′′(x) = 12x2 − 24x+ 12.

Řešeńım rovnice f ′′(x) = 0, tj. rovnice x2 − 2x + 1 = 0, dostáváme x1,2 = 1. Body
x1 = 1, x2 = 1 rozděĺı interval I na dva částečné intervaly (−∞, 1〉, 〈1,∞). Ve
vniťrńıch bodech každého z nich je f ′′(x) > 0. Je tedy f(x) ryze konvexńı jak na
intervalu (−∞, 1〉, tak i na intervalu 〈1,∞). Je tedy ryze konvexńı i na jejich sjednoceńı,
to jest na intervalu (−∞,∞). Viz obr. 11.20. Tato funkce nemá inflexńı bod.
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1

+ +f ′′(x)

^ ^f(x)

bod x = 1 neńı
inflexńım bodem

Obrázek 11.20: Konvexita funkce f(x) = x4 − 4x3 + 6x2 + 12x+ 1.

Př́ıklad 11.14. Určete inflexńı body funkce f(x) = 1
x lnx.

Řešeńı. Funkce f(x) je spojitá na svém definičńım oboru I = (0,∞). Výpočtem
dostáváme f ′(x) = 1

x2 (1 − lnx), f ′′(x) = 1
x3 (2 lnx − 3). Řešeńım rovnice f ′′(x) = 0,

tj. rovnice 1
x3 (2 lnx − 3), dostáváme lnx = 3

2 , tj. x = e
3
2 . Určeńım znameńı f ′′(x)

dostáváme, že f(x) je konkávńı v intervalu (0, e
3
2 〉, konvexńı na intervalu 〈e 3

2 ,∞).
V bodě x = e

3
2 má inflexńı bod. Viz obr. 11.21.

0 e
3
2

− +f ′′(x)

_ ^f(x)

bod x = e
3
2 je

inflexńı bod

Obrázek 11.21: Konvexita funkce f(x) = 1
x

lnx.
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11.6. Hledáńı kořen̊u rovnice f (x) = 0
”
metodou p̊uleńı in-

tervalu“.

Ukažme si nyńı větu, která je velice prospěšná p̌ri hledáńı kǒrenů rovnic. Tuto větu
jsme mohli vyslovit již ďŕıve, ale na tomto ḿıstě můžeme využ́ıt v následuj́ıćım p̌ŕıkladě
poznatky o hledáńı extrémů funkce.

Věta 11.20.

Necht’ funkce f(x) je spojitá na 〈a, b〉 a necht’ f(a)f(b) < 0. Potom existuje alespoň
jedno takové č́ıslo α ∈ (a, b), že f(α) = 0. (Viz obr 11.22.)

xb

c
α

a

f(a)

f(b)

f(c)

y = f(x)

Obrázek 11.22: Ilustrace významu věty 11.20.
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Tato věta umožňuje nalézt kǒren α rovnice f(x) = 0 s libovolnou p̌resnost́ı postupným
děleńım intervalu 〈a, b〉. Urč́ıme bod c = (a+b)/2. Je-li f(c) = 0, je α = c. V opačném
p̌ŕıpadě, je-li f(c) ·f(a) > 0, polož́ıme a = c; je-li f(c) ·f(a) < 0, polož́ıme b = c. T́ım
se obdrž́ı nový zúžený interval 〈a, b〉 v němž lež́ı č́ıslo α. Celý postup opakujeme tak
dlouho, až obdrž́ıme bud’to č́ıslo c, v němž je f(c) = 0 anebo interval 〈a, b〉, v němž lež́ı
kǒren α a jehož délka b−a je menš́ı než zvolené č́ıslo, udávaj́ıćı požadovanou p̌resnost.

Př́ıklad 11.15. Nalezněme reálné kǒreny polynomu f(x) = x3 − 3x2 + x− 1.

Řešeńı: Abychom určili reálné kǒreny daného polynomu, určeme nap̌red jeho znameńı.

Určeme lokálńı extrémy dané funkce. Výpočtem dostáváme

f ′(x) = 3x2 − 6x+ 1.

Polynom f ′(x) má kǒreny x1 = 1−1/3
√

6, x2 = 1 + 1/3
√

6. Určeme znameńı funkce
f ′(x) a intervaly monotónnosti funkce f(x). Dostáváme

f ′(x) + − +

f(x) ↗ ↘ ↗
x1 x2

Je tedy f(x) rostoućı v intervalu (−∞, x1〉, klesaj́ıćı v intervalu 〈x1, x2〉, rostoućı v in-
tervalu 〈x2,∞). Funkce f má tedy v bodě x1 lokálńı minimum. Poněvadž výpočtem
zjist́ıme, že

f(x1) < 0, f(x2) < 0, lim
x→∞

f(x) =∞,
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má funkce f(x) jenom jeden reálný kǒren α ∈ (x2,∞). Funkce f(x) je záporná pro
x ∈ (−∞, α) a kladná pro x ∈ (α,∞).

Poč́ıtáńım hodnot funkce f(x) v bodech intervalu (x2,∞), zjist́ıme, že nap̌r. f(2) =
−3, f(3) = 2.

Poněvadž f(x) je funkce spojitá a rostoućı na intervalu 〈2, 3〉 a f(2) < 0, f(3) > 0, má
funkce f(x) na intervalu (2, 3) právě jeden kǒren. Tento kǒren můžeme hledat metodou
půleńı intervalu.
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Položme a := 2, b := 3. Postupně dostáváme

f(a) := −3, f(b) := 2; c :=
a+ b

2
, c :=

5

2
, f(c) = −13

8
, a := c

f(a) := −13

8
, f(b) := 2; c :=

a+ b

2
, c :=

11

4
, f(c) = − 9

64
, a := c

f(a) := − 9

64
, f(b) := 2; c :=

a+ b

2
, c :=

23

8
, f(c) =

431

512
, b := c

f(a) := − 9

64
, f(b) :=

431

512
; c :=

a+ b

2
, c :=

89

32
, f(c) =

1349

4096
, b := c

f(a) := − 9

64
, f(b) :=

1349

4096
; c :=

a+ b

2
, c :=

5

2
, f(c) =

2921

32768
, b := c

f(a) := − 9

64
, f(b) :=

2921

32768
; c :=

a+ b

2
, c :=

177

64
, f(c) = − 7087

262144
,

a := c

f(a) := − 7087

262144
, f(b) :=

2921

32768
; c :=

a+ b

2
, c :=

355

128
,

f(c) =
64443

2097152
, b := c

Tedy a
.
= 2,7656, b

.
= 2,7734, takže

α
.
= 2,7695.
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Úkol. Načrtněte si graf funkce f(x) a vyznačte body x1, x2, a = 2, b = 3 a kǒren α.

11.7. Výpočet některých typ̊u limit

Necht’ f(x), g(x) jsou dvě funkce a necht’ lim f(x) = A, lim g(x) = B, kde
A,B ∈ R∗. Symbol lim zde zastupuje kterýkoliv ze symbol̊u lim

x→a+

, lim
x→a−

, lim
x→a

, lim
x→∞

,

lim
x→−∞

, kde a ∈ R. Zat́ım jsme uvažovali dva p̌ŕıpady pro výpočet lim f(x)
g(x) .

a) Ve větě 8.2 jsme uvedli, že

lim
f(x)

g(x)
=
A

B
,

pokud A
B má význam v R∗. Pod́ıl A

B nemá význam v p̌ŕıpadě, že B = 0, a
v p̌ŕıpadě, že A = ±∞, B = ±∞.

b) Ve větě 8.4 jsme uvedli p̌ŕıpad, kdy A 6= 0, B = 0.

Doporučuji, abyste si obě tyto věty zopakovali. Přistouṕıme nyńı k daľśı větě
pro výpočet limity pod́ılu dvou funkćı.

c) V daľśı větě, zvané L’Hôspitalovo pravidlo, vyšeťŕıme p̌ŕıpady α) A = B = 0,
β) A = ±∞, B = ±∞.
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L’Hôspitalovo pravidlo

Věta 11.21. (L’Hôspitalovo pravidlo)

Necht’ f(x), g(x) jsou takové funkce, že

lim f(x) = lim g(x) = 0 nebo

lim f(x) = ±∞, lim g(x) = ±∞.

Existuje-li vlastńı nebo nevlastńı limita

lim
f ′(x)

g′(x)
= α,

pak existuje lim f(x)
g(x) a plat́ı

lim
f(x)

g(x)
= lim

f ′(x)

g′(x)
= α.

Symbol lim zde může nabýt kteréhokoliv z pěti významů:

lim
x→a+

, lim
x→a−

, lim
x→a

, lim
x→−∞

, lim
x→+∞

.

Důkaz: Omezme se na p̌ŕıpad, že lim f(x) = lim g(x) = 0 a pro určitost p̌redpokládejme,
že jde o limity zprava v č́ısle a a že α je reálné č́ıslo. Položme f(a) = g(a) = 0. Pak
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funkce f(x) a g(x) jsou v č́ısle a zprava spojité. Poněvadž

lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
= α,

existuje k libovolnému ε > 0 takové č́ıslo δ > 0, že funkce f(x), g(x) maj́ı v intervalu
(a, a+ δ) derivaci a v něm plat́ı ∣∣∣∣f ′(x)

g′(x)
− α

∣∣∣∣ < ε. (11.16)

Odtud též vyplývá, že g′(x) 6= 0. Bud’ x libovolné č́ıslo tohoto intervalu. Pak na intervalu
〈a, x〉 splňuj́ı funkce f , g p̌redpoklady věty o p̌ŕırustku funkce. Podle ńı tedy existuje
c ∈ (a, x) tak, že

[f(x)− f(a)] · g′(c) = [g(x)− g(a)] · f ′(c).

Poněvadž f(a) = g(a) = 0, dostáváme odtud

f(x) · g′(c) = g(x) · f ′(c).

Poněvadž g′(x) 6= 0 pro x ∈ (a, x), je též g′(c) 6= 0. Ukažme, že je g(x) 6= 0.
Předpokládejme, že g(x) = 0. Pak by podle věty o p̌ŕırustku funkce existovalo uvniťr
(a, x) č́ıslo c1 tak, že g′(c1)(x− a) = g(x)− g(a) = 0. To by byl spor, nebot’ g′(x) 6= 0
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na intervalu (a, a+ δ), tedy i g′(c1) 6= 0. Tedy g(x) 6= 0. Je tedy

f(x)

g(x)
=
f ′(c)

g′(c)
.

Odtud a ze vztahu (11.16) pak dostáváme, že∣∣∣∣f(x)

g(x)
− α

∣∣∣∣ < ε.

Proto plat́ı:

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= α.

Podobně se důkaz provede i v ostatńıch p̌ŕıpadech.

Př́ıklad 11.16. Vypoč́ıtejte

lim
x→0+

√
1− x2 − 1

x
.

Řešeńı: Položme
f(x) =

√
1− x2 − 1, g(x) = x.

Zřejmě f(x) i g(x) jsou funkce spojité v bodě 0. Je tedy

lim
x→0+

f(x) = f(0) = 0, lim
x→0+

g(x) = g(0) = 0.
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Podle L’Hôspitalova pravidla plat́ı

lim
x→0+

√
1− x2 − 1

x
= lim

x→0+

−x√
1−x2

1
=

(
−x√
1− x2

)
x=0

= 0.

Poznámka. Užit́ım věty 11.21 lze poč́ıtat i limitu tzv. neurčitých výraz̊u. Jsme zvykĺı je zapisovat
takto

”
0
0
“, jestliže limita čitatele i jmenovatele je rovna 0,

”
∞
∞“, jestliže čitatel i jmenovatel maj́ı nevlastńı limity,

”
0 · ∞, 0 · (−∞)“, pro p̌ŕıpad výpočtu lim f(x)g(x), kdy lim f(x) = 0 a lim g(x) =∞(−∞),

”
∞−∞“, kdy limita jednoho sč́ıtance je +∞ a druhého je rovna −∞,

”
00“, pro p̌ŕıpad výpočtu lim f(x)g(x), kdy lim f(x) = 0, lim g(x) = 0

”
0±∞“, pro p̌ŕıpad výpočtu lim f(x)g(x), kdy lim f(x) = 0, lim g(x) = ±∞.

Limity takovýchto výraz̊u poč́ıtáme p̌revedeńım na výpočet pod́ılu takových funkćı, abychom mohli
použ́ıt L’Hôspitalovo pravidlo. Výpočet limity f(x)g(x) poč́ıtáme tak, že zaṕı̌seme

f(x)g(x) = eg(x) ln f(x)

a limitu poč́ıtáme výpočtem limity funkce g(x) ln f(x) a použijeme větu o výpočtu limity složené
funkce.

Př́ıklad 11.17. Vypoč́ıtejte lim
x→∞

(
√
x2 − 1− x).

Řešeńı. Zde menšenec i menšitel maj́ı limitu rovnu +∞. Jde o p̌ŕıpad, který jsme
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označili
”
∞−∞“. Dostáváme

lim
x→∞

(
√
x2 − 1− x) = lim

y→0+

(√
1− y2

|y|
− 1

y

)
= lim

y→0+

√
1− y2 − 1

y
.

Poněvadž

lim
y→0+

(√
1− y2 − 1

)
=
(√

1− y2 − 1
)
y=0

= 0, lim
y→0+

y = 0

použijeme L’Hôspitalovo pravidlo. Dostáváme

lim
y→0+

√
1− y2 − 1

y
= lim

y→0+

1
2(1− y2)−

1
2 · (−2y)

1
= lim

y→0+

−y√
1− y2

= 0.

Př́ıklad 11.18. Vypoč́ıtejte

a) lim
x→0+

xe
1
x , b) lim

x→0−
xe

1
x .

Řešeńı.

a) Zřejmě

lim
x→0+

x = 0, lim
x→0+

e
1
x = lim

y→∞
ey =∞.
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Jde tedy o výpočet limity typu
”
0 · ∞“. Úpravou dostáváme

lim
x→0+

xe
1
x = lim

x→0+

e
1
x

1
x

,

tedy jde o typ
”
∞
∞“. Použit́ım L’Hôspitalova pravidla dostáváme

lim
x→0+

xe
1
x = lim

x→0+

e
1
x

1
x

= lim
x→0+

e
1
x

(
− 1
x2

)
− 1
x2

= lim
x→0+

e
1
x =∞.

b) Zřejmě
lim
x→0−

x = 0, lim
x→0−

e
1
x = lim

y→−∞
ey = 0.

Tedy lim
x→0−

xe
1
x = 0.

Př́ıklad 11.19. Vypoč́ıtejte

lim
x→∞

lnx

x
.

Řešeńı. Jde o výpočet limity typu
”
∞
∞“. Užit́ım L’Hôspitalova pravidla dostaneme

lim
x→∞

lnx

x
= lim

x→∞

1
x

1
= lim

x→∞

1

x
=

1

∞
= 0.
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Př́ıklad 11.20. Vypoč́ıtejte

lim
x→0+

xx.

Řešeńı. Jde o výpočet limity typu
”
00“. Funkce xx je definovaná pro x ∈ (0,∞). Lze

ji p̌repsat na tvar

xx = ex lnx.

Jde o složenou funkci, jej́ı vněǰśı složkou je funkce eu, vniťrńı složkou je funkce x lnx.
Dostáváme

lim
x→0+

x lnx = lim
x→0+

lnx
1
x

.

Užit́ım L’Hôspitalova pravidla obdrž́ıme

lim
x→0+

lnx
1
x

= lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= − lim
x→0+

x = 0.

Poněvadž eu je funkce spojitá, je

lim
x→0+

ex lnx = e
lim
x→0+

(x lnx)
= e0 = 1.
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11.8. Pr̊uběh funkce

Zavedeme nyńı pojem asymptot funkce f(x). Jde o p̌ŕımky, které dále uvedeným
způsobem charakterizuj́ı pr̊uběh funkce. Děĺıme je na a) asymptoty bez směrnice a
na b) asymptoty v nevlastńıch bodech −∞, ∞.

Definice 11.6. (Asymptoty bez směrnice)
Př́ımku x = a ∈ R nazýváme asymptotou bez směrnice funkce y = f(x), jestliže
lim f(x) =∞ nebo lim f(x) = −∞, kde lim znač́ı alespoň jeden ze symbol̊u

lim
x→a−

, lim
x→a+

, lim
x→a

.

Poznámka. Otázkou je, jak určit a, pro nějž je

lim
x→a+

f(x) = +∞ (nebo lim
x→a+

f(x) = −∞)

nebo

lim
x→a−

f(x) = +∞ (nebo lim
x→a−

f(x) = −∞).

Lehce nahlédneme, že a je bod’to bodem, v němž funkce f(x) neńı spojitá, nebo kon-
covým bodem intervalu J ⊆ Df .
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Př́ıklad 11.21. Určeme asymptotu bez směrnice funkce

f(x) =
3x2 + 1

2x− 1
.

Řešeńı. Funkce f(x) je spojitá pro x ∈ (∞,∞)− {1
2}. Výpočtem dostáváme

lim
x→1/2+

3x2 + 1

2x− 1
= +∞, lim

x→1/2−

3x2 + 1

2x− 1
= −∞.

Je tedy x = 1
2 asymptotou bez směrnice funkce f(x).

Při vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce 3x2+1
2x−1 vyznač́ıme asymptotu bez smernice takto

0 1
2

x

x = 1
2

Obrázek 11.23: Asymptoty bez směrnice – x = 1
2
.



490•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Definice 11.7. (Asymptota v nevlastńım bodě)

Př́ımku y = Ax+B (A, B jsou reálná č́ısla) nazýváme asymptotou funkce y = f(x)
v nevlastńım bodě ∞ (−∞), jestliže (viz obr. 11.24)

lim
x→∞

Φ(x) = 0

(
lim

x→−∞
Φ(x) = 0

)
,

kde
Φ(x) = f(x)− Ax−B.

Φ(x)

xx

y = Ax + B

y = f(x)

Obrázek 11.24: Asymptotou v bodě ∞.

K určeńı asymptot se směrnićı použ́ıváme následuj́ıćı věty.
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Věta 11.22. (Určeńı asymptoty v nevlastńım bodě)

Př́ımka y = Ax+B je asymptotou grafu y = f(x) v nevlastńım bodě ∞ (−∞), když a jen když

A = lim
x→∞

f(x)

x
, B = lim

x→∞
(f(x)− Ax)(

A = lim
x→−∞

f(x)

x
, B = lim

x→−∞
(f(x)− Ax)

)
.

Poznámka. Ḿısto
”
asymptota bez směrnice“ se použ́ıvá též terḿın

”
asymptota rovnoběžná

s osou y“. Název vycháźı z toho, že p̌ŕımka rovnoběžná s osou y sv́ırá s osou x úhel
90◦ a tato p̌ŕımka nemá směrnici (tg 90◦ neńı definováno).

Ḿısto
”
asymptota v nevlastńım bodě“ lze použ́ıt i terḿınu

”
asymptota se směrnićı“.

Př́ıklad 11.22. Určete asymptoty se směrnićı funkce

f(x) =
3x2 − 1

2x− 1
.

Řešeńı. Výpočtem dostáváme

A = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

3x2 − 1

2x2 − x
= lim

y→0+

3
y2 − 1
2
y2 − 1

y

= lim
y→0+

3− y2

2− y
=

3

2
.
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Dále dostáváme:

B = lim
x→∞

(f(x)− Ax) = lim
x→∞

(
3x2 − 1

2x− 1
− 3

2
x

)
=

= lim
x→∞

6x2 − 2− 6x2 + 3x

2(2x− 1)
= lim

x→∞

3x− 2

2(2x− 1)
=

3

4
.

Je tedy y = 3
2x + 3

4 asymptotou grafu funkce y = 3x2−1
2x−1 v nevlastńım bodě ∞. Lehce

se p̌resvedč́ıme, že tato p̌ŕımka je i asymptotou dané funkce v nevlastńım bodě −∞.

Př́ıklad 11.23. Určete asymptoty funkce

f(x) =
2x2 + 1

x+ 1
.

Řešeńı.

a) Asymptoty bez směrnice.

Definičńım oborem je množina (−∞,∞) − {−1}. Tedy f(x) neńı spojitá jen
v bodě −1. Abychom určili lim

x→−1+

f(x) a lim
x→−1−

f(x) urč́ıme znameńı funkce f(x).

Dostáváme

−1

f(x) − +
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Poněvadž lim
x→−1+

(2x2 + 1) = 3 6= 0, lim
x→−1+

(x + 1) = 0, použijeme k výpočtu

lim
x→−1+

f(x) větu 8.4.

Poněvadž existuje U+(−1) tak, že pro x ∈ U+(−1) − {−1} je f(x) > 0, je
lim

x→−1+

f(x) = ∞. Podobně zjist́ıme, že lim
x→−1−

f(x) = −∞. Je tedy x = −1

asymptotou bez směrnice funkce f(x). (Viz následuj́ıćı náčrtek.)

−1

b) Asymptoty se směrnićı.

Hledejme asymptotu v nevlastńım bodě ∞. Asymptotou je p̌ŕımka Ax + B kde
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A,B, se urč́ı podle věty 11.22. Dostáváme

A = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

2x2 + 1

x(x+ 1)
= lim

x→∞

2 + 1
x2

1 + 1
x

= 2

B = lim
x→∞

(f(x)− Ax) = lim
x→∞

(
2x2 + 1

x+ 1
− 2x

)
=

= lim
x→∞

2x2 + 1− 2x2 − 2x

x+ 1
= lim

x→∞

−2x+ 1

x+ 1
=

= lim
x→∞

−2 + 1
x

1 + 1
x

= −2.

Je tedy

y = 2x− 2

asymptotou v nevlastńım bodě∞. Tato p̌ŕımka je zárověň asymptotou v nevlastńım
bodě −∞.

Poznámka. Lze ukázat, že u racionálńıch lomených funkćı je asymptota v nevlastńım bodě +∞
totožná s asymptotou v nevlastńım bodě −∞.
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Při vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce zjǐst’ujeme:
1. Kde je funkce definovaná, kde má nulové body, kde je nad osou x a kde je pod

osou x (znameńı funkce). Zda je funkce sudá, lichá, periodická.
2. Kde funkce roste, kde klesá, kde má extrémy.
3. Kde je funkce konvexńı, kde je konkávńı a kde má inflexńı body.
4. Jaké má asymptoty.
5. Graf.

Př́ıklad 11.24. Vyšeťreme pr̊uběh funkce

y =
2x+ 1

x(x+ 1)
.

1. Jde o reálnou racionálńı lomenou funkci. Čitatel 2x+ 1 má kǒren x = −1
2 , jmeno-

vatel x(x+1) má dva kǒreny, a to x = 0 a x = −1. Poněvadž čitatel a jmenovatel
funkce nemaj́ı stejné kǒreny a každý kǒren čitatele a jmenovatele je jednoduchý
(liché násobnosti), rozděĺı tyto kǒreny interval (−∞,∞) na 4 částečné intervaly.
V sousedńıch intervalech má funkce opačné znaménko (viz náčrtek).

f :

−1 − 1
2

0

− + − +

Funkce neńı definovaná v bodech x = 0, x = −1. Graf funkce prot́ıná osu x
v bodě x = −1

2 .
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Funkce neńı ani sudá ani lichá, neńı periodická.

2. Vypoč́ıtejme f ′(x). Dostáváme:

f ′(x) = −2x2 + 2x+ 1

x2(x+ 1)2 .

Čitatel nemá reálné kǒreny, jmenovatel má č́ısla −1, 0 za dvojnásobné kǒreny.
Znameńı f ′(x)a monotónnost funkce f(x) jsou patrny z následuj́ıćıho náčrtku:

f ′ :

f : −1 0

− − −

↘ ↘ ↘

Podle věty 11.7 funkce f(x) klesá v intervalech (−∞, −1), (−1, 0), (0,∞).
Poněvadž f ′(x) existuje v Df a je zde f ′(x) 6= 0, nemá f(x) lokálńı extrémy.

3. Výpoč́ıtejme f ′′(x). Dostáváme

f ′′(x) = 2
2x3 + 3x2 + 3x+ 1

x3(x+ 1)3 .

Zřejmě f ′′(−1
2) = 0. Funkce f ′′(x) nemá jiné reálné kǒreny. Znameńı f ′′(x) a

konvexita funkce f(x) jsou patrny z náčrtku:

−1 − 1
2

0

− + − +f ′′ :

f : _ ^ _ ^
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Je tedy f(x) konkávńı v intervalech (−∞,−1), 〈−1
2 , 0) a konvexńı v intervalech

(−1,−1
2〉, (0,∞). Bod x = −1

2 je inflexńım bodem.

4. Př́ımka x = a může být asymptotou bez směrnice grafu y = f(x) pouze tehdy,
neńı-li funkce f v bodě a spojitá zprava nebo zleva. V našem p̌ŕıpadě se jedná
o body x = 0, x = −1. Výpočtem dostáváme (pod́ıvejte se na znameńı funkce
f(x)):

lim
x→0+

f(x) =∞, lim
x→0−

f(x) = −∞,

lim
x→−1+

f(x) =∞, lim
x→−1−

f(x) = −∞.

Tedy p̌ŕımky x = −1, x = 0 jsou asymptoty bez směrnice. K určeńı asymptot se
směrnićı vypoč́ıtáme:

A = lim
x→±∞

=
f(x)

x
= 0, B = lim

x→±∞
f(x) = 0.

Tedy y = 0 je asymptotou se směrnićı v bodech ∞, −∞.
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5. Náčrtek grafu:

x−1 − 1
2

0

y = f(x)

Obrázek 11.25: Náčrtek grafu funkce 2x+1
x(x+1)

.

Př́ıklad 11.25. Na obr. 11.26 je znázorněna funkce y = f(t), t ∈ 〈0,∞) popisuj́ıćı
množstv́ı y prodeje nějakého zbož́ı jako funkci času t.

Na následuj́ıćıch náčrtćıch je znázorněno znameńı f ′(t), f ′′(t). Z nich lze vyvodit tyto
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A

0 t0

y = f(t)

Obrázek 11.26: Prodej zbož́ı.

závěry
f ′(t) +

↗
0

f ′′

f ′

+ −

0 t0↗ ↘
^ _

Funkci f ′(t) lze chápat jako funkci
”
rychlosti“ prodeje. Rychlost prodeje se zvyšuje až

do časového okamžiku t0, potom rychlost prodeje klesá.

11.9. Diferenciál a Taylorova věta

V této části se budeme zabývat p̌ribližným vyjáďreńım funkce. Řešme tuto úlohu. Je
dána funkce f(x); nahrad’me ji pro x v bĺızkosti bodu a polynomem.
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Úloha je nejjednodušeji rešena, nahrad́ıme-li ji polynomem prvńıho stupně – tečnou, za
p̌redpokladu, že existuje f ′(a).

Zvolme h. Položme x = a+ h. Výraz

∆f(a) = f(a+ h)− f(a)

nazveme diferenćı – jde o p̌ŕırustek funkce, p̌ri p̌rechodu z bodu a do bodu a+ h.

Př́ırustek na tečně t funkce y = f(x) v jej́ım bodě T [a, f(a)] p̌ri p̌rechodu z bodu a do bodu a+ h
je roven f ′(a)h. (Viz obr. 11.27)

0 x

y

t

y = f(x)

a a + h

df(a)
∆f(a)

f(x)

f(a)

Obrázek 11.27: Význam diferenciálu.

Zaved’me si nyńı pojem diferenciálu funkce y = f(x) v bodě a touto definićı.



501•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Definice 11.8. (Diferenciál funkce y = f(x))

Necht’ funkce y = f(x) má v bodě a derivaci f ′(a). Potom

df(a) = f ′(a)h, h ∈ R je proměnná

nazýváme diferenciálem funkce f(x) v bodě a.

Poznámka. Poněvadž pro y = x je dx = h, ṕı̌seme často dx ḿısto h. Potom

df(a) = f ′(a)dx.

Má-li funkce y = f(x) derivaci na intervalu I, potom ṕı̌seme

df = f ′(x)dx, resp. dy = f ′(x)dx, x ∈ I. (11.17)

Potom diferenciál dy je funkćı dvou proměnných: x, dx.

Vztah (11.17) lze p̌repsat jako pod́ıl

dy

dx
= f ′(x), x ∈ I. (11.18)

Zde dx je diferenciál neodvisle proměnné x a dy je diferenciál odvisle proměnné y.

Na derivaci f ′(x) se můžeme d́ıvat jako na pod́ıl diferenciálu odvisle proměnné a
neodvisle proměnné.
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Ukažme, že pro dostatečně malé h je ∆f(a) rovno p̌ribližně df(a). Zaved’me τ(h) jako
chybu aproximace ∆f(a) diferenciálem df(a)

f(a+ h)− f(a) = f ′(a)h+ τ(h).

Děĺıme-li tento výraz č́ıslem h, dostáváme

f(a+ h)− f(a)

h
= f ′(a) +

τ(h)

h
.

Výpočtem limity levé i pravé strany v bodě h = 0 dostáváme

lim
h→0

τ(h)

h
= 0.

Tedy
Pro malé h je ∆f(a) rovno p̌ribližně df(a):

f(a+ h)
.
= f(a) + f ′(a)h.

Př́ıklad 11.26. Určete diferenciál funkce f(x) = sin 2x v bodě x = π
8 .

Řešeńı. V obecném bodě x je

df(x) = (sin 2x)′ · dx.

Tedy df(x) = 2 cos 2x · dx. V bodě a = π
8 pak plat́ı

df
(π

8

)
= 2 cos

(
2
π

8

)
dx =

√
2dx.
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Př́ıklad 11.27. Určete p̌ribližně sin(31◦), v́ıte-li, že sin(30◦) = 0,5, cos(30◦) =
√

3
2 .

Řešeńı. Úhel 31◦ vyjáďrený v obloukové ḿı̌re je roven π
6 + π

180 . Položme a = π
6 , dx = π

180 .
Potom

sin
(π

6
+

π

180

)
.
= sin

(π
6

)
+ cos

(π
6

)
· π

180
= 0,5 +

π

180
·
√

3

2
.

Zabývejme se nyńı aproximaćı funkce f(x) polynomem stupně n ≥ 1.

Taylorova věta

Necht’ funkce f(x) má v bodě x = a derivace až do řádu n včetně. Potom polynom v proměnné h

Tn(a+ h) = f(a) +
f ′(a)

1!
h+

f ′′(a)

2!
h2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
hn (11.19)

se nazývá Taylorovým polynomem stupně n p̌ŕıslušným k funkci f(x) v bodě a.
Lehce se p̌resvědč́ıme, že polynom Tn(x) a funkce f(x) maj́ı v bodě a stejnou funkčńı hodnotu a
derivace až do řádu n včetně. Označ́ıme-li h = x− a, dostáváme z (11.19)

Tn(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n (11.20)

Př́ıklad 11.28. Určete Taylor̊uv polynom p̌ŕıslušný k funkci f(x) = sinx v bodě a = 0
pro n = 5.
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Řešeńı. Zřejmě (sinx)′ = cosx, (sinx)′′ = − sinx, (sinx)′′′ = − cosx, (sinx)(4) =
sinx, (sinx)(5) = cosx. Je tedy

T5(x) =
x

1!
− x3

3!
+
x5

5!
.

Lze tedy pro x bĺızká č́ıslu a = 0 psát p̌ribližný vztah

sinx ≈ x

1!
− x3

3!
+
x5

5!
.

Zabývejme se nyńı otázkou, jaké chyby se dopoušt́ıme, nahrad́ıme-li funkci f(x) poly-
nomem Tn(x). Odpověd’ dává tato věta.
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Věta 11.23. (Taylorova věta)
Necht’ funkce f(x) má na otev̌reném intervalu I derivace až do řádu n+ 1 včetně.
Necht’ a ∈ I. Potom pro každé x ∈ I plat́ı

f(x) = Tn(x) +Rn+1, (11.21)

kde Tn(x) je Taylor̊uv polynom určený vztahem (11.20) a Rn+1 je chyba aproximace,
určená nap̌r. vztahem

Rn+1 =
f (n+1)(θ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1, (11.22)

kde θ lež́ı mezi body a, x.
Důkaz: Důkaz použ́ıvá Rolleovu větu. Neńı obt́ıžný, ale nebudeme jej však provádět.

Poznámka 1. Rn+1 p̌redstavuje chybu, které se dopust́ıme, aproximujeme-li hodnotu
funkce f v bodě x hodnotou polynomu Tn v bodě x. Č́ıslo θ, které zde vystupuje, neńı
větou určeno. Pouze je uvedeno, že lež́ı mezi body a, x. Jestliže plat́ı odhad

|f (n+1)(t)| ≤M

pro všechna t z intervalu o koncových bodech a, x, lze psát

|Rn+1| ≤
M

(n+ 1)!
|x− a|n+1.
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Poznámka. Specielně pro a = 0 dostáváme z (11.20)

Tn(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn

a z (11.22)

Rn+1 =
f (n+1)(θ)

(n+ 1)!
xn+1, kde θ lež́ı mezi 0 a x.

Poněvadž p̌ŕıpad a = 0 se často vyskytuje, uvád́ı se někdy pro a = 0 ḿısto
”
Taylorova

věta“ název
”
Maclaurinova věta“.

Taylorova a Maclaurinova řada

Předpokládejme, že a, x jsou dvě navzájem r̊uzná č́ısla a že funkce f(x) má v uzav̌reném
intervalu I o koncových bodech a, x derivace všech řádů. Na intervalu I uvažujme řadu

f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n + . . . . (11.23)

Potom řada (11.23) je konvergentńı a jej́ı součet je f(x) na intervalu I, když a jenom
když

lim
n→∞

Rn(x) = 0, x ∈ I,

kde Rn+1 je dáno vztahem (11.22).
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Je-li tedy (11.23) konvergentńı, lže psát

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . . . (11.24)

Řada (11.24) se nazývá Taylorova řada, resp. pro a = 0 se nazývá Maclaurinova řada.

Př́ıklad 11.29. Napǐste Maclaurinovu řadu pro funkci f(x) = ex.

Řešeńı. Pro každé n je (ex)(n) = ex. Je tedy f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = · · · = e0 = 1.
Dosad́ıme-li tyto hodnoty do (11.23), obdrž́ıme řadu

1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ . . . . (11.25)

Tato řada je absolutně konvergentńı pro každé x. Skutečně, pro každé x jde o č́ıselnou
řadu. Aplikaćı limitńıho pod́ılového kriteria obdrž́ıme

lim
n→∞

∣∣∣ xn+1

(n+1)!

∣∣∣∣∣xn
n!

∣∣ = lim
n→∞

|x|
n+ 1

= 0 < 1.

Je tedy řada (11.25) absolutně konvergentńı pro každé x. Tedy konverguje na intervalu
(−∞,∞). Lze tedy psát

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ . . . .



508•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Jde o mocninnou řadu se sťredem konvergence x0 = 0 a poloměrem konvergence
r =∞.

11.10. Shrnut́ı a úlohy

Souhrn

V kapitole je zaveden pojem lokálńıho extrému funkce f(x) a absolutńıho extrému
funkce (Definice ??, Definice 11.1.1). V kapitole se pojednává o jejich existenci a
způsobu jejich nalezeńı.

V kapitole se uvád́ı důležitá věta
”
Věta o p̌ŕırustku funkce“.

Ukazuje se též postup p̌ri hledáńı interval̊u, na nichž je vyšeťrovaná funkce monotónńı.
Dále se vyšeťruje konvexita a konkávnost funkćı. Zavád́ı se též pojem inflexńıho bodu
funkce. Je uveden postup, jak je v jistých p̌ŕıpadech možno určit intervaly, na nichž
je daná funkce konvexńı, resp. konkávńı. Je prezentovaná metodika hledáńı inflexńıch
bodů dané funkce.

V kapitole se též pojednává o numerické metodě hledáńı kǒrene rovnice f(x) = 0 na
intervalu 〈a, b〉, je-li f(x) spojitá na 〈a, b〉 a je-li f(a)f(b) < 0.

V kapitole je pojednáno o zat́ım něrešeném p̌ŕıpadě výpočtu limity lim
x→a

f(x)
g(x) , je-li lim

x→a
f(x) =
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lim
x→a

g(x) = 0, resp. lim
x→a

f(x) = ±∞ a lim
x→a

g(x) = ±∞ (L’Hôspitalovo pravidlo).

Jedna podkapitola je pak věnována vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce.

Posledńı podkapitola pak pojednává o diferenciálu funkce f(x) a o Taylorově větě.

Úlohy

1. Vysvětlete pojem lokálńıho extrému funkce f(x) a popǐste způsob jeho hledáńı.

2. Vysvětlete pojem absolutńıho extrému funkce f(x) na intervalu a způsob jeho
hledáńı.

3. Vyslovte větu o p̌ŕırustku funkce (neboli větu o sťredńı hodnotě funkce).

4. Jak hledáme intervaly, na nichž je vyšeťrovaná funkce monotónńı?

5. Vysvětlete pojmy: funkce konvexńı na intervalu, funkce konkávńı na intervalu a
pojem inflexńıho bodu. Jak se hledaj́ı intervaly, na nichž je funkce konvexńı, resp.
konkávńı? Jak se hledaj́ı inflexńı body funkce?

6. Popǐste metodu hledáńı kǒrenů rovnice y = f(x) metodou půleńı intervalu.

7. Vyslovte L’Hôspitalovo pravidlo.

8. Co je to diferenciál funkce? Uved’te definici a vysvětlete tento pojem na obrázku.

9. Vyslovte Taylorovu větu.
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10. Určete body, v nichž má funkce f(x) = 3x − |x − 2| + |x + 1| lokálńı extrémy.
Danou funkci načrtněte.

11. Určete intervaly monotónnosti a lokálńı extrémy funkćı:

a) f(x) = x2 − 5x+ 6
[klesá (−∞, 5

2〉, roste 〈52 ,∞), lok. min. v bodě x = 5
2]

b) f(x) = x lnx [klesá (0, 1
e〉, roste 〈1e ,∞), lok. min. x = 1

e ]
c) f(x) = x+ 4

x+1
[roste (−∞,−3〉, 〈1,∞), klesá 〈−3,−1), (−1, 1〉, lok. max. x = −3, lok.
min. x = 1]

d) f(x) = 1
x+3 [klesá (−∞,−3), (−3,∞)]

e) f(x) = (1− x)
√
x [roste 〈0, 1

3〉, klesá 〈13 ,∞), lok. max. x = 1
3]

f) f(x) = sin 2x, x ∈ (−π
2 ,

π
2 )

[roste 〈−π
4 ,

π
4 〉, klesá (−π

2 ,−
π
4 〉, 〈

π
4 ,

π
2 ), lok. min. v bodě x = −π

4 , lok. max.
v bodě x = π

4 ]
g) f(x) = lnx√

x
[roste (0, e2〉, klesá 〈e2,∞), lok. max. v bodě x = e2]

h) f(x) = x
1−x2 [roste (−∞,−1), (−1, 1), (1,∞), lok. extrémy nemá]

i) f(x) = x2

2x

[roste 〈0, 2
ln 2〉, klesá (−∞, 0〉, 〈 2

ln 2 ,∞), lok. max. v bodě x = 2
ln 2 , lok. min.

v bodě x = 0]
j) f(x) = x2 + |x| − 1



511•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

[Návod: f(x) = x2 + x − 1 pro x ≥ 0, f(x) = x2 − x − 1 pro x < 0; roste
〈0,∞), klesá (−∞, 0〉, lok. min. pro x = 0]

12. Určete intervaly, na nichž je funkce f(x) konvexńı, intervaly, na nichž je funkce
f(x) konkávńı, a určete inflexńı body.

a) f(x) = x3 − 5x2 + 3x− 5
[konv. 〈53 ,∞), konk. (−∞, 5

3〉, infl. bod x = 5
3]

b) f(x) = (x+ 1)4 + ex [konv. (−∞,∞), nemá infl. body]
c) f(x) = ln(1 + x2) [konv. 〈−1, 1〉, konk. (−∞,−1〉, 〈1,∞)]
d) f(x) = 1

x lnx [konv. 〈e 3
2 ,∞), konk. (0, e

3
2 〉, infl. bod x = e

3
2 ]

e) f(x) = e
1
x

[konk. (−∞,−1
2〉, konv. 〈−1

2 , 0), (0,∞), infl. bod. x = −1
2]

13. Určete absolutńı extrémy funkce f(x) na daném intervalu.
a) f(x) = x2 − 5x+ 6, x ∈ 〈0, 10〉

[abs. min. v bodě x = 5
2 , abs. max. v bodě x = 10]

b) f(x) = 1−x2

1+x2 , x ∈ (−1, 1) [abs. max. v bodě x = 0, abs. min. neńı]
c) f(x) = sin 1

x , x ∈ (0,∞)
[abs. max. pro x = 1

π
2 +k2π , k ∈ N0, abs. min. pro x = 1

π
2 +(2k+1)π , k ∈ N0]

14. Určete asymptoty funkce.
a) f(x) = 2x2

x+1 [bez směrnice x = −1, v bodech ±∞: y = 2x− 2]
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b) f(x) = 3x+1
x−2 [bez směrnice x = 2, v bodech ±∞: y = 3]

c) f(x) =
√

1 + x2

[asymptoty bez směrnice nemá, y = x v bodě ∞, y = −x v bodě −∞]

15. Vyšeťrete pr̊uběh funkce.

a) f(x) = x3 − 6x2 + 9x
[Df = (−∞,∞), znameńı

f :

0 3

− + +

f ′(x) = 3x2 − 12x+ 9,
f ′ :

f :
1 3

+ − +

↗ ↘ ↗

lok. max. lok. min.

f(1) = 4, f(3) = 0,

f ′′(x) = 6x− 12,
f ′′ :

f :
2

− +

_ ^

infl. bod

f(x) nemá asymptoty]
b) f(x) = 1+x2

1−x2

[Df = (−∞,∞)− {−1, 1}, f :

−1 1

+ − +

f ′(x) = 4x
(1−x2)2 ,

f ′ :

f :
−1 0 1

− − + +

↘ ↘ ↗ ↗

lok. min.

f(0) = 1

f ′′(x) = −4(1+3x2)
(1−x2)3 ,

f ′′ :

f :
−1 1

− + −

_ ^ _

asymptoty: x = 1, x = −1, y = −1]
c) f(x) = lnx

x

[Df = (0,∞),
f :

0 1

− +

f ′(x) = 1−lnx
x2 ,

f ′ :

f :
0 e

+ −

↗ ↘

lok. max.

f(e) = 1
e
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f ′′(x) = −3+2 lnx
x3 ,

f ′′ :

f :
0 e

3
2_ ^

− +

infl. bod

lim
x→0+

lnx
x = −∞, asymptoty: x = 0, y = 0]

16. Vypoč́ıtejte limity

a) lim
x→∞

ex

x2+1 [∞]

b) lim
x→0+

sinx
x2 [∞]

c) lim
x→0+

( 1
x −

1
ex−1) [1

2]

d) lim
x→∞

lnx
x [0]

e) lim
x→∞

x
lnx [∞]

f) lim
x→∞

x
1
x [1]

17. Nalezněte diferenciál funkce

a) f(x) = x3 − 3x+ 1 v bodě x = 2 [df = (3x2 − 3)dx, df(2) = 9dx]
b) y = sin 2x [dy = 2 cos 2xdx]
c) y =

√
x− 1 [dy = 1

2
√
x−1dx]

18. Vypoč́ıtejte p̌ribližně podle Taylorovy věty ln e2,1 pro n = 1, 2, 3. Odhadněte chybu.

19. Napǐste MacLaurinovu řadu funkce

a) f(x) = sinx [sinx = x
1! −

x3

3! + x5

5! − . . . , x ∈ (−∞,∞)]
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b) f(x) = cos x [cosx = 1− x2

2! + x4

4! − . . . , x ∈ (−∞,∞)]

c) f(x) = ln(1 + x) [ln(1 + x) = x
1 −

x2

2 + x3

3 − . . . , −1 < x ≤ 1]

20. Vytvǒrte tabulku, v ńıž vyznač́ıte funkčńı hodnoty funkćı sinx, T5(x) v bodech
x ∈ {±0,1, ±0,2, ±0,3, ±0,4, ±0,5, ±0,6, ±0,7, ±0,8, ±0,9}.
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Kapitola 12

Funkce v́ıce proměnných

Před zahájeńım vlastńıho výkladu objasńıme některé pojmy, které budeme v daľśım
výkladu poťrebovat

Poznámky k funkćım v́ıce proměnných. Označme Rn množinu uspǒrádaných

skupin n-reálných č́ısel. Obecný bod množiny Rn označme X = [x1, . . . , xn]. Zaved’me
nyńı vzdálenost dvou bodů v Rn takto:Jestliže A = [a1, . . . , an], B = [b1, . . . , bn] ∈ Rn,
potom jejich vzdálenost budeme označovat ρ(A,B) a definovat vztahem

ρ(A,B) =
√

(b1 − a1)2 + · · ·+ (bn − an)2, (12.1)

Množinu Rn s takto definovanou vzdálenosti ρ budeme značit En.

Ve zvláštńım p̌ŕıpadě n = 1 je E1 množina reálných č́ısel se vzdálenosti ρ(A,B) bodů
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A = a1, B = b1, určenou vztahem ρ(A,B) = |b1 − a1|.
Okoĺı bodu v En

Zaved’me si pojem okoĺı bodu A = [a1, . . . , an] ∈ En.

Necht’ A ∈ En. Potom množinu

Uδ = {X ∈ En : ρ(A,X) < δ}

nazveme δ–okoĺım bodu A. Na obrázku 12.1 je znázorněno δ–okoĺı bodu A ∈ E2.

x1

x2

A[a1, a2]

δ

0

Obrázek 12.1: Okoĺı Uδ(A) = {X ∈ E2 : ρ2(A,X) < δ}.



517•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Necht’ M ⊆ En. Bod A ∈ En nazveme vniťrńım bodem množiny M , jestliže existuje
δ > 0 tak, že Uδ(A) ⊂M .
Bod B ∈ En nazveme vněǰśım bodem množiny M , jestliže existuje δ > 0 tak, že
Uδ(B) ∩M = ∅, to jest, jestliže žádný bod tohoto okoĺı nepaťŕı do množiny M .
Necht’ M ⊆ En. Bod H se nazývá hraničńım bodem množiny M , jestliže v každém
jeho okoĺı lež́ı body, které paťŕı do množiny M a body které nepaťŕı do M . Množinu
všech hraničńıch bod̊u množiny M nazýváme hranićı množiny M .
Množinu M ⊆ En nazýváme otev̌renou, jestliže všechny jej́ı body jsou jej́ımi
vniťrńımi body. Obsahuje-li množina M ⊆ En všechny své hraničńı body, nazývá se
uzav̌renou. Viz obr. 12.2.

Množinu M nazveme oblast́ı, jestliže je otev̌rená a jestliže ke každým dvěma bodům
A,B ∈ M existuj́ı body P1, P2, . . . , Pm tak, že P1 = A, Pm = B a každá z úseček
PiPi+1 lež́ı v M . Př́ıkladem oblasti je množina {X ∈ En : %(A,X) < ε}, kde A je
daný bod a ε je dané kladné č́ıslo.

Uved’me si tyto p̌ŕıklady.(Dále uvedené množiny si graficky znázorněte.) Necht’ A ∈ En

a necht’ δ > 0 je libovolné ř́ıslo. Potom

1. Množina M = {X ∈ E2 : ρ(A,X) < δ}. je otev̌rená množina.
2. Množina h = {X ∈ E2 : ρ(A,X) = δ} je hranićı množiny M . Každý jej́ı bod je

hraničńım bodem množiny M .
3. Množina M = {X ∈ E2 : ρ(A,X) ≤ δ} je uzav̌renou oblast́ı.
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MA

B

H

x

y

Obrázek 12.2: Vnitřńı, vněǰśı a hraničńı bod množiny.

Pojem funkce v́ıce proměnných.

Před započet́ım studia této podkapitoly si zopakujte pojmy spojitost funkce jedné
proměnné v daném bodě, věty o spojitosti součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu dvou funkćı
jedné proměnné a o spojitosti funkce složené ze spojitých funkćı.
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Definice 12.1.

Necht’ n ∈ N, D ⊆ En. Potom zobrazeńı f množiny D do E1 nazýváme reálnou
funkćı n-proměnných. Označ́ıme-li X = [x1, x2, . . . , xn] ∈ En, lze tuto funkci zapsat
jako

z = f(x1, x2, . . . , xn), resp. z = f(X).

Nemůže-li doj́ıt k omylu, budeme často v daľśı části textu ḿısto terḿınu
”
reálné

funkce n-proměnných“ použ́ıvat jednoduše terḿın
”
funkce“.

Poznámka. Proměnné funkćı n-proměnných budeme věťsinou označovat x1, x2, . . . , xn.
Je-li těchto proměnných jen několik, bývá zvykem je označovat též x, y, z, u, t nebo
použ́ıt označeńı obvyklé p̌ŕıslušné aplikaci.

Je-li f funkce n-proměnných zadaná p̌redpisem bez uvedeńı definičńıho oboru,
rozuḿıme jej́ım definičńım oborem množinu všech bod̊u [x1, . . . , xn] ∈ En, pro
něž má uvedený p̌redpis význam.

Př́ıklad 12.1. Určete definičńı obor funkce

z =
√

4− x2 − y2 + ln(1− x− y). (12.2)

Řešeńı. Poněvadž definičńı obor funkce (12.2) neńı uveden, rozuḿı se j́ım množina
všech bodů [x, y], pro něž lze výraz na pravé straně (12.2) vypoč́ıtat. Zřejmě jsou to ty
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body [x, y], pro něž plat́ı

4− x2 − y2 ≥ 0 ∧ 1− x− y > 0. (12.3)

Odtud dostáváme
x2 + y2 ≤ 4 ∧ x+ y < 1. (12.4)

Rovnićı x2 + y2 = 4 je definovaná kružnice k se sťredem v počátku o poloměru 2.
Označme A1 ⊂ E2 množinu těch bodů [x, y], které lež́ı uvniťr kružnice k a A2 ⊂ E2

množinu těch bodů, které lež́ı vně kružnice k. Poněvadž bod [0, 0] ∈ A1 vyhovuje
nerovnici

x2 + y2 < 4, (12.5)

vyhovuj́ı této nerovnici i všechny body z A1, všechny body [x, y] ∈ A2 vyhovuj́ı nerovnici

x2 + y2 > 4. (12.6)

Nerovnici
x2 + y2 ≤ 4

vyhovuj́ı tedy všechny body [x, y] ∈ E2, které lež́ı uvniťr a na kružnici k.

Rovnićı x+y = 1 je definovaná p̌ŕımka, která prot́ıná osu x v bodě [1, 0] a osu y v bodě
[0, 1]. Tato p̌ŕımka rozděluje rovinu (0xy) na dvě poloroviny B1, B2. Označeńı volme
tak, že počátek 0 = [0, 0] ∈ B1. Poněvadž bod [0, 0] vyhovuje nerovnici

x+ y < 1, (12.7)
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vyhovuj́ı nerovnici (12.7) všechny body [x, y] ∈ B1 a pro body [x, y] ∈ B2 plat́ı x+y >

1.

Je tedy definičńım oborem funkce (12.2) množina všech bodů [x, y] ∈ B1, které lež́ı
uvniťr a na obvodu kružnice k. Viz obr. 12.3.

x

y

k

1 2

1

2

0[0, 0]

Obrázek 12.3: Definičńı obor funkce (12.2)
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Definice 12.2. (Spojitost funkce v oblasti D)

Necht’ n ∈ N a D je oblast, resp. uzav̌rená oblast v En, v ńıž je definovaná funkce

z = f(x1, . . . , xn).

Necht’ X0 = [x0
1, . . . , x

0
n] ∈ D. Řekneme, že funkce f(X) je v bodě X0 =

[x0
1, . . . , x

0
n] ∈ D spojitá, jestliže

• Je v něm definovaná

• Ke každému č́ıslu ε > 0 existuje takové kladné č́ıslo δ , že hodnota funkce
f(X) v každém bodě X ∈ D vzdáleném od bodu X0 o méně než δ se lǐśı od
hodnoty funkce f v bodě X0 o méně než ε, tj.

%(f(X), f(X0) ≤ ε.

Poznámka. Jestliže funkce je spojitá v každém bodě množiny D, budeme ř́ıkat, že je
spojitá na D.

Zjǐstěńı, zda daná funkce je spojitá v uvažovaném bodě by bylo podle této definice velice
obt́ıžné. Spojitost řady funkćı odvod́ıme ze znalosti spojitosti funkćı jedné proměnné
podle následuj́ıćıch vět.
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Poznámka. Uvažujme funkci jedné proměnné

z = 3x1 + 1. (12.8)

Tuto funkci lze p̌repsat na tvar, obsahuj́ıćı v́ıce proměnných, nap̌r. na funkci

z = 3x1 + 0x2 + 0x3 + 1. (12.9)

Potom (12.9) a tedy i (12.8) lze chápat jako funkci ťŕı proměnných x1, x2, x3. Budeme
ř́ıkat, že funkce (12.8) vznikla z (12.9) vypuštěńım nevýznamných proměnných x2, x3,
resp. že funkce (12.9) vznikla z (12.8) p̌ridáńım nevýznamných proměnných x2, x3.
Poněvadž funkce (12.8) je spojitá v každém bodě x1, je v každém bodě [x1, x2, x3]
spojitá i funkce (12.9).

Každou funkci f jedné proměnné x1 lze chápat zároveň jako funkci F (x) = f(x1)+
0.x2 + . . . + 0.xn n− proměnných. Ḿısto F budeme opět psát f . Je-li funkce f
jedné proměnné spojitá v bodě x1 = a, potom i funkce f, chápaná jako funkce
n proměnných x1, . . . , xn, je spojitá v bodě [a, x0

2, . . . , x
0
n], kde x0

2, . . . , x
0
n jsou

libovolná č́ısla. Poznamenejme, že elementárńı funkce jedné proměnné jsou spojité
ve svém definičńım oboru.
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Věta 12.3. Spojitost součtu, součinu a pod́ılu funkćı

Necht’ n ∈ N a necht’ D je oblast (resp. uzav̌rená oblast) v En. Necht’ funkce
f(X), g(X) jsou dané funkce spojité v bodě X0 ∈ D . Potom i funkce

f(X)± g(X), f(X).g(X)

jsou spojité v bodě X0. Je-li nav́ıc g(X0) 6= 0, je i funkce f(X)
g(X) spojitá v bodě X0.

Složená funkce a jejı́ spojitost

Dř́ıve, než p̌ristouṕıme ke studiu této části textu, zopakujte si pojem složené funkce
jedné proměnné a větu o spojitosti složené funkce jedné proměnné.
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Definice 12.4. (Složená funkce n-proměnných)
Necht’ Ω je oblast (resp. uzav̌rená oblast) v prostoru Em a necht’ D je oblast (resp.
uzav̌rená oblast) v En. Necht’

z = f(y1, . . . , ym)

je funkce definovaná na Ω. Necht’ funkce

y1 = ϕ1(x1, . . . , xn), . . . , ym = ϕm(x1, . . . , xn)

jsou definované na množině D. Necht’ pro každý bod X = [x1, . . . , xn] ∈ D je
[ϕ1(X), . . . , ϕm(X)] ∈ Ω. Potom funkce

F (X) = f(ϕ1(X), . . . , ϕm(X)), X ∈ D

se nazývá složenou funkćı. Funkce z = f(y1, . . . , ym) se nazývá jej́ı vněǰśı složkou
a funkce ϕ1(X), . . . , ϕm(X) se nazývaj́ı jej́ımi vniťrńımi složkami.

Uved’me si následuj́ıćı větu o spojitosti složených funkćı.
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Věta 12.5. (Věta o spojitosti složené funkce)

Necht’ funkce

yi = ϕi(X), i = 1, 2, . . . ,m, X = [x1, . . . , xn] ∈ D ⊆ En,

jsou spojité v bodě X0 = [x0
1, . . . , x

0
n] ∈ D. Označme

Y 0 = [y0
1, . . . , y

0
m], kde y0

i = ϕi(X
0), i = 1, 2, . . . ,m.

Necht’ na Ω ⊆ En je dána funkce

z = f(Y ), Y ∈ Ω ⊆ Em.

Necht’ pro všechna X ∈ D je [ϕ1(X), . . . , ϕm(X)] ∈ Ω. Jestliže funkce f(Y ) je
spojitá v bodě Y 0 , je i složená funkce

F (X) = f(ϕ1(X), . . . , ϕm(X))

spojitá v bodě X0.

Př́ıklad 12.2. Funkce z =
√
x2

1 + x2
2 je spojitá v bodě [0, 0].

Skutečně. Položme

y = ϕ(x1, x2), kde ϕ(x1, x2) = x2
1 + x2

2.
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Funkce ϕ je definovaná na množině D = E2 a je spojitá v bodě [0, 0]. Označme
y0 = ϕ(0, 0). Plat́ı ϕ(0, 0) = 0. Položme z = f(y), kde f(y) =

√
y. Funkce f(y) je

na intervalu Ω = 〈0,∞) spojitá. Pro každý bod [x1, x2] ∈ D je ϕ(x1, x2) ∈ Ω. Funkce
f(y) je spojitá v bodě y0. Podle věty 12.5 je tedy funkce z =

√
x2

1 + x2
2 spojitá v bodě

[0, 0].

Př́ıklad 12.3. Funkce

z =
lnx

x2 + y2

je spojitá v každém bodě [x, y] ∈ D, kde

D = {[x, y] : 0 < x ∧ y ∈ (−∞,∞)}.

Skutečně. Funkci lnx lze považovat za funkci dvou proměnných x, y. Je definovaná a
spojitá v D. Funkce x2+y2 je definovaná a spojitá v každém bodě [x, y] ∈ E2. V každém
bodě [x, y], [x, y] 6= [0, 0], je x2 + y2 6= 0. Podle věty 12.3 je funkce z = lnx

x2+y2 , jakožto
pod́ıl dvou spojitých funkćı, funkce spojitá v každém bodě [x, y] ∈ D, [x, y] 6= [0, 0].
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12.1. Parciálńı derivace

Zavedeńı parciálńıch derivaćı 1. řádu funkce dvou proměnných

Uvažujme funkci

z = f(x, y), [x, y] ∈ Ω ⊆ E2. (12.10)

Dosad’me do (12.10) za y pevnou hodnotu y = y0. Předpokládejme, že dostaneme
funkci jedné proměnné x, totiž funkci

g(x) = f(x, y0), x ∈ I ⊆ E1, (12.11)

kde I je takový interval, že [x, y0] ∈ Ω pro x ∈ I.

Jako p̌ŕıklad uved’me funkci

z = x3y2, [x, y] ∈ E2. (12.12)

Zvolme y = 5 a dosad’me tuto hodnotu do (12.12). Dostáváme

z = x3 · 52, to jest z = 25x3, x ∈ (−∞,∞), (12.13)

to jest funkci jedné proměnné.

Uvažujme funkci g(x) určenou vztahem (12.11). Předpokládejme, že tato
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funkce má v bodě x0 ∈ I derivaci g′(x0), potom

g′(x0) = lim
h→0

g(x0 + h)− g(x0)

h
, tj. g′(x0) = lim

h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h
.

(12.14)
Tuto derivaci nazýváme parciálńı (částečnou) derivaćı funkce f(x, y) podle x v bodě
[x0, y0]. Jestliže bod x0 je levým (pravým) koncovým bodem intervalu I, nahrad́ıme
limitu v (12.14) limitou zprava (zleva) v bodě h = 0. Bod [x0, y0] může být libovolný
z Ω. Ḿısto x0, y0 pǐsme x, y. Parciálńı derivaci funkce f(x, y) v bodě [x, y] budeme
značit jako

∂f(x, y)

∂x
, nebo f ′x(x, y) nebo fx(x, y).

Poněvadž v (12.10) jsme označili funkci f(x, y) jako z, můžeme též psát

∂z

∂x
, z′x, zx.

Chceme-li vyznačit, že se jedná o parciálńı derivaci v bodě [x0, y0], můžeme použ́ıt nap̌r.
tyto zápisy

∂f(x0, y0)

∂x
,

(
∂f

∂x

)
[x0,y0]

, f ′x(x0, y0), fx(x0, y0), z′x(x0, y0), zx(x0, y0).

(12.15)
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V označeńı parciálńı derivace je použit symbol ∂. Tento symbol ∂ neńı ṕısmenem žádné
abecedy. Srovnejte si označeńı derivace (11.18) funkce jedné proměnné s označeńım ∂f

∂x

pro parciálńı derivaci.

Parciálńı derivaci funkce z = f(x, y) v bodě [x, y] podle proměnné x lze tedy definovat
jako

∂f(x, y)

∂x
= lim

h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h
, (12.16)

pokud tato limita existuje.

Analogicky zavád́ıme parciálńı derivaci funkce z = f(x, y) podle y v bodě [x0, y0].
Dosad’me do (12.10) za x pevnou hodnotu x = x0. Předpokládejme, že dostaneme
funkci jedné proměnné y, totiž funkci

h(y) = f(x0, y), y ∈ J, (12.17)

kde J je takový interval, že [x0, y] ∈ Ω, y ∈ J .

Uvažujme funkci h(y) určenou vztahem (12.17). Může se stát, že tato funkce má v bodě
y0 ∈ J derivaci, to jest, že existuje

lim
k→0

h(y0 + k)− h(y0)

k
, tj. lim

k→0

f(x0, y0 + k)− f(x0, y0)

k
. (12.18)

Tuto derivaci nazýváme parciálńı (částečnou) derivaćı funkce f(x, y) podle y v bodě
[x0, y0]. Jestliže bod y0 je levým (pravým) koncovým bodem intervalu J , nahrad́ıme
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limitu v (12.18) limitou zprava (zleva) v bodě h = 0. Bod [x0, y0] může být libovolný
bod z Ω. Ḿısto x0, y0 pǐsme x, y. Parciálńı derivaci funkce f(x, y) v bodě [x, y] podle
y budeme značit jako

∂f(x, y)

∂y
, nebo f ′y(x, y) nebo fy(x, y).

Zápisy
∂z

∂y
, z′y, zy

lze rovněž použ́ıt pro parciálńı derivaci funkce z = f(x, y) podle y. Je tedy

∂f(x, y)

∂y
= lim

k→0

f(x, y + k)− f(x, y)

k
,

pokud tato limita existuje.

Jestliže ∂f(x,y)
∂x (∂f(x,y)

∂y ) existuje pro [x, y] ∈ Ω1 ⊆ Ω, je ke každému bodu [x, y] ∈ Ω1

p̌rǐrazeno č́ıslo ∂f(x,y)
∂x (∂f(x,y)

∂y. ) Je tedy ∂f
∂x (∂f∂y ) funkce proměnných x, y na Ω1. Symbolem

(∂z∂x)[x0,y0] ((∂z∂y)[x0,y0]) budeme značit též ∂z(x0,y0)
∂x

(∂z(x0,y0)
∂y ).

Př́ıklad 12.4. Necht’

z = 2x3y4 − 3xy5 + 2x− 3y + 1. (12.19)
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Abychom vypoč́ıtali ∂z
∂x , považujeme v (12.19) y za konstantu a derivujeme (12.19)

podle x. Dostáváme

∂z

∂x
= 2 · 3x2y4 − 3y5 + 2, tj.

∂z

∂x
= 6x2y4 − 3y5 + 2. (12.20)

Abychom vypoč́ıtali ∂z
∂y , považujeme v (12.19) x za konstantu a derivujeme (12.19)

podle y. Dostáváme
∂z

∂y
= 8x3y3 − 15xy4 − 3. (12.21)

Funkce (12.20), (12.21) jsou definované v každém bodě [x, y] ∈ Ω. Nap̌r.(
∂z

∂x

)
[2,3]

= [6x2y4 − 3y5 + 2][2,3] = 6 · 22 · 34 − 3 · 35 + 2,

to jest (
∂z

∂x

)
[2,3]

= 1944− 729 + 2 = 1217.

Podobně nap̌r. (
∂z

∂y

)
[0,2]

= [8x3y3 − 15xy4 − 3][0,2] = −3.



533•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Pod́ıvejme se nyńı na geometrický význam parciálńıch derivaćı(
∂z

∂x

)
[x0,y0]

,

(
∂z

∂y

)
[x0,y0]

.

Sledujme obr. 12.4.

x

y

z

T

[x0, y0]

0

x0

y0

z = f(x0, y)
2C

1C
z = f(x, y0)

z = f(x, y)
1t

2t

Obrázek 12.4: Geometrický význam parciálńıch derivaćı.

Označili jsme

g(x) = f(x, y0)
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a položili jsme (∂f∂x)[x0,y0] = g′(x0). Rovnićı

z = g(x), tj. z = f(x, y0)

je definována ǩrivka, označená na obrázku 12.4 jako 1C. Rovnićı

z = h(y), tj. z = f(x0, y)

je definována ǩrivka, označená na obrázku 12.4 jako 2C. Je tedy

g′(x0) =

(
∂f

∂x

)
[x0,y0]

(
h′(y0) =

(
∂f

∂y

)
[x0,y0]

)

směrnice tečny 1t (2t) ke ǩrivce 1C (2C) v jej́ım bodě T .
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Zavedeńı parciálńıch derivaćı funkćı n–proměnných

Uvažujme nyńı funkci n-proměnných

z = f(x1, x2, . . . , xn), n ∈ N, X = [x1, . . . , xn] ∈ Ω ⊆ En. (12.22)

Zvolme i ∈ {1, 2, . . . , n}. Dosad’me za každou proměnnou xj, j = 1, 2, . . . , n, j 6= i, v (12.22)
pevnou hodnotu x0

j . Dostali jsme tak funkci jedné proměnné xi, označme ji ig(xi). Dostáváme

ig(xi) = f(x0
1, . . . , x

0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n). (12.23)

Jestli tato funkce má v č́ısle x0
i derivaci ig′(x0

i ), nazveme ji parciálńı derivaćı funkce (12.22) podle
xi v bodě X0 = [x0

1, . . . , x
0
i−1, x

0
i , x

0
i+1, . . . , x

0
n] ∈ Ω. Znač́ıme ji jedńım ze symbol̊u

∂f(X0)

∂xi
,

(
∂f

∂xi

)
X0

,
∂z(X0)

∂xi
,

(
∂z

∂xi

)
X0

,
∂

∂xi
f(X0), z′xi

(X0), zxi
(X0). (12.24)

Bod X0 = [x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n] může být libovolný bod z Ω. Ḿısto parciálńıch derivaćı

v bodě X0 je můžeme uvažovat v bodě X = [x1, x2, . . . , xn].

Parciálńı derivace

∂z

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n

nazýváme parciálńımi derivacemi prvńıho řádu.
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Př́ıklad 12.5. Uvažujme funkci

z =
x1 sin x2

x3

x2
2 + x2

3 + 1
. (12.25)

Tato funkce je definovaná v každém bodě X = [x1, x2, x3] ∈ E3, X 6= [x1, x2, 0].
Určeme ∂z

∂x2
. Derivujme (12.25) podle proměnné x2. Proměnné x1, x3 uvažujeme jako

konstanty. Dostáváme

∂z

∂x2
=
x1

1
x3

cos x2

x3
· (x2

2 + x2
3 + 1)− x1 sin x2

x3
· 2x2

(x2
2 + x2

3 + 1)2 .

Úpravu p̌renechávám čtená̌ri.

Zavedenı́ parciálnı́ch derivacı́ vyššı́ch řádů.
Předpokládejme, že funkce

z = f(x1, x2, . . . , xi, . . . , xn), X = [x1, . . . , xi, . . . , xn] ∈ Ω ⊆ En (12.26)

je definovaná na Ω ⊆ En a má parciálńı derivace

∂z

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n (12.27)

v každém bodě X = [x1, x2, . . . , xn] ∈ Ω1 ⊆ Ω. Můžeme se na ně tedy d́ıvat jako
na funkce n-proměnných na Ω1. Jestliže parciálńı derivace ∂z

∂xi
má parciálńı derivaci
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podle xj v bodě X0 = [x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n], označ́ıme ji ∂2z(X0)

∂xi∂xj
. Uved’me si několik daľśıch

už́ıvaných označeńı

[
∂2f(X)

∂xi∂xj

]
X0

,
∂2f(X0)

∂xi∂xj
, z′′xixj(X0), zxixj(X0), f

′′
xixj

(X0), fxixj(X0). (12.28)

Nazýváme ji druhou parciálńı derivaćı funkce f podle xi, xj (v tomto pǒrad́ı) v bodě
X0. Jestliže i = j, ṕı̌seme věťsinou ∂2z

∂x2
i

ḿısto ∂2z
∂xi∂xi

, resp. z′′
x2
i

ḿısto z′′xixi. Jestliže i 6= j,

nazýváme parciálńı derivaci ∂2z
∂xi∂xj

sḿı̌senou.

Př́ıklad 12.6. Necht’

z = 3x2
1x

4
2x

3
3.

Vypoč́ıtejte všechny jej́ı parciálńı derivace 2. řádu. Nap̌red vypoč́ıtáme parciálńı derivace
1. řádu. Dostáváme

∂z

∂x1
= 6x1x

4
2x

3
3,

∂z

∂x2
= 12x2

1x
3
2x

3
3,

∂z

∂x3
= 9x2

1x
4
2x

2
3.
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Přikročme k výpočtu všech parciálńıch derivaćı 2. řádu. Dostáváme

∂2z

∂x2
1

= 6x4
2x

3
3,

∂2z

∂x1∂x2
= 24x1x

3
2x

3
3,

∂2z

∂x1∂x3
= 18x1x

4
2x

2
3,

∂2z

∂x2∂x1
= 24x1x

3
2x

3
3,

∂2z

∂x2
2

= 36x2
1x

2
2x

3
3,

∂2z

∂x2∂x3
= 36x2

1x
3
2x

2
3,

∂2z

∂x3∂x1
= 18x1x

4
2x

2
3,

∂2z

∂x3∂x2
= 36x2

1x
3
2x

2
3,

∂2z

∂x2
3

= 18x2
1x

4
2x3.

Poznámka. Všimněme si, že v tomto p̌ŕıkladě je

∂2z

∂xi∂xj
=

∂2z

∂xj∂xi
, i, j = 1, 2, 3, i 6= j.

Jinými slovy, v tomto p̌ŕıpadě nezálež́ı na pǒrad́ı deriviváńı.

Podobně se definuj́ı parciálńı derivace vyš̌śıch řádů. Je-li dána nap̌r. funkce

z = f(X), X = [x1, x2, . . . , xn], X ∈ Ω ⊆ En, (12.29)

potom nap̌r. parciálńı derivace 3. řádu ∂3f
∂x2

2∂x1
obdrž́ıme takto. Vypoč́ıtáme ∂f

∂x2
. to zna-

mená, že x1, x3 . . . , xn považujeme za pevné hodnoty a derivujeme (12.29) podle x2.
Předpokládáme, že tato derivace existuje na jisté podmmnožině Ω1 ⊆ Ω. V daľśım
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kroku derivujeme funkci ∂f
∂x2

opět podle proměnné x2, tj. poč́ıtejme ∂
∂x2

( ∂f∂x2
). To zna-

mená, že x1, x3 . . . , xn ve funkci ∂f
∂x2

považujeme za pevné hodnoty a derivujeme ji
podle x2. Předpokládáme, že tato derivace existuje na jisté podmmnožině Ω2 ⊆ Ω.
Dostaneme tak na Ω2 funkci ∂

2f
∂x2

2
. V daľśım kroku derivujeme funkci ∂

2f
∂x2

2
, definovanou na

Ω2, podle proměnné x1. To znamená, že x2, x3 . . . , xn považujeme za pevné hodnoty
a derivujeme funkci ∂2f

∂x2
2
, definovanou na Ω2, podle x1. Jestliže tato parciálńı derivace

existuje na Ω3 ⊆ Ω2, máme v každém bodě množiny Ω3 definovanou parciálńı derivaci
∂3f

∂x2
2∂x1

.

Je otázkou, co lze ř́ıci o vzájemném vztahu mazi parciálńımi derivacemi ∂3f
∂x2

2∂x1
, ∂3f
∂x2∂x1∂x2

,
∂3f

∂x1∂x2
2
. Tyto parciálńı derivace se lǐśı pǒrad́ım proměnných, podle nichž jsme prováděli

derivováńı. Plat́ı tato věta.

Věta 12.6.

Necht’ funkce n-proměnných

z = f(X), X = [x1, x2, . . . , xn], X ∈ Ω

má v jistém okoĺı Uδ(X
0), X0 ∈ Ω, spojité všechny parciálńı derivace řádu k, potom

nezálež́ı na pǒrad́ı proměnných, podle nichž derivujeme.

Tedy nap̌r. má-li funkce f(x1, x2) v okoĺı bodu X0 = [x0
1, x

0
2] spojité všechny parciálńı
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derivace 2. řádu, potom ∂2f
∂x1∂x2

= ∂2f
∂x2∂x1

.

Poznámka. Věta 12.6 je vyslovena za poněkud silněǰśıch p̌redpokladů, než je nutno.

Př́ıklad 12.7. Necht’

z = x3y2t4.

Potom plat́ı

∂z

∂x
= 3x2y2t4,

∂2z

∂x∂y
= 6x2yt4,

∂3z

∂x∂y∂t
= 24x2yt3.

Podobně
∂z

∂t
= 4x3y2t3,

∂2z

∂t∂y
= 8x3yt3,

∂3z

∂t∂y∂x
= 24x2yt3.

Vid́ıme, že ∂3z
∂x∂y∂t = ∂3z

∂t∂y∂x . K tomuto závěru bychom p̌rǐsli p̌ŕımo užit́ım věty 12.6,

nebot’ všechny parciálńı derivace funkce z = x3y2t4 jsou spojité ve E3.
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Parciálnı́ derivace složené funkce

Před započet́ım studia této problematiky si zopakujte výpočet derivace složené funkce
jedné proměnné.

Věta 12.7. (Derivace složené funkce)

Necht’ funkce ϕi(X), X = [x1, . . . , xn] ∈ En, i = 1, 2, . . . ,m, maj́ı všechny
parciálńı derivace v bodě X0 = [x0

1, . . . , x
0
n]. Necht’ funkce z = f(Y ), Y =

[y1, . . . , ym], má spojité všechny parciálńı derivace 1. řádu v bodě Y 0 = [y0
1, . . . , y

0
m],

kde y0
i = ϕi(X

0), i = 1, 2, . . . ,m. Potom složená funkce

z = F (X) = f([ϕ1(X), . . . , ϕm(X)])

má v bodě X0 všechny parciálńı derivace 1. řádu a plat́ı

∂F (X0)

∂xi
=

m∑
j=1

∂f(Y 0)

∂yi

∂ϕj(X0)

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n.

Př́ıklad 12.8. Necht’

z =
√

1 + (x+ y)2, [x, y] ∈ E2. (12.30)

Vypoč́ıtejte ∂2z
∂x∂y .
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Řešeńı. Funkce (12.30) je složená funkce. Funkce z = f(u), kde f(u) =
√
u, je jej́ı

vněǰśı složkou a u = ϕ(x, y), kde ϕ(x, y) = 1 + (x+ y)2, je jej́ı vniťrńı složkou. Podle
věty 12.7 dostáváme

∂z

∂x
=

1

2

1√
1 + (x+ y)2

2(x+ y).

Po úpravě dostáváme
∂z

∂x
=

x+ y√
1 + (x+ y)2

. (12.31)

Parciálńı derivaćı funkce ∂z
∂x podle y dostáváme

∂2z

∂x∂y
=

1 ·
√

1 + (x+ y)2 − (x+ y)1
2

1√
1+(x+y)2

2(x+ y)(√
1 + (x+ y)2

)2 .

Úpravou dostaneme

∂2z

∂x∂y
=

1(
1 + (x+ y)2

)√
1 + (x+ y)2

.
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Tečna k prostorové křivce a tečná rovina k ploše.

Začneme se zavedeńım pojmu tečny ke ǩrivce.

Tečna ke ǩrivce. Necht’

xi = ϕi(t), t ∈ I ⊆ E1, i = 1, 2, . . . , n, (12.32)

jsou spojité funkce na intervalu I. Rovnicemi (12.32) je vyjáďrena ǩrivka, označme ji c,
v tak zvaném parametrickém vyjáďreńı. Necht’ t0 ∈ I. Položme

x0
i = ϕi(t0), i = 1, 2, . . . , n.

Označme
T = [x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n].

Necht’ M je bod na ǩrivce c odpov́ıdaj́ıćı parametru t0 + h ∈ I, kde h ∈ E1. Tedy

M = [ϕ1(t0 + h), ϕ2(t0 + h), . . . , ϕn(t0 + h)].

Směrovým vektorem p̌ŕımky určené body T,M je vektor

s = (s1(h), s2(h), . . . , sn(h)),

kde

si(h) =
ϕi(t0 + h)− ϕi(t0)

h
, i = 1, 2, . . . , n.
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Jestliže existuj́ı

s0
i = lim

h→0
si(h), i = 1, 2, . . . , n,

to jest, jestliže funkce

ϕi(t), i = 1, 2, . . . , n,

maj́ı v bodě t0 derivace

s0
i = ϕ′i(t0), i = 1, 2, . . . , n,

potom p̌ŕımku

xi = x0
i + s0

i · t, i = 1, 2, . . . , n, t ∈ (−∞,∞)

nazýváme tečnou ke ǩrivce c v bodě T . Na obr. 12.5 je znázorněno zavedeńı tečny ke
ǩrivce pro n = 2.

Dospěli jsme k tomuto závěru.
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0
x1

x2

T [ϕ1(t0), ϕ2(t0)]

M [ϕ1(t0 + h), ϕ2(t0 + h)]

c

Obrázek 12.5: Zavedeńı tečny ke křivce.

Necht’

xi = ϕi(t), t ∈ I ⊆ E1, i = 1, 2, . . . , n,

jsou spojité funkce na intervalu I. Necht’ t0 ∈ I a necht’ funkce ϕi(t) maj́ı v bodě
t0 derivace ϕ′i(t0), i = 1, 2, . . . , n. Potom p̌ŕımka

xi = ϕi(t0) + λϕ′i(t0), i = 1, 2, . . . , n, λ ∈ (−∞,∞)

je tečnou ke ǩrivce

xi = ϕi(t), t ∈ I, i = 1, 2, . . . , n,

v bodě T [ϕ1(t0), . . . , ϕn(t0)].
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Př́ıklad 12.9. Ke ǩrivce

x1 = 2 cos t, x2 = 2 sin t, x3 = 3t, t ∈ (−∞,∞) (12.33)

napǐste rovnici tečny v jej́ım bodě T daném parametrem t = π
4 .

Řešeńı. Dosazeńım t = π
4 do (12.33) dostáváme bod

T = [
√

2,
√

2, 3
π

4
].

Poněvadž

(2 cos t)′ = −2 sin t, (2 sin t)′ = 2 cos t, (3t)′ = 3,

je směrový vektor s tečny v bodě T roven

s = (−
√

2,
√

2, 3).

Tedy tečna k zadané ǩrivce v jěj́ım bodě T má parametrické vyjáďreńı

x1 =
√

2−
√

2λ,

x2 =
√

2 +
√

2λ,

x3 = 3
π

4
+ 3λ,

kde λ ∈ (−∞,∞).
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Tečná rovina k ploše. Necht’

z = F (X), X = [x1, . . . , xn] ∈ D ⊆ En

má v D spojité všechny parciálńı derivace 1. řádu. Necht’ T0 = [x0
1, . . . , x

0
n] ∈ D a

T = [x0
1, . . . , x

0
n, z

0], kde z0 = F (x0
1, . . . , x

0
n) je bod na ploše z = F (X). Necht’ funkce

xi = ϕ(t), t ∈ I, i = 1, 2, . . . , n,

maj́ı derivace 1. řádu v bodě t0 ∈ I a necht’

x0
i = ϕi(t0), i = 1, 2, . . . , n.

Označme c ǩrivku v En+1 danou v parametrickém vyjáďreńı rovnicemi

x1 = ϕ1(t), . . . , xn = ϕn(t), z = F (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) (12.34)

lež́ıćı na ploše z = F (x1, . . . , xn). Směrový vektor tečny ǩrivky c v jej́ım bodě T je

s =

(
ϕ′1(t0), . . . , ϕ

′
n(t0),

(
∂F

∂x1

)
T0

ϕ′1(t0) + · · ·+
(
∂F

∂xn

)
T0

ϕ′n(t0)

)
.

Vektor s je kolmý na vektor

n =

((
∂F

∂x1

)
T0

, . . . ,

(
∂F

∂xn

)
T0

,−1

)
.
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(Skalárńı součin těchto vektor̊u je roven nule.) Označme τ rovinu

τ ≡ z − F (T0) =

(
∂F

∂x1

)
T0

(x1 − x0
1) + · · ·+

(
∂F

∂xn

)
T0

(xn − x0
n).

Tečna ke ǩrivce (12.34) v bodě T lež́ı v rovině τ . Tato rovina záviśı pouze na rovnici
plochy z = F (X) a na bodě T . Nazýváme ji tečnou rovinou plochy z = F (X) v bodě
T .

Necht’ funkce z = F (x1, . . . , xn) má spojité všechny parciálńı derivace 1. řádu
v bodě T0 = [x0

1, . . . , x
0
n]. Označme z0 = F (x0

1, . . . , x
0
n), T = [x0

1, . . . , x
0
n, z

0] bod
na ploše z = F (x1, . . . , xn). Potom rovina

z − z0 =

(
∂F

∂x1

)
T0

(x1 − x0
1) + · · ·+

(
∂F

∂xn

)
T0

(xn − x0
n)

je tečnou rovinou k ploše z = F (x1, . . . , xn) v bodě T .

Př́ıklad 12.10. Napǐste rovnici tečné roviny k ploše z =
√
x2 + y2 v bodě T = [4, 3, ?]

na dané ploše.

Řešeńı. Nap̌red urč́ıme z. Dostáváme

z0 =
√

42 + 32 = 5.
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Urč́ıme parciálńı derivace 1. řádu funkce z =
√
x2 + y2 v bodě T0 = [4, 3]. Dostáváme

∂z

∂x
=

x√
x2 + y2

,
∂z

∂y
=

y√
x2 + y2

;

(
∂z

∂x

)
[4,3]

=
4

5
,

(
∂z

∂y

)
[4,3]

=
3

5
.

Tedy hledanou tečnou rovinou je rovina

τ ≡ z − 5 =
4

5
(x− 4) +

3

5
(y − 3).

12.1.1. Totálńı diferenciál

Totálńı diferenciál funkce dvou proměnných

Před započet́ım studia této podkapitoly si zopakujte diferenciál funkce jedné proměnné.

Definice 12.1. (Totálńı diferenciál funkce z = f(x, y))

Necht’ z = f(x, y) je funkce definovaná v daném δ-okoĺı Uδ([a, b]) bodu [a, b]. Necht’ funkce f(x, y)
má v bodě [a, b] spojité parciálńı derivace ∂f

∂x
, ∂f
∂y

. Potom funkci df v proměnných h, k, danou
vztahem

df(a, b, h, k) =

(
∂f

∂x

)
[a,b]

h+

(
∂f

∂y

)
[a,b]

k, (12.35)

nazýváme totálńım diferenciálem funkce f(x, y) v bodě [a, b].
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Pro takto zavedený totálńı diferenciál plat́ı tato věta.

Věta 12.8. Necht’ funkce z = f(x, y) má v bodě [a, b] spojité parciálńı derivace 1. řádu.
Potom existuj́ı δ > 0 a funkce η(h, k) tak, že pro h, k, pro něž [a+h, b+k] ∈ 3Uδ([a, b])
1) plat́ı

f(a+ h, b+ k)− f(a, b) =
(
∂f
∂x

)
[a,b]
h+

(
∂f
∂y

)
[a,b]
k + η(h, k), (12.36)

lim
[h,k]→[0,0]

η(h,k)
|h|+|k| = 0. (12.37)

Poznámka. V diferenciálu (12.35) se často ḿısto h, k ṕı̌se dx, dy. Diferenciál df funkce f(x, y)
v bodě [a, b] se pak zapisuje takto

df =

(
∂f

∂x

)
[a,b]

dx+

(
∂f

∂y

)
[a,b]

dy.

Př́ıklad 12.11. Napǐste diferenciál funkce z = x3y4 v bodě [2, 3].

Řešeńı. Funkce z = x3y4 má spojité parciálńı derivace v každém bodě [x, y], tedy i
v bodě [2, 3]. Podle (12.35) dostáváme

dz = (3x2y4)[2,3]dx+ (4x3y3)[2,3]dy,

1) 3Uδ([a, b]) je okoĺı bodu [a, b] určené metrikou %3.
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tj.

dz = 972 dx+ 864 dy.

Analogicky lze zavést diferenciál funkce n-proměnných.

Definice 12.2.

Necht’ funkce z = f(X), X = [x1, . . . , xn], n ∈ N, má v oblasti Ω spojité parciálńı
derivace 1. řádu. Potom

df =

(
∂f

∂x1

)
X

dx1 + · · ·+
(
∂f

∂xn

)
X

dxn (12.38)

nazýváme totálńım diferenciálem funkce z = f(X) v bodě X = [x1, . . . , xn] ∈ Ω.
Je tedy df v bodě X funkćı proměnných dx1, . . . , dxn.

Věta 12.9. Necht’ funkce z = f(X), X = [x1, . . . , xn] má v bodě X0 = [x0
1, . . . , x

0
n]

spojité parciálńı derivace 1. řádu. Potom existuje δ > 0 a funkce η(dx1, . . . , dxn) tak,
že pro dx1, . . . , dxn, pro něž [x0

1 + dx1, . . . , x
0
n + dxn] ∈ Uδ(X0) plat́ı

f(x0
1 + dx1, . . . , x

0
n + dxn)− f(x0

1, . . . , x
0
n) =

=

(
∂f

∂x1

)
X0

+ · · ·+
(
∂f

∂xn

)
X0

+ η(dx1, . . . , dxn),
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p̌ri čemž limita η(dx1,...,dxn)
|dx1|+···+|dxn| v bodě [0, . . . , 0] má hodnotu 0.

Důkaz: Důkaz je analogický jako důkaz speciálńıho p̌ŕıpadu n = 2 uvedeném ve větě
12.8.

Z této věty vyplývá, že

f(x0
1 + dx1, . . . , x

0
n + dxn)− f(x0

1, . . . , x
0
n) ≈

(
∂f

∂x1

)
X0

dx1 + · · ·+
(
∂f

∂xn

)
X0

dxn.

Totálńı diferenciál vyjaďruje p̌ŕırustek na tečné rovině, p̌rejdeme-li z bodu X0 = [x0
1, . . . , x

0
n]

do bodu X = [x0
1 + dx1, . . . , x

0
n + dxn].
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12.2. Extrémy funkćı v́ıce proměnných

Lokálńı extrémy

Lokálńı extrémy funkćı n-proměnných zavád́ıme analogicky jeko u funkćı jedné proměnné.

Definice 12.3.
Necht’ f(X), X = [x1, x2, . . . , xn], je funkce n-proměnných definovaná na oblasti
Ω. Necht’ X0 = [x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n] ∈ Ω. Necht’ existuje δ > 0 tak, že Uδ(X

0) ⊂ Ω a
že pro všechna X ∈ Uδ(X0) plat́ı

f(X) ≤ f(X0) (f(X) ≥ f(X0)).

Potom ř́ıkáme, že funkce f má v bodě X0 lokálńı maximum (lokálńı minimum).
Lokálńı maxima a lokálńı minima nazýváme společným názvem lokálńı extrémy.

Necht’ existuje δ > 0 tak, že Uδ(X
0) ⊂ Ω a že pro všechna X ∈ Uδ(X0), X 6= X0

plat́ı
f(X) < f(X0) (f(X) > f(X0)).

Potom ř́ıkáme, že funkce f má v bodě X0 vlastńı lokálńı maximum (vlastńı lokálńı
minimum). Vlastńı lokálńı maxima a vlastńı lokálńı minima nazýváme společným
názvem vlastńı lokálńı extrémy.

Z této definice je patrno, že jestliže funkce f(X) má v bodě X0 lokálńı maximum
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(minimum), potom maj́ı i všechny funkce

Fi(t) = f(x0
1, . . . , x

0
i−1, t, x

0
i+1, . . . , x

0
n), i = 1, 2, . . . , n

v bodě xi, i = 1, 2, . . . , n, lokálńı maximum (minimum).

Má-li tedy funkce Fi(t), i = 1, 2, . . . , n, v bodě x0
i derivaci, je rovna 0. Podle definice

parciálńı derivace funkce f je však derivace funkce Fi(t) v bodě x0
i rovna parciálńı

derivaci funkce f(X) podle xi v bodě X0, takže

F ′i (x
0
i ) =

∂f

∂xi
(X0) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Funkce f(X), X = [x1, . . . , xn], definovaná na oblasti Ω, může nabývat lokálńı
extrém pouze v těch bodech, v nichž má všechny parciálńı derivace 1. řádu rovny 0,
nebo v těch bodech, v nichž nemá některou parciálńı derivaci. Bod X0 ∈ Ω, v němž
má funkce f všechny parciálńı derivace 1. řádu rovny nule, se nazývá stacionárńım
bodem funkce f .

Př́ıklad 12.12. Určete stacionárńı body funkce

z = x3 + y3 − 3xy. (12.39)

Řešeńı. Vypoč́ıtejme parciálńı derivace 1. řádu. Dostáváme

∂z

∂x
= 3x2 − 3y,

∂z

∂y
= 3y2 − 3x.
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Stacionárńı body jsou ty body [x, y], pro něž plat́ı

∂z

∂x
= 0,

∂z

∂y
= 0.

Z těchto podḿınek dostáváme systém rovnic

3x2 − 3y = 0, (12.40)

3y2 − 3x = 0. (12.41)

Je to systém nelineárńıch rovnic o dvou neznámých. Z (12.48) vypoč́ıtáme y. Dostáváme

y = x2. (12.42)

Dosazeńım (12.50) do (12.49) dostáváme

x4 − x = 0.

Tuto rovnici lze p̌repsat na tvar

x(x− 1)(x2 + x+ 1) = 0. (12.43)

Z (12.51) dostáváme x1 = 0, x2 = 1. Daľśı dva kǒreny dostáváme řešeńım rovnice
x2 + x + 1 = 0. Tyto kǒreny jsou komplexně sdružené. Poněvadž uvažujeme jenom
reálné body, nebudeme je uvažovat. Dosad́ıme-li x = 0 do (12.50), dostáváme y = 0.
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Dosad́ıme-li x = 1 do (12.50), dostváme y = 1. Má tedy funkce (12.47) dva stacionárńı
body

A[0, 0], B[1, 1].

Funkce y = x3+y3−3xy má parciálńı derivace ve všech bodech. Na základě dosavadńıch
úvah vyplývá, že vyšeťrovaná funkce může ḿıt lokálńı extrémy pouze v bodech A, B.

Uvažujme nyńı opět funkci z = f(X), X = [x1, . . . , xn] n-proměnných, definovanou na
oblasti Ω. Budeme vyšeťrovat, zda funkce f(X) má ve stacionárńıch bodech extrém.

Začneme s p̌ŕıpadem n = 2, tedy s funkcemi z = f(x, y) dvou proměnných na oblasti
Ω. Necht’ bod [a, b] ∈ Ω je stacionárńım bodem funkce f(x, y). Podle Taylorovy věty
pro k = 1 dostáváme

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) +
1

1!

[(
∂f

∂x

)
[a,b]

h+

(
∂f

∂y

)
[a,b]

k

]
+R2, (12.44)

kde

R2 =
1

2!

[(
∂2f

∂x2

)
[ξ,η]

h2 + 2

(
∂2f

∂x∂y

)
[ξ,η]

hk +

(
∂2f

∂y2

)
[ξ,η]

k2

]
. (12.45)

Bod [ξ, η] je na úsečce o koncových bodech [a, b], [a+ h, b+ k].
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Poněvadž [a, b] je stacionárńım bodem funkce f , je (∂f∂x)[a,b] = 0, (∂f∂y )[a,b] = 0. Proto
(12.44) lze zapsat jako

f(a+ h, b+ k)− f(a, b) = R2. (12.46)

Je-li tedy R2 > 0 (R2 < 0) pro všechna dostatečně malá h, k,má funkce f v bodě [a, b]
lokálńı minimum (maximum).

Rozborem R2 se dokáže následuj́ıćı věta.
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Věta 12.10.
Necht’ funkce f(x, y) má v jistém okoĺı Uδ([a, b]) bodu [a, b] spojité všechny parciálńı
derivace 2. řádu. Necht’(

∂f

∂x

)
[a,b]

= 0,

(
∂f

∂y

)
[a,b]

= 0.

Pro body [x, y] ∈ Uδ([a, b]) položme

∆(x, y) =

∣∣∣∣∣∣
∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y2

∣∣∣∣∣∣ .
Je-li ∆(a, b) > 0, má funkce f(x, y) v bodě [a, b] lokálńı
extrém. Je-li ∆(a, b) < 0, nemá funkce f(x, y) v bodě [a, b]

lokálńı extrém. V p̌ŕıpadě, že ∆(a, b) > 0 a (∂
2f
∂x2 )[a,b] > 0

(< 0) má funkce f(x, y) v bodě [a, b] vlastńı lokálńı minimum (maximum).

Př́ıklad 12.13. Zjistili jsme, že funkce z = x3 + y3 − 3xy má dva stacionárńı body
A[0, 0], B[1, 1]. Rozhodněte, zda tato funkce má v těchto bodech lokálńı extrémy.

Řešeńı. Funkce z = x3 + y3 − 3xy má spojité parciálńı derivace 2. řádu ve všech
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bodech. Výpočtem dostáváme

∂2z

∂x2 = 6x,
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
= −3,

∂2z

∂y2 = 6y.

Tedy

∆(x, y) =

∣∣∣∣∣ 6x −3

−3 6y

∣∣∣∣∣ = 36xy − 9.

Poněvadž ∆(0, 0) = −9 < 0, nemá vyšeťrovaná funkce ve stacionárlńım bodě [0, 0]
lokálńı extrém. Poněvadž ∆(1, 1) = 36 − 9 = 27 > 0, má vyšeťrovaná funkce ve
stacionárńım bodě [1, 1] lokálńı extrém. Poněvadž

(
∂2z

∂x2

)
[1,1]

= (6x)[1,1] = 6 > 0,

má vyšeťrovaná funkce v bodě [1, 1] lokálńı minimum.

Pro funkce n-proměnných plat́ı analogická věta.
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Věta 12.11.

Necht’ funkce f(X), X = [x1, x2, . . . , xn] je definovaná na oblasti Ω. Necht’ X0 =
[x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n] je jej́ım stacionárńım bodem, tj. necht’(

∂f

∂x1

)
X0

= 0, . . . ,

(
∂f

∂xn

)
X0

= 0.

Necht’ v jistém okoĺı Uδ(X
0) má funkce f(X) spojité všechny parciálńı derivace 2.

řádu. Označme

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1∂x2

. . . ∂2f
∂x1∂xk

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2
. . . ∂2f

∂x2∂xk

...
... . . . ...

∂2f
∂xk∂x1

∂2f
∂xk∂x2

. . . ∂2f
∂x2

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, 2, . . . , n.

Je-li

D1(X
0) > 0, D2(X

0) > 0, . . . , Dn(X
0) > 0

(D1(X
0) < 0, D2(X

0) > 0, . . . , (−1)nDn(X
0) > 0),

má funkce f v bodě X0 lokálńı minimum (maximum).
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Př́ıklad 12.14. Určete lokálńı extrémy funkce

u = x2 + y2 + z2 + xy − xz.

Řešeńı. Položme parciálńı derivace

u′x = 2x+ y − z,
u′y = 2y + x,

u′z = 2z − x

rovny nule. Řešeńım vzniklého systému rovnic urč́ıme jediný stacionárńı bod [0, 0, 0].
Pomoćı matice 

u′′xx u′′xy u′′xz

u′′yx u′′yy u′′yz

u′′zx u′′zy u′′zz

 =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 2


urč́ıme

D1 = 2, D2 =

∣∣∣∣∣ 2 1

1 2

∣∣∣∣∣ , D3 =

∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1

1 2 0

−1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣ .
Protože D1 > 0, D2 > 0, D3 > 0, má vyšeťrovaná funkce v bodě [0, 0, 0] ostré lokálńı
minimum.
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Globálńı etxrémy

Necht’ funkce f(X) je definovaná na uzav̌rené oblasti Ω (tj. na sjednoceńı oblasti s jej́ı
hranićı).

Řekneme, že funkce f(X) n–proměnných má globálńı (absolutńı) maximum v bodě
X0 ∈ Ω, jestliže pro všechny body X ∈ Ω plat́ı f(X) ≤ f(X0). Podobně řekneme, že
funkce f(X) n–proměnných má globálńı (absolutńı) minimum v bodě X0 ∈ Ω, jestliže
pro všechny X ∈ Ω plat́ı f(X) ≥ f(X0).

Globálńı maxima a globálńı minima se nazývaj́ı společným názvem globálńı extrémy.

Plat́ı tato věta.

Věta 12.12. Necht’ funkce n–proměných f(X) je spojitá na uzav̌rené oblasti Ω.
Potom má na Ω globálńı maximum a globálńı minimum. Je-li X0 bod, v němž funkce
f nabývá na Ω globálńı maximum (minimum), potom X0 je bud’ hraničńım bodem Ω,
anebo funkce f má v něm lokálńı maximum (minimum).

Jako p̌ŕıklad nalezeńı globálńıho minima funkce f(X) n–proměnných uved’me následuj́ıćı
p̌ŕıklad.

Lokálńı extrémy funkćı n-proměnných zavád́ıme analogicky jako u funkćı jedné proměnné.
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Definice 12.13.
Necht’ f(X), X = [x1, x2, . . . , xn], je funkce n-proměnných definovaná na oblasti
Ω. Necht’ X0 = [x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n] ∈ Ω. Necht’ existuje δ > 0 tak, že Uδ(X

0) ⊂ Ω a
že pro všechna X ∈ Uδ(X0) plat́ı

f(X) ≤ f(X0) (f(X) ≥ f(X0)).

Potom ř́ıkáme, že funkce f má v bodě X0 lokálńı maximum (lokálńı min-
imum). Lokálńı maxima a lokálńı minima nazýváme společným názvem lokálńı
extrémy.

Necht’ existuje δ > 0 tak, že Uδ(X
0) ⊂ Ω a že pro všechna X ∈ Uδ(X0), X 6= X0

plat́ı
f(X) < f(X0) (f(X) > f(X0)).

Potom ř́ıkáme, že funkce f má v bodě X0 ostré lokálńı maximum (ostré
lokálńı minimum). Ostrá lokálńı maxima a ostrá lokálńı minima nazýváme
společným názvem ostré lokálńı extrémy.

Uved’me si jak lze určit body, v nichž funkce n−proměnných má lokálńı extrémy. Z
ďŕıvěǰśıho studia v́ıme, že funkce jedné proměnné y = f(x) může ḿıt lokálńı extrém
pouze v těch bodech, v nichž nemá derivaci, nebo má derivaci rovnu 0. Podobně je
tomu u funkćı v́ıce proměnných.
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Funkce f(X), X = [x1, . . . , xn], definovaná na oblasti Ω, může nabývat lokálńı
extrém pouze v těch bodech, v nichž má všechny parciálńı derivace 1. řádu rovny
0, nebo v těch bodech, v nichž nemá některou z těchto parciálńıch derivaćı. Bod
X0 ∈ Ω, v němž má funkce f všechny parciálńı derivace 1. řádu rovny nule, se
nazývá stacionárńım bodem funkce f .

Př́ıklad 12.15. Určete stacionárńı body funkce

z = x3 + y3 − 3xy. (12.47)

Řešeńı. Vypoč́ıtejme parciálńı derivace 1. řádu. Dostáváme

∂z

∂x
= 3x2 − 3y,

∂z

∂y
= 3y2 − 3x.

Stacionárńı body jsou ty body [x, y], pro něž plat́ı

∂z

∂x
= 0,

∂z

∂y
= 0.

Z těchto podḿınek dostáváme systém rovnic

3x2 − 3y = 0, (12.48)

3y2 − 3x = 0. (12.49)
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Je to systém nelineárńıch rovnic o dvou neznámých. Z (12.48) vypoč́ıtáme y. Dostáváme

y = x2. (12.50)

Dosazeńım (12.50) do (12.49) dostáváme

x4 − x = 0.

Tuto rovnici lze p̌repsat na tvar

x(x− 1)(x2 + x+ 1) = 0. (12.51)

Z (12.51) dostáváme x1 = 0, x2 = 1. Daľśı dva kǒreny dostáváme řešeńım rovnice
x2 + x + 1 = 0. Tyto kǒreny jsou komplexně sdružené. Poněvadž uvažujeme jenom
reálné body, nebudeme je uvažovat. Dosad́ıme-li x = 0 do (12.50), dostáváme y = 0.
Dosad́ıme-li x = 1 do (12.50), dostváme y = 1. Má tedy funkce (12.47) dva stacionárńı
body

A[0, 0], B[1, 1].

Funkce y = x3+y3−3xy má parciálńı derivace ve všech bodech. Na základě dosavadńıch
úvah vyplývá, že vyšeťrovaná funkce může ḿıt lokálńı extrémy pouze ve stacionárńıch
bodech A, B.

Uved’me si nyńı větu, kterou můžeme v řadě p̌ŕıpadů použ́ıt na zjǐstěńı, zda funkce
nabývá ve stacionárńım bodě lokálńı extrém, nebo ne.
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Věta 12.14.
Necht’ funkce f(x, y) má v jistém okoĺı Uδ([a, b]) bodu [a, b] spojité všechny parciálńı
derivace 2. řádu. Necht’(

∂f

∂x

)
[a,b]

= 0,

(
∂f

∂y

)
[a,b]

= 0.

Pro body [x, y] ∈ Uδ([a, b]) položme

∆(x, y) =

∣∣∣∣∣∣
∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y2

∣∣∣∣∣∣ .
Je-li ∆(a, b) > 0, má funkce f(x, y) v bodě [a, b] lokálńı extrém. Je-li ∆(a, b) <
0, nemá funkce f(x, y) v bodě [a, b] lokálńı extrém. V p̌ŕıpadě, že ∆(a, b) > 0

a (∂
2f
∂x2 )[a,b] > 0 (< 0), má funkce f(x, y) v bodě [a, b] vlastńı lokálńı minimum

(maximum).

Př́ıklad 12.16. Zjistili jsme, že funkce z = x3 + y3 − 3xy má dva stacionárńı body
A[0, 0], B[1, 1]. Rozhodněte, zda tato funkce má v těchto bodech lokálńı extrémy.

Řešeńı. Funkce z = x3 + y3 − 3xy má spojité parciálńı derivace 2. řádu ve všech
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bodech. Výpočtem dostáváme

∂2z

∂x2 = 6x,
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
= −3,

∂2z

∂y2 = 6y.

Tedy

∆(x, y) =

∣∣∣∣∣ 6x −3

−3 6y

∣∣∣∣∣ = 36xy − 9.

Poněvadž ∆(0, 0) = −9 < 0, nemá vyšeťrovaná funkce ve stacionárlńım bodě [0, 0]
lokálńı extrém. Poněvadž ∆(1, 1) = 36 − 9 = 27 > 0, má vyšeťrovaná funkce ve
stacionárńım bodě [1, 1] lokálńı extrém. Poněvadž nav́ıc(

∂2z

∂x2

)
[1,1]

= (6x)[1,1] = 6 > 0,

má vyšeťrovaná funkce v bodě [1, 1] lokálńı minimum.

Př́ıklad 12.17. Nalezněte lokálńı extrémy funkce z = f(x; y), kde f(x, y) = x2 +
y2 + xy − 6x− 9y.

Řešeńı. Daná funkce je definovaná na E2. Má obě parciálńı derivace fx, fy na svém
definičńım oboru. Může ḿıt tedy lokálńı extrémy pouze v těch bodech , v nichž jsou
tyto parciálńı derivace rovny 0, tj. ve stacionárńıch bodech, t.j. v bodech, které vyhovuj́ı
rovnićım
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(
∂f

∂x
=)2x+ y − 6 = 0 (12.52)

(
∂f

∂y
=)2y + x− 9 = 0. (12.53)

Jejich řešeńım dostáváme jeden stacionárńı bod A = [1, 4]. Vypoč́ıtejme druhé parciálńı
derivace vyšeťrované funkce f(x, y). Dostáváme

fxx = 2, fyy = 2, fxy = fyx = 1.

Tyto parciálńı derivace jsou spojité v E2. Je tedy

∆(x, y) = 2.2− 1, tj. ∆(x, y) = 3.

Odtud ∆(1, 4) = 3 > 0. Tedy vyšeťrovaná funkce má v bodě A = [1, 4] lokálńı extrém.
Poněvadž fxx(1, 4) = 2 > 0, jde o lokálńı minimum.

Př́ıklad 12.18. Zjistěte lokálni extrémy funkce

z = x2 − y2

Daná funkce má parciálńı derivace prvńıho řádu v každém bodě z E2. Může ḿıt tedy
lokálńı extrém pouze v těch bodech z E2, v nichž obě parciálńı derivace prvńıho řádu
uvažované funkce jsou rovny 0. Tyto body muśı tedy vyhovovat rovnićım

2x = 0, −2y = 0.
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Odtud dostáváme, že uvažovaná funkce má jediný stacionárńı bod A[0, 0]. Abychom
rozhodli, zda v tomto stacionárńım bodě má daná funkce lokálńı extrém, vypoč́ıtejme
∆(x, y). Dostáváme

fxx = 2, fyy = −2, fxy = 0, ∆(x, y) = −4.

Tyto parćıálńı derivace jsou spojité. Ve stacionárńım bodě je ∆(0, 0) = −4. Poněvadž
∆(0, 0) < 0, nemá funkce z = x2 − y2 lokálńı extrém.

Př́ıklad 12.19. Určete lokálńı extrémy funkce

z =
√
x2 + y2.

Tato funkce má tyto parciálńı derivace prvńıho řádu

zx =
x√

x2 + y2
, zy =

y√
x2 + y2

.

Vyšeťrovaná funkce může ḿıt lokálńı extrémy pouze v bodech, v nichž má parciálńı
derivace prvńıho řádu rovny 0, nebo v bodech v nichž neexistuje alespoň jedna z nich.
Funkce nemá parciálńı derivace prvńıho řádu v bodě [0, 0]. Obě parciálńı derivace prvńıho
řádu jsou v definičńım oboru r̊uzné od 0. V bodě [0, 0] je z(0, 0) = 0 a v každém bodě
[x, y] 6= [0, 0] je z(x, y) > 0. Má tedy daná funkce v bodě [0, 0] lokálńı minimum.

Př́ıklad.Nalezněte lokálńı extrémy funkce

z = x3 + y2 − 12xy.
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Řešeńı. Funkce dvou proměnných může ḿıt lokálńı extrém pouze v bodech, v nichž
má obě parciálńı derivce prvńıho řádu rovny nule, nebo v bodech, v nichž nemá alespoň
jednu parcálńı derivaci prvńıho řádu.Daná funkce má obě parciálńı derivace prvńıho řádu
ve všech bodech. Budeme proto hledat pouze body – stacionárńı body, v nichž jsou jej́ı
obě parciálńı derivace prvńıho řádu rovny 0. Vypoč́ıtejme tedy parciálńı derivace prvńıho
řádu. Dostáváme

∂z

∂x
= 3x2 − 12y,

∂z

∂y
= 2y − 12x.

Tyto parciálńı derivace polož́ıme rovny 0. Dostaneme systém rovnic

3x2 − 12y = 0, 2y − 12x = 0.

Z druhé z těchto rovnic vypoč́ıtáme y. Dostáváme y = 6x. Dosazeńım do prvńı z těchto
rovnic obdrž́ıme

3x2 − 72x = 0, tj. x2 − 24x = 0 tj. x(x− 24) = 0

Je tedy bud’

1. x1 = 0, a tedy y1 = 0, nebo
2. x2 = 24 a tedy y2 = 144.

Dostali jsme tedy dva stacionárńı body: A = [0, 0], B = [24, 144].

Rozhodněmě, zda daná funkce má v některém z těchto stacionárńıch bodů lokálńı
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extrém. Vypoč́ıtejme tedy

4(x, y) =
∂2z

∂x2 .
∂2z

∂y2 −
∂2z

∂x∂y
.

Výpočtem dostáváme

∂2z

∂x2 = 6x,
∂2z

∂y2 = 2,
∂2z

∂x∂y
= −12

Je tedy
4(x, y) = 6.x.2− (−12)2.

1. V bodě [0, 0] je 4(0, 0) < 0, takže v tomto bodě funkce nemá lokálńı exterém
2. V bodě [24, 144] je 4(24, 144) > 0, Vyšeťrovaná funkce má tedy v bodě [24, 144]

lokálńı extrém.

O jaký extrém se jedná, rozhoduje znaménko hodnoty druhé derivace ∂2z
∂x2 v bodě

[24, 144]. Poněvadž (∂
2z
∂x2 )[24,144] > 0, má vyšeťrovaná funkce v bodě [24, 144] lokálńı

minimum.
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Kapitola 13

V.Mikulik:Vı́cerozměrné integrály

13.1. Určitý integrál funkce jedné proměnné - zopakováńı

pojmů

Dř́ıve než p̌rikroč́ıme k zavedeńı v́ıcerozměrných integrál̊u, zopakujme si pojem určitého integrálu
b∫
a

f(x) dx.

Děleńı intervalu, norma děleńı

Necht’ a, b ∈ R, a < b a necht’ n ∈ N. Necht’ {xk}n+1
k=1 jsou takové zvolené body z intervalu 〈a, b〉, že

a = x1 < x2 < · · · < xi < xi+1 < · · · < xn < xn+1 = b.
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Těmito body je určeno n interval̊u

〈x1, x2〉, 〈x2, x3〉, . . . , 〈xi, xi+1〉, . . . , 〈xn, xn+1〉.

Budeme ř́ıkat, že tyto intervaly tvǒŕı děleńı intervalu 〈a, b〉 na n částečných interval̊u. Toto děleńı
označ́ıme Dn. Body xi nazveme děĺıćımi body. Č́ıslo

||Dn|| = max
i
|xi+1 − xi|

nazveme normou děleńı Dn.

Př́ıklad 13.1. Ukažme si p̌ŕıklad takovéhoto děleńı. Uvažujme interval 〈1, 2〉. Zvolme n = 4 a dělićı
body x1 = 1; x2 = 1,2; x3 = 1,3; x4 = 1,35; x5 = 2. Těmito body je určeno děleńı D4 intervalu 〈1, 2〉
na 4 částečné intervaly

D4 : 〈1; 1,2〉, 〈1,2; 1,3〉, 〈1,3; 1,35〉, 〈1,35; 2〉.
Normou tohoto děleńı je ‖D4‖ = max (0, 2; 0, 1; 0, 05; 0, 65) = 0,65.

Vytvářej́ıćı součet určitého integrálu.

Necht’ f(x) je omezená funkce na intervalu 〈a, b〉. Necht’ n je p̌rirozené č́ıslo. Zvolme děleńı Dn intervalu
〈a, b〉 na n částečných interval̊u s dělićımi body

a = x1 < x2 < · · · < xi < · · · < xn < xn+1 = b.

V každém částečném intervalu < xi, xi+1 > tohoto děleńı Dn zvolme bod nξi pro i = 1, 2, . . . , n..
Označme dále nξ = {nξ1,

n ξ2, . . . ,
n ξn} uspǒrádanou skupinu těchto n č́ısel . Potom č́ıslo

σ(f,Dn, ξ) =
n∑
i=1

f(nξi)(xi+1 − xi) (13.1)
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nazýváme Riemanovým integrálńım součtem (vytvá̌rej́ıćım součtem) funkce f p̌ŕıslušným k děleńı Dn a
skupině č́ısel nξ. Na obr. 13.1 je znázorněn Riemanův integrálńı součet (vytvá̌rej́ıćı součet) pro zvolené
děleńı D4 a zvolená č́ısla 4ξ. Na obr. 13.1 je funkce f(x) > 0 pro x ∈ 〈a, b〉. Č́ıslo σ(f,D4,

4ξ) aproximuje
intuitivně chápaný plošný obsah rovinného obrazce vytvǒreného osou x, p̌ŕımkami x = a, x = b a ǩrivkou
y = f(x).

Obrázek 13.1: Rieman̊uv integrálńı součet.

Zvolme nyńı posloupnost děleńı
D1, D2, . . . , Dn, . . . (13.2)

Normy těchto děleńı tvǒŕı posloupnost

||D1||, ||D2||, . . . , |Dn| . . . (13.3)
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Posloupnost (13.2) se nazývá nulovou posloupnost́ı děleńı, jestliže posloupnost p̌ŕıslušných norem (13.3)
má limitu rovnu 0. Ke každému děleńı Dn p̌rǐrad’me nahǒre uvedeným způsobem č́ıslo

σ(f,Dn,
n ξ) =

n∑
i=1

f(nξi)(xi+1 − xi). (13.4)

Obdrž́ıme tak posloupnost

σ(f,D1,
1 ξ)1, σ(f,D2,

2 ξ2), . . . , σ(f,Dn,
n ξ)n, . . . (13.5)

Jestliže posloupnost vytvá̌rej́ıćıch součt̊u (13.5) má pro všechny nulové posloupnosti
děleńı limitu a tato limita je rovna vždy témuž č́ıslu S, nezávislou na volbě bod̊u
nξ, potom toto č́ıslo S nazýváme určitým Riemanovým integrálem z funkce f(x)
od a do b. Ṕı̌seme pak

S =

∫ b

a

f(x)dx.

Plat́ı nyńı tato věta.

Věta 13.1.
Necht’ funkce y = f(x) je spojitá na uzav̌reném intervalu < a, b > . Potom existuje

určitý integrál
∫ b
a f(x)dx. Za tohoto p̌redpokladu existuje též primitivńı funkce F (x)

na < a, b > (t.j. funkce F (x), pro niž plat́ı F ′ = f(x) pro x ∈ (a, b), F ′+(a) = f(a),

F ′−(b) = f(b).) a plat́ı
∫ b
a f(x)dx = F (b)− F (a).
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13.2. Zavedeńı dvojného integrálu

Dř́ıve, než se seznáḿıte se zavedeńım pojmu dvojný integrál, prostudujte si pečlivě zavedeńı Riemanova
určitého integrálu funkce jedné proměnné. Zavedeńı dvojného integrálu je analogické jako zavedeńı
určitého integrálu funkce jedné proměnné. Necht’ Ω je uzav̌rená oblast v rovině (Oxy). Necht’ n je
p̌rirozené č́ıslo. Řekneme, že uzav̌rené oblasti

ω1, ω2, . . . , ωn

tvǒŕı děleńı množiny Ω, jestliže ωi, ωj kde i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j, maj́ı společné nejvýše hraničńı body
a jestli

⋃n
i=1 ωi = Ω. Necht’ Dn je rozděleńı oblasti Ω na n oblast́ı ωi, i = 1, 2, . . . , n. (viz.obr.13.2).

Obrázek 13.2: Děleńı oblasti Ω
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Zaved’me si pojem
”
norma děleńı Dn“ takto: Označme di nejdeľśı úsečku spojuj́ıćı dva hraničńı body

oblasti ωi.

Normu děleńı Dn budeme značit ||Dn|| a definovat vztahem

||Dn|| = max
i
|di|.

Dále označme |ωi| plošný obsah oblasti ωi. Na obr.13.2 je vyznačeno rozděleńı uzav̌rené oblasti na
”
12“

uzav̌rených oblast́ı ω1, ω2, . . . .ω12 a dále je vyznačena úsečka d, jej́ıž délka je normou nakresleného děleńı
D12.

Necht’ na uzav̌rené oblasti Ω je definovaná spojitá funkce z = f(x, y). Zvolme dále body Pi ∈ ωi pro
i = 1, 2, . . . , n. Označme nP = (P1, P2, . . . , Pn). Utvǒrme součet

σ(f,Dn,
nP ) = Σn

i=1f(Pi)|ωi|. (13.6)

Budeme jej nazývat vytvá̌rej́ıćım součtem.

Na obr.13.3 je grafické znázorněńı funkce f(x, y) a jeden člen výrazu (13.6), tj.

f(Pi)|ωi|.

V p̌ŕıpadě, že f(Pi) > 0, potom f(Pi)|ωi| je objem tělesa, jehož podstavou je ωi, povrchovými p̌ŕımkami
jsou p̌ŕımky rovnoběžné s osou z jdoućı hraničńımi body oblasti ωi a je omezeno rovinou z = f(Pi).
Jestliže tedy f(x, y) ≥ 0 pro (x, y) ∈ Ω, potom (13.6) aproximuje objem tělesa, jehož podstavou je Ω,
povrchovými p̌ŕımkami jsou p̌ŕımky rovnoběžné s osou z jdoućı hraničńımi body oblasti Ω a je omezeno
plochou z = f(x, y), kde (x, y) ∈ Ω.
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Obrázek 13.3: Vytvá̌rej́ıćı součet dvojného integrálu

Utvǒrme nyńı posloupnost děleńı {Dn}∞n=1 Řekneme, že tato posloupnost děleńı je nulová, jestliže
posloupnost

||D1||, ||D2||, . . . , ||Dn||, . . .

p̌ŕıslušných norem má nulovou limitu.
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Jestliže posloupnost nahǒre zavedených vytvá̌rej́ıćıch součt̊u (13.6),tj. posloupnost

{Σn
i=1f(Pi)|ωi|}∞n=1 (13.7)

má pro všechny nulové posloupnosti děleńı {Dn}∞n=1 limitu a tato limita je rovna
vždy témuž č́ıslu S, nezávislou na volbě bod̊u nP ,potom toto č́ıslo S nazýváme
dvojným integrálem z funkce f(x, y) p̌res obor Ω. Zapisujeme jej takto

x

Ω

f(x, y)dxdy. (13.8)

Jestliže funkce f(x, y) je spojitá na uzav̌rené oblasti Ω, potom existuje integráls

Ω
f(x, y)dxdy.

Geometrický význam S =
s

Ω
f(x, y)dxdy. je tedy rozd́ıl mezi objemem části tělesa

nad rovinou (Oxy) a objemem tělesa pod rovinou (Oxy).

Dvojný integral má uplatněńı v řadě fyzikálńıch i jiných aplikaćı.

Pod́ıvejme se nyńı na způsob vyč́ısleńı dvojného integrálu p̌res speciálńı oblasti Ω.

Vyč́ısleńı dvojného integrálu.
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Normálńı oblast vzhledem k ose x(viz. obrázek 13.4) Necht’ oblast Ω v rovině
(Oxy) je omezena p̌ŕımkami x = a, x = b, kde a < b a ǩrivkami y = φ1(x), y =
φ2(x), kde φ1(x), φ2(x) jsou funkce spojité na intervalu < a, b > pro něž plat́ı
φ1(x) ≤ φ2(x), pro x ∈< a, b >. Potom oblast Ω nazveme normálńı vzhledem k
ose x.

Obrázek 13.4: Normálńı oblast
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Podobně s normálńı oblast vzhledem k ose y.

Nast́ıńıme si nyńı odvozeńı výpočtu dvojného integrálu p̌res normálńı oblast. Necht’ oblast Ω v rovině
(Oxy) je normálńı vzhledem k ose x. Necht’ je omezena p̌ŕımkami x = a, x = b, kde a < b a ǩrivkami
y = φ1(x), y = φ2(x), kde φ1(x), φ2(x) jsou funkce spojité na intervalu < a, b > a necht’ φ1(x) ≤ φ2(x),
pro x ∈< a, b >. Necht’ z = f(x, y) je spojitá funkce na Ω. Ukažme si výpočet

s

Ω

f(x, y)dxdy.

V daľśım bude Φ značit těleso omezené rovinou z = 0, plochou z = f(x, y), jehož povrchové p̌ŕımky
jsou rovnoběžné s osou z a procházej́ı hraničńımi body oboru Ω.

Zvolme u ∈< a, b >. Rovina x = u prot́ıná útvar Φ v roviném útvaru, jehož plošný obsah, označme jej
S(u), je roven (viz obr.13.5)

S(u) =

∫ φ2(u)

φ1(u)

f(u, y)dy
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Obrázek 13.5: Vysvětleńı výpočtu dvojného integrálu p̌res normálńı oblast

Rozdělme nyńı interval < a, b > na n částečných interval̊u < xi, xi+1 >, i = 1, 2, . . . n. Zvolme dále
ui ∈< xi, xi+1 >, i = 1, 2, . . . , n. Utvǒrme součet

Γn = Σn
i=1 S(ui)(xi+1 − xi)
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Lehce lze nahlédnout, že S(ui)(xi+1 − xi) je p̌ribližně objem části tělesa Φ, mezi rovinami x = xi, x =
xi+1.

Č́ıslo Γn je vytvá̌rej́ıćım součtem integrálu

∫ b

a

S(x)dx. (13.9)

Dosad́ıme-li do (13.9) S(u) =
∫ φ2(u)

φ1(u)
f(u, y)dy, dostáváme

x

Ω

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

{
∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y)dy}dx.

Integrál
∫ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y)dy se vyč́ısluje tak, že integrace se provád́ı podle proměnné y, na x se pohĺıž́ı jako

na konstantu. Výsledkem této integrace je funkce proměnné x. Tato funkce se pak integruje podle x od
a do b. Výsledky shrneme do této věty.
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Věta 13.2.

Necht’ uzav̌rená oblast Ω je ohraničena p̌ŕımkami x = a, x = b, kde a < b a ǩrivkami
y = φ1(x), y = φ2(x), kde funkce φ1(x), y = φ2(x) jsou spojité na < a, b >

a vyhovuj́ı nerovnosti φ1(x) ≤ φ2(x) pro x ∈< a, b >. Necht’ funkce f(x, y) je
spojitá na Ω. Potom existuje

s

Ω
f(x, y)dxdy a plat́ı

x

Ω

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

{
∫ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y)dy}dx (13.10)

Poznámka. Na vzorec (13.10) můžeme pohĺıžet takto. Oblast Ω se ortogonálně proḿıtá do osy x do
intervalu < a, b > . Zvoĺıme-li x ∈< a, b >, potom úsečka o koncových bodech [x,Φ1(x)], [x,Φ2(x)]
paťŕı do Ω.. Vniťrńı integrace je podle y v meźıch Φ1(x) do Φ2(x) a vněǰśı integrace je podle x v meźıch
od a do b.

Př́ıklad 13.2. Vypoč́ıtejte integrál
s

Ω

x2ydxdy, jestliže Ω je oblast omezená soǔradnými osami.
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x, y a p̌ŕımkou x+ y − 1 = 0.(viz. obrázek )

Obrázek 13.6: Oblast Ω z p̌ŕıkladu 13.2

Řešeńı. Podle (13.10) dostáváme
s

Ω

x2ydxdy =
∫ 1

0
{
∫ 1−x

0
x2ydy}dx =

∫ 1

0
[x2 y2

2
]1−x0 dx = 0.5

∫ 1

0
(x2(1−

x)2dx = 0.5
∫ 1

0
(x2 − 2x3 + x4)dx = 1

60

Př́ıklad 13.3. Vypoč́ıtejte hodnotu dvojného integrálu

I =
x

Ω

(x+ y)dx dy

kde Ω je uzav̌rená oblast v rovině (Oxy) v prvńım kvartálu ohraničenou soǔradnými osami x, y a ǩrivkou
y =
√

1− x2.(viz.obr.13.7).
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Obrázek 13.7: Oblast Ω z p̌ŕıkladu 13.3

Řešeńı. Na obr.13.7 je znázorněna zadaná uzav̌rená oblast Ω, která je normálńı jak vzhledem k ose x,
tak i vzhledem k ose y. Integrál budeme provádět s využit́ım toho, že Ω je normálńı vzhledem k ose x.
V tomto p̌ŕıpadě je a = 0, b = 1, φ1(x) = 0, φ2(x) =

√
1− x2. Integrandem je funkce spojitá na Ω.

Podle věty 13.2 dostáváme

I =
∫ 1

0 {
∫ √1−x2

0 (x+ y)dy}dx =
∫ 1

0 [xy + y2

2 ]
√

1−x2

0 dx

=
∫ 1

0 (x
√

1− x2 + 1
2(1− x2))dx

=
∫ 1

0 x
√

1− x2dx+ 1
2

∫ 1
0 (1− x2)dx = 2

3

Poznámka.
∫
x
√

1− x2dx lze řešit substitućı t = 1− x2.

Př́ıklad 13.4. Vypoč́ıtejte hodnotu dvojného integrálu
s

Ω

xdxdy, kde oblast Ω je omezena ǩrivkami

y = 2x− 1 a y = 4− (1− x)2.(viz.obr.13.10)
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Řešeńı: Oblast Ω (viz.13.10) je ohraničená parabolou y = 4−(1−x)2 shora a p̌ŕımkou y = 2x−1 zdola.
Vypoč́ıtejme pr̊useč́ıky obou ǩrivek. Dostáváme : P1 = [2, 3], P2 = [−2,−5]. Daná oblast je normálńı
vzhledem k ose x. Tedy a = −2, b = 2, φ1(x) = 2x− 1, φ2(x) = 4− (1− x)2.

Obrázek 13.8: Oblast Ω z p̌ŕıkladu 13.3
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x

Ω

xdxdy =

∫ 2

−2

{
∫ 4−(1−x)2

2x−1

xdy}dx =

∫ 2

−2

x[y]
4−(1−x)2

y=2x−1 =

∫ 2

−2

x(4− x)2 dx = 0

Př́ıklad 13.5. Vypoč́ıtejte dvojný integrál
s

Ω

(x2 + y2)dxdy, kde oblast Ω je omezena p̌ŕımkami y = 0,

y = 1− x a y = 1 + x

Řešeńı. Oblast Ω je tvaru trojúhelńıku. Je sjednocenńım oblast́ı Ω1,Ω2 ve tvaru trojúhelńık̊u. Obor Ω1

je ohraničen p̌ŕımkami x = 0, y = 0, y = 1 + x, obor Ω2 je ohraničen p̌ŕımkami x = 0, y = 0, y = 1− x.

–0.4

–0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

–2 –1 1 2

x

Obrázek 13.9: Integračńı obor z p̌ŕıkladu
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Obrázek 13.10: Oblast Ω z p̌ŕıkladu 13.3

Je tedy x

Ω

(x2 + y2)dxdy =
x

Ω1

(x2 + y2)dxdy +
x

Ω2

(x2 + y2)dxdy.

Výpočtem postupně dostáváme

x

Ω

(x2 + y2)dxdy =

∫ 0

−1

{
∫ 1+x

0

(x2 + y2 )dy}dx+

∫ 1

0

{
∫ 1−x

0

(x2 + y2)dy}dx.
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Integraćı podle y dostaneme

∫ 1−x

−1

[x2y + 1/3y3 ]1−xy=0dx+

∫ 1+x

0

[x2y + 1/3y3 ]1+x
y=0dx =

∫ 0

−1

(x2 + x3 +
(1 + x)3

3
)dx+

∫ 1

0

(x2 − x3 +
(1− x)3

3
) dx =

1

6
+

1

6
=

1

3

.

Př́ıklad 13.6. Vypoč́ıtejte
s

Ω

2xydxdy, kde Ω je uzav̌rená oblast vyznačená na následuj́ıćım obrázku.
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Obrázek 13.11: Obrázek k p̌ŕıkladu

Řešeńı. Obor Ω = Ω1

⋃
Ω2. Je tedy

x

Ω

2xydxdy =
x

ω1

2xydxdy +
x

ω2

2xydxdy.

Dostáváme x

Ω

2xydxdy =
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=

1∫
0

{

√
4−(x−2)2∫

0

2xydy}dx+

2∫
1

{

√
4−x2∫
0

2xydy}dx =

=

1∫
0

x[y2]

√
4−(x−2)2

0 dx+

2∫
1

x[y2]
√

4−x2

0 dx =

=

1∫
0

x(4− (x− 2)2)dx+

2∫
1

x(4− x2)dx =

=

1∫
0

(−x3 + 4x2)dx+

2∫
1

(4x− x3)dx =

13

12
+

9

4
=

10

3
.

Proved’te si jako cvičeńı výpočet tohoto p̌ŕıkladu i s využit́ım okolnosti, že Ω je normálńı oblast vzhledem
k ose y.

13.3. Trojný integrál

Zavedeńı trojného integrálu je obdobné jako zavedeńı dvojného integrálu. Budeme tedy postupovat ve
výkladu rychleji.
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Necht’ Ω je uzav̌rená oblast v Euklidovském prostoru E3. Necht’ u = f(x, y, z) je funkce definovaná na
Ω.

Řekneme, že uzav̌rené oblasti

ω1, ω2, . . . , ωn

tvǒŕı rozděleńı Ω na n uzav̌rených oblast́ı, jestliže

1.
⋃n
i=1 ωi = Ω

2. oblasti ωi, ωj, i 6= j maj́ı společné nejvýše hraničńı body.

Necht’ di je maximálńı délka úsečky, jej́ıž koncové body jsou hraničńımi body oblasti ωi; nazveme ji
pr̊uměrem oblasti ωi.

Necht’ tedy {ωi}ni=1} je rozděleńı Ω na n uzav̌rených oblast́ı {ωi}ni=1. Toto děleńı označme Dn. Normu
tohoto děleńı ||Dn|| definujme vztahem ||Dn|| = maxi(|di|).
Označme |ωi| objem oblasti ωi.

Zvolme body Pi ∈ ωi pro i = 1, 2, . . . , n. Označme nP = (P1, P2, . . . , Pn).

Utvǒrme součet

Σn
i=1f(Pi)|ωi| (13.11)

Tento součet nazveme vytvá̌rej́ıćım součtem. Význam tohoto součtu zálež́ı na významu funkce f(x, y, z).
Jestliže nap̌r. f(x, y, z) je hustotou hmoty rozprosťrené v Ω a jedná se o spojitou funkci v Ω, potom
f(Pi)|ωi| je p̌ribližně hmotnost ωi.
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Necht’

{Dn}∞n=1

je taková posloupnost děleńı oblasti Ω, že posloupnost p̌ŕıslušných norem

{||Di||}∞n=1 (13.12)

má limitu rovnu nule. Budeme ř́ıkat, že posloupnost (13.12) je nulová.

Necht’ pro každou nulovou posloupnost děleńı

{Dn}∞n=1

je posloupnost vytvá̌rej́ıćıch součt̊u Σn
i=1f(Pi)|ωi| konvergentńı p̌ri každé volbě bodů nP a má tutéž

limitu S. Potom ji nazýváme hodnotou trojného integrálu p̌res obor Ω z funkce f(x, y, z). Ṕı̌seme

S =
y

Ω

f(x, y, z)dxdydz.
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Zavedeme si pojem normálńı oblasti vzhledem k (Oxy) (viz obrázek 13.12). Necht’

Ω1 je uzav̌rená oblast v rovině (Oxy). Necht’ z = Φ1(x, y), z = Φ2(x, y) jsou
spojité funkce v Ω1 a necht’

Φ1(x, y) ≤ Φ2(x, y) pro [x, y] ∈ Ω1.

Necht’

Ω = {[x, y, z] : [x, y] ∈ Ω1 ∧ Φ1(x, y) ≤ z ≤ Φ2(x, y)},
potom oblast Ω nazýváme normálńı vzhledem k rovině (Oxy). Jestliže f(x,y,z) je
funkce spojitá v Ω, potom existuje

y

Ω

f(x, y, z)

a plat́ı

y

Ω

f(x, y, z)dxdydz =
x

Ω1

{
Φ2(x,y)∫

Φ1(x,y)

f(x, y, z)dz}dxdy.

Podobně se zavád́ı pojem normálńıho oboru vzhledem k rovině (Oxz) a k rovině (Oyz). Plat́ı analogické
tvrzeńı o existenci a výpočtu trojného integrálu

t

Ω

f(x, y, z)dxdydz, kde Ω je normálńı obor vzhledem

k rovině Oxy, resp. k rovině Oyz.
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Obrázek 13.12: Normálńı oblast Ω ⊂ E3

Př́ıklad 13.7. Vypoč́ıtejte hodnotu trojného integrálu I

I =
y

Ω

(x2yz3)ydx dy dz

kde
Ω ≡ {[x, y, z] : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ z ≤ xy}.
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Řešeńı. Označme Ω1 množinu bodů

Ω1 = {[x, y] : x ∈< 0, 1 >, 0 ≤ y ≤ x.}. (viz.obr.13.13)

Obrázek 13.13: Integračńı obor p̌ŕıkladu 13.7

Podle p̌redchoźıho rámečku dostáváme

I =
x

Ω1

{
∫ xy

0

(x2yz3)dz}dx dy =
x

Ω1

[
1

4
x2yz4]xy0 dx dy =

x

Ω1

(
1

4
x6y5)dx dy

=

∫ 1

0

(

∫ x

0

1

4
x6y5dy)dx =

∫ 1

0

[
1

24
x6y6]x0dx =

1

24

∫ 1

0

x12dx =
1

312
[x13]10 =

1

312
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Př́ıklad 13.8. Vypoč́ıtejte hodnotu trojného integrálu

I =
y

Ω

1dxdydz,

kde
Ω1 = {[x, y] : 0 ≤ x ≤ 1 ∧ 0 ≤ y ≤ 1− x}

Ω = {[x, y, z] : [x, y] ∈ Ω1 ∧ 0 ≤ z ≤ 1− x− y}

Řešeńı.: Na obrázku 13.14 je vyznačen obor Ω. (Je ohraničen rovinami x = 0, y = 0, z = 0, x+y+z =
1.)

Obrázek 13.14: Obor Ω
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a na obrázku 13.15 je vyznačen obor Ω1-ortogonálńı pr̊umět oboru Ω do roviny Oxy.

Obrázek 13.15: Obor Ω1

Je tedy

I =
x

Ω1

{
1−x−y∫

0

1dz}dxdy =
x

Ω1

[z]1−x−y0 dxdy =

=
x

Ω1

(1− x− y)dxdy =

1∫
0

{
1−x∫
0

(1− x− y)dy}dx =
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1∫
0

(1− x− x(1− x)− (1− x)2

2
)dx =

1

6
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Př́ıklad 13.9. Vypoč́ıtejte I =
t

Ω

dxdydz, kde

Ω = {[x, y, z] : 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ √y, 0 ≤ z ≤ x+ y2}

Řešeńı. Urč́ıme ortogonálńı pr̊umět Ω do roviny (Oxy). Označ́ıme jej Ω1. Zakresĺıme jej do obrázku
13.16.

Obrázek 13.16: Obrázek k p̌ŕıkladu
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Obor Ω je ohraničen rovinou z = 0 a plochou z = x+ y2. Potom

I =
x

Ω1

{
x+y2∫
0

dz}dxdy =
x

Ω1

[z]x+y2

0 dz =

=
x

Ω1

(x+ y2)dxdy =

1∫
0

{

√
y∫

0

(x+ y2)dx}dy =

=

1∫
0

[
x2

2
+ y2x]

√
y

0 dy =

1∫
0

(
y

2
+ y2√y)dy =

=

1∫
0

(
y

2
+ y

5
2 )dy = [

1

4
y2 +

2

7
y

7
2 ]10 =

15

28

13.4. Úlohy

1. Určete definičńı obor funkce

z =
x+ y√

−x2 + x− 1
.

[Df = ∅]

2. Určete definičńı obor funkćı
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a) z = x+y
x2+y2

[E2 − {[0, 0]}]
b) z = 1√

(x−1)2+y2−4
[Vněǰsek kruhu se sťredem S = [1, 0] o poloměru 2.]

c) z = ln(2x+ y − 1)

[Množina bodů [x, y], pro něž je 2x+ y − 1 > 0.

1
2

1

y

x0

]

d) z = 2x−y
(x+y)(x2−4y2)

[{[x, y] : x 6= −y, x 6= ±2y}]
e) z = x+y√

−x2+x−1
. [Df = ∅]

3. Zjistěte množiny, na nichž jsou následuj́ıćı funkce spojité.

a) z = 2
√

x
x+y−1 [Množina bodů [x, y], pro něž je x ≥ 0 ∧ x+ y − 1 > 0.

b) z = ln(x2−y)
x+y+1

[Množina bodů [x, y], pro něž je x2 − y > 0 ∧ x+ y + 1 6= 0.

4. Vypoč́ıtejte lim
[x,y]→[2,3]

3x+y
x2+y2

[ 9
13

]

5. Vypoč́ıtejte dvojné integrály

a)
s

Ω

x2

3+y2
dxdy, kde Ω =< 0, 3 > × < 0, 1 > [π

√
3

2
]

b)
s

Ω

x ydx dy, kde Ω je množina ohraničena ǩrivkami y = −x ∧ y = x− x2 [−16
15

]
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c)
s

Ω

x2

y2
dx dy, kde Ω je množina ohraničena ǩrivkami y = x, y = 1

x
, x = 3 [16]

d)
s

Ω

x2ydx dy, kde Ω je množina ohraničena ǩrivkami y2 = x, x = −2 [0]

6. Vypoč́ıtejte hodnotu trojného integrálu

a)
t

Ω

1
1+x+y

dx dy dz, kde Ω je množina ohraničena plochami

x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1 [3/2-2 ln 2]

b)
t

Ω

z dx dy dz, kde Ω je množina ohraničena plochami x = 2, y = 0, z = 0, y = 2x, z = x2

[32
3

]

c)
t

Ω

z y z dx dy dz, kde Ω je množina ohraničena plochami y = x2, x = y2, z = 0, z = xy [ 1
96

]
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