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1 Teorie her

Teorie her predstavuje zptisob, jakym mizeme modelovat interakce mezi jednotlivci. Dle charakteru
téchto interakci se ligi i forma hry, jenz modeluje tyto interakce. V nékterych situacich se subjekty
rozhoduji ve stejny okamzik (jako kdyZz hrajete kdmen, nuzky, papir), v se rozhoduji postupné (jako kdyz
hrajete Sachy). Prvni typ situaci je modelovan pomoci tzv. strategickych her, druhy je analyzovan za
pomoci tzv. extenzivnich her. Strategické situace se mohou lisit také tim, jaké informace maji jednotlivé
subjekty o svém okoli. Ve hrich s dokonalymi informacemi maji agenti dokonalé informace o okoli ve
kterém se pohybuji. Na druhé strané ve hrach s nedokonalymi informacemi existuje nejistota o nékterych
veli¢inach podstatnych pro rozhodovani (napf. firmy nemusi pfesné znat naklady svych konkurenti).

V ekonomii se teorie her pouziva pfi analyze mnoha rozliénych problémi, predev§im mikroekonomick-

ého charakteru. Mezi nejznamé;jsi aplikace teorie her v ekonomii patii

rozhodovéani firem na oligopolnich trzich

vysvétleni organizace firem a jejich kapitalové struktury
analyza, politického rozhodovani

rozhodovani tcastniki aukei

trzni regulace, politika hospodéaiské soutéze

ekonomické analyza prava

Uvedeny vycet slouZi jen k nastinéni §irokého pole moznych aplikaci teorie her. S mnohymi z téchto
aplikaci se podrobnéji seznamite v tomto textu.



2 Strategické hry a Nashova rovnovaha
2.1 Strategické hry

Pomoci strategickych her muzeme modelovat interakce mezi jednotlivci, ktefi se rozhoduji ve stejny
okamzik. Rozhodujici se jednotlivce oznacujeme v teorii her jako hrace. Kazdy hra¢ méa na vybér z
mnoZiny moZnych akeci. (mnozinu akei hrace i znac¢ime A;) Vysledek hry je dan tim jakou akci si kazdy
hra¢ zvolil. Seznam akci jednotlivych hra¢u pfitom nazyvame profil akci. (Matematicky budeme profil
akci zapisovat jako usporddanou n-tici, kde i-ty ¢len oznacuje akci i-tého hrace.) Strategické hry nemaji
¢asovy rozmér. VSichni hradi voli své akce v jeden a stejny okamzik, coZ znamené, Ze zadny z hra¢ia nema
informace o tom, jaké akce v dané hie zvolili ostatni hraci.

Definice 1. Strategickd a hra se sklidd z

e mnoziny hrdci

e mnoziny akci kaZdého hrdce

o preferenci kazZdého hrdce definovangch nad mnoZinou profili akci

Stejné jako v teorii racionélni volby je zvykem definovat preference hra¢t pomoci vyplatni (uzitkové)
funkce, kterd je reprezentuje. Vyplatni funkce je ordinalni. Pokud vyplatni funkce hrace pfifazuje
postupné situacim A, B a C hodnoty 100, 4 a 1, pak to znamené, Ze hrac¢ preferuje situaci A pied B
a B pied C. (Zna¢ime A = B > C) Neznamena to vSak, Ze by jeho preference A pred B byla silngjsi
nez preference B pfed C. Vyplatni funkce, kterd uvedenym situacim pfifazuje napt. hodnoty 3,2,1
reprezentuje stejné preference. Pojmy vyplatni a uzitkova funkce jsou v tomto textu zaménitelné.

2.2 Priiklady strategickych her
Véznovo dilema

Ziejmé nejslavnéjsi strategickd hra se jmenuje véziovo dilema (PD). Hra je definovana néasledujicim
zpusobem.

e Hragdi jsou dva podezieli 1 a 2.

e Kazdy hra¢ ma na vybér akce {zradit, spolupracovat} zkracené {D,C}

e Preference podezielého 1 jsou (D,C) > (C,C) = (D, D) = (C, D), kde napt. (D,C) znamen4, ze hrac
1 zradi zatimco hra¢ 2 spolupracuje. Preference podezielého 2 jsou (C, D) = (C,C) = (D, D) = (D, C).

Uvedenou hru mizeme jednoduge znézornit v tabulce. Abychom mohli spravné reprezentovat preference,
musime pro vyplatni funkce hra¢u platit uq(D,C) > ui1(C,C) > ui(D,D) > ui(C, D) a us(C,D) >
u2(C,C) > uz(D, D) > ua(D,C). Akce hrace 1 uvadime v fadcich a jeho vyplatu udava prvni &slo v
poli. Akce hrace 2 uvadime ve sloupcich a jeho vyplatu udava druhé &islo v poli.

D11 30
Clo03 22

Tabulka 1: Véziovo dilema

Bach nebo Stravinsky, Bitva pohlavi

Bach nebo Stravinsky (BS) patii mezi tzv. koordina¢ni hry. Hra muZe modelovat nap¥. nasledujici
situaci. Kazdy ze dvou partnert se rozhoduje, zda piijde na koncert Bacha nebo Stravinského. Kazdy z
nich preferuje jiny koncert. Ani jeden z nich si koncert neuZije, pokud na ng&j ptujde sam. Hru pak lze
zapsat nasledujici tabulkou.



B|21 00
S 100 1,2

Tabulka 2: Bitva pohlavi

Lov jelena

Dva lovci (hraci) maji na vybér ze dvou akci: lovit jelena (S) nebo zajice (H). Jelena p¥itom ulovi, jen
pokud ho budou lovit oba dva, zajice dokaze ulovit kazdy sam. Kazdy z hraca preferuje situaci, kdy
spole¢né ulovi jelena. Nejhorsi situaci pro hrace je, kdyz jde lovit jelena, ale neulovi ho.

S22 o1
H|10 1,1

Tabulka 3: Lov jelena

Hlava nebo orel

Dva lidé si tajné vyberou jednu stranu mince a pak si je ve stejny okamzik ukazi. Na minci je bud orel (T)
nebo hlavu (H). Pokud ukaZi stejnou stranu zaplati hra¢ 2 hraci 1 dohodnutou ¢éastku a naopak. Preference
hract jsou dany jejich penéznim ziskem ¢i ztratou. Jde o hru s nulovym souctem, coz znamena, ze zisk
jednoho hrace je vzdy roven ztraté druhého hrace. Tento typ her slouzi k modelovéni ¢isté konfliktnich
situaci.

T H
T |11 -1
H|-1,1 11

Tabulka 4: Hlava nebo orel

2.3 Nashova rovnovaha

Klicovym pojmem teorie her je feSeni hry, které ndm umoziuje Fici jaké akce si jednotlivy hréaci zvoli.
Nejpouzivangjsim feSenim strategickych her z dokonalymi informacemi predstavuje Nashova rovnovaha.
Nashova rovnovaha je takovéa situace, ve kterém zadny z hrac¢i nemuze zvysit svou vyplatu jednostrannou
zménou své strategie. Nashova rovnovéha tedy vyzaduje, aby si kazdy hrac¢ zvolil nejlepsi moznou akci.
Nejlepsi mozné akce ale zavisi na tom, jaké akce voli ostatni hrac¢i. Muzeme si tedy piedstavit, ze kazdy
hra¢ ma néjaké presvédceni o akcich, které budou hrat ostatni hraci, a na zakladé téchto presvédcéeni si
zvoli akci, kterd je pro néj nejvyhodnéjsi. Nashova rovnovaha se potom vyznacuje dvéma znaky:

e Kazdy hrac si voli akci, kterd mu piinasi nejvyssi vyplatu pii danych presvédéenich ohledné akci

ostatnich hraca.
e Piesvédceni kazdého hrace o akcich, které budou hrat ostatni, jsou spravné.

Jak je ale mozné, Ze jsou presvédcéeni hraca v Nashové rovnovaze spravné, kdyz hrac¢i nemaji informace o

akcich ostatnich hra¢a? Ve strategickych hrach budeme predpokladat, Zze hraci maji dostatec¢né dlouhou
zkuSenost s analyzovanou hrou a z této zkusenosti védi, jak typicky hrac¢ hru hraje.

Abychom mohli definovat Nashovu rovnovahu forméalné, zavedeme nésledujici znaceni:

e ¢ je profil akci pfi némz kazdy hrac¢ ¢ hraje akci a;



o (a;, a—_;) je profil akei pfi némz hrac i hraje akci a; a kazdy hra¢ j kromé hrace ¢ hraje a; (index —i
tedy znamena v8ichni kromé hrace ).
e u;(a) je vyplata hrace i pii profilu akei a

Definice 2. Profil akci a* strategické hry je Nashovou rovnovihou, pokud pro kaZdého hrdce i a kazZdou
jeho akci a; plati u;(a*) > ui(a;, a* ;).

Pokud v predchozi definici nahradime vztah > vztahem > ziskime definici tzv. striktni Nashovy rovnovahy.

2.4 Priklady Nashovy rovnovahy
Véznovo dilema

Ve véziové dilematu se objevuji 4 mozné profily akci. Postupné ovéfime, jestli nékteré z nich tvoii
Nashovu rovnovahu.

e (D,D) je Nashovou rovnoviahou, protoZe hra¢ 1 si nepolepsi, pokud si jednostranné zvoli akci C a ani
hra¢ 2 si nepolepsi, pokud si jednostranné zvoli akci C.

e (C,C) neni Nashova rovnovaha, protoZe hra¢ 1 zvysi svoji vyplatu, pokud si jednostranné zvoli akci D
(totéz plati pro hrace 2).

e (C,D) neni Nashova rovnovéha, protoze hrac¢ 1 zv

e (D,C) neni Nashova rovnovaha, protoze hrac 2 zv

voji vyplatu, pokud si jednostranné zvoli akci D.

is
i svoji vyplatu, pokud si jednostranné zvoli akci D.

ys
gt

Bach nebo Stravinsky (BS)

Opét provéfime jednotlivé profily akci a ukizeme, ze BS ma 2 Nashovy rovnovéhy.

e (B,B) je Nashovou rovnovahou, protoze hrac¢ 1 si nepolepsi, pokud si jednostranné zvoli akci S a ani
hra¢ 2 si nepolepsi, pokud si jednostranné zvoli akci S.

e (S,S) je Nashova rovnovéaha, protoze hra¢ 1 nezvysi svoji vyplatu, pokud si jednostranng zvoli akci B
a totéz plati pro hrace 2.

e (B,S) neni Nashova rovnovaha, protoze hra¢ 1 zvysi svoji vyplatu, pokud si jednostranné zvoli akei S.
Stejné tak hrac 2 zvysi svoji vyplatu, pokud si jednostranné zvoli akci B.

e (S,B) neni Nashova rovnovaha, protoZze hra¢ 1 zvysi svoji vyplatu, pokud si jednostranné zvoli akci B.
Stejné tak hrac 2 zvysi svoji vyplatu, pokud si jednostranné zvoli akci S.

Hlava nebo orel

Ovefte, Ze ani jeden ze 4 profila akci ve hie Hlava nebo orel neni Nashovou rovnovahou. (Pozdgji budeme
uvazovat smiSené strategie a ukazeme, Ze tato hra ma Nashovu rovnovahu ve smiSenych strategiich)

Lov jelena

Ve hie lov jelena se dvéma hraci predstavuji Nashovu rovnovahu profily akei (S,S) a (H,H). PovSimnéte
si, ze oba hraci preferuji situaci (S,S) pred situaci (H,H). To v8ak nemé&ni nic na tom, ze (H,H) je Nashova
rovnovaha, protoze zadny z hraci nemiize zvysit svou vyplatu pii dané akci druhého hrace.

Predstavme si, ze hru lov jelena hraji vice hrac¢a. Stale pfitom plati, Ze kazdy z hraca preferuje
situaci, kdy v8ichni spole¢né ulovi jelena pied situaci, kdy sam ulovi zajice. Tato hra m& opét dveé
Nashovy rovnovéhy. Jednou z nich je profil (S,...,S), v némz v§ichni hradi lovi jelena. Kazdy hrac¢ totiz
preferuje situaci, kdy spole¢né ulovi jelena pied situaci, kdy sam ulovi zajice a proto si zadny z nich
nemiZe polepsit, pokud zvoli akci H. Druhou rovnovéhou je (H,..,H) v némz vsichni hraci lovi zajice.
Zédny jiny profil neni Nashovou rovnovahou, protoze vzdy existuje hrac ktery zvolil akci S a ten muze
zvysit svoji vyplatu, pokud misto ni zvoli akci H.



2.5 Optimalni odpovéd’

Nashovu rovnovahu jsme zatim hledali tak, Ze jsme postupné prosli v8echny profily akci a ovéfili, zda
spliiuji podminku Nashovy rovnovahy. Nashovu rovnovahu muzeme hledat také pomoci tzv. optimalni
odpovédi (best-response function) kazdého hrace.

Definice 3. Optimdlni odpoved hrice i oznacdime jako B; a definujeme jako Bi(a—;) = {a; € A; :
wi(ai,a—;) > ui(a;, a_;)Va; € A;}

Uvazujme hrace i, ktery ma na vybér z nékolika akci. Tyto akce mu pfi danych akcich ostatnich
hra¢t prinasi n&jaky uzitek. Optimalni odpovéd potom prifadi kazdé kombinaci akei ostatnich hracia a_;
takovou akci hréace i, kterd mu pFinese nejvyssi uzitek. Napiiklad, ve h¥e BS si hra¢ 1 miZe zvolit mezi
akcemi B a S. Akce B je nejlepsi (pfinasi nejvyssi uzitek), pokud hrac¢ 2 hraje B. Naopak, akce S je pro
hrace 1 nejlepsi, pokud hra¢ 2 hraje S. Optimalni odpovéd tedy vypada takto: By(B) = B; B1(S) = S.
Vsimnéte si, Ze optiméalni odpovéd nemusi vybirat jedinou akci, ale celou mnozinu akci. Matematicky se
tudiz jedné o korespondenci.

Propozice 1. Profil akci a* je Nashovou rovnovihou prdve tehdy, kdyz akce kazZdého hrdce je optimdlni
odpovédi na akce ostatnich hrici. Tedy af € B;(a*;),Vi

Uvedené tvrzeni nam nabizi dalsi zptisob, jak nalézt Nashovu rovnovdhu. V Nashové rovnovaze
zadny hra¢ nemuze zvysit svou vyplatu zménou akce pfi danych akcich ostatnich hraci. To znamené, Ze
kazdy hrac hraje svou optimélni odpovéd na rovnovazné akce ostatnich hraci. Pokud najdeme optimélni

odpovédi kazdého hrace, pak Nashovu rovnovahu nalezneme jako jejich prunik.

Tuto metodu si ukdZeme na piikladu hry definované tabulkou 5. Optimélni odpovédi hrace 1, pokud
hra¢ 2 hraje L je M (hra¢ 1 ma v daném sloupci nejvyssi vyplatu), ozna¢ime si proto vyplatu hrace 1
v tomto poli hvézdickou. Podobné postupujeme déle. Nakonec se podivime na pole, v ném% jsou obé
vyplaty oznaceny hvézdickou, tato pole udavaji Nashovy rovnovihy. V nasem piipadé je tedy Nashovou

rovnovéhou profil akei (B, R).

L C R
1,25 21 10
2¢1* 0,1* 0,0
01 00 1%2

=2 4

Tabulka 5:

2.6 Dominované a dominujici akce

Pti hledani Nashovy rovnovahy mizeme v nékterych hrach vyuzit konceptu dominujicich a dominovanych
akei.

Definice 4. Akce a; striktné dominuje akci a;/, pokud pFindsi vyssi viplatu bez ohledu na to, jaké akce
hragi ostatni hrdci, tj. ui(a;,a,i) > ui(a;/,a,i),Va,i. a;/ je striktné dominovand akce

Je zjevné, 7e striktné dominovana akce neni optiméalni odpovédi na zadnou akci ostatnich hraca a
tudiz striktné dominovana akce neni nikdy hrana v Nashové rovnovaze. Pti hledani Nashovy rovnovahy
si proto muzeme pomoci eliminace vSech striktné dominovanych akci.

Zpusob jakym lze opakované eliminovat striktné dominované strategie si ukdzeme na piikladu hry v
tabulce 6. Nejprve si mizeme v§imnou, Ze akce R hrace je striktné dominovana akci C. Sloupec s akci
R muzeme tedy vyskrtnout a zustane tabulka o dvou sloupcich. v této tabulce je ale akce B hrace 1
striktng dominovana akei M. Réadek s akei B tedy opét vysSkrtneme. Zbyva nam tabulka 2x2. Akce C je
v této tabulce striktné dominovana a miuzeme ji opét vyskrtnout. Ze zbyvajicich profila akci je snadné
urcit, ze profil (M, L) je Nashovou rovnovéahou.

Kromé striktné dominovanych akci muzeme definovat také slabé dominované a slabé dominujici akce.



L C R

T |12 21 10
M |22 01 00
B |01l 03 12

Tabulka 6:

Definice 5. Akce a slabé dominuje akci o), pokud w;(al,a_;) 2 u;(al,a_;),Ya_; a zdroven u;(a},a_;) =

u;(al,a_;), alespoti pro jeden a_;. al je slabé dominovand akce.

Slabé dominované akce neni nikdy hrana ve striktni Nashové rovnovaze. Pfi hledani striktni Nashovy
rovnovahy muzeme eliminovat slabé dominované akce. Eliminaci slabé dominovanych akci ale muzeme
ztratit nékteré Nashovy rovnovéhy.

2.7 Symetrické hry

V nékterych pfipadech chceme modelovat interakce v populaci, v niZ jsou vSichni jedinci totoZni, coZ
znamend, ze maji k dispozici stejné akce a maji stejné preference. K takovému ucelu slouZi symetrické
hry.

Definice 6. Strategickd hra o dvouw hrdcich je symetrickd, pokud mnoZina akci je stejnd a preference

hrdacid jsou reprezentovdny vyplatni funkci pro niZ plati ui(ay,as) = us(az,a1), ¥(a1,asz).

Primym dusledkem uvedené definice je skutecnost, ze tabulka zadavajici symetrickou hru je symet-
rickd. V pifipadé hry o dvou hracich, v niz mé kazdy z hra¢a na vybér ze dvou akci, méa tabulka symetrické
hry nésledujici podobu

T H

T|xx wz

H|zw yy

Tabulka 7: Symetrickd hra



3 Nashova rovnovaha: Ilustrace
3.1 Modely oligopolu
Cournotiiv model oligopolu

Cournotiiv model popisuje situaci, kdy je stejny vyrobek vyrabén n firmami a firmy mohou urcovat
vyrabéné mnozstvi. Pokud firma ¢ vyrabi ¢; jednotek, pak jsou jeji naklady déany funkei C;(¢;), ktera
je rostouci (pokud vyrabi vice mé vyssi celkové naklady). VSechny firmy prodévaji za stejnou cenu,
ktera je déna prusecikem poptavky a celkové trzni nabidky. Pokud je tedy P(Q) inverzni poptavkova
funkce a firma 4 vyrabi mnoZstvi ¢;, pak je cena dana rovnici P(q1 + g2 + ... + ¢n) a zisk firmy i je
m = ¢ P(g1 + g2+ ... + ¢n) — Ci(¢;). Uvedenou situaci mizeme modelovat jako hru, kde firmy jsou hraci,
jejich akcemi je mnozstvi vyrabéného produktu a preference jsou reprezentoviny ziskem jednotlivych
firem.

Regenf Cournotovy oligopolni hry ukdZeme na ptikladu dvou firem, které maji nakladové funkce
C; = cq;, tj. firmy maji konstantni primérné néklady. Déle predpokladame, Zze poptavkova funkce je
linearni, tj. P(Q) = a— Q. K nalezeni Nashovy rovnovéhy vyuZijeme p¥istupu zaloZzeného na optimélnich
odpovédich. Nejprve musime vyjadiit zisk firmy 1: 73 = ¢1(a— 1 — ¢2) — ¢q1. Abychom uréili optiméalni
odpoved firmy 1 musime zjistit jaké mnozstvi ¢; maximalizuje zisk p¥i daném mnoZstvi g2 (obdobné pro
firmu 2).

0

T -2 —gp—c=0
Iq1

0

2 —qi—c=0
92

a ziskdme optiméalni odpoved firem:
1
bi(az) = 5(a—c—q)

1
ba(ar) = 5la—c—a)
(2)
Nashova rovnovaha je dvojice (¢, ¢3) pro niZ plati, Ze obé firmy hraji své optimalni odpovédi, tj. ¢ =
b1(g5) a ¢35 = ba(qF). Musime tedy najit bod, kde se funkce optimélnich odpovédi protinaji, tzn. vyfesit
nasledujici soustavu rovnic

1
q1 15(04*0*112)

B PR
(3)

Jejim feSenim ziskAme Nashovu rovnovéhu (¢7, ¢3) = (5(a —¢), 3(a —¢)). Celkové vyrobené mnozstvi je
2

$(a—c) a cena je %(oz + 2¢). Zkuste jako cviceni odpovédét na nésledujici otazky: Co se stane s cenou
a vyrabénym mnozstvim, pokud vzroste poptavka? Co se stane s cenou a vyrabénym mnozstvim, pokud
vzrostou prumérné néklady firem? Spocitejte, jaké mnozstvi by bylo vyrabéno, kdyby firmy uzaviely

kartelovou dohodu (tj. dohodnou celkové vyrabéné mnozstvi, tak aby maximalizovali svij celkovy zisk?)

Bertrandiv model oligopolu

V Cournotové modelu si firmy konkurovaly prostfednictvim vyrabéného mnozstvi a cena byla deter-
minovana poptiavkou. V Bertrandové modelu je tomu naopak, firmy stanovuji ceny svych vyrobki a
nasledné vyrabi tolik, aby uspokojily poptavku D(p) (Zatimco v Cournotové modelu ndm inverzni pop-
tavkova funkce fikala, za jakou cenu firmy prodaji ur¢ité mnozstvi, nyni nam poptavkova funkce tiké,
jaké je poptavané mnozstvi p¥i urcité cend.) Naklady firem jsou dany funkcei C(¢;) = cqg;, tzn. pied-
pokladame,Ze firmy maji konstantni mezni naklady. Hra je v pfipadé Bertrandova oligopolu definovina
takto:



e Hr4ci: Firmy 1 a 2
e Mnozinou akci: Ceny, které mize firma stanovit. Ceny chapeme jako spojitou proménou, tj. A4; = RT

e Preference: Jsou reprezentoviny ziskem. Plati pfitom, ze zboZzi proda firma, kterd stanovi nejnizsi

tvvs

cenu. Jestlize firma nestanovila nejnizsi cenu, pak je poptavka po jejim produktu nulova. V piipadég,

7e vice firem stanovi stejnou nejnizsi cenu, pak uspokoji poptavku rovnym dilem. Zisk je tudiz dan
nésledujici rovnici, kde m je pocet firem s nejnizsi cenou.

p—i%pi) - C(Dfsi)) pokud p; < p;,Vj
T, =
0 pokud p; > p;

(4)

Regeni Bertrandova oligopolu si opét ukézeme pro p¥ipad dvou firem, linedrni poptavky (D(p) = a—p)
a konstantnich prumérnych naklada (C;(q;) = cg;). Zisk firmy i se potom rovna:

(pi — c)(a —pi) pokud p; < p;
T = %(pz —c¢)(a—p;) pokud p; = Py (5)
0 pokud p; > p;

Stejné jako v predchozim piipadé je mozné hru fesit pomoci optimalnich odpovédi. Nékdy je vSak
mozné hry fesit vice neformalné pomoci uvahy. Pro kazdou z firem je vyhodné&j§i mit cenu niz8i nez
konkurence, dokud je cena nad drovni pramérnych nakladia. Naopak, pokud cena klesne pod primérné
néaklady, pak bude pro firmu vyhodnéjsi, stanovit vy8si cenu nez konkurence, coz ji zajisti nulovy zisk.
Jediny profil akci, kdy nema ani jedna z firem diivod ménit cenu a tudiz nasim kandiddtem na Nashovu
rovnovahu je profil (p3,p3) = (¢, c).

Nyni musime ukazat, Ze tento profil akci je skuteéné Nashovou rovnovahou. V Nashové rovnovéze si
7adn4 7 firem nemuZe polep§it zménou akce. V situaci (p},p3) = (¢, ¢) je zisk obou firem 0, Zadn4 7z firem
ale nemuze dosdhnou vyssiho zisku zménou akce. Pokud stanovi vySsi cenu nez ¢, pak firma nic neproda
a jeji zisk zistava 0, pokud stanovi nizsi cenu, pak bude jeji zisk zdporny. Navic miizeme ukazat, ze zadny
jiny profil neni Nashovou rovnovihou. Kromé vyse uvedeného profilu piipadaji v ivahu tyto situace:

e Pokud p; < ¢ nebo py < ¢ pak je zisk firmy, jejiz cena je niZ§i, zdporny a tato firma si muZe polepsit,
pokud zvysi cenu svého vyrobku na c.

e Pokud p; < ¢, p2 > ¢, pak firma 1 muze zvyS§it svij zisk, pokud stanovi cenu vyssi nez ¢ a niZzsi nez po.
(Obdobné pokud p2 < ¢,p1 > ¢)

e Pokud p; > ¢,p2 > ¢, pak predpokladejme, Ze p; > po. Firma 1 muZe zvysit svij zisk, pokud snizi
cenu tésné pod po.

Profil akei (p7,p5) = (¢, ¢) je tedy jedinou Nashovou rovnovahou Bertrandova oligopolu. Srovnejme
uvedeny vysledek s rovnovahou Cournotova oligopolu. Vidime, Ze celkova produkce a cena velmi zélezi
na tom, zdali se firmy rozhoduji o cené ¢ mnozstvi. Kterad z her 1épe odpovida skute¢nosti, zdlezi na
kontextu situace. Uvedené feSeni modelu Bertrandova oligopolu ale zdvisi na piredpokladu, ze firmy maji
konstantni mezni néklady a neomezené kapacity. Pozdé&ji uvidime, jak se cela situace zméni, pokud je
firma omezena svymi kapacitami.

3.2 Aukce

Aukce jsou mechanismem, jak alokovat zdroje, tomu kdo je ochoten zaplatit nejvice. Pravidla jednotlivych
aukci se pfitom mohou vyznamné ligit. Teorie her ndm umoziiuje pochopit, jak pravidla aukce ovliviuji
chovani ucastniki aukce. UkaZzeme dva zéakladni typy aukei first-price sealed-bid aukci (aukce probiha
obalkovou metodou a vitéz zaplati, to co nabidl) a second-price sealed-bid aukci (opét obéalkovou metodou,

ale vitéz zaplati druhou nejvyssi nabidku)

Second-price sealed-bid aukce

Struktura hry modelujici second-price aukci je nasledujici:

2% -

7e v1 > Vg > ... > Up



e MnoZina akei: mozné nabidky kazdého hrace. Nabidku hrace i znacime b; a predpoklddéme, Ze b; >0
e Preference: jsou dany vyplatni funkci v; — b, pokud hrac¢ ¢ nabidl nejvyssi nabidku. b znaci nejvyssi
nabidku z nabidek ostatnich hra¢ta. V jiném piipadé je vyplata hrace ¢ 0. Pokud vice hrac¢u predlozi

tvvo

Uvedena hra ma mnoho Nashovych rovnovah. Sami miiZzete ovéfit, ze napt. profily akci (by, ..., b,) =
(v1,0,...,0) nebo (by,....,b,) = (v2,01,0,...,0) jsou Nashovymi rovnovihami. Vsimnéte si také, 7e ve
druhém piipadé neziski objekt ucastnik, ktery si ho ceni nejvice. Tato rovnovaha je v8ak velmi kiehka,
protoze hrac 2 hraje akci vy, ktera je slab& dominovana akci vo. Neni p¥ili§ pravdépodobné, Zze by hraci
hrali akce, které jsou slabé dominované. Budeme se proto ptat, zda existuje Nashova rovnovaha, ve které
zadny hrac¢ nehraje slabé dominovanou akci.

V second-price aukci plati, Ze akce b; = v; (tj. hra¢ nabidne presné tolik, nakolik si drazeny objekt
ceni) slab& dominuje ostatni akce. Diikaz tohoto tvrzeni je obsaZen v nasledujicich tabulkich. Nejprve
porovnejme vyplaty z akce v niz hra¢ nabidne b; < v; oproti v; (tab. 8). Vyplata hrace zavisi na nejvyssi

2 >0

z nabidek ostatnich hracua b.

‘T)ibz b1<5<’01 E>’Ui
b <v; | v;i — 0 0
’Uifb 0

(3 Vi —
Tabulka 8: Second-price aukce
7 tabulky 8 je zjevné, Zze si hra¢ nikdy nemuze polep§it tim, Ze nabidne méné nez je jeho ocenéni.

Z tabulky 9 je ziejmé, Ze to samé plati i pro akci, kdy hra¢ nabidne vice nez je jeho ocenéni. (Stejny
argument je graficky znazornén na obr. 85.1 v Osborne)

(7 Vi —

Tabulka 9: Second-price aukce

Prestoze ma second-price aukce mnoho rovnovah, rovnovédha kdy kazdy hra¢ nabidne presné své
ocenéni (by, by, ...,b,) = (v1,va, ..., v,) je vyjimelna, protoZe kazdy hrac hraje akei, ktera slab&é dominuje
ostatni.

First-price sealed-bid aukce

First-price aukce se od second-price aukce li§i pouze v tom, Ze hra¢ s nejvyssi nabidkou zaplati svou
nabidku, a nikoliv druhou nejvyssi nabidku. Vyplata vitézného hrace tedy je v; — b;.

Ve first-price aukci se v8echny Nashovy rovnovihy vyznacuji tim, ze objekt obdrzi hrag, ktery si jej
ceni nejvice. Predstavme si profil akei ve kterém bs > by, tzn. néktery z hracia (hra¢ 2) nabidne vice
neZ hra¢ s nejvys$sim ocenénim (hrac 1). Pokud je by > vo, pak je vyplata hrade 2 zaporna a hrac 2 si
muze polepsit, pokud nabidne b, = 0. Naopak, pokud by < vy, pak muze hrac 1 zvysit svou vyplatu na
v1 — by tim, Ze nabidne vy > by > by. Zéaroven ve vSech Nashovych rovnovahach musi platit, Ze hrac 1
nabidne stejnou ¢astku jako byla druh4 nejvyssi nabidka V opaéném piipadé by totiz mohl hrac¢ 1 snizit
svou nabidku tak, aby stale vyhrél aukci ale zaplatil méné.

Pokusme se nyni opét nalézt Nashovu rovnovahu, ve které zadny hrac¢ nehraje slabé dominovanou akci.
Mizeme tvrdit, Ze ve first-price aukci je akce b; > v; slabé dominovéna akci b; < v; (Akce b; > v; nikdy
nepiinéasi kladnou vyplatu, naopak akce b; < v; p¥inasi bud’ nulovou nebo kladnou vyplatu). Naopak
jakakoliv akce b; < v; neni slabé dominované zadnou jinou akci. Nyni vime, ze V Nashové rovnovéze, kde
7zadny z hrac¢a nehraje slab& dominovanou akci musi v§ichni hrac¢i nabidnou méné nez je jejich ocenéni a
hrace 1 by musi byt stejna jako je druha nejvyssi nabidka. Takovy profil akei ale nemuze byt Nashovou

rovnovahou, protoZe hra¢ mize nabidnout vo > bs > by, ¢imz zvysi svou vyplatu.



Nashovu rovnoviahu, ve které zadny z hrac¢a nehraje slabé dominovanou akci, muzeme ale nalézt,
pokud omezime moznosti hrac¢i v tom smyslu, Ze jim dovolime pfihazovat jen né&jakou diskrétni ¢astku e,
napft. 1 haléf. V takovém piipadé je profil akei (vy —€,v3 — €, b, ..., b, ), kde b; < v; Nashovou rovnovahu,
v niz zadny z hrac¢a nehraje slabé dominovanou akci. Pokud nyni € snizujeme k 0, pak se limitné blizime
profilu (ve,va,bs...,b,), kde b; < v;. V této hie jsme tedy schopni nalézt jednu vyjimecnou (i kdyz
ponékud ad hoc zvolenou) rovnovahu, v niz zadny hra¢ nehraje slabé dominovanou akci.

Vidime, ze oba dva typy aukci maji mnoho Nashovych rovnovah. U obou her jsme ale nasli jednu
vyjime¢nou Nashovu rovnovahu, pfi¢emz v obou téchto rovnovahéach ziskava drazitel (prodejce) stejny
Vynos.

3.3 Volebni soutéz

Predstavme si situaci, kdy nékolik politickych stran soutézi o hlasy voli¢i. Voli¢i vzdy voli tu stranu,
ktera je nejblizsi jejim preferencim. KaZzda ze stran pfitom vybira, kam se zafadi na pravolevém poli-
tickém spektru a jejim cilem je prildkat vice voli¢u nez ostatni a vyhrat volby. Uvedenou situaci budeme
modelovat pomoci Hotellingova modelu volebni soutéZe.

e Hraci: politické strany, jejichz pocet je n

e Mnozinu akci kazdé strany predstavuje mnozina pozic, které si muze strana zvolit. Pfedpokladame, ze
pozice stran, a tim padem i preference voli¢u, lze reprezentovat Gisly mezi 0 a 1 (coz lze udélat vzdy,
protoZe vyplatni funkce jsou ordinalni). Pozici strany ¢ oznacime x;

e Preference stran jsou dany vyplatni funkci, kterd pfiradi vyplatu n jediné vitézné strané, vyplatu n—k
strané, ktera se déli o prvni misto s k soupeii a 0 strané, kterd nevyhrala.

Ukéazeme, si jak bude vypadat Nashova rovnovaha pro piipad dvou stran. VSimnéte si, ze nedélame zadné
predpoklady o tom jak jsou rozdéleny voli¢ské preference podél intervalu [0,1]. Podstatné je pouze to
Ze, preference maji jednu dimenzi (pravice nebo levice). Dilezité postaveni v naSem modelu méa volié
s medianovymi preferencemi, ozna¢me tedy jeho pozici m. Nashovu rovnovahu miZeme naji pomoci
optimélnich odpovédi. Jak bude vypadat optimalni odpovéd strany 1 na danou pozici zo strany 2.
Pokud strana 2 zaujme pozici nalevo od medianu, tj. zo < m, pak bude chtit strana 1 zaujmout pozici
blize stfedu. Obdobné pro piipad, kdy se strana 2 postavi napravo od stfedu. KdyZz strana 2 zaujme
pozici v medianu xo = m, pak je optimalni odpovédi strany 1 zaujmout stejnou pozici, protoze pii zaujeti
jakékoliv jiné pozice by prohrala. Optimalni odpovédi obou stran tedy vypadaji nasledovné:

{r1:22S21S1—22} pokudxs Sm
Bi(xz2) = { {m} pokud z3 =m
{r1:1 -2 S 21 S22} pokud z2 Z2m

{zo:21S22S1—21} pokudaxs Sm
By(z1) = ¢ {m} pokud z1 =m

{zg:1—21 S22 S 21} pokud 21 Zm

(6)

Prusecik optimalnich odpovédi se nachézi v bodé (m,m). Profil akei (xz1,22) = (m,m) je tedy
jedinou Nashovou rovnovahou Hotellingovy volebni hry pro dvé strany. Hotellingtiv model pfitom nemusi
pouzit jen k analyze volebni soutéze, ale také k analyze situace, kdy si firmy konkuruji diferenciaci svého
produktu.

3.4 Odpovédnost za Skodu

Teorie her se pouzivé také v oblasti Law and Economics k analyze ruznych pravnich pravidel. Vynikajici
shrnuti k tomuto tématu nabizeji Benoit, Kronhauser (2002). V této kapitola si ukdZzeme, jak pomoci
teorie her modelovat situaci, kdy jeden c¢lovék miize zptisobit Skodu jinému ¢lovéku. Bude nés pfitom
zajimat, jak rizné zakony urcujici miru odskodnéni ovliviiuji chovani icastniki a jaka pravidla produkuji
spolecensky zadouci chovani.

Uvazujme interakci mezi vintkem (hra@ 1) a obéti (hrac 2). Skoda, kterou ob&t utrpi, je zavisla na pédi,



kterou oba hrafi vyvinou, aby Skoda nenastala. Ozname ocekavanou ztratu jako L(aq,as) > 0. Zakon
stanovi jakou ¢ast Skody uhradi vinik ob&ti. Ozna¢me tuto ¢ast jako p(ai,as) € [0,1]. Hra modelujici
tuto situaci je definovana nésledovné

e Hraci 1 (vinik) a 2 (obét)

e MnoZina akei kaZdého hrade je mnoZina mo¥nych hodnot péce a; € RT. Predpokladejme, Ze péce je
méfena v penéZnich Castkich.

e Preference hrace 1 jsou dany vyplatni funkei ui (a1, as2) = —a1 — p(a1,az2)L(a1,as). Preference hrace 2
jsou dany vyplatni funkei uq (a1, a2) = —as — (1 — p(a1,a2))L(a1, az).

Podivame se na skupinu pravnich pravidel, které urcuji, ze vinik musi uhradit obéti celou §kodu,
pokud vinik nevynalozil dostateénou péci na odvraceni $kody a zarovei obét byla dostate¢né opatrna, tzn.
vynalozila dostate¢nou péci. Pfi tomto pravidle je tedy ¢ast §kody, kterou nese vinik dana nésledujicim
vyrazem, kde X oznatuje zdkonem definovanou standardni troven péce vinika a X; oznaCuje minimalni
uroveh péce obéti, aby ziskala pravo na piipadné odskodnéni.

{1 pokud a1 < X aas > Xo
p(ala a2) =
0 pokud a; > X7 aas < Xs
Oznacme (af,a}) spolecensky 7zadouci urovenn péte. Konkrétné predpokladejme, 7e tato aroveii maxi-
malizuje soucet vyplat obou hra¢a —a; — as — L(a1,a2). Existuje takové pravni pravidlo, které vede k
tomu, Ze tato uroven péce je Nashovou rovnovahou? Pokud ano, pak jsme na$li spole¢ensky optimalni
pravni nastaveni. Takové pravni pravidlo existuje a ukdZzeme, Ze pokud (X1, X2) = (a}, ad), pak (a},a})
je Nashovou rovnovahou této hry. Abychom toto tvrzeni dokézali, musime ukéazat, %e optimalni odpoveédi
obéti na vinikovu akci a} je a3 a naopak.

Uvazujme nejprve vinikovu optiméalni odpovéd na akci obéti aj. V takové situaci, musi vinik platit
odskodnéni, praveé tehdy kdyz a; < aj. Vinikova vyplata je tedy

—ay — L(ay,a3) pokud a; < af

ui(a, a3) = {

—aq pokud a; > aj

Je zjevné, Ze akce a} pfindsi vinikovi vy8si vyplatu nez jakakoliv akce a; > aj. Zbyva nam tedy rozhod-
nout, zda se vinikovi nevyplati niz§i troven péce. V takovém piipadé musi vinik uhradit obéti celou
gkodu a jeho vyplata je —a; — L(a1,a3). Predpokladali jsme ovSem, Ze spolecensky optimélni troven
péce (af,a’) maximalizuje vyraz —a; — as — L(a1,a2). Z toho oviem plyne, Ze a} maximalizuje vyraz
—ay — a3 — L(a1,a3). ProtoZe a} je konstanta, a} maximalizuje rovnéz vyraz —a; — L(a1,a}), coZ je
vyplata vinika pokud a; < aj. Tim jsme ukazali, Ze akce a] pfinési vinikovi vySsi vyplatu nez jakakoliv
akce a1 < aj.

Podivejme se nyni na optimalni odpovéd obéti na akci vinika a. V pfipadé, kdy je akce vinika af,
obéf nikdy neobdrzi kompenzaci. Vyplata obéti, je tim padem ws(aj,as) = —as — L(aj,az). MuZeme
argumentovat stejné jako v ptipadé vinika. Vime, 7e (a},a}) maximalizuje soucet vyplat —a; — ag —
L(a1,as2). Z toho oviem plyne, 7e ai maximalizuje rovnéz vyraz —as — L(a}, az). Akce a} tedy prinasi
obéti vyssi vyplatu nez jakakoliv akce as # a3. Profil akei (af,a) je tudiz Nashovou rovnovahou této
hry.



4 SmiSené strategie

Prozatim jsme se soustfedili na hry, kdy hraci deterministicky hraji jednu akci. Nyni dovolime, aby
hraci mohli hrat tzv. smiSené strategie, tj. aby mohli volit své akce podle urc¢itého pravdépodobnostniho
rozdéleni. Piredpokladejme napft., Ze hrac voli mezi akcemi A a B, pak hra¢ muze hrat smiSenou strategii,
kdy hraje akci A s pravdépodobnosti p a akci B s pravdépodobnosti (1 — p). Na zakladé platnosti zakona
velkych ¢isel miizeme Uvedenou strategii interpretovat také tak, ze v populaci jsou hraéi, ktefi vzdy hraji
A a jejich podil v celé populaci je p. Zbyla ¢ast populace (1 — p) jsou hraci, ktefi vzdy hraji B.

4.1 Reprezentace preferenci pomoci oéekiavané vyplaty

Pti smiSenych strategiich neni vysledkem hry jedina situace, ale rizné situace mohou nastéavat s riznou
pravdépodobnosti. Takovy vysledek oznacujeme jako loterii. Vime, Ze preference ohledné deterministick-
ych situaci miZzeme reprezentovat pomoci vyplatni funkce. Jakym zptsobem ale muzeme reprezentovat
preference ohledné loterii? Ptedstavme si, Ze existuji tfi mozné situace a, b a ¢ . Dale uvazujme loterie
P a Q, pficem? u loterie P nastava situace a s pravdépodobnosti p(a), situace s p(b) a situace ¢ s p(c).
Obdobné loterie Q pfifazuje vysledkum pravdépodobnosti ¢(a), ¢(b) a g(c). Pokud hrag¢ preferuje loterii
P pred loterii Q, pak (za predpokladu platnosti tzv. axiomu nezavislosti) existuji ¢isla w;(a), u;(b) a
u;(c) takova ze plati p(a)u;(a) + p(b)u;(b) + p(c)ui(c) > q(a)ui(a) + q(b)ui(b) + q(c)u;(c) To znamena,
7e vzdy najdeme takovou vyplatni funkci nad jednotlivymi situacemi, ze preference hra¢a ohledné lo-
terii lze reprezentovat pomoci o¢ekavané hodnoty této vyplatni funkce. Ocekdvanou hodnotu muzeme
obecné zapsat jako Y.;_, p(ag)u;(ay), kde ai jsou jednotlivé situace a p(ax) je pravdépodobnost, Ze
nastane situace ap a u;(ag) je vyplata hrace v situaci ay. Preference hra¢a ohledné loterii nazyvame
von Neumann-Morgensternovy preference (vNM) a vyplatni funkce ohledné jednotlivych situaci, které
reprezentuji vNM preference, nazyvame Bernoulliho vyplatni funkce.

Diive jsem fekli, 7e jedny a ty samé preference jsou reprezentoviny vSemi vyplatnimi funkcemi, které
zachovavaji poradi preferovanych situaci. Také jedny a ty samé vNM preference mohou byt reprezentovany
vice Bernoulliho funkcemi. Nyni ov8em nestaci, aby Bernoulliho funkce zachovavali poradi. Pokud maji
Bernoulliho vyplatni funkce reprezentovat stejné viNM preference, pak musi zachovat o¢ekavanou hodnotu
loterie, coZ je ekvivalentni tomu, Ze jsou si navzajem linearni transformaci. Receno formalngji: Mame
Bernoulliho vyplatni funkce u(x) a v(z). Jejich ocekavand hodnota reprezentuje ty stejné vNM preference,
pravé tehdy kdy7 existuji ¢isla a a b takova, 7e u(x) = a + bv(z) pro kazdé x.

4.2 Nashova rovnovaha ve smiSenych strategiich

Nyni budeme definovat hru se smiSenymi strategiemi a jeji Nashovu rovnovihu. Pokud umoznime hrac¢am
hrat smiSené strategie, pak budeme pozadovat, aby hraci méli vNM preference nad loteriemi slozenymi z
profila akci.

Definice 7. Strategickd hra s vNM preferencemi se skladd z

e mnoziny hrdci

e mnoziny akci kaZdého hrdce

o preferenci kazZdého hrace definovanych nad mnoZinou loterii sloZengjch z profili akci

Definice 8. SmiSenou strategii hrdce ve strategické hie je pravdépodobnostni rozdéleni nad mnoZinou
jeho akci. Znacime jej o, ai(a;) je pravdépodobnost jakou piipisuje strategie o hrdce i akci a;.

Definice 9. Profil smiSengjch strategii o ve strategické hre s uNM preferencemi je Nashovou rovnovihou,
pokud pro kaZdou smisenou strategii o; kaZdého hrace i plati U;(a*) > U;i(ay, ), kde U;(«) predstavuge
ocekdavanou viyplatu hrdce i ze smiSeného profilu akci o.

Vidime, ze Nashova rovnoviha je definovana velmi podobné jako u ¢istych strategickych her. Zédny
z hracia nemuze jednostrannou zménou strategie zvysit svoji vyplatu. Oproti ¢istym strategickym hram
ale nyni plati, Ze kazda hra s vNM preferencemi, ve které méa kazdy z hraci konecéné mnoho akci, ma
Nashovu rovnovahu ve smiSenych strategiich. Toto tvrzeni ndm ale nijak nepomuze pii hledani rovnovah,
pouze vime, Ze ve smiSenych strategiich vzdy néjaka existuje.



4.3 Hledani Nashovy rovnovahy ve smiSenych strategiich

I u her se smiSenymi strategiemi miizeme pouzit k hledani Nashovych rovnovah metodu optimélnich

odpovédi. U slozitéjsich her v8ak existuje Gcinnéjsi metoda, jak nalézt Nashovu rovnovihu. Tato metoda
je zaloZena na urcité vlastnosti smiSenych Nashovych rovnovéah, kterou nyni ukazeme.

Podivejme se nejprve na hru dvou hrac¢iu s dvéma akcemi, které je dana tabulkou 10. Hra¢ 1 si voli mezi
akcemi T a B, pficemz jeho strategie v pripisuje akci T pravdépodobnost p a akci B pravdépodobnost
(1 — p). Hrac 2 si voli mezi akcemi L a R. Pfi své strategii cs hraje akci L s pravdépodobnosti ¢ a akci
R s pravdépodobnosti (1 — ¢). Pole tabulky tentokrat oznacuji s jakou pravdépodobnosti nastava dany
vysledek.

| L(a) R(1-q)

T(p) | pq p(1—q)
B(l-p) | 1-p)g (1-p)(1-q)
Tabulka 10:

Ocekavanou vyplatu hrace 1 tak muzeme zapsat jako
pqui(T, L) + p(1 — q)ua (T, R) + q(1 — p)ur (B, L) + (1 — p)(1 — q)ur(B, R)
coz lze také zapsat jako
plgua(T, L) + (1 = Qua (T, R)] + (1 = p)lqua (B, L) + (1 — q)ur (B, R)]

Vyraz v prvni hranaté zavorce predstavuje ocekdvanou hodnotu vyplaty hrace 1, kdyz hraje akci T
a hra¢ 2 hraje strategii as. Vyraz v druhé hranaté zavorce predstavuje o¢ekdvanou hodnotu vyplaty
hrace 1, kdyz hraje akci B a hra¢ 2 hraje strategii as. Ozna¢me tyto ocekdvané vyplaty hrace 1 jako
E(u1(T,a2)) a E(u1(B, az)). Celkové tedy muzeme ocekdvanou vyplatu hrace 1 pii strategii oy zapsat
jako pE(u1(T, a2)) + (1 — p)E(u1 (B, a2)), tj. jako vaZeny pramér vyplat z Eistych akci.

Uvedeny piiklad lze zobecnit. Plati, ze ocekavané vyplata ze smiSené strategie je vazeny prumér oceka-
vanych vyplat pfipsanych profilim smiSenych strategii typu (a;, @—;), kde vahami jsou pravdépodobnosti
a;i(a;), které smiSené strategie hrace ¢ pripisuje jeho jednotlivym akcim. Symbolicky zapsano je vyplata

hrace i: U;(a) = Z?:l a;(aj)Ei(aj,a_;). Tato skutetnost vede k nasledujicimu tvrzeni.

Propozice 2. Ve hi'e s uNM preferencemi v niZ md kazdy hrdc¢ koneéné mnoho akci je profil smiSengch
strategii o Nashovou rovnovdhou prdvé tehdy, kdyz

o ocekdvand vyplata kaZdé akce, které pripisuje strategie o kladnou pravdépodobnost, je pri danych strate-
giich o ; stejnd
o ocekdvand vyplata kaZdé akce, které pripisuje strategie o nulovou pravdépodobnost, neni pri dangch

strategiich o ; vyssi neZ ocekdvand vyplata akce, které je pripsina kladnd pravdépodobnost.

Toto tvrzeni nam piinasi dulezity poznatek. Hrac, ktery voli urcité strategie ve smiSené rovnovaze
s pozitivni pravdépodobnosti, musi byt indiferentni mezi vSemi témito strategiemi, tj. kazd& smiSend
Nashova rovnoviha je neostrd. Jinymi slovy, vSechny akce zvolené s pozitivni pravdépodobnosti mu
museji prinaset stejnou vyplatu. Tato vyplata je vétsi nebo roven vyplaté, ktery pfinaseji ty akce, které
s kladnou pravdépodobnosti voleny nejsou. V néasledujicim piikladu si ukdzeme, jak se tohoto tvrzeni da
vyuzit pii hledani Nashovy rovnovéhy.

4.4 Priklady Nashovy rovnovahy
Hlava nebo orel
Hra hlava nebo orel je definoviana tabulkou 4. Ozna¢me p, a p, pravdépodobnost s jakou hra¢ 1 hraje

akce hlava a orel. Obdobné ¢, a ¢, oznacuje pravdépodobnost s jakou hra¢ 2 hraje akce hlava nebo orel.
Samoziejmé musi platit ¢, + ¢, = 1 Vime, 7Ze hra nema rovnovahu v ¢istych strategiich. Vime tedy 7Ze



hra¢ hraje obé akce s kladnou pravdépodobnosti a vyse uvedené tvrzeni iika, ze vyplata z obou akci musi
byt pii dané strategii druhého hréace stejna. Pro hrace 1 tedy musi platit: ui(H, q) = u1(O, q), obdobné&
pro hrace 2 uqa(p, H) = ua(p, O). Po dosazeni ziskdme soustavu rovnic:

qh — 9o = —qh + Qo

—Dh + Po = Ph — Po
qh+QO:1
ph+po:1

Jeji Teseni je pp, = 1/2,po = 1/2,q5 = 1/2,q9, = 1/2, V Nashové rovnovaze tedy oba dva hra¢i hraji
kazdou z akci s pravdépodobnosti 1/2.

Expertni posouzeni

Hra expertni posouzeni ma dva hrace - zédkaznika a experta. Zakaznikovi se pokazi néjaka cenna véc
(napf. auto), vyhleda proto experta (automechanika), ktery zavadu posoudi a doporuéi opravu. Zavada
pritom muze byt velkd nebo malé, coZ ale pozné a vi jen expert. Pravdépodobnost, Ze je zdvada velk
oznacime r. Predpokladejme, Ze expert ziska zisk m, at uz opravuje velkou ¢ malou zavadu. Expert ma
vSak také moznost oznacit malou zavadu za velkou a opravit ji jako velkou, v takovém ptipadé ziska zisk
7' a plati 7' > . Pokud zakaznik pfijme expertovu diagnozu, tak zaplati expertovi E za velkou opravu a
I za malou opravu. Pokud ale expert doporuci velkou opravu, pak nemusi zékaznik expertovi diuvérovat a
muZe vyhledat dalstho experta, ktery véc znovu posoudi. V tomto p¥ipadé jsou jeho naklady E’ v p¥ipads,
7e druhy expert doporudi velkou opravu a I’ v opaéném piipadé. Plati pfitom: E' > E > I’ > I. Vyplaty
jsou potom déany tabulkou [?], kde p a ¢ opét oznac¢uji pravdépodobnost, s niz jsou hrany odpovidajici
akce.

| Pijme(q) Odmitne(1-q)

Pravda(p) | 7, - rE—(1—7)I (1 —r)r, —rE' —(1—1)I
Lez(1-p) rn+(1—-r)n’,-E 0, —rE'+ (1 —7)I

Tabulka 11: Expertni odhad

Pro r € (0,1) hra nema ¢istou rovnovahu (Ovéite). Jak vypada rovnovaha ve smiSenych strategiich?
Opét vyjdeme z toho, Ze vyplaty z akci, jenz jsou hrany s pozitivni pravdépodobnosti musi byt, pii dané
strategii druhého hrace, stejné. Ocekavana vyplata experta z akce, kdy mluvi pravdu tak musi byt stejné
jako vyplata z akce, kdy 1ze.

qgr+ (1 —q)(1 —r)yr = qgrm + q(1 — r)7’

Stejna avaha plati i pro zédkaznika. Jeho ocekivana vyplata v situaci, kdy duvéfuje musi byt stejné jako

v situaci, kdy expertovi nedivéruje.
P(=rE = (1= N)1) + (L= p)(=B) = p(—rE' = (1 = 1) + (L= p)(=r ' + (1 = 1)T')
Po algebraickych tupravéich ziskdme nasledujici hodnoty p* a ¢* a tim padem i Nashovu rovnovahu.

E—(rE+01-n1)

*7

(I-r)(E-1)
q = %

Promyslete, jak rovnovazné strategie a Nashova rovnovaha zavisi na parametrech r,m,F a I'.



Dobry samaritan

Nasledujici hra m& mnoho moZnych interpretaci. Palfrey, Rosentahl (1984) pomoci této hry modeluji
situaci, kdy se kazdy ze skupiny n individui rozhoduje, zda pfispéje fixni ¢astkou na vefejny statek (nebo
na charitu). V nasi interpretaci pujde o situaci, kdy se kazdy svédek zlo¢inu rozhoduje, zda zavola policii.
Hra je definovana nasledovné

2 >0

e n hracu

e Mnozina akei kazdého hrace A; = {volat, nevolat}

e Preference kazdého hrace jsou reprezentovany vyplatni funkci, ktera pfipisuje hodnotu 0 situaci, kdy
nikdo nezavola. Pokud nékdo zavola ziska hrac¢ vyplatu v. Pokud hra¢ sam zavola, nese naklady ve vysi
¢, kde ¢ < v. Tzn. jeho vyplata je v — ¢ > 0.

Je zjevné, Ze hra ma nékolik Nashovych rovnovah, ve kterych pravé jeden hrac zavola a ostatni niko-
liv. Tyto situace jsou pareto-efektivni. V piipadé, Ze bychom tuto hru interpretovali jako pFispivani
na vefejny statek, znamené tato rovnoviha, ze vefejny statek muze byt soukromé poskytnut. Je ovsem
otazka, jakym zpusobem se jedinci mohou zkoordinovat na této rovnovaze. V piipadé hlageni zlocinu
milZe tuto rovnovahu zajistit urcitd socialni norma (nap¥. policii vola nejstarsi), v p¥ipadé pfispivani na
vefejné statky je obtiZzné si takovou normu pifedstavit. Duvodem pro¢ je tato rovnovaha pochybné, je
jeji asymetrie. Ve hi'e se objevuje n hraci ze stejné populace, ktefi se ale ve stejné situaci nechovaji stejné.

Podivejme se proto, jak vypada symetrickd rovnovaha. Je snadné ovérit, ze neexistuje zadnéd symet-
rickd rovnovaha v Cistych strategiich. Uvazujme nejprve situaci, kdy v8ichni hraci volaji. V takoveé situaci
se vyplati kterémukoliv z nich nevolat, protoze zvysi svoji vyplatu z v — ¢ na v. Pokud nikdo z hracu
nezavold, pak se kazdému hraci vyplati zavolat, protoze zvysi svoji vyplatu z 0 na v — ¢. Symetrickou
rovnovahu tedy nalezneme jen ve smiSenych strategiich. Jak bude vypadat smi8end rovnovéha? Pro
rovnovaznou smiSenou strategii musi platit, Zze hra¢ je indiferentni mezi akcemi, které hraje s nenulovou
pravdépodobnosti. V nagi hie tudiz musi platit

vee=(1-p)"0+1-A-p)" o= (1-p)"T = g
kde p oznacuje pravdépodobnost, ze dany hra¢ zavola. Z tohoto vyrazu muzeme vyjadfit rovnovaznou
pravdépodobnost zavolani

c
=1—(=)n-1
p ()

Jak se méni pravdépodobnost zavolani v zavislosti na velikosti skupiny? Cim vyS8i je n, tim mensSi
je 1/(n—1) a tim vétsi je (f)ﬁ Pravdépodobnost p je tedy klesajici v n, Pravdépodobnost, ze dany
hra¢ zavolé, tudiz klesa s po¢tem lidi ve skupiné. Zajimavéjsi je oviem otazka, jak se s velikosti skupiny
méni pravdépodobnost, Ze alespon jeden ¢lovék zavola. Pravdépodobnost, Ze nikdo nezavola, muzeme
jednoduse vyjadrit jako

Pr{nikdo nezavold} = Pr{i nezavold} Pr{nikdo jiny nezavola} = (1 — p)(1 — p)"~*

Dosadime-li do tohoto vyrazu rovnovaznou pravdépodobnost zavolani, ziskime
c,_1 ¢ C, _n
Pr{nikdo nezavola} = (=)»—1— = (=)»—1
{ b= i =6
Tato pravdépodobnost je rostouci v n. Cim vetsi je tedy skupina, tim mensi je pravdépodobnost, ze
nékdo zavol4 a nahlasi zlo¢in. Pokud bychom interpretovali tuto hru jako prispivani na verejné statky,

pak vidime, Ze vefejné statky budou soukromé poskytnuty spiSe v malé nez ve velké skupiné.

4.5 Dominované akce

Koncept dominovanych akci ndm miuZe usnadnit feSeni hry, protoZe plati, Ze ostie dominovana akce neni
v zaddné Nashové rovnovaze hréna s kladnou pravdépodobnosti. Pokud tedy hleddme smiSené Nashovy
rovnovahy muzeme piedtim eliminovat ostfe dominované akce.

Definice 10. Ve strategické hire s yNM preferencemi hrdcova strategie o ostie dominuje jeho akcei af,
pokud pro vsSechny akce ostatnich hraci a—_; plati U;(a;,a—;) > u;(al, a—;). Akce a} je ostFe dominovand.



5 Extenzivni hry s dokonalymi informacemi

Ve strategickych hrach predpoklddame, ze rozhodnuti hraca jsou provadéna ve stejny okamzik. V exten-
zivnich hrach tento predpoklad opustime a zaméfime se na situace, kdy se hraci rozhoduji sekvencné, tj.
jeden po druhém. Jako priklad extenzivni hry si muzeme piedstavit Sachy nebo piskvorky. Je pfirozené,
7e v extenzivnich hrach bude volba akce ovlivnéna piredchozim pribé&hem hry.

5.1 Definice extenzivni hry

Abychom popsali extenzivni hru, potiebujeme, stejné jako ve strategické hie, specifikovat hrace a jejich
preference. Navic ale musime fici v jakém poradi hraci hraji a jaké akce maji hraci k dispozici v kazdém
okamZiku hry. Za timto tcelem definujeme mnozinu vSech sekvenci akci, které se mohou ve hi'e objevit.
Kazdou takovou sekvenci oznacujeme jako koneénou historii. Dale musime fici, ktery hrac¢ tdhne v kterém
bodé kazdé sekvence. To zajisti tzv. hrdacskd funkce, coZ je funkce, ktera kazdému bodu v kazdé konecné
historii pFiradi hrace, ktery pravé hraje. Abychom si lépe predstavili, co je kone¢na historie, podivejme
se na hru znézornénou diagramem 1.

Vyzyvatel

Vstup Ven

Monopolista

1,2

2,1 0,0

Obrazek 1: Hra o vstup do odvétvi

Tato hra znazorhuje situaci, kdy se jedna firma (vyzyvatel) rozhoduje o vstupu do odvétvi, ve kterém
pusobi jina firma (monopolista). Pokud tato firma vstoupi do odvétvi (Vstup), pak firma, ktera v odvétvi
jiz pusobi muze zacit konkurencni boj (B) nebo se situaci smifi (S). Uvedena hra ma tii kone¢né historie
(Vstup,Smifit se)(Vstup,Boj) a (Ven). Koneéna historie je tedy série akci, které si hraci voli a ktera
vede od pocatku hry az k jejimu konci. KaZzdéa konec¢nd historie mé tzv. vlastni podhistorie, coz jsou
podmnoziny kone¢né historie, které vedou od pocatku hry, ale nevedou az k jejimu konci. Formalné
feceno, pokud sekvence akci (a1, as,...,a,,) je koneéna historie, pak sekvence akci (a1, as,...,ax), kde
k < m a prazdné sekvence @ jsou jejimi vlastnimi podhistoriemi. V nasem pfikladu pak koneéné historie
(Vstup,Smifit se) obsahuje vlastni podhistorie @ a (Vstup).

Definice 11. Extenzivni hra se tedy sklidd z

s v o

mnoziny hrdci

mnoziny konecngjch historii

hracské funkce, kterd kazdé sekvenci, kterd je vlastni podhistorii, pripisuje urcitého hrdce
preferenci definovangch nad mnoZinou konecngch historii

Stejné jako u strategickych her, také u extenzivnich her muzeme preference reprezentovat pomoci
vyplatni funkce. Kli¢ovym konceptem extenzivnich her je strategie. Strategie ¥ika hraci, kterou akci mé
hrat v kazdém okamziku, kdy na néj pfijde rada.

Definice 12. Strategie hrdce i v extenzivni hite s dokonaliymi informacemsi je funkce, kterd kazdé historii
h, po niZ je hric¢ na tahu, piiradi akci z mnoZiny A(h), tj. mnoZiny akci dostupngch po historii h.

Co to strategie vlastné je, ndm muze pfiblizit nasledujici priklad na obrazku 2.

MuZeme vidét, Ze hrac 1 se rozhoduje jen na zacatku hry, tj. hracska funkce P(&) = 1, a ma na vybér
jen ze dvou akci C' a D. M4 tedy na vybér jen ze dvou moznych strategii, jedna pfipisuje prazdné historii
akci C' a druhd pfipisuje prazdné historii akci D. Zapisujeme s1(&) = C resp. s1(&) = D. Naopak hrac¢
2 hraje, jak po akci C, tak po akci D, ptri¢emz muze volit z akci £ a F po historii C' a akei G a H po
historii D. Celkové méa tedy hra¢ 2 na vybér z nésledujicich ¢tverice strategii

(] SQ(C) == E, SQ(D) =G



2,1 3,0 0,2 1,3
Obrazek 2: piiklad

e 59(C)=E, so(D)=H
(] SQ(C):F, SQ(D):G
(] SQ(C):F, SQ(D):H

Zkracené muzeme tyto strategie znacit jako EG, EH, FG,FH. Pfi tomto zkraceném zapisu uvadime
nejprve akce, které jsou v hernim diagramu blize zac¢atku hry a v pripadé, Ze se objevuji na stejném
stupni postupujeme zleva doprava dle toho, jak jsou akce zapsiny v hernim diagramu. Strategii si lze
tedy predstavit jako popis toho, jak bude hrac¢ ve hie postupovat. V mnoha ptipadech nam v8ak strategie
tika vice nez jak ve hie postupovat - fikd nam, co hrat i po takovych historiich, které nejsou konzistentni s
nasi vlastni strategii. Takové ¢asti strategie lze interpretovat jako reakce na chyby nebo jako presvédceni
ostatnich hraci o tom, jakou akci dany hrac¢ zvoli. Ukazme si tuto skuteénost na piikladeé.

1,2 0,0
Obrazek 3: Strategie

Uvazujme hru na obrazku 3. Hra¢ 1 ma 4 strategie CG,CH, DG, DH. Je ovSem jasné, ze po akci
D hrané na zacatku hry se hra¢ nemiize dostat do bodu, kde se rozhoduje mezi akcemi H a G. Jak
tedy muzeme chapat strategie DH a DG? Moznosti jsou dvé. Za prvé si miZeme piedstavit, ze hrac¢ 1
nékdy udéla chybu a dostane se k rozhodovani mezi akci H a G. Strategie potom specifikuje jakou akci
by si hra¢ vybral. Za druhé muZeme strategie interpretovat jako o¢ekavani druhého hrace. Strategii DH
tedy muzeme vylozit tak, ze hra¢ 1 hraje na zacatku hry akci D. Hrac 2 pritom ocekava, ze v piipadé
rozhodovani mezi akci H a G si hrac¢ 1 vybere akci H.

Strategie jednotlivych hraca jasné determinuji vysledek hry, tj. konec¢nou historii, a tudiz i vyplaty
hract. Konenou historii, ktera se objevi pii profilu strategii s, ozna¢me O(s). V naSem piikladu tedy
napi: O(D, EG) = (DG), tzn. pokud hra¢ hraje strategii D a hra¢ 2 strategii EG, pak vysledkem hry je
konec¢na historie DG. Vyplatu, kterou obdrzi hrac ¢ pii profilu strategii s, miZzeme zapsat jako u;(O(s)).

5.2 Nashova rovnovaha

Definice 13. V extenzivni hie s dokonalijmi informacemi je profil strategii s* Nashovou rovnovdhou,
jestlize pro kaZdého hrdce i a kaZdou strategii v; plati, Ze O(s*) je alespofi tak preferovino jako O((r, s*;))
neboli u;(O(s*)) > u;(O(rs, s%,)).

Nashova rovnovaha v extenzivnich hrach tedy predstavuje takovy profil strategii, kdy se p¥i danych
strategiich ostatnich hrac¢ta nevyplati zddnému hraci odchylit se. Jednim ze zptsobi, jak nalézt Nashovu
rovnovahu v hrach s konecnych poctem strategii je vypsat v8echny strategie a jim piislusné vyplaty do



tabulky, kterd je pak oznaCovana jako strategickd forma extenzivni hry. V ni je mozné nalézt Nashovu
rovnovahu stejnym zptisobem jako ve strategické hie.

Ukéazeme si tento postup na piikladu z obrazku 2. Ukazali jsem, ze hra¢ 1 méa na vybér ze strategii C'
a D, zatimco hra¢ mé k disporzici strategie EG, EH, FG, FH. Strategicka forma této extenzivni hry je
tedy dana tabulkou 12.

C D
EG | 2,1 0,2
EH |21 13
FG | 3,0 0,2
FH | 3,0 1,3

Tabulka 12: Strategicki forma extenzivni hry z piikladu 2

Nyni je jiz snadné urcit, ze Nashova rovnovéha je profil strategii(D,EH). V§imnéme si, Ze tento profil
akci nam fik4 nejen to, ze hra¢ 1 hraje v Nashové rovnovéaze akci D a hra¢ 2 na to reaguje akci H,
ale také to, ze hra¢ 2 by hral E, kdyby hra¢ 1 hral akci C. Takovy zavazek daného hrace ale nemusi
byt vzdy kredibilni. Co tato nekredibilita znamena? Predstavme si, Ze hra¢ hraji néjakou extenzivni
hru. Na zacatku hry hraci popisi pomoci svych strategii, jak budou v prab&hu hry postupovat. Nashova
rovnovaha je potom takova situace, kdy si Zadny hrac¢a nemuze polepsit tim, Ze nahlasi na za¢atku hry
jinou strategii p¥i dané strategii ostatnich hraci. Je oviem mozné, ze v nékterych okamzicich kdy je hrac
na tahu, nemusi byt pro hrace vyhodné drzet se své strategie a bude se chtit odchylit. Nekredibilitu
urc¢itého zavazku lze demonstrovat piikladu hry o vstup do odvétvi. [obrazek 1]. Tuto hru lze zapsat ve
strategické formé dané tabulkou 13

‘ Smifit se  Boj
Vstup | 2,1 0,0
Ven 1,2 1,2

Tabulka 13: Strategicka forma extenzivni hry vstup do odvétvi

Vidime, Ze hra mé dvé Nashovy rovnovahy (Vstup, Smifit se) a (Ven, Boj). Problém v tomto pfipadé
vyvstava u rovnovahy (Ven, Boj). Tento profil strategii znamené, Ze vstupujici firma (vyzyvatel) nevstoupi
do odvétvi, ale kdyby vstoupil, tak v odvétvi plisobici firma (monopolista) se zavizala hrat akci Boj.
Pokud by se ale firma dostala do této situace, pak je pro ni vyhodné&jsi hrat akci smifit se. Zavazek hrat
akci Boj je tudiz nekredibilni.

Skute¢nost, Ze profil akei (Ven, Boj) je problematickou rovnovéahou, lze zdivodnit i jinak. Ve strate-
gickych hréch interpretujeme Nashovu rovnovahu jako situaci, kdy hraci, diky svym zkuSenostem se hrou,
spravné otekavaji akce ostatnich hraci a hraji svou nejlepsi odpovéd na tyto akce. Ve hie o vstup do
odvétvi, ale vstupujici firma hrajici Ven, nikdy nepozoruje akci firmy pusobici v odvétvi, protoze tato
firma se nikdy nedostane ke hie. Jak ale potom miiZe byt pfesvédcena, ze bude hrat akci Boj? Z tohoto
problému miizeme uniknout, kdyZz budeme Nashovu rovnovihu v extenzivni hie interpretovat tak, ze
ve vzacnych piipadech hra¢i podnikaji nerovnovazné akce (nap¥. omylem). V naSem piikladu to tedy
znamend, Ze vstupujici firma vyjimecné zahraje akci Vstup a pak muze pozorovat, co déla firma pusobici
v odvétvi. Pfi této interpretaci se ale v nasem piikladu znovu objevuje problém. Po akci Vstup je totiz
pro firmu ptisobici v odvétvi lepsi, kdyz hraje akci Smifit se. Nashova rovnovaha (Ven, Boj) tudiz neni
robustni a zavazek firmy puisobici v odvétvi hrat Boj po akei Vstup neni kredibilni.

5.3 Dokonala rovnovaha vzhledem k podhram (SPE)

V pfedchozim odstavci jsme vidéli, Ze Nashova rovnovaha neni vhodnym konceptem rovnoviahy pro nékteré
extenzivni hry, protoZze ignoruje sekvenéni strukturu hry a umoziuje, aby hra¢i na zacatku pfijimali
nekredibilni zavazky. Tento problém odstranime zavedenim konceptu dokonalé rovnovahy vzhledem k
podhram (subgame perfect equilibrium - SPE). Nejprve definujeme podhru.



Definice 14. T je extenzivni hra s dokonalymi informacemi a hrdacéskou funkci P. Pro kaZdou vlastni

podhistorii h néjaké konecné historie extenzivni hry T, definujeme podhru T'(h) ndsledujici po historii h

jako extenzivni hru, kde

e Hrdci jsou stejni jak hrdci ve hre T’

o Konecné historie tvofi mnozina viech sekvenci akci h' takovijch, Ze sekvence (h,h') je konecnou historii
hry T.

o KaZdy hrac preferuje h' pred B, prdvé tehdy kdyz preferuje (h,h') pred (h,h")

Podhra je tedy ¢ést hry, ktera nasleduje poté, co uz byla ¢ast hry odehrana. Vsimnéte si, ze v kazdé
hie je vlastni podhistorii také prazdna historie @ a podhra, kterd po ni nasleduje je celou hrou. Jednou
z podher kazdé hry je tedy hra samotna. Podivame-li se na hru znézornénou na obrazku 2, pak tato hra
mé 3 podhry: celou hru a dvé podhry znazornéné na obrazku4:

2 2
2;1 3,0 0,2 1.3

Obrazek 4: vlastni podhry hry 2

Idea dokonalé rovnovahy vzhledem k podhram (SPE) je zaloZena na myslence, Ze hraci se chovaji
optimalné v kazdé podhie. Neformélné muzeme fici, Ze SPE je profil strategii, pro néz plati, ze pii danych
strategiich ostatnich hraca si v 7adné podhie nemiZe hra¢ polepSit jednostrannou zménou strategie.
Formalné 1ze SPE definovat nasledovné:

Definice 15. Profil strategii s* je dokonalou rovnovihou vzhledem k podhrdm, jestlize pro kaZdého hrdce
i, kaZdou historii h, po které hrdic i hraje, a kaZdou strategii r; hrdce i plati, Ze konecnd historie Oy (s*)
generovand strategiemi s* po historii h je alespoti tak preferovand jako koneénd historie Oy (r;, s*;) gen-
erovand strategiemi r;, s*; po historii h, tj. u;(Op(s*)) > u;(On(ri, %))

Podstatnou zménou oproti Nashové rovnovéze je pozadavek, ze hracova strategie musi byt optimalni
po kazdé historii po niz hrac¢ hraje, nejen na zacitku hry. SPE miZeme interpretovat jako neménny stav,
ve kterém hraci ve vyjimeénych okamzicich hraji nerovnovazné akce, coz umoziuje ostatnim hracim, aby
si utvorili spravné ocekavani ohledné, toho jak se hraci chovaji v kazdé podhie. Za téchto ocekavani se
zadny hra¢ v SPE nechce odchylit od své strategie ani na zac¢atku hry, ani v pribéhu hry. Z definice SPE
navic plynou dvé vlastnosti:

1. Kazda SPE je Nashovou rovnovahou.

2. SPE odpovida Nashové rovnovaze v kazdé podhie. To znamené, Ze profil strategii, ktery je SPE, je
také Nashovu rovnovahou v kazdé podhie a zaroven profil strategii, ktery je Nashovou rovnovahou v
kazdé podhfte, tvoii SPE.

Na zavér se podivejme, jak vypadaji SPE ve hie vstup do odvétvi [2]. Vime, Ze hra ma dvé Nashovy
rovnovahy (Vstup, Smifit se) a (Ven, Boj). Z vlastnosti SPE vime, Ze zadné jiné SPE ve hie byt
nemohou. UvaZujme nejprve profil s* = (Ven, B). Vezméme si monopolistu a podhru néasledujici po
historii h = Vstup. Strategie monopolisty vede ke kone¢né historii Op(s*) = (Vstup, B). Vyplata
monopolisty pro tuto historii je w,,(Vstup, B) = 0, zatimco wu,,(Vstup,S) = 1. Monopolista si tak
muze v podhie nésledujici po akci vstup polepsit a uvedeny profil proto netvoii SPE. Naopak profil
s* = (Vstup, S) je SPE, protoze:

e v podhie po historii A = &, tj. na zacatku hry, je strategie vyzyvatele optimalni, protoZze strategie s*
vede ke konec¢né historii Op,(s*) = (Vstup, S) a u,(Vstup, S) = 2, zatimco u,(Ven,S) = 1.

e v podhie po historii h = V'stup, je strategie monopolisty optiméalni, protoze strategie s* vede ke koneéné
historii Op(s*) = (Vstup, S) a um (Vstup, S) = 1, zatimco u, (Vstup, B) = 0.



5.4 Zpétna indukce

V piedchozi kapitole jsme vidéli jeden z moZznych zpiisobt, jak nalézt SPE - nalézt Nashovy rovnovihy
a poté zkontrolovat, zdali se jedna o SPE. Pro extenzivni hry s kone¢nym horizontem nagtésti existuje
jednoduchy algoritmus, jak nalézt SPE jednoduseji, tzv. zpétna indukce.

Zpétnou indukci mizeme popsat nasledovné:

e Pro kazdou podhru délky 1 (posledni podhra) najdéte optimalni akce hréace, ktery je na tahu. Oznacme
S%(1) mnozinu optimalnich akci podhry j. (Pokud existuje jedind nejoptimalngjsi akce, pak S7(1)
obsahuje jediny ¢len.)

e Vezméte jednu akci z kazdé mnoziny S (1) a pro tuto kombinaci akci najdéte v kazdé podhte délky 2
optimélni akci hrace, ktery v podhie tahne jako prvni. Takto ziskime profily strategii pro podhry délky,
oznacme je S} (2).

e Takto pokracujeme, dokud nedojdeme na zacatek hry. Profily strategii, které takto ziskime tvoii SPE.

Zpétna indukce tedy funguje tak, Ze za¢neme na konci hry a najdeme optimalni akce v poslednich
podhrach. Poté postoupime vyse za predpokladu, Ze hraci budou v poslednich podhrach hrat své opti-
mélni akce a najdeme optimalni akce hréace, ktery tahne o droven vyse. Takto postupujeme, az na zacatek
hry.

Zpétnou indukci miazeme ilustrovat na prikladu 5

e Hra ma jen jednu podhru délky 1, v niz hraje hrd¢ 1 a ma na vybér akce G a H. Akce G je pfitom
zjevné optimalni, protoZze mu pfinese vyssi vyplatu nez akce H.

e Podhra délky 2 je opét jen jedna a prvni je v ni na tahu hrac¢ 2. Predpokladame, ze pokud bude hrat
E, pak hra¢ 1 hraje G a hra¢ 2 ziska vyplatu 2. Akce F' mu oproti tomu pfinasi vyplatu 1. Akce F je
tudiz pro néj optimalni

e Na zacatku hraje hra¢ 1 a voli mezi akei C' a D. Akce C vede ke kone¢né historii (C, E,G), ktera
mu prinasi vyplatu 1. Akce D pfinasi vyplatu 2 a je tudiz optimélni. SPE této hry je profil akei

((D,G), (E)).

Obrazek 5: Zpétna indukce

Na zaveér kapitoly zminme dvé diilezita tvrzeni

Propozice 3. MnoZina dokonaljch rovnovdh vzhledem k podhrdm je ekvivalentni mnoziné profili strate-
giich generovanijch algoritmem zpétné indukce.

Propozice 4. KazZdd extenzivni hra s koneénym horizontem a dokonalymi informacemi md dokonalou
rovnovdhu vzhledem k podhrdm.



6 Extenzivni hry: Tlustrace
6.1 Ulimatni hra

Ultimatni hra je velmi zndmou hrou z ekonomickych experimentii. Vypada tak, Ze jeden z hraci, (napf.
hra¢ 1) dostane uréitou ¢astku ¢ a tu rozdéli na dvé ¢asti, jednu z ¢asti nabidne druhému hraci. Pokud
tento hra¢ c¢astku prijme, pak oba hraci ziskaji prislusnou ¢astku. Pokud ¢astku odmitne, pak nikdo
neziska nic.

Formalné muZzeme hru zapsat takto:

o Hraci: 1,2

e Konecné historie: MnoZina sekvenci (x, Z), kde = je ¢astka nabidnuta hraci 2, pficemz 0 £ z < ¢. Z
nabyva hodnot Y (pfijme) nebo N(odmitne).

e Hra¢ska funkce: P(@) =1, P(x) =2

e Preference: Vyplata hrace je dana ¢astkou, kterou obdrzi, tj. ui(z,Y) = c—x, us(2,Y) = 2, uy(z, N) =
0, ug(z, N) =0

Jelikoz se jedna o hru s kone¢nym horizontem muzeme k hledani SPE pouZit zpétnou indukci. Nejprve
uvazujme podhru délky 1, ve které se hrac 2 rozhoduje, zda pfijmout ¢i odmitnout. Pokud je z > 0, pak
optimélni akei hrace 2 je nabidku pfijmout. Pokud je x = 0, pak hra¢ 2 je indiferentni mezi p¥ijmutim
a odmitnutim akce a miize nabidku jak pfijmout, tak odmitnout. Nyni se zaméfme na celou hru. Pro
kazdou kombinaci optimalnich akci hrace 2, hleddme optimalni strategii hrace 1. Existuji dvé moZnosti:

1. Hrag¢ 2 pfijme jakékoli x = 0, pak je optimalni odpovédi hrade 1 nabidnout = = 0.
2. Hrac prijme jakékoli x > 0 a odmitne x = 0, pak hra¢ 1 nema optimalni strategii, protoze pro jakékoliv
x lze nalézt nabidku, ktera bude nizsi a hrac 2 ji stale akceptuje.

Jedinou SPE je tedy profil strategii, kdy hra¢ 1 nabidne x = 0 a hra¢ 2 akceptuje kazdou nabidku.

Mize se zdat podivné, pro¢ by mél hrac¢ 2 akceptovat i nulovou nabidku, kdyz v ptipadé jejiho
odmitnuti obdrzi stejnou vyplatu. Hrac¢ 2 vSak bude akceptovat jakkoliv malou nenulovou nabidkou.
Takova nabidka oviem neexistuje, protoze mnozina nabidek striktné vétsich nez nula je oteviend a nema
tudiz minimum, coZ znamené, 7e jakakoliv nabidka je dominovina né&jakou niz$i nabidkou. Napiiklad
nabidnuti ¢astky 0, 1 je dominovano nabidnutim ¢astky 0,01, coz je dominovano nabidnutim ¢astky 0,001
atd. Tento problém ale zmizi pokud piedpokladédme, Ze penize nejsou nekonec¢né délitelné. Predstavme
si, ze dovolime hraci 1, aby déaval nabidky pouze v celych haléfich. V piipadé kdy hrac¢ 2 akceptuje
jen x > 0, je optimalni strategii hra¢e 1 nabidnout nejmensi moZnou nenulovou ¢astku, tedy 1 halér.
Akceptace nulové nabidky je tudiZ jen artefakt toho, Ze jsme modelovali mozné nabidky jako spojitou
proménou. V kazdé takové hie, kdy je hra¢ indiferentni mezi pfijmutim a odmitnutim né&jaké nabidky,
miZzeme bez komplikaci predpokladat, Ze hra¢ tuto nabidku akceptuje. (V opafném pi¥ipadé by totiz
dostal o trochu vyssi nabidku, kterou by jiz striktné akceptoval.)

6.2 Stacklebergiiv model oligopolu

U Cournotova a Bertnardova modelu oligopolu jsme pfedpokladali, Ze firmy se rozhoduji sou¢asné, nyni
budeme piedpokladat, Ze se firmy rozhoduji o objemu produkce postupné. Nejprve se rozhoduje firma
1 a poté firma 2. Firma 1 své rozhodnuti nemuze nasledné ménit. Tento model oligopolu je znam jako
Stackleberguv oligopol. Formélné muzeme hru Stacklebergova duopolu zadat nasledovné:

e Hr4ci: Firmy 1 a 2

e Kone¢né historie: Mnozina sekvenci (g1, g2), kde ¢; je produkce firmy 4

e Hracska funkce: P(@) =1, P(q1) =2

e Preference: Vyplatni funkce firmy i je dana jejim ziskem, tj. ¢;P(q1 + q2) — Ci(¢:), kde P(q1 + ¢2) je
trzni cena, pokud je na trh dodano mnozstvi ¢1 + g2. C;i(¢;) jsou naklady firmy p¥i vyrobé& mnozstvi g;.

SPE nalezneme opét pomoci zpétné indukce. Musime tedy nejprve vyfesit, jak se rozhoduje firma 2
v podhfe o délce 1. A poté najdeme optimalni strategii firmy 1 na zac¢atku hry pfi dané strategii firmy 2.



1. V podhie po historii h = (¢1) zna firma 2 produkei firmy 1 a voli takovou produkei g2, aby maximal-
izovala svij zisk. Mnozstvi produkce firmy 2 je tedy dano optiméalni odpovédi firmy 2 stejné jako v
Cournotoveé oligopolu. Ozna¢me toto mnozstvi jako g3, tj. ba(q1) = ¢35

2. V podhfe po historii h = @ voli firma 1 ¢;, které maximalizuje jeji zisk. Vime pfitom, 7e pokud firma
vyrobi ¢i, pak firma 2 vyrobi b2(q1) a cena bude P(¢q1 + b2(q1)). Firma 1 tedy v SPE maximalizuje
vyraz ¢1 P(q1 +b2(q1)) — C1(g1). Oznagime-li ¥eSeni tohoto problému jako ¢}, muZeme Fici, 7e SPE tvofi
profil strategii (¢, ¢3)

Pro lepsi predstavu se podivejme, jak bude vypadat SPE v pfipadé konstantnich pramérnych naklada
a linearni poptavkoveé kiivky. Pfedpokladejme, 7e funkce naklada C;(g;) = cg; pro i = 1,2 a poptavkova
kiivka je P(Q) = a — Q. Zadani je tedy stejné jako v nasem piipadé Cournotova oligopolu. Za téchto
podminek m4 firma 2 tuto optiméalni odpovéd (odvozeno o Cournotova oligopolu)

ba(q1) = %(04 —c—q)

Firma 1 vyrabi v SPE takové g1, aby maximalizovala svuj zisk

1 1
m=qa— (g1 + 5(04 —c—q))—c1)= §Q1(Oé—c—(h)

maximum nalezneme, pokud vyraz zderivujeme podle ¢; polozime rovno nule

071'1 1
a—ql—§(0¢—0)—fh—0

Resenim téchto dvou rovnic ziskivame produkci firem v SPE

1

q = 5(04*0)
1

a5 = Z(a—c)

Srovnejme tento vysledek s Cournoutovym oligopolem. V Cournotové hie dosahovaly obé firmy stejného
vystupu. Nyni ale vidime, Ze produkce firmy 1 je vysgi. V navaznosti na to dosahuje firma 1 také vyssiho
zisku. Firma, kter4 si voli svij vystup jako prvni, je na tom ve Stacklebergoveé hie 1épe nez kdyby se hréla
Cournotova hra. Dokonce muzeme tvrdit, ze pokud mame jakoukoliv poptavkovou kiivku a jakoukoliv
nakladovou funkci, p¥i nichz m4 firma 2 jedineénou nejlepsi odpovéd na kazdy vystup firmy 1, pak na
tom firma 1 nemuZe byt ve Stacklebergové oligopolu hiife nez v Cournotové oligopolu. Argument pro
toto tvrzeni je prosty. Jednou mozZnosti firmy 1 ve Stackelbergové hie je zvolit vystup, ktery odpovida
Nashové rovnovize v Cournotové hite. To ji za pfedpokladu jedine¢né nejlepsi odpovédi firmy 2 zajisti
stejny zisk, jaky by dosdhla v Cournotové oligopolu. Pokud bude volit jiny vystup, pak jisté jen takovy,
ktery ji zajisti vyssi zisk.

6.3 Kupovani hlasa

V tomto piikladu budeme modelovat situaci, kdy dvé lobbistické skupiny uplaci zdkonodarce, jako ex-
tenzivni hru. Oznacme lobbistické skupiny X a Y. Kazda z nich lobuje za jiny protichidny zikon.
Zékonodarny sbor méa lichy pocet ¢lent k. Obé skupiny mohou déat kazdému z k zakonodérci uréitou
¢astku penéz, oznatme je x; a y;. Kazdy zdkonodarce voli pro ten navrh skupiny, ktera mu dala vice
penéz. Skupina X si svého navrhu ceni na V;, skupina Y na Vj,.

Tuto situaci muzeme zapsat jako extenzivni hru, kde

e Hraci: skupiny X aY

e Konecné historie: MnoZina sekvenci (z,y), kde x je seznam plateb skupiny X zakonodarcum, t;j.
x = (21, ...x;). Obdobné pro y.

e Hrac¢ska funkce: P(@) =X, P(z) =Y

e Preference: Preference skupiny X jsou dany vyplatni funkci

(2,9) Ve — (x1 + 22+ ...+ x;) pokud je pFijat zdkon X
Uz (T, = . .
Y —(x1+ 22+ ... + k) pokud je piijat zakon Y



Predpokladéme, 7e zakon Y je piijat, pokud y; > x; alespoii v pifpadé 1 (k+1) zdkonodarci. Preference
skupiny Y jsou analogické.

K nalezeni SPE pouZijeme zp&tnou indukci. Nalezneme tedy nejlepsi odpovéd skupiny Y na jakoukoliv
strategii  skupiny X. Ozna¢me p libovolnou vét§inu zakonodéarca, tj. p = %(k + 1). Dale ozna¢me m,
jako soucet p nejmensich slozek vektoru z. m, je tedy nejmensi ¢astka, kterou skupina X vyplatila
nadpolovi¢ni vét§iné zakonodarca. Pokud chce skupina Y prosadit svij ndvrh, pak musi vyrovnat ¢astku
zaplacenou skupinou X u p zdkonodarci, tj. musi celkové zaplatit alespoii m,.. Nejlepsi odpovédi skupiny
Y v SPE tedy bude

e vyrovnat platbu skupiny X u p zdkonodérci, kterym skupina X zaplatila nejméné, pokud m, <V,

e neplatit nic, pokud m, >V},

e vyrovnat platbu skupiny X u p zdkonodéarcu, kterym skupina X zaplatila nejméné nebo neplatit nic,
pokud m, =V,

Pokud vime, jak se bude chovat skupina Y, maZeme se podivat, co by méla délat skupina X. Chce-li
skupina X prosadit sviij ndvrh, musi kazdému zdkonodéarci zaplatit alespoit m, 2> ﬁ, potom se skuping Y’
nevyplati zdkonodarce pieplatit, protoze by musela zaplatit vice nez v V,,. Skupina X v takovém piipadé
zaplati m, = kYr. Tato akce prinese skupiné X kladnou vyplatu jen pokud je V, > ke v opacném
piripadé se skupiné X nevyplati zaplatit zdkonodarcim tolik, aby skupinu Y odradila a nemize tak
prosadit sviij navrh. V takovém pfipadé maximalizuje skupina X svou vyplatu pii akci m, = (0,..,0). V
takovém piipadeé je vyplata skupiny X nulova, zatimco pfi jakékoliv jiné akci by byla zdporna. Optimalni
akci skupiny X tedy bude

e m, = (0,..,0), pokud V, < k%

o my = (L, .., %), pokud V, > k%
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7 Extenzivni hry: roz$ifeni
7.1 Extenzivni hry se soufasnymi tahy

Zatim jsme predpokladali, ze po kazdé historii je na tahu jen jediny hra¢. Nyni popiSeme obecné&jsi model,
ve kterém po nékterych historiich voli hraci své akce soucasné, pfi¢emz hraci znaji minulé akce ale neznaji
soucasné akce ostatnich hrac¢i. Jedné se tedy o jakousi kombinaci extenzivni a strategické hry.

Definice 16. Extenzivni hra s dokonalymi informacemi a soucasnymi akcemi se skldidd z

mnoziny hrdci

mnoziny konecénijch historii

hracské funkce, kterd kazdé sekvenci, kterd je vlastni podhistorii, pripisuje urcitého hrdce

mnoZiny akci A;(h) definovangch pro kazdou vlastni podhistorii h néjaké koneéné historie a pro kazdého
hrdace, ktery je pripsdn hrdcskou funkci podhistorii h
e preferenci definovangch nad mnoZinou konecnijch historii

Zdroven plati, Ze konecné historie, hrdcskd funkce a mnoZiny akci jsou navzdjem konzistentni.

Vsimnéte si, Zze u extenzivnich her jsme nemuseli definovat mnoZzinu dostupnych akeci kazdého hrace
piimo, protoZe tyto byly odvoditelné z koneénych historii. U extenzivnich her se sou¢asnymi akcemi to
vSak jiz moZné neni. Definici hry je tudiZz nutné doplnit o mnoZiny dostupnych akci. Ukizku extenzivni
hry se soucasnymi tahy muzeme vidét na obrazku 6. VSimnéte si ovSem, Ze podobné grafické znazornéni
je mozné jen v piipadé, kdy se soucasné tahy objevuji az tésné pied koncem konec¢né historie.

1
M’f
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B 31 00
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Obrazek 6: Extenzivni hra se soucasnymi tahy

Hracova strategie je definovana stejné jako u extenzivnich her bez soucasnych tahii. Strategie speci-
fikuje akce, které si hrac¢ voli po kazdé historii, kdy je na tahu. U hry na obrazku 6 specifikuje strategie
hrace 1 jeho akei jak na zac¢atku hry, tak po historii Concert. Hra¢ 1 ma tudiz ¢tyfi strategie (Concert, B),
(Concert, S), (Book, B) a (Book, S). Hra¢ 2 hraje jen po akci Concert a mé dvé strategie B a S.

Definice Nashovy rovnovahy a SPE pro extenzivni hry se soufasnymi tahy ziistava stejna jako v
predchozi kapitole a stejny je také zptisob jejich nalezeni. P#i hledani Nashovy rovnovahy piepiSeme
extenzivni hru do jeji strategické formy a v takové tabulce nalezneme Nashovy rovnovahy. Ovéite, Ze
hra na obrazku 6 méa tyto Nashovy rovnovahy: ((Concert, B), B), ((Book, B),S) a ((Book, S),S). P¥i
hledani SPE u her s kone¢nym horizontem miuizeme opét pouzit zpétnou indukci. Jak tedy vypadaji SPE
ve hie z obrazku 6? V podhfe po historii Concert jsou 2 Nashovy rovnovahy (S,S) a (B,B). Uvazujme
tedy nejprve rovnovahu (S,S). V takovém piipadé je optimélni volbou hrace 1 na zacatku hry akce Book.
Pokud budeme naopak uvazovat rovnovéahu (B,B) po historii Concert, pak je optimalni akci hrace 1 na
zacatku hry Concert. Hra ma tedy 2 SPE ((Concert, B), B) a ((Book, S), S).

7.2 Extenzivni hry se soufasnymi tahy: Ilustrace
Vstup do monopolniho odvétvi

Piedstavme si odvétvi ve kterém pusobi jedind firma (monopolista) a druhé firma (vyzyvatel) zvazuje
vstup, ktery je spojen s ndklady f. Pokud vyzyvatel nevstoupi, pak je jeho zisk nula. Pokud se rozhodne
vstoupit, pak se firmy soucasné rozhoduji o mnozstvi vyrabéného produktu, tj. hraji Cournotovu hru.
Tuto situaci muzeme modelovat jako nasledujici extenzivni hru se soucasnymi tahy:



e Hraci: stavajici firma (monopolista) a vyzyvatel

e Konecné historie: (In,(q1,q2)), (Out,q1) kde In a Out znadi zda vyzyvatel vstoupi nebo ne, ¢; je
vystup stavajici firmy a ¢ je vystup vyzyvatele

e Hradska funkce: P(@) =2, P(In) =1,2, P(Out) =1

o Akce: Ax(@) = In,Out, A1(In) = A1(Out) = A2(In) = {q|q = 0}

e Preference: jsou dany ziskem. Po historii (In, (q1,g2)) je zisk stavajici firmy ¢1D(q1 + g2) — C1(q1) a
zisk vyzyvatele je g2D(q1 + ¢2) — Ca(g2) — f. Po historii (Out, q1) je zisk stavajici firmy (monopolisty)
¢1D(q1) — C1(q1) a zisk vyzyvatele je 0, kde C zna¢i nakladovou funkci a D inverzni poptavkovou funkei.

Predpokladejme, stejné jako v kapitole 2.1.1, Ze prumérné naklady firem jsou konstantni a poptavka je
linearni. SPE najdeme pomoci zpétné indukce. Podivejme se tedy na rovnovihu podhry po historii In.
V kapitole 2.1.1 jsme vidgli, 7e v rovnovaze této podhry obg firmy vyrabi mnozstvi %(a —c). Zisk stavajici
firmy je potom §(a — ¢)? a zisk vyzyvatele je (o — ¢)> — f. V podhie po historii Out je stavajici firma
v roli monopolisty a bude vyrabét mnozstvi %(oz —¢). Nyni se musime podivat na podhru po historii &.
Vyzyvatel ziska zisk 0 pokud nevstoupi a zisk %(oz —¢)? — f pokud vstoupi. Je zjevné, ze SPE tak zavisi

na nékladech vstupu f. Mohou nastat 3 situace:

e Pokud f > %(a — ¢)?, pak SPE je (Out, 3(a — ¢))
e Pokud f < ?(a — ¢)?, pak SPE je (In, (3(a —¢), 3(a — )
e Pokud f = 5(a — ¢)?, pak mé hra 2 SPE uvedené v piedchozich odrazkach.

Odchod z upadajiciho odvétvi

Predstavme si odvétvi, ve kterém momentélné pisobi dvé firmy, jedna velka a druha mala. Trzni poptavka
v odvétvi neustale klesa. Kdy odejde firma z odvétvi? Ktera z firem odejde prvni? Tyto a dalsi otazky
ndm pomuze odpovédét nasledujici model.

Cas chépeme jako diskrétni, ozna¢me P;(Q) trzni cenu v obdobi t, pokud firmy vyrdbgji dohromady
mnoZstvi Q a predpoklddejme, Ze cena v priubéhu ¢asu klesa tak jako na obrazku 7, tj. P(Q) < Pi—1(Q)
pro kazdé Q. Firma, kterd jednou trh opusti se jiz nemtze vratit. Vzhledem k tomu, Ze se zajimdme jen
o0 to zda firma na trhu zistane (akce S) nebo ho opusti (akce E), budeme piedpokladat, Ze firma vyrabi
fixni vystup k; s naklady ck;. Predpokladejme, Ze ki > ko. Hra je definoviana nasledovné:

e Hraci: Firma 1 a 2

e Konetné historie: VSechny kone¢né sekvence (X1!,..X"), kde X* = (5,5) a X! = (E, E) nebo X* =
(S, E) pro n&jaké s a X' = (E, S). Nekonetna sekvence (X!, X2 ...), kde X* = (S, S)

e Hralska funkce: P(h) = 1,2 po kazdé historii h, ve které 7adn4 firem neodesla z trhu. P(h) = 1, pokud
béhem historie A firma 2 odesla z trhu a naopak

e Akce: A; = {S, E}, pokud je firma na tahu

e Preference: Jsou dany celkovym souétem ziski b&hem doby, kdy firma ptsobila na trhu

Jak vypada SPE této hry? Nejprve se podivejme, jestli v SPE muZe nastat nekonecn4 historie, v niz
alespon jedna firma zstava na trhu nekonecné dlouho. Pokud ne, pak vime, Ze hra ma v SPE kone¢nou
historii a miZeme pouZit zpétnou indukci. V obdobi, kdy P;(k;) < ¢, firma utrpi ztratu, i kdyZ puasobi
na trhu sama. Pokud vSak poptévka stéle klesé, tak jako na obrazku 7, pak musi takové obdobi pfijit.
Oznacme tedy posledni obdobi, kdy je pro firmu ¢ vyhodné zastat na trhu, pokud na ném piisobi sama,
jako t;, tj. t; je nejvétsi hodnota ¢ pro niz plati Pi(k;) = ¢. (Na obrazku 7 je t1 = 2 a to = 4). Jeliko?
vime, Ze obé firmy odejdou v SPE z trhu nejpozdéji v obdobi ¢; + 1 muZeme pouzit zpé&tnou indukci k
nalezeni SPE.

Vsimnéme si nejprve, Ze vétsi firma se dostane jako monopolista do ztraty difive neZ mensi firma, tj.
t1 < to. Uvazujme proto obdobi ¢;. Pokud firma 2 v tomto obdobi odejde, pak je jeji nasledny zisk roven
0. Pokud firma 2 zustane a firma 1 odejde, pak firma 2 vydéla ve vSech obdobich od ¢; do t3 kladny
zisk a poté odejde. Pokud obé firmy zistanou, pak muze byt zisk firmy 2 v tomto obdobi zaporny, ale v
obdobich od t; +1 do t5 bude jeji zisk kladny, protoze firma 1 s jistotou odejde nejpozdé&ji v obdobi ¢1 + 1.
Predpokladejme, Ze zisk firmy 2 v dalich obdobich je vétsi nez ztrata, kterou firma muze utrpét v obdobi
t1. V takovém p¥ipadé v SPE firma 2 zustane v obdobi ¢; na trhu a firma 1 trh opusti. (Teoreticky je
mozné, 7e v obdobi ¢; mohou byt na trhu obé firmy ziskové, v takovém pripadé opusti firma 1 trh az v
néasledujicim obdobi.) Postupujeme zpétnou indukei do obdobi t; — 1. Pokud firma 2 zlstane na trhu,
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Obrazek 7: Pokles poptavky ve hie odchod z odvétvi
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pak obdrzi kladny zisk v obdobich ¢; aZ ta, protoZe firma 1 opusti v obdobi ¢; trh (a pokud na ném v
obdobi ¢; zlistane, pak jen v p¥ipadé, Ze obé firmy ziskaji v obdobi ¢; kladny zisk). V obdobi ¢; — 1 mtize
firma 2 utrpét ztratu, pokud firma 1 zistane na trhu, ale tato ztrata je jisté mensi nez ztrata, kterou
mohla utrpét v obdobi ¢; v pfipadég, Ze by obé firmy byli na trhu. A o této ztraté jsme predpokladali,
7e je prevysena zisky z dalsich obdobi. Firma 2 tak zustane v obdobi ¢; — 1 na trhu bez ohledu na to,
co udéla firma 1. Firma 1 by méla v tomto obdobi opustit trh, pokud P, _1(k1 + k2) < ¢, v opatném
piipadé by méla zistat.

Stejnou logiku muzeme aplikovat na vSechna predchozi obdobi. Obdobi, ve kterém mohou byt obé
firmy ziskové pisobi-li na trhu spolu, ozna¢me jako tg. V ty tedy plati, 7e Py, (k1 + k2) = ¢. SPE hry
o odchod z odvétvi vypada nasledovné: vétsi firma opusti trh v obdobi ¢y + 1, mensi firma zistane v
odvétvi az do obdobi ts.

Volebni soutéZ se strategicky uvazujicimi voli¢i

V sekci 2.3 jsem vidéli jak vypada Hotellingtv model voleb. V tomto modelu nefigurovali voli¢i jako hradi,
protoze vzdy volili dle svych preferenci a ne strategicky. Pfedstavme si nyni hru, ve které se kandidati
nejprve soucasné rozhodnou zda kandidovat a o své pozici na pravolevém spektru. Poté se voli¢i soucasné
rozhoduji o tom koho voli. Uvedené hra ma nasledujici strukturu:

e Hraci: kandidati kq, ...k, a volidi o4, ..., 0,

e Konecné historie: Sekvence (x,v), kde z je vektor pozic jednotlivych kandidatu a v vektor volebnich
rozhodnuti volice, tj. seznam kandidata, které jednotlivy volici volili

e Hracska funkce: P(@) = kq,...,kpn, P(x) = 01,...,0n

e Akce: Mnozina akci dostupnych kandidatim je dana akci Out a mnoZzinou moznych pozic. MnoZina
akci dostupnych voli¢im je ddna mnozinou kandidatua ki, ...k,

e Preference: Preference kandidata jsou dany vyplatni funkci, kterd ptipisuje hodnotu n historii, kdy
kandidat vyhraje, hodnotu n — k historii, kdy vyhraje spolu s & dalsimi kandidaty, hodnotu 0 historii,
kdy nekandiduje a hodnotu -1, kdy kandidat prohraje. Preference voli¢u jsou dany vzdalenosti mezi
jeho preferencemi a pozici kandidata. Predpokladejme, stejné jako u Hotellingova modelu, Ze preference
1ze reprezentovat ¢isly na intervalu < 0,1 >.

UkéaZzeme si feSeni hry pro piipad dvou kandidata a libovolného poctu voli¢a. SPE hledame opét
pomoci zpétné indukce. Podivejme se tedy na rovnovahy podhry po historii h = (x). Tato podhra ma
mnoho Nashovych rovnovédh. Nap#. kazdy profil akci ve kterém vSichni voli¢i voli stejného kandidata je
Nashovou rovnovihou. Tato mnohost Nashovych rovnovah nam umoziuje konstruovat SPE pro kazdou
pozici dvou kandidatu. (Ovéite, Ze profil strategii, ve kterém si kandidati zvoli pozice (z1,z2) a v8ichni
voli¢i poté voli pro kandidata 1, tj. v;(z1,z2) = k1 : Vi, piedstavuje SPE)



Vétsina takovych rovnovah vSak neni p#ili§ robustni, protoze volba méné preferovaného kandidata je
slab& dominovéna volbou vice preferovaného kandidata. Predpokladejme, Ze voli¢i nehraji slabé domino-
vanou akci, tj. voli kandidata, ktery je nejblize jejich preferencim. V takovém piipadé je feSeni této hry
stejné jako reSeni Hotellingova modelu v sekci 2.3. Jedinou SPE, ve které néktery z hrac¢a nehraje slabé
dominovanou akci, je profil akci, ve kterém kandidati zaujmou misto dle preferenci medidnového volice a
voli¢i voli preferovanégjsiho kandidata.

Bertrandiv model s volbou kapacit

Kreps, Scheinkman (1984) pomoci niZze uvedeného modelu ukazuji, Ze existence kapacitnich omezeni miize
vyrazné zménit rovnovahu Bertandova modelu. UvaZzujme situaci, ve které jsou na trhu dvé firmy, které
nejprve investuji do svych kapacit pti konstantnich jednotkovych nakladech a nasledné si konkuruji svou
cenou. Predpokladdme pfitom, Zze poptavka je linearni, tj. D(p) = o — p. Déle musime specifikovat,
jak vypada poptavka po produkci firmy s vy8si cenou. Predpokladame, Ze firma s niz8i cenou prodéava
spotiebitelim s nejvy$sim ocenénim (tzv. pravidlo maximalizujici pfebytek - surplus maximizing ra-
tioning rule). Jak bude vypadat trzni rovnovdha? Bude stejna jako v Bertandové modelu?

Hra modelujici tuto situaci mize byt definovina nasledovné

Hradi: firma 1 a firma 2

Kone¢né historie: sekvence ((¢1,42), (p1,p2)), kde ¢; jsou kapacity firmy ¢ a p; je cena firmy 4

Hragska funkce: P(2@) = {1,2} a P(q1,492) = {1,2}

Mnozina akei: A;(@) = ¢, i € RT a Ai(q1,q2) = pi, pi € RT

Preference jsou dany ziskovou funkei p;x; — cq;, kde x; je mnozstvi, které firma proda. MnozZstvi, které
firma proda je rovno

min{q;, D(p:)} pokud p; < p;
z;(q) = ¢ min{qi, D(pi)/2} pokud p; = p;
min{q;, D(pi;) — ¢;}  pokud p; > p;

SPE budeme hledat tradi¢né zpétnou indukci. V prvnim kroku tedy ukizeme jak vypadaji rovnovazné
ceny pro jakoukoliv droven kapacit a v druhém kroku vezmeme do ivahy tento vysledek, abychom nalezli
rovnovaznou uroven kapacit.

1. V podhfe, ve které firmy voli cenu, je Nashovou rovnovahou dvojice cen (p7,p3) takova, 7ze pi = p =
a — g1 — ¢2. Cena tedy bude takovéi, ze obé firmy prodaji veskeré své kapacity. Abychom toto tvrzeni
dokazali, uvazujme, zdali se firmé 1 vyplati stanovit vyssi nebo niz8i cenu.

e Pokud firma 1 stanovi p; < pj, pak bude jeji zisk II(p1) = piq1 — cq1, coZ je jist& nizsi nez zisk
II(p}) = pfq1 — cqr- Vysledek je intuitivni, pokud totiz firma sni%i cenu, pak stejné neproda vice ne7
jsou jeji kapacity.

e Co kdyz firma 1 stanovi cenu p; > pi? Na zakladé pravidla maximalizujictho piebytek je rezidualni
poptavka firmy 1 21 = D(p1)—¢q2 = a—p1—qa. Je zfejmé, Ze prodané mnozstvi x1 < ¢p. Zisk pfi tomto
odchyleni muZeme vyjadiit jako II(p1) = p1z1 — eq1 = p1(a — p1 — ¢2) — ¢¢q1. Na firmu 1 nyni mtizeme
pohlizet jako na monopolistu, ktery ¢eli rezidudlni mnozZstvi a voli optimélni cenu, aby maximalizoval
svoje zisky. Podminka prvniho fadu maximalizace zisku je 68_1?1 =a—-2p1—q =a—2(a—x1—q2)—qo,
kde posledni rovnost dostaneme, kdyz za p; dosadime z rezidudlni poptavky. Navic vime, Ze 1 < ¢1.
Pokud tedy pro kapacity plati g1 < a/3 a g2 < a/3, pak je g—g < 0 a ziskova funkce je klesajici. Firmeé
se pak nevyplati actovat vyssi cenu nez pj

2. Nyni se podivejme, jak se firmy rozhoduji o kapacitach, pokud anticipuji vysledek piedchozi podhry.
Kazda z firem se tedy rozhoduje o svych kapacitach, aby maximalizovala anticipovany zisk Pi(p;) =
(pi — ¢)(@ — ¢1 — g2). Tento maximalizani problém je ale stejny jako problém, ktery ¥esi firmy v
Cournotové modelu. Rovnovazné kapacity jsou tedy (¢7,¢5) = (93¢, %5°). V&imnéme si ,Ze rovnovazné
kapacity jsou skutetns nizsi nez pozadovanych /3.

Kreps, Scheinkman (1984) dokonce ukazuji, Ze uvedené rovnovéaha je jedinou rovnovahou hry i pro
obecnéjsi tvary poptavky. Tento model ndm ukazuje dalsi moZznou interpretaci Cournotova modelu.
Cournotiiv model mizeme chapat rovnovahu situace, kdy si firmy sice konkuruji cenou, ale jsou svazany
kapacitami, které si v minulosti zvolily.



7.3 Exogenni nejistota v extenzivnich hrach

Model extenzivni hry, tak jak ho zname, mize byt jednoduse rozsifen o ndhodné udélosti, které se v
pribéhu hry mohou stét.

Definice 17. Extenzivni hra s ndhodnymi uddlostmi je extenzivni hra s dokonalymi informacemi, ve které

e hrdcskd funkce pripisuje historiim nejen hrdce hry ale také "ndahodu”
e pravdépodobnosti, které ndhoda pripisuje jednotliviym historiim, jsou presné specifikovdny
e preference hrdci jsou definoviny nad loteriemi sloZengjch z konecnijch historii

Mysglenka skryvajici se za touto definici je prosta. V urcitém uzlu muze do hry vstoupit ngjakia ndhodna
udalost, kterd je modelovana jako dodatefny hra¢ zvany "nahoda". Nahoda se o ni¢em nerozhoduje, ale
zpusobi, Ze s urcitou pravdépodobnosti se hra ubira ngjakym smérem. Tyto pravdépodobnosti jsou pfitom
znamé. Piiklad takové hry je vidét na obrazku 8. Nahoda je na obrazku ozna¢me jako hra¢ ¢ (chance).
Vidite, Ze po tahu hrice 1 ndhoda s pravdépodobnosti % ukonéi hru s vyplatami 3,0 a s pravdépodobnosti
% tahne hrac 2.

0,1 1,0

Obrazek 8: Extenzivni hra s ndhodnou udélosti

Hry s ndhodnou udalosti se ¢asto pouZivaji k modelovani skutecnosti, Zze hra¢i mohou délat béhem
hry chyby. Predpoklad o tom, ze hraci délaji chyby miize byt velmi uziteény, pokud se chceme zbavit
nerobustnich rovnovah (Selten 1975). Mnohdy se totiz ukaZe, Ze nékteré rovnovahy nejsou imunni ani proti
minimélni moZnosti chyby. To znamené, Ze staci, aby hraci délali chyby s velmi malou pravdépodobnosti
a tyto situace pirestavaji byt rovnovahami. Rovnovahy, které jsou robustni i pii urcité malé moZnosti
chyby, se nazyvaji jako perfektni vzhledem k t¥esouci se ruce (trembling-hand perfect). UkaZzeme si tento
princip na jednoduchém prikladu.

A1l 20
B |02 22

Tabulka 14: Priklad

Vezmeme si strategickou hru znézornénou tabulkou 14. Je zjevné, 7e uvedend hra mé 2 Nashovy
rovnovahy (A,A) a (B,B). Nyni v8ak predpokladejme, Ze hraci delaji chyby. S pravdépodobnosti p; < %
hra¢ hraje jinou akci nez zamyslel. S pravdépodobnosti 1 — p; potom hraje akci, kterou skutec¢né chtél
hrat. Takovou situaci mizeme modelovat jako néasledujici hru.

e Hracil a2

e Konecné historie: Viechny sekvence (W, X)Y, Z), kde W,X,Y a Z jsou bud akce A nebo B. W zna¢i
akci, kterou si zvolil hrac¢ 1 a X akci zvolenou hracem 2. Y a Z jsou akce, které hra¢tum ptidélila ndhoda.

e Hracska funkce: P(@) =1,2, P(W,X) =¢, P(W,X),Y)=¢

e Akce: AB

e Pravdépodobnosti dané nahodou: Po historii (W, X) zvoli ndhoda W s pravdépodobnosti 1 — p; a
opag¢nou akei hrace 1 s pravdépodobnosti p;. Po historii ((W, X),Y") zvoli ndhoda X s pravdépodobnosti
1 — p2 a opacnou akci hrace 2 s pravdépodobnosti p; .

e Preference jsou dany ocekivanou hodnotou Bernoulliho vyplatni funkce zadané tabulkou 14



Jelikoz se hraci rozhoduji souc¢asné musi byt kazda Nashova rovnovaha také SPE. K nalezeni SPE nam
tedy staci nalézt Nashovy rovnovahy. Nashovy rovnovihy nalezneme tak, zkonstruujeme strategickou
formu této hry. Kazdy hra¢ ma na vybér ze dvou akci A a B. Predpokladejme, Ze oba hraci si vyberou
akci A. Jak bude vypadat vyplata hrace 17 Situace (A, A) nastava s pravdépodobnosti (1 — p1)(1 — p2)
s touto pravd&podobnosti obdrzi hra¢ vyplatu 1. Situace (A, B) nastava s pravdépodobnosti p1(1 — p2)
s touto pravdépodobnosti obdrzi hra¢ 1 vyplatu 0. V situacich (A, B) a (B, B) ziskd hra¢ 1 vyplatu 2.
Tyto situace nastanou s pravd&podobnosti ps. OCekavané vyplata hrace 1 z profilu akci (A, A) je tedy
(1 —p1)(1 — p2) + 2p2. Postupujme-li takto dale ziskame tabulku 15.

| A B
Al 1—p1+p2s+pip2, 1 —p2+p1 +p1ip2 2 — p2 — p1p2, 2p1 + P2 + P1p2
B | 2p2 +p1 +pip2, 2 — p1 — p1p2 2 —2pay + p1p2, 2 — 2p1 + p1p2

Tabulka 15: Strategicki forma hry

Pro p; = 0 a p2 = 0 ziskdvadme pavodni hru z tabulky 14, kterd ma 2 Nashovy rovnoviahy. Pokud je ale
alespoi jedno z p; > 0, pak je rovnovahou jen profil akei (A, A), protoze 2 — p; —pip; > 2 —2p; + pip; (za
predpokladu, ze p; < % aps < %) Vidime tedy, Ze sta¢i velmi mala pravdépodobnost chyby a profil akci
(B, B) prestava byt rovnovahou. Touto vlastnosti se vyzna¢uji viechny rovnovéahy ve slabé& dominovanych
akcich (ale nejen ony).

7.4 Moralni hazard v teorii kontrakta

Jako morélni hazard se v ekonomii oznacuje jedna ze situaci, kdy maji agenti asymetrické informace.
Konkrétné se jedna o situaci, kdy dvé strany (Casto nazyvané jako principal a agent) spolu uzaviraji
kontrakt, pricemz jedna ze stran muze ucinit akci, ktera neni pozorovatelna druhou stranou, ale ovlivni
jeji vyplatu. V ramci tzv. teorie kontrakti potom Fesime, jaké smlouvy jsou v pfipadé asymetrickych
informaci optimalni. Jako pi#iklad moralniho hazardu miZze slouZit situace, kdy zaméstnavatel uzavira
smlouvu se zaméstnancem, pfi¢emZ neni schopen kontrolovat jeho pracovni usili. Podobny konflikt muze
vznikat mezi akcionafem firmy a manaZery nebo véfiteli firmy a jejimi akcionéfi. Je dobré si uvédomit,
7e moralni hazard se stdva problémem pro ekonomickou efektivnost pouze tehdy, kdyz maji obé strany
kontraktu odlisnou vyplatni funkci. V opa¢ném piipadé neni moralni hazard problém. Pokud maximal-
izuje zaméstnanec stejnou vyplatni funkci jako zaméstnavatel, pak je jedno, zda je ¢i neni jeho chovani
pozorovatelné.

Hra modelujici situaci s moralnim hazardem muze byt definovana néasledujicim zpisobem

e 2 hrici: principal P a agent A

e Konecné historie (w(q), X, e, ¢(e)), kde w je mzda, kterou principal nabidne agentovi, X znaéi pfijmuti
nebo odmitnuti kontraktu, e je snaha, kterou agent vyvine a g(e) je produkce, kterou agent vytvori.

e Hracska funkce: P(@) = P, P(w) = A, P(w,X) = A, P(w,X,e) =N

e Vyplaty jsou v piipadé uzavieni kontraktu Up(w,q) = S(¢) — w(q), Ua(w,q) = u(w(q)) — C(e). V

pfipadé odmitnuti kontraktu obdrzi agent rezervacni uzitek U. S(q) je penézni hodnota produkce g.

7 definice hry je zifejmé poradi tahu. Nejprve principal nabidne agentovi kontrakt charakterizovany
mzdou, kterd zavisi na mnozstvi realizované produkce. VSimnéte si, Ze mzda nezavisi na snaze, kterou
agent vyvine, protoZze tato snaha je nepozorovatelnd. Poté se agent rozhodne, zda kontrakt pfijme a
jakou snahu vyvine. Na zavér nahoda rozhodne jaka bude vysledna produkce. Pro jednoduchost budeme
predpokladat, ze snaha i vyslednd produkce agenta miize byt vysoka nebo nizka. Pokud je snaha vysoka,
pak pravdépodobnost, ze produkce bude také vysoka, je py. Pokud je snaha nizké, pak pravdépodobnost,
7e produkce bude také vysoka je py, pricemz py > py. Ozna¢me penézni hodnotu vysoké produkce jako
S a nizkou produkei jako S. Mzdu pii vysoké produkei oznaéme jako @ a mzdu pii nizké produkei jako
w. Obdobné& oznaéme niklady pii vysoké a nizké snaze jako C a C.

Hru muZeme fesit zpétnou indukei. Podivejme se nejprve na podhru, ve které se agent rozhoduje o
své snaze. Porovnava sviyj uzitek p¥i vysoké snaze U(V) = py (u(w) — C) + (1 — py ) (u(w) — C) s uzitkem
pii nizké snaze U(N) = py(u(w) — C) + (1 — pn)(u(w) — C). Pokud chee principal pfimét agenta, aby

vyvinul vysokou snahu (coz se principalovi vyplati, pokud jsou néklady na vynuceni vy$si snahy nizsi nez



zisk z vy&siho usili, ktery je dan (py — pn)(S — S)), pak musi platit tzv. motivacni omezeni (incentive
constraint), které udava, ze se agentovi vyplati vyvinout vyssi snahu

pv(w(w) = C) + (1 = pv)(u(w) = C) = py(u(w) - C€) + (1 — pn)(u(w) - C)

V predchozi podhie se agent rozhoduje, zda kontrakt prijme. Pokud ho odmitne, pak obdrzi rezervacni
uzitek U. Agent tedy pfijme kontrakt, pokud plati tzv. participacni omezeni (participation constraint)

pv(u(w) — C) + (1 —py)(u(w) —C) > U

Na zacatku se principél snazi stanovit takovou troven mzdy pii vyssi produkei w a takovou troven mzdy

pfi niz8i produkei w, kterd maximalizuje jeho uZzitkovou funkci a spliiuje ob& omezeni. JelikoZ principélova
uzitkova funkce je klesajici v w i v w, nastavi principal nejniz§i arovein mzdy, kterou mu omezeni umozni.
Participa¢ni a motiva¢ni omezeni tudiz budou splnény jako rovnosti.

Rizikové neutralni agent

Rizikové neutralni agenti maji linearni Bernoulliho uZzitkovou funkci u(w). Vzhledem k tomu, Ze uzitkova
funkce je ordinalni, miuzeme C a rezervacni uzitek normalizovat na hodnotu 0. V takovém piipadé potom
motivacni a participa¢ni omezeni nabyvaji nasledujici podoby.

pv(@w—C)+ (1 —py)(w—C)=pyw+ (1-py)w
pv(@—=C)+(1—py)(w—-C)=0

Resenim téchto dvou rovnic ziskdme Fedeni a podminky optimalniho kontraktu.

PNC
w=—-————"
pPv — PN
1—pn)C

P 2))
pPv — PN

Vsimnéme si nékolika vlastnosti tohoto feSeni. Agent ziska presné svij rezervaéni uzitek, coz znamena,
7e informacni vyhoda nepfinese agentovi vySsi uzitek neZ jsou jeho nédklady ob&tované piileZitosti. Oceka-
vany transfer od principéila k agentovi je W8 = pyw+ (1 —py)w = pv(%) +(1 —PV)(—pf;]igN) =
C, coz je presné stejna platba, kterou by musel principal zaplatit agentovi, kdyby ho chtél motivovat k
vysokému tusili a zarovein mohl jeho usili kontrolovat. Proto se toto feSeni nazyva jako first best feSeni.
Dale si v8§imnéte, Ze agent nese vegkeré riziko, %e produkce bude i pfes vysoké usili nizka. Agent je oviem
rizikové neutralni, coZ znamend, Ze agent nevyzaduje za toto riziko odskodnéni. Moralni hazard tedy
nezpisobuje zadnou ztratu efektivnosti, pokud je agent rizikové neutralni.

Optimalni kontrakt definovany podminkami pro w a @ muZe byt implementovin mnoha zptisoby.
Typickou implementaci je udélat z agenta vlastnika projektu. Platba agentovi je dédna v takovém piipadé

dana jakow = S — F aw = S — F, kde F je predem dohodnuta platba nalezejici principalovi. F je
stanoveno tak, aby participaéni omezeni bylo splnéno jako rovnost, tj. pyS + (1 —py)S —C — F =0.

Rizikové averzni agent

Z ptedchoziho vykladu je ziejmé, 7e efektivni feSeni problému moralniho hazardu zavisi na tom, 7e agent
je neutrédlni k riziku. Pokud tento pfedpoklad opustime, uvidime jaky problém moralni hazard prinési.
Jednim ze zptsobt, jak modelovat averzi k riziku je predpokladat, Ze Bernoulliho uZitkova funkce u(w)
je konkavni. Motiva¢ni a participa¢ni omezeni nabyvaji nasledujici podoby.

pv(uw — C) + (1 = py)(uw — C) = px Vo + (1 = pn)y/w
py(uw — C) + (1 — py)(uw — C) =0
Resenim téchto dvou rovnic ziskdme podminky optimélniho kontraktu.

pNC'

w=ut(—————
pPv — PN



71( (1 — pN)C
bv —PN

Je mozné ukizat, ze oCekiavany transfer od principéala k agentovi je v tomto piipadé vétsi nez platba,
kterou by musel principal zaplatit agentovi, kdyby ho chtél motivovat k vysokému usili a zaroveir mohl
jeho tsili kontrolovat. Proto se toto feSeni nazyva jako second best feSeni. Plati tedy, ze WSZ > C. Tato
skute¢nost ma dva disledky. Zaprvé, moralni hazard zpusobuje neefektivnost, pokud principalav zisk z
vygsiho usili (py — pn)(S — S) lezi v intervalu mezi [WE WSB]. Za predpokladu dokonalych informaci
by se principélovi vyplatilo vynutit si vySsi 1sili, ovSem pii nepozorovatelném 1sili to neudéla. Zadruhé,
existuje zde trade-off mezi motivaci agenta a pojisSténim agenta. Motivace k vy§Simu usili si vynucuje
vétsi rozdil mezi mzdou pii vySsi a nizdi produkci. Na druhé strané rizikové averzni agent musi byt za
tento rozdil odskodnén, coZ zvySuje principalovi naklady.

w=1u

Omezené rucéeni

V piipadé V piedchozim piipadé jsme vidéli, Ze optimalni mzda w je zaporna (Obecné je takova, Ze pii
realizaci niz§i produkce ziské agent mensi nez rezervaéni uzitek). MuZeme tedy predpokladat, ze agent
neni ochoten toto riziko nést a w musi byt vyssi nez urcita c¢astka L < 0. Alternativné lze také tuto
podminku interpretovat tak, ze agent nemé dostatek aktiv aby uhradil principalovi pfipadny negativni
transfer. Optimalni kontrakt nyni musi spliiovat nejen motiva¢ni a participacni omezeni, ale také omezeni
omezeného ruceni w > L.
V piedchozi kapitole jsme odvodili velikost w bez omezeného ruceni. Pokud je tato hodnota mensi nez
L, tj. pokud plati -

__pnC <L

bv —PN

pak bude podminka omezeného ruceni svazujici a participatni omezeni nebude svazujici (tj. bude splnéno
jako nerovnost) a vysledek je v tomto p¥ipadé dan FeSenim nésledujicich dvou rovnic

pv(w—C)+ (1 —pv)(w—C)=pyw+ (1 —pyv)w

w=1L
c

Regeni této soustavy rovnic je nasledujici w =L aw = L+ . Toto TeSeni se ¢asto nazyva jako tzv.

second best TeSeni.

pv —PN

Opét se podivdme na nékolik vlastnosti tohoto kontraktu. Nejprve se zeptejme jaky je agentiv uZitek?
Dosadime-li feseni do agentovi uzitkové funkce ziskime Up = py (L + —%-—~ — C)+ (1 — py)(L - C) =

_ pPv —PN
L+ VpN ~ C > 0, kde posledni nerovnost plyne z toho, Ze participa¢ni omezeni neni svazujici. Vidime

tedy, Zze agent obdrzi vétsi uzitek nez je jeho rezerva¢ni uzitek. Tento rozdil je dan jeho informacni
vyhodou a nazyva se informacni renta. Nyni vyjadiime ocekivany transfer od principala k agentovi

PV _c_pyo+PN o0

W58 =pyw+(1—py)w=L+———
pbv — PN bPv — PN

Je vidét, ze naklady principala na vynuceni si vys§iho usili jsou vétsi nez v piipadé s dokonalymi in-
formacemi (s pozorovatelnym tsilim). Pokud principaliv zisk z vy&siho asili (py — pn)(S — S) lez v
intervalu mezi [W¥B W95B], pak vede k neoptimalni situaci. Za piedpokladu dokonalych informaci by
se principalovi vyplatilo vynutit si vy$si sili, oviem pfi nepozorovatelném tsili to neudélé.



8 Strategické hry s nedokonalymi informacemi

Ve strategickych hrach jsme predpokladali, Ze hraci maji dokonalé informace, tj. znaji pocet hraci, svoje
mozné akce, mozné akce ostatnich hraca a preference vsech hracia. Nyni budeme predpokladat, Ze hraci
neznaji strukturu hry tplné dokonale. K modelovani nedokonalych informaci nam bude slouzit mnozina
tzv. stavi svéta a signalni funkce. Mnozina stavi svéta predstavuje popis moznych aspektu svéta, které
mohou nastat a o kterych mé néktery z hraci nedokonalé informace. Signalni funkce potom urcuje mezi
kterymi stavy svéta neni hra¢ schopen rozligit. Signalni funkce tedy rozdéli mnozinu stavi svéta do
ur¢itého poétu podmnozin. Hri¢ potom vi, ve které podmnoziné se nachézi, ale neni schopen rozligit
mezi stavy svéta v dané podmnozing. Zaroven piedpokladame, Ze hraci znaji pravdépodobnosti s jakou
jednotlivé stavy svéta nastavaji.

8.1 Definice strategické hry s nedokonalymi informacemi

Definice 18. Strategickd hra s nedokonalymi informacemi (Bayesidnskd hra) se sklddd z:
MnoZina hrdaci
MnoZina stavi svéta (2
MnoZina akci kaZdého hrdce
Pro kazdého hrice mnoZina moZngjch signdli {t;} a signdlni funkce 7;, kterd stavu svéta prifazuje urcity
signal
e Pro kazdého hrdce a pro kaZdy signdl systém presvédcéeni ohledné stavi svéta konzistentni se signdlem,
tj. rozdélent pravdépodobnosti nad mnoZinou stavi svéta konzistentnich se signdlem
e Bernoulliho vijplatni funkce nad mnoZinou (a,w), kde a je profil akei a w je stav svéta

V definici strategické hry s nedokonalymi informacemi pozadujeme, aby systém piesvédceni ohledné
stavii svéta byl konzistentni se signdlem, ktery hra¢ obdrzi. Co piesné ale tato konzistence znamena?
Presvédceni hrice oznacime za konzistentni, pokud je hra¢ upravuje podle Bayesova vzorce. Budeme
tedy predpokladat, Zze systém piesvédceni lze definovat pomoci apriorni pravdépodobnosti, kterou hraci
pripisuji jednotlivym stavam svéta. Po obdrZeni signalu upravuji své apriorni pravdépodobnosti dle
Bayesova vzorce
AP(w)

Zwer—l(ti) AP (w))

kde P(w) znadi posteriorni pravdépodobnost, kterou hra¢ pfipisuje stavu svéta w po obdrZeni signalu
t; a AP je apriorni pravdépodobnost, kterou hra¢ pfipisuje stavu svéta w pied obdrzenim signalu ¢;.
Staviim svéta, které nepatii do mnoziny 771(¢;) je pfipsana nulova pravdépodobnost. Z tohoto divodu
se strategické hry s nedokonalou informaci ¢asto oznacuji jako Bayesovské hry. V dalsim vykladu budeme
predpokladat, Ze v§ichni hra¢i maji stejné apriorni presvédceni, které odpovida objektivni pravdépodob-
nosti, ze dany stav svéta nastane.

P(w) =

Piiklad: Bitva pohlavi

Vyznam uvedené definice si ukdzeme na nésledujicim piikladu. Mé&jme hru bitva pohlavi, ve které hrac 2
nechce hrace 1 s pravdépodobnosti p potkat. Hrac 1 p¥itom nevi, jestli ho chce hra¢ 2 potkat nebo jestli
se mu chce vyhnout. Hréci tedy hraji vzdy jednu z niZe uvedenych her, pfi¢emz hrac¢ 1 nevi kterou.

B|21 0,0 B |20 02
S 100 1,2 S 101 1,0

Tabulka 16: potkat se, pravdépodobnost p Tabulka 17: vyhnout se, pravdépodobnost 1 — p

Tato hra by byla formalné definovana nasledujicim zpisobem:

e Hracil a2



Mnozina stavia svéta {P, V}

Mnozina akci {B,S} pro hrace 11 2

Signalni funkce 7 (P) =71 (V) =X, »(P) =P, (V) =V

Hra¢ pripisuje stavu V pravdépodobnost Py (V) = p a stavu P pravdépodobnost P2(P) =1 —p (Alter-
nativné muzeme fici, Ze apriorni piesvédceni kazdého hrace pripisuje stavu potkat se pravdépodobnost
p; a vyhnout se 1 — p;).
e Bernoulliho vyplatni funkce jsou dany vyse uvedenymi tabulkami, kde tabulka 8.1 odpovida stavu svéta
P a tabulka 8.1 odpovid4 stavu svéta V.

Stavy svéta obsahuji popis téch aspektu hry o kterych nemaji hrac¢i dokonalé informace. V tomto piipadé
hra¢ 1 nezna preference hrace 2. Hra¢ 2 muaze byt dvou "typu" v zavislosti na signalu, ktery obdrzi. Muze
se chtit potkat s hra¢em 1 nebo se mu miize chtit vyhnout. Mnozina stavii svéta proto obsahuje dva prvky
P a V. Signalni funkce hrace 1 potom kazdému stavu svéta pfifazuje stejny signal. To znamena, Ze hrag
1 neni schopen na zakladé signalu, ktery pozoruje mezi jednotlivymi stavy svéta rozlisit. Hra¢ 2 naopak
na zakladé svého signélu vi, zda se nachazi ve stavu P nebo V.

8.2 Nashova rovnovaha Bayesovskych hry

Ve strategické hie si kazdy hrac¢ voli svou akci. V bayesovské hie se kazdy hra¢ muze rozhodovat jinak v
zavislosti na signalu, ktery obdrzi. Voli si tak ne jednu akci, ale n-tici akci - jednu pro kazdy signal, ktery
muZze obdrzet. Nashova rovnovaha Bayesovské hry je potom situace, kdy pro kazdého hrace v kazdém
typu plati, Ze akce jim zvolen4 je optimalni pfi danych akcich v8ech ostatnich hraca ve vSech typech. Pti
hledani Nashovy rovnovahy v Bayesovskych hrach budeme postupovat tak, ze s kazdym hrac¢em rizného
typu budeme zachézet jako se samostatnym hracem. Takovym zpiisobem zkonstruujeme strategickou hru

s dokonalymi informacemi, kde je pocet hra¢i dan pivodnim poctem hracua a poctem signali kazdého
hrace, a najdeme Nashovu rovnovahu této hry.

Definice 19. Nashova rovnoviha Bayesovské hry je Nashova rovnovdha ndsledujici strategické hry:
e Hrdci jsou ddni mnoZinou (i,t;)

e MnoZina akci hrice (i,t;) je mnoZina akci hrice i v Bayesovské hie

e Bernoulliho viplatni funkce hrice (i,t;) je dina ndsledovné:

> Pwltiui(ai, a”i(w),w)

we

Vyplata hrace i typu t; je tedy dana jeho akci a;, akcemi ostatnich hrac¢a ve vSech moznych typech
a’;(w) (Oznageni a”;(w) znamena sekvenci akci viech hra¢a kromé ¢ vidy pii signélu 7;(w)) a pravdépodob-
nosti P(w|t;), kterou hra¢ p¥ipisuje stavim svéta w za pfedpokladu, Ze obdrZel signal ¢;. Vsimnéte si,
7e uvedeny vzorec odpovida predpokladu, Ze hraci se chovaji tak, jako kdyby maximalizovali svou oceka-
vanou vyplatu.

Priklad

Podivame se, jak vypada Nashova rovnoviha v nasem ptipadé hry bitva pohlavi. Hra¢ 1 je vzdy jednoho
typu, protoze nemiize rozlisit stavy P a V. Hra¢ 2 je ve dvou riznych typech P a V. Vyplaty hrace 1
zavisi na jeho akci a na akci obou typu hrace 2 a ziskame je nésledujicim zpuasobem:

ul(Ba (B,S)) :plul((B’B)’P) + (1 _pl)ul((BaS)’V) =2p1 + (1 _pl)o

kde (B(B, S)) oznatuje profil akei ve kterém hrac 1 hraje B, hra¢ (2, P) hraje B a hra¢ (2, V') hraje také
S. u1((B, B), P) je pak vyplata hrace 1 ve stavu svéta P v némz hra¢ 1 hraje B hra¢ 2 hraje B.pal—p
jsou pravdépodobnosti, které hra¢ pfipisuje jednotlivym stavim svéta. VsSechny vyplaty hrace 1 jsou
zapsany v tabulce 8.2.

Vyplata hrace (2, P) zavisi na stavu svéta, jeho akci a na akei hrace 1, ktery je jen jednoho typu, a je
tudiZ d4na tabulkou 8.1. Obdobné je vyplata hrace (2, V') dana tabulkou 8.1. Nyni uZ stadi najit Nashovu
rovnovahu této hry o t¥ech hracich (nap¥. pomoci optimélnich odpovédi). Nashovou rovnovahou je napf.
(Bﬂ (Bﬂ S))a pokud p; 2 %
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Tabulka 18: Vyplata hrace 1

8.3 Informace o informacich

Dalsi priklad ukéze, Ze s aparatem Bayesovskych her 1ze modelovat i jiné typy neznalosti neZ jen neznalost
ohledné preferenci. V diagramu 9 je zakreslena Bayesovska hra. «, 8 a -y jsou stavy svéta a tabulky ukazuji
preference hraca v jednotlivych stavech svéta. Ramecky vzdy obsahuji stavy, mezi kterymi neumi hrac
rozligit, a ¢isla oznacuji pravdépodobnosti, které stavim pfipisuje.

Jak vypadé nedokonala informace v této hie? Ve stavu « a 8 hra¢ 2 nevi, jaké jsou preference hrace
1. Zajimavéjsi je stav v ve kterém oba hradi znaji preference (vSimnéte si, Ze preference jsou ve stavech
~ a 3 stejné). Hrac 1 oviem neumi rozliit mezi stavy 8 a v a ve stavu 8 hrac 2 nevi jaké jsou preference
hrace 1. Stav svéta 7 tudiz také obsahuje nejistotu. Hra¢ 2 zna preference hrace 1, ale hra¢ 1 nevi jestli
je hrac 2 zna.

i} 1
1 . \ 31 1 g B
I T 2
L R # L R L R
L 2,210,0 L 2,2 | 0,0 L 22100
R |130]1,1 R |00 11 R 00|11
State a State f || State ¥
\ I\ - J

Obrazek 9: Infekce

Ukazte, ze v takové hie je jedinou Nashovou rovnovahou profil akei (R,R). (Napovéda: Za¢néte akci
hrace 1 ve stavu a. Pak pokracujte akci hrace 2 pfi signalu, Ze stav svéta je o nebo . Pak akci hrace 2
pii signélu, Ze stav svéta je 8 nebo v a na zavér akci hrace 2 ve stavu v.)

8.4 Aukce

Jiz v kapitole o strategickych hrach jsme se zabyvali aukcemi. Predpokladali jsme ovSem, Ze hrac¢i maji
dokonalé informace, coz ma mimo jiné za nasledek, Ze hraci znaji ocenéni v8ech ostatnich hracu. Nyni
tento predpoklad opustime. Budeme se vénovat dvéma typim aukci. Prvni z nich budou tzv. aukce se

soukromym ocenénim. Druhé budou tzv. aukce se spole¢nym ocenénim.

Aukce se soukromym ocenénim

V aukcich se soukromym ocenénim si kazdy tcéastnik aukce oceiiuje prodavany piedmétu jinou ¢astkou.
Ocenéni urcitého hrace je pfitom nezavislé na ocenéni ostatnich. Tuto situaci mizeme modelovat tak, ze
kazdy hrac obdrzi signél, ktery mu fekne jaké je jeho ocenéni predmétu. Aukce se soukromym ocenénim
je pak definovana nasledovné:

Hraci: 1,...,n

Stavy svéta: sekvence v8ech profila (v1, ..., v, ), kde v < v; < 7, kde v; je ocenéni hrace i

Akce: MnoZina moznych bidi (nabidek) b;, tj. kladnych ¢isel

Signalni funkce: 7;(v1,...,vn) = v;

Piesvéddeni: hrac ¢ pfipisuje pravdépodobnost F'(v1) X F(v2) X ... x F(v,) stavu, kdy ocenéni kazdého
hrage j je nanejvys v;. F(v) je tedy distribuéni funkce ndhodné veli¢iny v.



e Vyplatni funkce:
(’Ui — P(b))/m pokud bj § bz

4 b7 sy Un)) =
“ ( ('Ul ! )) {0 pokudbj > b;

kde P(b) oznatuje cenu, kterou hra¢ zaplati v zavislosti na pravidlech aukce a bidech (Ve first-price
aukci tedy zaplati svou nabidku a v second-price aukci druhou nejvyssi nabidku) a m je pocet hracu s
nejvyssim bidem.

V second-price aukci miZeme pomoci stejného argumentu jako u aukci s dokonalymi informacemi
ukézat, ze akce, kdy hra¢ nabidne své vlastni ocenéni slabé dominuje ostatni akce. Tento argument je
shrnut v tabulkach 8 a 9.

Podivame se proto jak vypadéa Nashova rovnovaha ve first-price aukci. Abychom si situaci zjednodusili
budeme piedpokladat, ze F'(v;) mé& rovnomérné rozdéleni a v; € [0,1]. Jiz vime, Ze ve first-price aukci
je kazda akce b; > v; slab& dominované akci b; = v;. Hraéi tedy nenabizeji vice nez je jejich ocenéni.
Budeme pfedpokladat, ze ostatni hraci nabizeji n&jaky nasobek svého ocenéni b_; = av_;, kde « € [0, 1].
Ukéazeme, Ze pokud se ostatni hraci #idi podle této strategie, pak se urcity hrac¢ bude také ¥idit pomoci
této strategie. Tato strategie je tudiz nejlepsi odpovédi sama na sebe a profil téchto strategii tak tvoii
Nashovu rovnovéhu.

Kazdy hra¢ se snazi maximalizovat o¢ekavany zisk z aukce. Ozna¢me p pravdépodobnost, Ze hra¢ nabidne
nejvyssi bid. Hra¢ potom maximalizuje nasledujici funkci

max p(b;) (v — bi)

Ostatni hrad se ¥idi podle strategie b_; = av_;. Bid hrace i je tedy vy8§i nez bid jiného hrace, pokud
b > av_; = v_; < % Jelikoz vime, Ze ocenéni hrace maji rovnomérné rozdéleni, pak pravdépodobnost,
7e bid hrace i je vyssi nez bid jiného hrace je % Obdobné pravdépodobnost, ze bid hrace i je vyssi nez

bid N — 1 ostatnich hraci je (%)N’l. Optimalizani problém hréice i potom muzeme zapsat jako

maX(E)Nfl(v —b;)

b,
Regenim tohoto problému najdeme optimalni bid b; = %vi. Pokud tedy za parametr o dosadime
hodnotu &=t ziskdme Nashovu rovnovéhu. Vsimnéte si, ze bid hrace i je ofekdvans hodnota druhého

nejvyssiho ocenéni za piedpokladu, Ze ocenéni hrace i je nejvyssi. Toto plati i pro jina pravdépodobnostni
rozdéleni ocenéni, nejen pro rovnomérné rozdéleni. Zaroven z toho, plyne, ze o¢ekavané prodejni cena ve
first-price i second-price aukci je stejna.

Aukce se spoleénym ocenénim

V aukcich se spoleénym ocenénim si hra¢i ceni drazeného objektu stejnym zptisobem. Hraci vSak nemaji
dokonalé informace a tak nevi jakou hodnotu objekt pfesné ma. KaZzdy hra¢ méa urcitou informaci o
hodnoté objektu. Uvedenou hru mizeme modelovat jako akci, kdy kazdy hra¢ obdrzi né&jaky signal
(informaci o kvalité objektu). Hrafovo ocenéni objektu p¥itom nezavisi jen na signalu, ktery obdrzi, ale
také na signalech, které obdrzi ostatni hraci. Prikladem aukce se spole¢nym ocenénim muze byt drazba
ropného pole, TPO, aukce digitalnich frekvenci nebo aukéni prodej firmy. Aukci se spoleénym ocenénim
muzeme definovat takto:

e Hraci: 1,...,n

e Stavy svéta: sekvence v8ech profili (¢4, ...,1t,),

e Akce: Mnozina moZnych bidi, tj. kladnych ¢isel
e Signaly: 7;(t1,....tn) =t;

[ ]

Piesvédceni: Signal kazdého hrace je nezavisly na signélech ostatnich hracia. Hrac i pFipisuje pravdépodob-

nost F'(t1) x F(t2) X ... X F(t,) stavu, kdy ocenéni kazdého hrace j je nanejvys t;.
e Vyplatni funkce:

el (s £) = {vi((tl, wstn)) — P(b))/m  pokud b; < b;

0 pokud bj > b;



kde P(b) oznacuje cenu, kterou hra¢ zaplati v zavislosti na pravidlech aukce a bidech (ve first-price
aukci tedy zaplati svou nabidku a v second-price aukci druhou nejvyssi nabidku) a m je pocet hracu s
nejvyssim bidem. V&imnéte si, Ze ocenéni v; je funkci signali vSech hraéu.

Podivejme se, jak vypad& Nashova rovnovdha v second-price aukci se dvéma hraci. Predpokladejme,
ze ocenéni kazdého hrace je dano funkci v; = at; + 7t;, kde @ =2 v 2 0. Néhodna velicina ¢; € [0,1]
mé rovnomérné rozdéleni. Za t&chto podminek nabidne hra¢ ¢astku («a + 7)t; Abychom toto ovéFili,
predpokladejme, Ze hra¢ 2 nabidne tuto ¢astku a podivejme se jak vypada optimalni odpovéd hrace 1.
Vyplata hrace 1 je ddna nasledujicim:

e Pravdépodobnosti, ze hra¢ 1 vyhraje. Hra¢ 1 vyhraje, pokud b1 2 (a + v)ta = to < ab—_iv. Protoze to
mé rovnomérné rozdéleni, pak vime, 7e P(ty < %) = ab—;v Tato pravdépodobnost je tedy a’iy.

e Ocekavanou cenou, kterou hrac¢ 1 zaplati. Hra¢ 1 zaplati bid hrace 2 za podminky, Ze hrac¢ 1 vyhraje,
zajima nas tedy E(bs|bs < b1). Nabidka druhého je nasobkem signalu, ktery ma rovnomérné rozdéleni.
Podminéné by ma tedy také rovnomérné rozdéleni mezi 0 a by. Z ¢ehoz plyne, Ze E(ba|by < b1) = %bl

e Ocekdvanou hodnotou signalu hrace 2 za predpokladu, 7e hra¢ 1 vyhraje. Hra¢ 1 vyhraje, pokud

b1 2 (a+7)ta = ta < a’fﬁy. Zajima nas tedy E(ta|ta < a’ji’y) = 2(013;7)

Dosazenim téchto vysledka do funkce udavajici ocenéni, pak ziskime ocekdvanou vyplatu hrace 1:

b b 1
a7 @ gy )

a+y a+7)
Nyni zbyva najit maximum této funkce pro b;. Derivaci tohoto vyrazu a jeho polozenim rovno 0 zjistime,
Ze maxima je dosaZeno pro by = (o + )t;.

9 Extenzivni hry s nedokonalymi informacemi

K popséani extenzivni hry s nedokonalymi informacemi potiebujeme mnozinu hrica, hracskou funkei,
mnozinu moznych historii a preference hraca. Pokud chceme popsat extenzivni hru s nedokonalymi
informacemi, pak musime navic piesné specifikovat informace kazdého hrace ohledné toho, co se stalo
ve hie pfed jeho tahem. Mnozinu moznych historii, po kterych je hrac¢ ¢ na tahu, H; rozdélime do tzv.
informac¢nich mnozin I;. Hrac¢ pritom vi, ve které informa¢ni mnoziné se nachazi, ale nevi, ktera historie

7z informaéni mnoziny byla realizovana.

9.1 Definice extenzivni hry s nedokonalymi informacemi

Extenzivni hra s nedokonalymi informacemi se sklada z:

Mnoziny hraci

Mnoziny kone¢nych historif

Hracské funkce

Funkce, které pripisuje kazdé historii, pfi niz je na tahu nahoda, urcéitou pravdépodobnost

Rozdeéleni mnoziny historii, po niz je hrac¢ i na tahu, do informac¢nich mnozin I; takovych, Ze historie
h a k' mohou byt ve stejné informaéni mnozing jen tehdy, kdyz A;(h) = A;(h')
e Preferenci nad mnoZinou kone¢nych historii reprezentované Bernoulliho vyplatni funkci

Strategie v extenzivni hie s nedokonalymi informacemi je funkce, kterd kazdé informa¢ni mnoziné hrace
I; ptipisuje akci z mnoziny A(I;). (resp. pravdépodobnostni rozdéleni nad mnozinou A(I;))

Piiklad extenzivni hry s nedokonalymi informacemi

Smysl predchozi definice muzeme ilustrovat na piikladu hry Vstup do odvétvi. Firma 1 muze na zacatku
hry ztstat venku z odvétvi (V), miZe vstoupit pFipravena (P) nebo nepfipravena (N). Firma 2 se po
historiich P nebo N rozhoduje, zda bude s firmou 1 bojovat nebo se s jejim vstupem smifi. Firma 2
pozoruje, jestli firma 1 vstoupila na trh nebo ne, nedokéize ale rozlisit, zda vstoupila pfipravena nebo
nepiipravena (Na grafu je to vyznafeno pieruSovanou ¢arou). MnoZina historii po kterych je firma 2 na



tahu {P,N} se tedy sklad4 z jediné informalni mnoziny Iy = { P, N}, ktera obsahuje obg& historie. Firma
2 tedy neni schopna rozligit, zda firma 1 vstoupila pfipravena nebo nepfipravena.

Obrazek 10: Vstup do odvétvi

Ve hie vstup do odvétvi m4 firma 1 strategie V,N a P. Firma 2 m4 jen dvé moZné strategie B a S,
protoZze ma jen jednu informa¢ni mnoZinu. Ve hie s dokonalymi informacemi by méla strategie (B, B),

(B,S), (S,B) a(S,5).

9.2 Nashova rovnovaha

Nsahova rovnovaha v extenzivni hi‘e s nedokonalymi informacemi je definovana stejné jako v piedchozich
piipadech. Nashova rovnovéha je situace, kdy pro kazdého hrace ¢ a pro kazdou strategii «; plati, ze
oCekavana vyplata E(u(of, a*;)) > E(u(ay, a*))).

Zpusoby jejiho hledani jsou opét podobné jako v piipadé extenzivni hry s dokonalymi informacemi.
Sestavime tabulku strategické formy extenzivni hry a v této tabulce najdeme Nashovu rovnovahu. V
nasem piikladu hry vstup do odvétvi je strategickd forma hry dana tabulkou 19. Je zjevné, Ze hra ma

P33 11
N |43 02
V|24 24

Tabulka 19: Vstup do odvétvi

2 Nashovy rovnovéhy (N,S) a (V,B). Stejné jako u extenzivni s dokonalymi informacemi neni rovnovaha
(V,B) perfektni vzhledem k podhram, protoZe akce B hrace 2 neni kredibilni (Po historii P ¢ N prefer-
uje hra¢ 2 akci S). Nashova rovnovaha tudiz neni uplné vhodny koncept FeSeni pro extenzivni hry s
nedokonalymi informacemi.

9.3 Presvédéeni a sekvenéni rovnovaha

Nashova rovnovéha je implicitné charakterizovana dvéma pozadavky: kazdy hrac¢ se rozhoduje optimalné
vzhledem k jeho presvédéenim a jeho presvédCeni jsou spravna. V SPE jsme navic vyzadovali, aby
toto platilo v kazdé podhie. Stejné pozadavky chceme vznést také na koncept rovnovahy pouZivany v
extenzivnich hrach s nedokonalymi informacemi. Na rozdil od her s dokonalymi informacemi, ale nyni

musime explicitng stanovit presvédceni hraca. (Ve hrach s dokonalymi informacemi toto nebylo nutné,
protoZze piesvédceni byla implicitné definovana strategiemi ostatnich hracu.)

Nez definujeme koncept sekvenéni rovnovahy udélame kratkou technickou poznamku. V piedchozi
kapitole jsem definovali strategii hrace. V kontextu sekvenéni rovnovahy je vyhodnéjsi vyjadfit strategie
jako tzv. behavioralni strategie. Behavioralni strategie hrace i je funkce, ktera kazdé informa¢ni mnoziné
I; pfipisuje pravdépodobnostni rozdéleni nad akcemi A(l;). Systém presvédCeni v extenzivni hfe je
funkce, ktera kazdé informa¢ni mnoZziné pfipisuje pravdépodobnostni rozdéleni nad mnoZinou historii v
této informadni mnozing.



Definice sekvenéni rovnovahy

Ohodnoceni extenzivni hry se skldda z profilu behavioralnich strategii 5 a systému piesvédéeni . Ohod-
noceni je rovnovaha, pokud spliuje dvé podminky.

e Sekvencni racionalita. Strategie kazdého hrace je optimélni, kdykoliv je hra¢ na tahu (tj. v kazdé
podhfe) pfi daném piesvédeni hrade a strategiich ostatnich hraca. Tj. Oy, (8, ) = Oy, ((vi, B—:), ) pro
kazdou behavioralni strategii .

e Konzistence piesvédceni se strategiemi. Presvédceni kazdého hrace je konzistentni s profilem strategii.
Tento pozadavek vyzaduje, aby v rovnovaze méli hraci spravna oc¢ekavani ohledné strategii ostatnich
hrac¢a. Pokud tedy rovnovazny profil strategii vede s kladnou pravdépodobnosti k historii, ktera spada
do informa¢ni mnoziny I;, pak pifesvédceni hrace ¢ ohledné pravdépodobnosti vyskytu historie h* v této
informad¢ni mnoziné je

Pr(h* dle strategie )
Y ner, Pr(h dle strategie )

Pokud rovnovazny profil strategii nevede do uréité informac¢ni mnoziny, pak piesvédéeni hrace v této
informaé¢ni mnoziné nejsou determinovand a mohou byt libovolna. Takovou rovnovahu nazyvame slaba
sekven¢ni rovnovdha (WSE)

O WSE plati, ze:

e V extenzivnich hrach s dokonalymi informacemi je kazda slaba sekvenéni rovnovaha zaroven SPE.
e Kazda slaba sekvenéni rovnovéha je zaroven Nashovou rovnovahou.

Hledéani slabé sekvenéni rovnovahy

Tyto dvé vlastnosti WSE nam nabizi metody, jak WSE najit. Jednou z moznosti je najit vSechny
Nashovy rovnovahy a poté provéfit, ktera z nich je WSE. Druhou moznosti je kombinace zp&tné indukce
a metod hledani Nashovy rovnovahy. Prvni podminka nam totiz ¥iké, Ze v téch ¢astech hry, kde maji
hra¢i dokonalé informace muzeme pii hledani WSE pouzit zpétnou indukci.

Druhou ze zminénych metod si nyni ukdZeme na piikladu z obrazku 11. Nejprve se podivame, jestli

3,0 0,3
Obrazek 11:

mizeme pouZit zpétnou indukci. Je zjevné, Ze po historii (C,F) bude hra¢ 1 hrat akci J. Dale jiz nemtizeme
zpétnou indukci pouzit. Nejprve se podivame, jestli existuje rovnovaha, ve které hrac¢ 1 hraje na zacatku

hry C nebo D s kladnou pravdépodobnosti. Poté zjistime, jestli existuje rovnovaha, ve které hrac¢ hraje
akci E.

e Piedpokladejme, Ze hrac¢ 1 hraje C s pravdépodobnosti p a D s pravdépodobnosti g. Musime nyni
zjistit "Jaka jsou presvédéeni hrace 27" a "Jakd je optiméalni odpovéd hrace 27". Piesvédéeni hrace
jsou jednoznatné dany poZzadavkem konzistence. V rovnovaze hraé¢ pfipisuje pravdépodobnost p/(p+ q)
historii C a pravdépodobnost ¢/(p + ¢) historii D. Pokud p = ¢, pak je optiméalni odpovédi hrace 2 akce
G. Pokud p < g, pak je optimélni odpovédi hrade 2 akce F. Nyni musime zjistit, zda je strategie hrade 1
na zacatku hry sekven¢né racionalni pii dané odpovédi hrace 2. Pokud p = ¢, pak hraje hracé 2 akei G. V
takovém piipadé je optimélni odpovédi hrace 1 behaviordlni strategie, kterd pfipisuje pravdépodobnost
1 akci D, tj. ¢ = 1, coz je ale spor s pozadavkem p = ¢. Pokud hraje hrac¢ 2 akci F, pak optimalni



odpovédi hrace 1 je hrat C s pravdépodobnosti 1, coZ je ale opét spor s podminkou p < ¢q. Hra tedy
nema zadnou WSE ve které je hrano C nebo D.

e Piedpokladejme, ze hra¢ 1 hraje na zacatku hry akci E. V takovém piipadé nejsou presvédéeni hrace
2 nijak omezena. Musime tedy odpovédét na dvé otazky: "Existuje strategie hrace 2, pti které je E
optimalni?" a "Existuje presvédceni, které ¢ini takovou strategii hrace 2 optimalni?" Pokud dokizeme
na obé otazky odpovédét kladné, pak jsem nagli WSE. Vidime, 7ze E slabé dominuje D. Hrac¢ 1 tedy
preferuje E pied D. V jakém piipadé ale E dava vyssi vyplatu nez C? Je zjevné, ze E je optimalni, pravé
tehdy, kdyz hrac¢ 2 hraje akci F s pravdépodobnosti 2/3 nebo nizsi. V opa¢ném piipadé by hra¢ 1 mohl
zvysit svoji vyplatu volbou akce C. Pfi jakych piesvédcenich bude hrac 2 volit akci F s pravdépodobnosti
nanejvys 2/3. Oznatme b pravdépodobnost, kterou p¥ipisuje hra¢ 2 akei C a 1 — b pravdépodobnost,
kterou piipisuje akci D. (b a 1 — b je systém presvédéent). Oc¢ekavana vyplata hrace 2 z akce F je tedy
b0 + (1 — b)1 a ocekavana vyplata hrace 2 z akce G je bl + (1 — b)0. Je zjevné, Ze akce G je optimalni
pokud b > 1/2.

Uvedenym zptsobem jsem tedy nasli WSE ve kterém je strategie hrace 1 EJ a hra¢ 2 mé presvédceni, ze
b>1/2 a voli G nebo b =1/2 a voli akci F s pravdépodobnosti nanejvys 2/3.

9.4 Signalizace

V podobé moralniho hazardu jsme si pfedstavili situaci s asymetrickymi informacemi. Jiny typ situace
s asymetrickymi informacemi predstavuje tzv. nepfiznivy vybér. Na rozdil od moralniho hazardu se
asymetrickd informace netyka akce jednoho z hracia, ale néjakého aspektu reality (napf. produktivity
pracovnika, kvality prodavaného zboZi atd.). Obvykle takovou situaci modeluje se jako tah néhody a
nésledné pomoci informacni mnoziny. V signaliza¢nich hrach si ukdZzeme, jak muZe informovany hrac
pomoci své zvolené akce signalizovat svou informaci neinformovanému hraci. Toto samoziejmé predpok-
lad4, ze hrac¢ s informaci hraje pfed hracem bez informace a mé tak moZnost signalizovat svou informaci.
Obvykle budeme piedpokladat, ze informovany hra¢ miize byt raznych typt a svou akei muze signalizovat
jakého je typu. V signalizacnich hrach nas potom zajimaji dva druhy rovnovah

e separacni rovnovaha je rovnovaha ve které hrici raznych typu voli jinou akci a neinformovany hrac je
tudiz umi rozlisit.

e spolecna rovnovaha ve které hraci ruznych typu voli stejnou akci a neinformovany hrac je tudiz neumi
rozlisit.

Predstavme si situaci, kdy na trhu ptsobi firmy, které produkuji zboZi o vysoké kvalité H, a firmy,
které produkuji o nizké kvalité L. Zatimco firmy kvalitu produktt znaji, zadkaznici zjisti kvalitu zboZi az
po prvnim nakupu. Firmy se na zac¢atku hry rozhoduji o cené p a mnozstvi sponzorskych dari, reklamy
¢ jinych vydaju E. Zékaznici se poté rozhodnou, zda zboZi koupi K ¢ nekoupi N. Ve druhém kole
firma stanovi cenu a zakaznici, ktefi koupili produkt v prvnim kole, se opét rozhodnou o koupi, pricemz
jiz znaji kvalitu zbozi. Pokud zdkaznik nekoupil zbozi v prvnim kole, nekoupi jej ani ve druhém kole.
Oznatme H a L rezervacni cenu zakaznika ze spot¥eby zbozi vysoké a nizké kvality. Naklady firem na
produkci vysokého, resp. nizkého zboZi jsou cy a ¢y, obdobné py a pr znadi cenu zbozi vysoké a nizké
kvality. Plati L = 0, ¢, = 0. Firma nemuZe ovlivnit, zda produkuje zbozi nizké nebo vysoké kvality,
o tom rozhoduje ndhoda. UkaZeme si, jestli maze firma trovni sponzoringu signalizovat, zda produkuje
zboZi nizké nebo vysoké kvality. Cela hra je zachycena na obrazku 12.

Podivejme se na feseni této hry. Ve druhém kole se jedna o hru s dokonalymi informacemi a muzeme
pouzit zpétnou indukci. Podivejme se nejprve na situaci, kdy je zbozi vysoké kvality. Firma stanovuje
cenu a zadkaznik se poté rozhodne zda zbozi koupi. Tato situace odpovida ultimétni hie a firma tedy
stanovi cenu ve vy3i zakaznikovi rezervaéni ceny, tj. pil = H. Pokud je zbozi nizké kvality, pak zakaznik
koupi zbozi jen v pripadé, kdy bude jeho cena nulova. Firma vyrabéjici zbozi L miize ve druhém obdobi
stanovit jakoukoliv cenu, jeji zisk ve druhém obdobi vSak bude nulovy.

Nyni se podivejme, zda ve hi'e existuje separa¢ni rovnovaha. V separa¢ni rovnovaze voli obé firmy
odlisnou troveii sponzorskych vydaji. Predpokladejme, Ze firma H voli Groven Ej; a firma L investuje
do reklamy ¢astku Ej . Presvédéeni zdkazniki musi byt v rovnovaze konzistentni s akcemi firem. Pokud
tedy zakaznici pozoruji sponzorské vydaje ve vysi Ej;, véri, Ze se jedna o firmu H. Pokud naopak
pozoruji sponzorské vydaje ve vysi E}, véfi, Ze se jedna o firmu L. Pfesvédceni pro jiné drovné E nejsou
determinované (z definice WSE) Zd4 se ovSem pfirozené piedpokladat, ze pokud zakaznici pozoruji troven
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Obrazek 12: Sponzoring

vydaju vyssi nez E};, pak jsou presvédceni, Ze se jednd o firmu vyrabéjici kvalitni produkt a naopak. Jaka
jsou optimalni reakce firem v separa¢ni rovnovaze? Firma L stanovi Ef = 0, cena firmy L je libovolna
a zisk firmy L je nulovy. Firma H stanovi cenu p1y = H. Aby byl uvedeny profil akci a pfesvédceni
separacni rovnovahou, pak musi platit, Ze firma L neméa motivaci napodobit chovani firmy H a naopak.
Musi tedy platit nasledujici dvé podminky:

1. H — F}; <0 (firma L nezvysi sviyj zisk pokud stanovi Ef = E}; a p1p, = H)
2. 2H — Ef; —2cy > 0 (firma H nezvysi svij zisk pokud stanovi Ef; = 0)

Pokud z obou podminek vyjadiime rovnovaznou troven sponzorskych vydaju firmy vyrabéjici kvalitni
produkt, pak zjistime, ze E}, € [H,2H — 2cg]. Sponzorské vydaje tedy mohou plnit signaliza¢ni funkei.
Jejich vyse pfitom musi byt dostateéné velké, aby je byla ochotna podstoupit jen firma, kterd ocekava,
7e bude na trhu pusobit delsi dobu.

10 Opakované hry: Véznovo dilema

V dalgich dvou kapitolédch se podivime na situace, kdy hradi interaguji opakované. V této kapitole si
ukazeme zakladni vlastnosti opakovanych her na nam jiz znamém véziové dilematu (tabulka 20). V dalsi
kapitole zde predstavené poznatky zobecnime. Hlavni ideou teorie opakovanych her je predstava, ze hraci
mohou v opakovanych hrach dosdhnout jinych rovnovah nez v jednorazovych (one-shot) hrach. Hrac¢i v
opakovanych hrach totiz mohu byt odrazeni od snahy dosdhnou kratkodobé vyhody na tkor dlouhodobého
zisku tim, Ze si mohou navzajem vyhroZovat a trestat se odepfenim spoluprace v budoucich kolech. (Ve
véziové dilematu miizete druhého hrace potrestat tim, ze v dalich kolech budete hrat akci D namisto

0).
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Tabulka 20: Véziovo dilema

10.1 Preference a struktura opakované hry

Opakované hra se sklada z urc¢itého poctu, kone¢ného nebo nekonec¢ného, opakovani néjaké strategické
hry. Podivejme se, jak lidé ocenuji vystup takové opakované hry? Budeme piedpokladat, ze lidé ocenuji
vysledek opakované hry pomoci diskontované sumy vyplat z jednotlivych strategickych her. Receno
formalngji, mé&jme hrace i s vyplatni funkci pro danou strategickou hru u; a diskontnim faktorem 6; €<

0,1 >. Takovy hra¢ oceiiuji sekvenci profilii akei (a',a?, ..., aT) nasledujicim zpiisobem:
T
wi(a') + dui(a?) + 6%us(a®) + ... + 67ty (aT) = Z 5 uy(at)
t=1

U nekone¢nych her budeme misto sumy vyplat budeme ¢astéji pouZivat diskontovany pramér vyplat.
Predpokladejme sekvenci vyplat z jednotlivych her (w!, w?...), diskontovanou sumu téchto vyplat ozna¢me
V, tji. V=312, 67 wt. Pro jakoukoliv sekvenci (w!,w?...) chceme najit sekvenci konstantnich vyplat
(¢, c,...) takovou, Ze hrag je indiferentni mezi témito sekvencemi. Diskontovana suma sekvence (c,c, ...) je

€. Hrac je tedy indiferentni mezi témito dvéma sekvencemi, pokud ¢ = (1 —§)V. Hodnotu (1 —9)V =

1-5°
(1—0)>5°, 6 'w! nazveme diskontovanym priimérem vyplat.

Nésledujici definice opakované hry nam ¥ika, Ze na opakovanou hru se muzeme divat jako na extenzivni
hru, ve které se stile opakuje jedna a tataz strategicka hra.

Definice 20. G je strategickd hra. Oznacme mnoZinu hrdaci N a mnoZinu akci a viplat hrdce i jako A;
a u;. Opakovand hra pro pro T obdobi a diskonini faktor 0 je extenzivni hra s dokonalijmi informacemi a
soucasniymi tahy ve které:

e Mnozina hrdici je N

e MnoZina konecnyjch historii je mnoZina sekvenci (a',a?,...,a"), kde a® je profil akei v G

o Hricskd funkce pripisuje kazdé historii (a, ..., at) viechny hrdce

o Mnozina akci dostupnd kazZdému hrdci po jakékoliv historii je A;

e Hrdci hodnoti konecnou historii (a',a?,...,aT) dle své sumy wvyplat Zthl 5 ui(at) nebo diskonto-

vaného priméru vyplat (1 — §) ZtT:1 5 uy(at)

Nekonecénd hra je definovina obdobné s tim rozdilem, Ze mmoZina konecniych historii je nekonecénd
sekvence (a',a?,...) a vyplata hrdice i po komeéné historii (a',a?,...) je diskontovany primér vyplat

Dy 5 ui(at). Vo obou pripadech jsou konecné historie nazjudny rovnés trajektorie vijsledkii.

Diskontni faktor, kterym hraci diskontuji vyplaty v riznych kolech muze mit nékolik riznych inter-
pretaci, nadm fika, ze hraci preferuji vyplatu v soucasnosti pied stejné velkou vyplatou v budoucnosti.
Existuji tii b&zna vysvétleni pro¢ by tomu tak mélo byt. Diskontni faktor muze vyjadiovat

e psychologickou netrpélivost hraci.
e pravdépodobnost, Ze hra bude v nésledujicim kole ukon&ena (napf. proto, Ze hra¢ zemfe)
e Casovou hodnotu penéz, pokud jsou vyplaty méfeny v penéznich jednotkach.

10.2 Koneéné véziiovo dilema

Strategie v extenzivni hie specifikuje pro jakou akci se hra¢ rozhodne po jakékoliv historii, a protoze
opakovani hra je ur¢itou formou extenzivni hry, tak také strategie v kone¢né opakované hie specifikuje
jakou akci hra¢ hraje na zacdatku hry a po jakékoliv sekvenci (al,...,a'). Konkrétné v p¥ipadé véziova

dilematu ndm strategie hry fekne, zda hra¢ po dané historii hraje akci D nebo C.



Nyni si ukdZzeme, ze kone¢né opakované vézhovo dilema ma pouze jedinou Nashovu rovnovahu a tou
je profil strategii v némz kazdy hra¢ hraje D v kazdém obdobi. Kone¢nou historii generovanou témito
strategiemi tedy je ((D, D), ..., (D, D)T). Skute¢nost, ze se jedna o Nashovu rovnovahu je ziejma. Pokud
jeden z hracu hraje stale D, pak si druhy hra¢ nemuze polepsit, pokud bude hrat néco jiného nez D.
Ukazeme si proto nyni, pro¢ se jedna o jedinou Nashovu rovnovahu. Piedpokladejme, 7e (s1,s2) je profil
strategii ve kterém akce alespoii jednoho z hrac¢a v alespoii jednom obdobi neni D. Ozna¢me t posledni
obdobi, ve kterém profil akci neni (D, D). Predpokladejme, Ze hrac 1 hraje v tomto obdobi C', pak hrac 1
mize zvysit svoji vyplatu, kdyZ misto strategie s; bude hrat strategii s}, ktera se od s; lisi pouze v tom,
ze v obdobi t hraje hrac¢ akci D. Tato strategie zvySuje vyplatu hrace, protoze hra¢ 2 nemiize hrace za
akci D v obdobi ¢ nijak potrestat - od ¢ déle uZz stejné hraje D. Stejny argument v8ak muZzeme opakovat
tak dlouho, dokud oba hraci nehraji akci D ve vSech obdobich.

Pokud bychom chtéli hledat SPE, pak se nim nabizi jediny kandidat. Vime totiz, Ze SPE musi byt
zarovei Nashovou rovnovahou. Zaroven vime, Ze kazda extenzivni kone¢néa hra s dokonalymi informacemi
méa SPE. Strategie ve které oba hra¢ hraji vzdy D je tudiz také SPE.

10.3 Nekoneéné véziiovo dilema

Vidéli jsme, ze v kone¢ném véziiové dilematu se zndmym koncem nebudou hraé¢i v rovnovaze spolupraco-
vat. Nyni se podivame jak se situace zméni, pokud hraci hraji nekonecné dlouho. Alternativné muzeme
nekonecné opakovanou hru chapat jako hru, jejiz konec neni hra¢im znam. Hrac¢i v8ak mohou védét,
7e hra skonéi v kazdém kole s ur¢itou pravdépodobnosti. Pravdépodobnost nepokracovani hry se potom

promitne do hodnoty diskontniho faktoru.

Strategie v nekoneéné hie

Strategie v nekonecné hie mohou byt velmi komplexni a sloZité. Proto se vétSinou uvazuji jen strategie,
které jsou stacionarni, tj. reaguji na urcitou akci ¢i sekvenci akci soupeiu vzdy stejné bez ohledu na to
ve kterém obdobi jsou hrany. Casto se takovym strategiim ¥ikd "automata'", protoze funguji jako kdyby
se misto hrace rozhodoval stroj podle jasné daného algoritmu. Takové strategie muzeme znézoriiovat
pomoci diagramu.

Uvazujme napiiklad strategii, ktera je definovana takto: s;(@) = C a

wla ) = {C pokud (o', ...a") = (€, .., C)
D jinak

Hra¢ hrajici tuto strategii zac¢inad hrat akci C a hraje ji tak dlouho, dokud i druhy hra¢ hraje C. V
jakémkoliv jiném piipadé, tj. pokud druhy hrac¢ zahraje D, hraje navzdy jen D. Tato strategie je nazyvana
grim trigger. Tuto strategii mizeme nahlizet jako slozenou ze dvou stavi v jednom oznacovaném C' hraje
hrac¢ akeci C, ve druhém D hraje akci D. Na zac¢atku hry je nastaven stav C. Do stavu D strategie
prejde, pokud druhy hrac¢ zahraje akci D a zastane v ném navzdy. Tuto strategii 1ze jednoduse zakreslit
diagramem z obrazku 13, kde (-, D) znadi profil akei ve kterém hra¢ 2 hraje D a hra¢ 1 hraje cokoliv.

Obrazek 13: Grim trigger strategie

Obrazek 14 ukazuje strategii, kterd na rozdil od grimm trigger netresta po zbytek hry, ale po 3 kolech
odpousti a vraci se do stavu C.

Na obrazku 15 je ukizéina strategie tit for tat. V tomto p¥ipadé zavisi délka trestu na chovéini druhého
hrace. Pokud druhy hrac¢ zahraje C, pak strategie prestava v dal§im obdobi trestat a pfechéazi do stavu
C. Jinymi slovy, strategie tit for tat fika: "Udélej to, co udélal protihra¢ v predchozim obdobi".
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Obrazek 14: Strategie odpoustéjici po 3 kolech

Obrazek 15: Tit for tat strategie

Nashovy rovnovahy v nekoneéném véznové dilematu

Na zacatku kapitoly jsme fekli, Ze hraci mohou v opakovanych hrach dosahnout i méné ponurych rovnovah
neZ je profil akci (D,D) pomoci systému trestti a odepirani spoluprace. Uvedeny princip si ukdZeme na
nésledujicim problému. MuZe byt profil strategii ve kterém oba hraci hraji grim trigger strategii Nashovou
rovnovahou?

Pokud ma byt takovy profil Nashovou rovnovahou, pak op&t musi platit, Ze Zadny z hract nemuze
zvys§it svoji vyplatu jednostrannym odchylenim od strategie. Pfedpokladejme, ze hra¢ 1 hraje grim
trigger. Pokud hri¢ 2 hraje tu samou strategii, pak je vysledkem hry v kazdém obdobi profil akci (C,C)
a hra¢ 2 tudiz obdrzi sekvenci vyplat (2,2,2,...), jejiz diskontovany pramér je 2. Jestlize se hra¢ 2 odchyli,
pak v nékterém obdobi zahraje D, na coz hra¢ 1 reaguje tim, Ze hraje D po zbytek hry. Pro hrace 2 je
pak nejvyhodnéjsi hrat také D ve vSech nasledujicich obdobich. V takovém piipadé ziska vektor vyplat
(3,1,1,...). Diskontovany prumér t&chto vyplat je

)
(1-8)B+6+32+8+..)=01-68)B+ T3 =301-0)+¢
Hraci 2 se tedy vyplati odchylit se, pokud 3(1—4§)40 < 2. Profil grim trigger strategii tedy tvoii Nashovu
rovnovahu, pokud ¢ = %

Podobnych Nashovych rovnovah bychom mohli v opakované hi'e najit velké mnozstvi. Podivejme se
proto na Nashovy rovnovahy v nekone¢né opakovaném véziiové dilematu z trochu jiného dhlu. Bude nés
zajimat, jaké primérné diskontované vyplaty mohou byt dosazeny v Nashovych rovnovihach.

Nejprve ukdzeme jakych primérnych diskontovanych vyplat viibec mohou hra¢i v nekonecéné opako-
vaném véziové dilematu dosdhnout bez ohledu na to zda strategie, které hraji, tvori Nashovu rovnovihu.
Pokud budou hraci v kazdém obdobi hrat akce (D,D), pak dosdhnou prumérné diskontované vyplaty
(1,1). Obdobné jsou jim p¥i profilech akei (C,C,), (C, D) a (D, C) dostupné prumérné diskontované vy-
platy (1,1), (3,0) a (0, 3). Hraci v8ak nemusi hrat stéle stejné akce, ale mohou st¥idat libovolné sekvence
¢tyt uvedenych profili. Prumérna vyplata z jakékoliv kone¢né sekvence vystupu je vazeny priumér jed-
notlivych vyplat, pficemz vahy jsou dédny poctem vyskytd daného vystupu. Definujme tedy mnozinu
dosazitelnych vyplat jako mnoZinu vSech vaZenych pramérua vyplat z jednotlivych profila akci strategické
hry. Prostor dosazitelnych vyplat ve véziové dilematu je znazornén na obrazku 16.

Pro jakoukoliv strategickou hry (nejen pro vézhovo dilema) potom plati, Ze pokud je diskontni faktor
dostatecné blizko 1, pak je mnozina moznych primérnych diskontovanych vyplat nekone¢né hry p¥iblizné
rovna mnoziné dosazitelnych vyplat. V pfipadé vézhova dilematu to znamend, ze pokud jsou hraci
dostatetné trpélivi (tj. diskontni faktor je blizko 1), pak miZe byt profil praimérnych diskontovanych
vyplat v nekonecné hie jakidkoliv dvojice ¢isel z prostoru zobrazeného na obrazku 16.

Nyni se zamysleme, jakych vyplat mohou trpélivy hrac¢i dosdhnout v Nashové rovnovaze nekonecné
opakovaného véziova dilematu. Podivejme se, znovu na obrazek 16 a zamysleme se, zda vSechny dostupné
vyplaty mohou byt vyplatami v Nashové rovnovaze. Je zjevné, Zze nap¥. vyplata (0,3) nemuZe byt
vysledkem rovnovaznych strategiich. Tato vyplata totiz muZe nastat jediné v piipadé, kdy hrac¢ 1 hraje
v kazdém kole akci C, zatimco hra¢ 2 hraje vzdy akci D. Takovy profil strategii ale neni Nashovou
rovnovahou, protoze hrac¢ 1 si mize v kazdém kole polepsit tim, Ze zahraje akci D. Tuto tivahu muzeme
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Obrazek 16: Dosazitelné vyplaty

pouzit na jakykoliv bod, ve kterém je prumérna diskontované vyplata jednoho z hra¢a mensi nez 1. V
takovém ptipadé si totiz dany hra¢ muze polepsit tim, ze zac¢ne hrat v kazdém kole akci D. Pomoci této

uvahy jsme zizili mnozinu vyplat dostupnych hra¢im pii rovnovaznych strategiich na prostor na obrazku
17.
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Obrazek 17: Vyplaty dosazitelné v Nashové rovnovaze

Zadné dalsi zazen{ vSak nenf mozné, viechny zobrazené vyplaty mohou byt podpofeny rovnovaznymi
strategiemi. K dukazu tohoto tvrzeni pouZijeme néasledujici argument. Ozna¢me (21, z2) dvojici diskon-
tovanych pramérnych vyplat v nekoneéném véziové dilematu pro néz plati, ze x; > w;(D, D). Z definice
dosazitelnych vyplat vime, 7e miZeme najit takovou sekvenci profili akei (al,...,a*) pro nez plati, ze
prumérnd diskontovand vyplata trpélivého hrace i je blizko x;. Nyni uvazujme trajektorii vystupa v
nekonecnéd opakované hie, ktera se sklada z opakovéani sekvence (al,...,a*). Oznaéme tuto trajektorii
(b1, 02...), kde b%**t = a! pro ¢ = 0,1,... at = 1,...,k. Muzeme ukazat, ze pokud vsichni hraci hraji
nésledujici strategii

b kud A% = b =1,.,t—1
(B, e 1) = {[; pole iy =% pror =1,
jinak

pak je tato situace Nashovou rovnoviahou. Uvedend strategie ¥ika, ze kazdy hrac hraje takové akce, aby
se opakovala trajektorie vystupi (b%,b?...) tak dlouho, dokud se ostatni hragi chovaji také tak. Pokud se
néktery z hraci odchyli, pak v8ichni hraci za¢nou hrat akci D. Abychom dokézali, Ze profil téchto strategii
tvoii Nashovu rovnovahu, musime ukézat, ze Zddnému z hracu se nevyplati jednostranné se odchylit od

této strategie. Argument je struéné shrnut v tabulce 21.

Predpokladejme, ze hrac se 1 odchyli od své strategie s; v periodé [. V této periodé obdrzi vyplatu



| 1,01 1 I+1,...k |1,k | 1,k | ..
s1 ur(al)  up(atl), ..., ug(a) >u1(D,D) | >ui(D,D) | ...
odchyleni vt u1(D, D), ...,u1(D,D) | u1(D, D) u1(D, D)

Tabulka 21: Nashova rovnovaha v nekoneéné opakované hie

vt. Od nésledujici periody je jeho vyplata ui(D, D). V obdobi, kdy se odchylil, a v nasledujicich & — I
obdobich do konce sekvence si muze hrac ¢islo 1 odchylenim polepsit oproti strategii s;. Ale jeho pramérné
diskontovan4 vyplata v nasledujici cyklech (a', ..., a*) je v ptipadé odchyleni niz&i nez v piipadé strategie
s1. Pokud je diskontni faktor hrace dostate¢né blizko 1, pak tyto ztraty pievysi potencionélni zisk z
obdobi [ a nasledujicich & — [ obdobi.

Propozice 5. Folk teorém pro nekonecné opakované véziiovo dilema. G oznacuje véznovo dilema.

e Pro jakykoli diskontni faktor je primérnd diskontovand viplata kaZdého hrice v Nashové rovnovize
alespofi u;(D, D).

o (x1,22) je dosaZitelng pdr vyplat v G, pro ktery plati x; > w;(D,D). VZdy existuje 6 < 1, takovd
Ze pro kazdé § > § md nekonecné opakované véziiovo dilema Nashovu rovnovihu ve které primérnd
diskontovand vijplata hrdce i je x;.

SPE v nekoneéném véznové dilematu

Pti studiu extenzivnich her jsme vidéli, Ze Nashova rovnovaha dovoluje hrac¢im podléhat nekredibilnim
hrozbam. Stejny problém se objevuje i u Nashovy rovnoviahy v nekonec¢nych hrach. Tento problém fesi
koncept SPE. K nalezeni SPE v nekone¢nych hrach vyuZzijeme nésledujici vlastnost.

Definice 21. Vlastnost jedné odchylky (one-deviation). Profil strategie spliiuje vlastnost jedné odchylky,
pokud Zdadny hrdac¢ nemiiZe zvysit svoji vyplatu zménou akce na zacdtku kaZdé podhry, ve které je na tahu

s v o

jako prvni, pri daniych strategiich ostatnich hrdci a zbytku své strategie.

Propozice 6. Profil strategii v konecné hi‘e a nekonecné hie s diskontnim faktorem mensim nez 1 je SPE
pravé tehdy, kdyZ spliiuge vlastnost jedné odchylky.

Pouziti vlastnosti jednoho odchyleni si ukdZeme na piikladu véziova dilematu (tabulka 20) a profilu
strategii (s1, s2), kde s; oznacuje strategii tit-for-tat. Pfi této strategii zavisi chovani pouze na tom, co se
stalo v pfedchozim kole. Ve hi‘e se mohou objevit celkem 4 rizné podhry. Ke zjisténi, zdali profil strategii
tit-for-tat tvoiif SPE musime vySetfit, zda se v téchto podhrach hradi vyplati jednostranné odchyleni.

e Podhra po historii koné&ici (C,C): Pokud se hra¢ drzi své strategie, pak obdrZi diskontovanou pramérnou
vyplatu 2. Pokud se na zacatku podhry odchyli, pak je vysledek v nasledujicim kole (D,C). Hradi se
dale drzi svych strategii a vysledek hry se proto stfida mezi (C,D) a (D,C). Tit-fot-tat je proto v této
podhfe optiméalni odpoved, pokud

3
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e Podhra po historii konéici (C,D): Pokud se hra¢ drzi své strategie, pak v dalsim kole hraje D a déle
se stiidaji vysledky (D,C) a (C,D). Pokud se hra¢ od své strategie na zacatku podhry odchyli, pak

je pfi dané strategii druhého hrace a zbytku jeho strategie ve vSech dalsich obdobich vysledek (C,C).

Tit-fot-tat je proto v této podhfe optiméalni odpoveéd, pokud

3
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e Podhra po historii koné&ici (D,C): Pokud se hra¢ drzi své strategie, pak v dalsim kole hraje C a déle
se pii dané strategii druhého hrace stiidaji vysledky (C,D) a (D,C). Pokud se hra¢ od své strategie na
zacatku podhry odchyli a hraje D, pak je pfi dané strategii druhého hrace a zbytku jeho strategie ve
v8ech dalsich obdobich vysledek (D,D). Tit-fot-tat je proto v této podhfe optimalni odpovéd, pokud

30 >1¢5§1
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e Podhra po historii konéici (D,D): Pomoci stejného argumentu ukazeme, Ze aby tit-for-tat bylo optimélni
v této podhte, pak musi platit

1A
N | =

38
1>(1- 3 4= —
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Kombinaci uvedenych podminek, zjistime, Ze tit-for-tat tvoii SPE v nekonefné opakovaném vézihové
dilematu pravé tehdy, kdyz 6 = %

Stejné jako v pripadé Nashovy rovnovahy muzeme formulovat folk teorém také pro SPE. Dukaz folk
teorému je v pripadé SPE zaloZen na stejné strategii jako v ptipadé Nashovy rovnovahy. Staci pouze
ukézat, 7e v podhte po jiné historii nez (b!,...,b' 1) se hragi na zac¢atku podhry nevyplati odchyleni od
jeho strategie.

Propozice 7. Folk teorém pro nekonecné opakované vézniovo dilema. G oznacuje véznovo dilema.

e Pro jakgkoli diskontni faktor je primeérnd diskontovand vyplata kazdého hrice v SPE alespori u;(D, D).

o (r1,22) je dosaZitelny pdr vyplat v G, pro ktery plati x; > u;(D, D). Vzidy existuje § < 1, takovd Ze
pro kazdé § > § md nekonecné opakované vézniovo dilema SPE ve které primérnd diskontovand vyplata
hrdce i je x;.

11 Opakované hry: Zobecnéni
11.1 Nashova rovnoviaha v nekoneéné opakovanych hrach
Minmax vyplata

V piedchozi kapitole jsem ukézali, Ze nekonecné opakované véziovo dilema m& mnoho rovnovaha a folk
teorém nam fekl jakych vyplat mohou hraci v téchto rovnovahach dosahovat. Nyni se pokusime folk
teorém zobecnit pro jakoukoliv strategickou hru.

Ve vézhové dilematu nemohl Zzadny z hrac¢u ziskat mensi prumérnou diskontovanou vyplatu nez 1.
Toto byla totiz nejnizsi vyplata k jaké mohl byt urc¢ity hra¢ akcemi ostatnich hraca piinucen. Obecné
muzeme takovou vyplatu oznagit jako tzv. minmax vyplatu. Jak maZzeme takovou vyplatu obecné najit?

Racionalni hrac¢ ve strategické hie hraje svoji optimélni odpovéd, tj. vybira si akci, tak aby splhovala

max u;(a;, a_;)

a; €A;
Nyni hleddme minimélni vyplatu z této mnoziny. Ostatni hradi totiz mohou chtit daného hrace potrestat
za odchyleni od urcité strategie, a to udélaji tak, ze budou hrat akce, které danému hraci pfinesou co
nejmensi vyplatu. Minmax vyplatu tedy definujeme nasledovné:

min  max u;(a;,a_;)
a_;€EA_;a;€A;

Vsimnéte si, Ze neni nutné, aby hodnota minmax vyplaty byla stejna pro kazdého hréace (jako se stalo ve
vézhoveé dilematu, kde byla tato hodnota rovna 1). Takova situace je vyjimeéna. Obecné jsou hodnota
minmax vyplaty a akce generujici minmax vyplatu pro kazdého hrace rizné.

Folk teorém pro Nashovu rovnovahu

Je zjevné, ze v rovnovaze nekone¢né opakované hry nemuze vyplata zddného hrace klesnou pod jeho min-
max vyplatu. V takovém piipadé by totiz hra¢ mohl zvysit svoji vyplatu, pokud by hral max,,c 4, w;(a;, a—;),
tj. v kazdém kole by hral svou optiméalni odpovéd na akce ostatnich v tomto kole.

Stejné jako v pripadé véziova dilematu muze ale byt jakykoliv jiny vysledek vygenerovan rovnovaznym
profilem strategii. Konkrétné ukazeme, ze jakékoliv sekvence profili akei (b, D, ...), kde u;(b) je vétsi nez



minmax vyplata, maZe byt Nashovou rovnovahou. Uvazujme nésledujici strategii, kde (p_;); oznatuje

takovou strategii hrace ¢, ktera pfinasi hra¢i j minmax vyplatu: s;(@) =b; a

h) b; pokud (a!,...a*"1) = (b,...,b)
S; =
(p—;)i pokud (al,...a’=1) = (b,...,b) a hra¢ j je prvnim hracem, ktery se sam odchylil

Jedna se tedy vlastné o obdobu grim-trigger strategie, ktera tresta hrace, ktery se jako prvni sdm odchyli.
Vsimnéte si, Ze strategie nespusti trest pokud se odchyli vice hrac¢i. To nam v8ak nijak nevadi, protoze
Nashova rovnovaha vyzaduje pouze, aby se jednotlivému hraci nevyplatilo odchylit se. Profil takovych
strategii tvoii Nashovu rovnovahu. Hrac, ktery se dr7i strategie, obdrzi v kazdém obdobi vyplatu u;(b).
Pokud se hra¢ odchyli, tak si muze v prvnim obdobi polepsit, ale v kazdém dal§im obdobi ziska jen
minmax vyplatu. A pokud je diskontni faktor dostate¢n& blizko 1, pak se odchyleni hrac¢i nevyplati.
(Stejny argument plati i v pfipadé, Ze se vysledky hry stiidaji v ur¢itych cyklech, tak jako jsem ukazali
u vézhova dilematu).

Propozice 8. Folk teorém pro Nashovu rovnovdhu.

e Pro jakijkoliv diskonini faktor je primeérnd diskontovand viplata kaZdého hrdce v Nashové rovnovize
alespoti jeho minmaz vyplata.

e z je dosazitelny profil vgplat v G, pro ktery plati, Ze x; je vétsi neZ minmax viplata hrdce i. Pak vZdy
existuje 8 < 1, takovd Ze pro kazdé § > & md nekonecné opakovand hra Nashovu rovnovihu ve které
prumeérnd diskontovand vyplata hrdce i je x;.

11.2 SPE v nekoneéné opakovanych hrach

Ve vézhové dilematu byl pfechod od Nashovy rovnovahy k SPE jednoduchy. Stejné strategie, kterou
jsem pouzili pfi dikazu folk teorému pro Nashovu rovnovahu jsme pouzili i v pfipadé SPE. Obecné to
vSak takto jednoduché byt nemusi. Davodem je skute¢nost, Ze v pripadé vézinova dilematu je profil akci
vedouci k minmax vyplaté zaroven Nashovou rovnovahou. Toto ale neplati vzdy. Hraci pak pii trestani
deviantniho hrace mohou hrat akci, kterd neni jejich optimélni odpovédi na akci deviantniho hrace. V
takovém pripadé je hrozba hrici, ze budou takto trestat po cely zbytek hry, nekredibilni.

Stejné jako v predchozim pripadé ukadZeme, jakym zpusobem muZze byt v SPE dosazeno vysledku
(a,a,...), kde u;(a) je v&tsi neZ minmax vyplata hrale i. (rozSifeni na vysledky, které nejsou stejné, se
provede stejné jako v piipadé véziova dilematu). Dale oznatme p; jako akci hrace ¢, ktera pfinasi hraci j
jeho minmax vyplatu. Pro jednoduchost pfedpokladejme dva hrace. Profil akei (pa, p1) znadi, Ze se hraci
navzajem trestaji. Vezmeme si nyni strategii z obrazku 18. Tato strategie iika hraci, aby na za¢atku hral
a; dokud je vysledek hry v kazdém kole a. V opa¢ném piipadé zacne hrat p; a bude ji hrat po k period,
pokud druhy hrac¢ hraje p;. Pokud druhy hra¢ prestane béhem této doby trestat, tj. nezahraje p;, pak
se trest zacne odvijet znova a opét trva k obdobi. VSimnéte si, Ze tato strategie trestd nejen odchyleni
se od akce a;, ale také to, ze druhy hrac prestane s trestem pf¥ili§ brzo.
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Obrazek 18: SPE strategie
Nyni ukazi, Ze je mozné najit § a funkci k takove, ze pro 6 > 6 a k = k() tvoii profil téchto strategii
SPE. Musim tedy ukézat, Ze plati vlastnost jednoho odchyleni.

e Podhra vedouci do stavu N. Pokud se hra¢ odchyli, pak v prvni periodé muze ziskat svou maximalni
vyplatu ve hie, ozna¢me ji w;. Po k period poté ziska vyplatu u,;(p), ktera je nizsi nebo rovna minmaxové
vyplaté. Pokud se hra¢ dr7i své strategie, pak v kazdé z k + 1 period ziska u;(a). Ve zbytku hry neni
mezi odchylenim a dodrzenim strategie rozdil. Podminka optimality strategie v této podhie je tedy

ui(a)(1 404 ... + 68) 2@ + ui(p) (6 + ... + %)

Coz miizeme vyjadfit jako (§ + ... + 6%)(u;(a) — ui(p)) = u; — wia)



e Podhra vedouci do nékterého ze stavii P;. Pokud hra¢ dodr7i strategii, pak ziska u;(p) v nésledujicich
k — 1 4 1 periodach a dale ziska u;(a). Pokud se odchyli, pak v prvnim obdobi ziskA minmax vyplatu
m;, v k obdobich w;(p) a poté u;(a). Podminka optimality je tudiz

wi(P) (L4 6 4 oo + %) (@) (3" + L+ 6%) 2 my Fui(p) (146 4 ... +0%)

Pokud je tato podminka splnéna, pro I = 1, pak je jisté splnéna také pro [ > 1. MuaZeme ji tedy vyjadrit
jako 6% (ui(a) — ui(p)) Z m; — ui(p)

Pro 6 = 1 jisté existuje dostatecné velké k* takové, ze obé podminky jsou splnény. TudiZ jisté existuje
0" < 1 takova, 7e pro k = k* a § > ¢’ jsou ob& podminky splnény. Uvedeny profil strategii pak tvori SPE
a my muzeme formulovat nasledujici folk teorém.

Propozice 9. Folk teorém pro SPE.

e Pro jakgkoli diskontni faktor je primeérnd diskontovand viplata kazZdého hrdice v SPE alespori jeho
minmax vyplata.

e z je dosaZitelnyg profil viyplat v G, pro ktery plati, Ze x; je vétsi neZ minmax viplata hrdice i. Pak
vidy existuje 6 < 1, takovd Ze pro kazdé 6 > & md nekonecné opakovand hra SPE ve které primérnd
diskontovand vyplata hrdce i je x;.

11.3 Aplikace
Vyjednavani

V této casti si ukdzeme tzv. Rubinsteiniv model vyjednavani. Tento model ma podobu nekonec¢né se

opakujici hry ve které se dvé vyjednavaci strany stiidaji v tom, kdo dava navrh na rozdéleni urc¢ité penézni

¢astky normované na hodnotu 1. Pfi¢emz hra kon¢i, kdyz druhé strana s ndvrhem souhlasi. Formalné je

hra definovana néasledujicim zptasobem

e Hracil a2

e Konecné historie maji formu bud kone¢né sekvence (x1, N,x3, N, ...z}, Y) nebo nekone¢né sekvence
(x',N,22, N, ...), kde z; znagi nabidku hrage i, N znaci odmitnuti nabidky a Y je piijeti nabidky

e Hracska funkce P(@) = 1, P(x!) =2, P(x!, N) = 2 atd.

e Preference jsou dany uZitkovou funkef U;(...,zf,Y) = 61zt a U;(...,al,Y) = 61 (1 — al). V piipads,
7e se hra¢i nikdy neshodnou je jejich vyplata 0.

JelikoZ m4 hra nekoneény horizont nemuZzeme pouZit zpétnou indukci k nalezeni SPE. Predpokladejme
ovSem, 7e hraci se v rovnovaze okamzité dohodnou a zaroven piedpokladejme, Ze rovnovaha je stacionarni
(tj. v rovnovéze se oba hraci v kazdé periodé chovaji stejng). Pokud mé mit hra takovou rovnovéihu,
pak si hra¢ nemiize polepsit tim, Zze odmitne nabidku druhé strany a v dalsim kole d4 svou rovnovéiznou
nabidku. Oznaéme rovnovaznou nabidku hrace 1 a 2 jako z7 a 3. Jelikoz hraci si déli éastku o velikosti
1, musi platit tyto dvé podminky (1—a%) = doz% a (1 —23) = 0127, ReSenim soustavy téchto dvou rovnic
ziskdme rovnovazné nabidky.

Rovnovaha hry je potom néasledujici dvojice strategii

e Hrac 1 nabizi z7 a akceptuje nabidku zo pravé tehdy kdyz 1 — zo > 0127
e Hrac 2 nabizi z3 a akceptuje nabidku x; pravé tehdy kdyz 1 — z1 > d223

x _ 1—09 * _ 1—01
o kde 27 = 5,5 2% = 15,5,

Uvedené tvrzeni lze dokazat, pokud ovéfime, ze uvedené dvojice strategii spliiuje vlastnost jednoho
odchyleni. Uvazujme tedy postupné vSechny podhry, které zacinaji nabidkou hrace 1 a odpovédi hrace 1
na nabidku hrace 2.

1. Uvazujme nejprve podhru, kterd za¢ind nabidkou hrace 1. Je zjevné ,ze si hra¢ 1 nepolepsi, pokud
nabidne z < z7. Predpoklddejme, Ze se hra¢ 1 jednou odchyli a nabidne z > z7, pak hra¢ 2 nabidku
odmitne. V dalgim kole hra¢ 2 nabidne z3 a hrac¢ 1 tuto nabidku akceptuje. Jeho vyplata je 61(1—a3) <
7

2. Uvazujme podhru, které zacina odpovédi hrace 1 na rovnovaznou nabidku hrice 2. Predpokladejme,
7e se hrac¢ 1 jednou odchyli a nabidku odmitne. V dalsim kole hra¢ 1 nabidne z7 a hrac¢ 2 tuto nabidku
akceptuje. Vyplata hrace je potom 6127 = (1 — «3). Hraci 1 se tudiz nevyplati se odchylit.



3. Uvazujme podhru, kterd za¢ind odpovédi hrace 1 na nabidku hrace 2 x5 > 5. Stejné jako v pfedchozim
piipadé mizeme ukézat, ze hraci se nevyplati takovou nabidku odmitnout.

4. Uvazujme podhru, kterd zacind odpovédi hrace 1 na nabidku hrace 2 xo > 5. Predpokladejme, Ze
se hra¢ 1 jednorazové odchyli od své strategie a nabidku pfijme. Potom ziska vyplatu 1 — x5. Pokud
by se drzel hra¢ 1 své strategie, pak by v dalsim kole ziskal vyplatu dijx] > 1 — x9. Hraci 1 se tudiz
nevyplati odchylit se od své strategie.

Symetrické argumenty funguji také pro podhry, které zac¢inaji nabidkou hrace 2 a odpovédi hrace 2.

D4 se dokazat, ze pravé predstavend rovnovaha je jedinou rovnovihu této vyjednévaci hry. Tato
rovnovaha mé t¥i zajimavé vlastnosti. Zaprvé, vyjednavani je efektivni, tzn. Ze hraci se dohodnou hned
na zacatku hry a nedochéazi ke ztratam zpusobenym pozdni dohodou. Za druhé, ¢im trpélivéjsi hrac je,

v vz

tim vétsi ¢ast si vyjedna pro sebe. Za treti, hrac, ktery za¢ina, mé ve vyjednavani vyhodu.



