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1 Teorie her

Teorie her p°edstavuje zp·sob, jakým m·ºeme modelovat interake mezi jednotlivi. Dle harakteru

t¥hto interakí se li²í i forma hry, jenº modeluje tyto interake. V n¥kterýh situaíh se subjekty

rozhodují ve stejný okamºik (jako kdyº hrajete kámen, n·ºky, papír), v se rozhodují postupn¥ (jako kdyº

hrajete ²ahy). První typ situaí je modelován pomoí tzv. strategikýh her, druhý je analyzován za

pomoí tzv. extenzivníh her. Strategiké situae se mohou li²it také tím, jaké informae mají jednotlivé

subjekty o svém okolí. Ve hráh s dokonalými informaemi mají agenti dokonalé informae o okolí ve

kterém se pohybují. Na druhé stran¥ ve hráh s nedokonalými informaemi existuje nejistota o n¥kterýh

veli£ináh podstatnýh pro rozhodování (nap°. �rmy nemusí p°esn¥ znát náklady svýh konkurent·).

V ekonomii se teorie her pouºívá p°i analýze mnoha rozli£nýh problém·, p°edev²ím mikroekonomik-

ého harakteru. Mezi nejznám¥j²í aplikae teorie her v ekonomii pat°í

• rozhodování �rem na oligopolníh trzíh

• vysv¥tlení organizae �rem a jejih kapitálové struktury

• analýza politikého rozhodování

• rozhodování ú£astník· aukí

• trºní regulae, politika hospodá°ské sout¥ºe

• ekonomiká analýza práva

Uvedený vý£et slouºí jen k nastín¥ní ²irokého pole moºnýh aplikaí teorie her. S mnohými z t¥hto

aplikaí se podrobn¥ji seznámíte v tomto textu.



2 Strategiké hry a Nashova rovnováha

2.1 Strategiké hry

Pomoí strategikýh her m·ºeme modelovat interake mezi jednotlivi, kte°í se rozhodují ve stejný

okamºik. Rozhodujíí se jednotlive ozna£ujeme v teorii her jako hrá£e. Kaºdý hrá£ má na výb¥r z

mnoºiny moºnýh akí. (mnoºinu akí hrá£e i zna£íme Ai) Výsledek hry je dán tím jakou aki si kaºdý

hrá£ zvolil. Seznam akí jednotlivýh hrá£· p°itom nazýváme pro�l akí. (Matematiky budeme pro�l

akí zapisovat jako uspo°ádanou n-tii, kde i-tý £len ozna£uje aki i-tého hrá£e.) Strategiké hry nemají

£asový rozm¥r. V²ihni hrá£i volí své ake v jeden a stejný okamºik, oº znamená, ºe ºádný z hrá£· nemá

informae o tom, jaké ake v dané h°e zvolili ostatní hrá£i.

De�nie 1. Strategiká a hra se skládá z

• mnoºiny hrá£·

• mnoºiny akí kaºdého hrá£e

• preferení kaºdého hrá£e de�novanýh nad mnoºinou pro�l· akí

Stejn¥ jako v teorii raionální volby je zvykem de�novat preferene hrá£· pomoí výplatní (uºitkové)

funke, která je reprezentuje. Výplatní funke je ordinální. Pokud výplatní funke hrá£e p°i°azuje

postupn¥ situaím A, B a C hodnoty 100, 4 a 1, pak to znamená, ºe hrá£ preferuje situai A p°ed B

a B p°ed C. (Zna£íme A ≻ B ≻ C) Neznamená to v²ak, ºe by jeho preferene A p°ed B byla siln¥j²í

neº preferene B p°ed C. Výplatní funke, která uvedeným situaím p°i°azuje nap°. hodnoty 3,2,1

reprezentuje stejné preferene. Pojmy výplatní a uºitková funke jsou v tomto textu zam¥nitelné.

2.2 P°íklady strategikýh her

V¥z¬ovo dilema

Z°ejm¥ nejslavn¥j²í strategiká hra se jmenuje v¥z¬ovo dilema (PD). Hra je de�nována následujíím

zp·sobem.

• Hrá£i jsou dva podez°elí 1 a 2.

• Kaºdý hrá£ má na výb¥r ake {zradit, spolupraovat} zkráen¥ {D,C}

• Preferene podez°elého 1 jsou (D,C) ≻ (C,C) ≻ (D,D) ≻ (C,D), kde nap°. (D,C) znamená, ºe hrá£

1 zradí zatímo hrá£ 2 spoluprauje. Preferene podez°elého 2 jsou (C,D) ≻ (C,C) ≻ (D,D) ≻ (D,C).

Uvedenou hru m·ºeme jednodu²e znázornit v tabule. Abyhom mohli správn¥ reprezentovat preferene,

musíme pro výplatní funke hrá£· platit u1(D,C) > u1(C,C) > u1(D,D) > u1(C,D) a u2(C,D) >
u2(C,C) > u2(D,D) > u2(D,C). Ake hrá£e 1 uvádíme v °ádíh a jeho výplatu udává první £íslo v

poli. Ake hrá£e 2 uvádíme ve sloupíh a jeho výplatu udává druhé £íslo v poli.

D C

D 1,1 3,0

C 0,3 2,2

Tabulka 1: V¥z¬ovo dilema

Bah nebo Stravinsky, Bitva pohlaví

Bah nebo Stravinsky (BS) pat°í mezi tzv. koordina£ní hry. Hra m·ºe modelovat nap°. následujíí

situai. Kaºdý ze dvou partner· se rozhoduje, zda p·jde na konert Baha nebo Stravinského. Kaºdý z

nih preferuje jiný konert. Ani jeden z nih si konert neuºije, pokud na n¥j p·jde sám. Hru pak lze

zapsat následujíí tabulkou.



B S

B 2,1 0,0

S 0,0 1,2

Tabulka 2: Bitva pohlaví

Lov jelena

Dva lovi (hrá£·) mají na výb¥r ze dvou akí: lovit jelena (S) nebo zajíe (H). Jelena p°itom uloví, jen

pokud ho budou lovit oba dva, zajíe dokáºe ulovit kaºdý sám. Kaºdý z hrá£· preferuje situai, kdy

spole£n¥ uloví jelena. Nejhor²í situaí pro hrá£e je, kdyº jde lovit jelena, ale neuloví ho.

S H

S 2,2 0,1

H 1,0 1,1

Tabulka 3: Lov jelena

Hlava nebo orel

Dva lidé si tajn¥ vyberou jednu stranu mine a pak si je ve stejný okamºik ukáºí. Na mini je bu¤ orel (T)

nebo hlavu (H). Pokud ukáºí stejnou stranu zaplatí hrá£ 2 hrá£i 1 dohodnutou £ástku a naopak. Preferene

hrá£· jsou dány jejih pen¥ºním ziskem £i ztrátou. Jde o hru s nulovým sou£tem, oº znamená, ºe zisk

jednoho hrá£e je vºdy roven ztrát¥ druhého hrá£e. Tento typ her slouºí k modelování £ist¥ kon�iktníh

situaí.

T H

T 1,-1 -1,1

H -1,1 1,-1

Tabulka 4: Hlava nebo orel

2.3 Nashova rovnováha

Klí£ovým pojmem teorie her je °e²ení hry, které nám umoº¬uje °íi jaké ake si jednotlivý hrá£i zvolí.

Nejpouºívan¥j²ím °e²ením strategikýh her z dokonalými informaemi p°edstavuje Nashova rovnováha.

Nashova rovnováha je taková situae, ve kterém ºádný z hrá£· nem·ºe zvý²it svou výplatu jednostrannou

zm¥nou své strategie. Nashova rovnováha tedy vyºaduje, aby si kaºdý hrá£ zvolil nejlep²í moºnou aki.

Nejlep²í moºná ake ale závisí na tom, jaké ake volí ostatní hrá£i. M·ºeme si tedy p°edstavit, ºe kaºdý

hrá£ má n¥jaké p°esv¥d£ení o akíh, které budou hrát ostatní hrá£i, a na základ¥ t¥hto p°esv¥d£ení si

zvolí aki, která je pro n¥j nejvýhodn¥j²í. Nashova rovnováha se potom vyzna£uje dv¥ma znaky:

• Kaºdý hrá£ si volí aki, která mu p°iná²í nejvy²²í výplatu p°i danýh p°esv¥d£eníh ohledn¥ akí

ostatníh hrá£·.

• P°esv¥d£ení kaºdého hrá£e o akíh, které budou hrát ostatní, jsou správná.

Jak je ale moºné, ºe jsou p°esv¥d£ení hrá£· v Nashov¥ rovnováze správná, kdyº hrá£i nemají informae o

akíh ostatníh hrá£·? Ve strategikýh hráh budeme p°edpokládat, ºe hrá£i mají dostate£n¥ dlouhou

zku²enost s analyzovanou hrou a z této zku²enosti v¥dí, jak typiký hrá£ hru hraje.

Abyhom mohli de�novat Nashovu rovnováhu formáln¥, zavedeme následujíí zna£ení:

• a je pro�l akí p°i n¥mº kaºdý hrá£ i hraje aki ai



• (a
′

i, a−i) je pro�l akí p°i n¥mº hrá£ i hraje aki a
′

i a kaºdý hrá£ j krom¥ hrá£e i hraje aj (index −i
tedy znamená v²ihni krom¥ hrá£e i).

• ui(a) je výplata hrá£e i p°i pro�lu akí a

De�nie 2. Pro�l akí a∗ strategiké hry je Nashovou rovnováhou, pokud pro kaºdého hrá£e i a kaºdou

jeho aki ai platí ui(a
∗) ≥ ui(ai, a

∗

−i).

Pokud v p°edhozí de�nii nahradíme vztah≥ vztahem> získáme de�nii tzv. striktní Nashovy rovnováhy.

2.4 P°íklady Nashovy rovnováhy

V¥z¬ovo dilema

Ve v¥z¬ov¥ dilematu se objevují 4 moºné pro�ly akí. Postupn¥ ov¥°íme, jestli n¥které z nih tvo°í

Nashovu rovnováhu.

• (D,D) je Nashovou rovnováhou, protoºe hrá£ 1 si nepolep²í, pokud si jednostrann¥ zvolí aki C a ani

hrá£ 2 si nepolep²í, pokud si jednostrann¥ zvolí aki C.

• (C,C) není Nashova rovnováha, protoºe hrá£ 1 zvý²í svoji výplatu, pokud si jednostrann¥ zvolí aki D

(totéº platí pro hrá£e 2).

• (C,D) není Nashova rovnováha, protoºe hrá£ 1 zvý²í svoji výplatu, pokud si jednostrann¥ zvolí aki D.

• (D,C) není Nashova rovnováha, protoºe hrá£ 2 zvý²í svoji výplatu, pokud si jednostrann¥ zvolí aki D.

Bah nebo Stravinsky (BS)

Op¥t prov¥°íme jednotlivé pro�ly akí a ukáºeme, ºe BS má 2 Nashovy rovnováhy.

• (B,B) je Nashovou rovnováhou, protoºe hrá£ 1 si nepolep²í, pokud si jednostrann¥ zvolí aki S a ani

hrá£ 2 si nepolep²í, pokud si jednostrann¥ zvolí aki S.

• (S,S) je Nashova rovnováha, protoºe hrá£ 1 nezvý²í svoji výplatu, pokud si jednostrann¥ zvolí aki B

a totéº platí pro hrá£e 2.

• (B,S) není Nashova rovnováha, protoºe hrá£ 1 zvý²í svoji výplatu, pokud si jednostrann¥ zvolí aki S.

Stejn¥ tak hrá£ 2 zvý²í svoji výplatu, pokud si jednostrann¥ zvolí aki B.

• (S,B) není Nashova rovnováha, protoºe hrá£ 1 zvý²í svoji výplatu, pokud si jednostrann¥ zvolí aki B.

Stejn¥ tak hrá£ 2 zvý²í svoji výplatu, pokud si jednostrann¥ zvolí aki S.

Hlava nebo orel

Ov¥°te, ºe ani jeden ze 4 pro�l· akí ve h°e Hlava nebo orel není Nashovou rovnováhou. (Pozd¥ji budeme

uvaºovat smí²ené strategie a ukáºeme, ºe tato hra má Nashovu rovnováhu ve smí²enýh strategiíh)

Lov jelena

Ve h°e lov jelena se dv¥ma hrá£i p°edstavují Nashovu rovnováhu pro�ly akí (S,S) a (H,H). Pov²imn¥te

si, ºe oba hrá£i preferují situai (S,S) p°ed situaí (H,H). To v²ak nem¥ní ni na tom, ºe (H,H) je Nashova

rovnováha, protoºe ºádný z hrá£· nem·ºe zvý²it svou výplatu p°i dané aki druhého hrá£e.

P°edstavme si, ºe hru lov jelena hraji víe hrá£·. Stále p°itom platí, ºe kaºdý z hrá£· preferuje

situai, kdy v²ihni spole£n¥ uloví jelena p°ed situaí, kdy sám uloví zajíe. Tato hra má op¥t dv¥

Nashovy rovnováhy. Jednou z nih je pro�l (S,...,S), v n¥mº v²ihni hrá£i loví jelena. Kaºdý hrá£ totiº

preferuje situai, kdy spole£n¥ uloví jelena p°ed situaí, kdy sám uloví zajíe a proto si ºádný z nih

nem·ºe polep²it, pokud zvolí aki H. Druhou rovnováhou je (H,..,H) v n¥mº v²ihni hrá£i loví zajíe.

�ádný jiný pro�l není Nashovou rovnováhou, protoºe vºdy existuje hrá£ který zvolil aki S a ten m·ºe

zvý²it svoji výplatu, pokud místo ní zvolí aki H.



2.5 Optimální odpov¥¤

Nashovu rovnováhu jsme zatím hledali tak, ºe jsme postupn¥ pro²li v²ehny pro�ly akí a ov¥°ili, zda

spl¬ují podmínku Nashovy rovnováhy. Nashovu rovnováhu m·ºeme hledat také pomoí tzv. optimální

odpov¥di (best-response funtion) kaºdého hrá£e.

De�nie 3. Optimální odpov¥¤ hrá£e i ozna£íme jako Bi a de�nujeme jako Bi(a−i) = {ai ∈ Ai :
ui(ai, a−i) ≥ ui(a

′

i, a−i)∀ai ∈ Ai}

Uvaºujme hrá£e i, který má na výb¥r z n¥kolika akí. Tyto ake mu p°i danýh akíh ostatníh

hrá£· p°iná²í n¥jaký uºitek. Optimální odpov¥¤ potom p°i°adí kaºdé kombinai akí ostatníh hrá£· a−i

takovou aki hrá£e i, která mu p°inese nejvy²²í uºitek. Nap°íklad, ve h°e BS si hrá£ 1 m·ºe zvolit mezi

akemi B a S. Ake B je nejlep²í (p°iná²í nejvy²²í uºitek), pokud hrá£ 2 hraje B. Naopak, ake S je pro

hrá£e 1 nejlep²í, pokud hrá£ 2 hraje S. Optimální odpov¥¤ tedy vypadá takto: B1(B) = B;B1(S) = S.
V²imn¥te si, ºe optimální odpov¥¤ nemusí vybírat jedinou aki, ale elou mnoºinu akí. Matematiky se

tudíº jedná o korespondeni.

Propozie 1. Pro�l akí a∗ je Nashovou rovnováhou práv¥ tehdy, kdyº ake kaºdého hrá£e je optimální

odpov¥dí na ake ostatníh hrá£·. Tedy a∗i ∈ Bi(a
∗

−i), ∀i

Uvedené tvrzení nám nabízí dal²í zp·sob, jak nalézt Nashovu rovnováhu. V Nashov¥ rovnováze

ºádný hrá£ nem·ºe zvý²it svou výplatu zm¥nou ake p°i danýh akíh ostatníh hrá£·. To znamená, ºe

kaºdý hrá£ hraje svou optimální odpov¥¤ na rovnováºné ake ostatníh hrá£·. Pokud najdeme optimální

odpov¥di kaºdého hrá£e, pak Nashovu rovnováhu nalezneme jako jejih pr·nik.

Tuto metodu si ukáºeme na p°íkladu hry de�nované tabulkou 5. Optimální odpov¥dí hrá£e 1, pokud

hrá£ 2 hraje L je M (hrá£ 1 má v daném sloupi nejvy²²í výplatu), ozna£íme si proto výplatu hrá£e 1

v tomto poli hv¥zdi£kou. Podobn¥ postupujeme dále. Nakone se podíváme na pole, v n¥mº jsou ob¥

výplaty ozna£eny hv¥zdi£kou, tato pole udávají Nashovy rovnováhy. V na²em p°ípad¥ je tedy Nashovou

rovnováhou pro�l akí (B,R).

L C R

T 1,2∗ 2∗,1 1∗,0

M 2∗,1∗ 0,1∗ 0,0

B 0,1 0,0 1∗,2∗

Tabulka 5:

2.6 Dominované a dominujíí ake

P°i hledání Nashovy rovnováhy m·ºeme v n¥kterýh hráh vyuºít koneptu dominujííh a dominovanýh

akí.

De�nie 4. Ake a
′

i striktn¥ dominuje aki a
′′

i , pokud p°iná²í vy²²í výplatu bez ohledu na to, jaké ake

hrají ostatní hrá£i, tj. ui(a
′

i, a−i) > ui(a
′′

i , a−i), ∀a−i. a
′′

i je striktn¥ dominovaná ake

Je zjevné, ºe striktn¥ dominovaná ake není optimální odpov¥dí na ºádnou aki ostatníh hrá£· a

tudíº striktn¥ dominovaná ake není nikdy hrána v Nashov¥ rovnováze. P°i hledání Nashovy rovnováhy

si proto m·ºeme pomoi eliminae v²eh striktn¥ dominovanýh akí.

Zp·sob jakým lze opakovan¥ eliminovat striktn¥ dominované strategie si ukáºeme na p°íkladu hry v

tabule 6. Nejprve si m·ºeme v²imnou, ºe ake R hrá£e je striktn¥ dominovaná akí C. Sloupe s akí

R m·ºeme tedy vy²krtnout a z·stane tabulka o dvou sloupíh. v této tabule je ale ake B hrá£e 1

striktn¥ dominována akí M . �ádek s akí B tedy op¥t vy²krtneme. Zbývá nám tabulka 2x2. Ake C je

v této tabule striktn¥ dominována a m·ºeme ji op¥t vy²krtnout. Ze zbývajííh pro�l· akí je snadné

ur£it, ºe pro�l (M,L) je Nashovou rovnováhou.

Krom¥ striktn¥ dominovanýh akí m·ºeme de�novat také slab¥ dominované a slab¥ dominujíí ake.



L C R

T 1,2 2,1 1,0

M 2,2 0,1 0,0

B 0,1 0,3 1,2

Tabulka 6:

De�nie 5. Ake a′i slab¥ dominuje aki a′′i , pokud ui(a
′

i, a−i) ≧ ui(a
′′

i , a−i), ∀a−i a zárove¬ ui(a
′

i, a−i) 	
ui(a

′′

i , a−i), alespo¬ pro jeden a−i. a′′i je slab¥ dominovaná ake.

Slab¥ dominovaná ake není nikdy hrána ve striktní Nashov¥ rovnováze. P°i hledání striktní Nashovy

rovnováhy m·ºeme eliminovat slab¥ dominované ake. Eliminaí slab¥ dominovanýh akí ale m·ºeme

ztratit n¥které Nashovy rovnováhy.

2.7 Symetriké hry

V n¥kterýh p°ípadeh heme modelovat interake v populai, v níº jsou v²ihni jedini totoºní, oº

znamená, ºe mají k dispozii stejné ake a mají stejné preferene. K takovému ú£elu slouºí symetriké

hry.

De�nie 6. Strategiká hra o dvou hrá£íh je symetriká, pokud mnoºina akí je stejná a preferene

hrá£· jsou reprezentovány výplatní funkí pro niº platí u1(a1, a2) = u2(a2, a1), ∀(a1, a2).

P°ímým d·sledkem uvedené de�nie je skute£nost, ºe tabulka zadávajíí symetrikou hru je symet-

riká. V p°ípad¥ hry o dvou hrá£íh, v níº má kaºdý z hrá£· na výb¥r ze dvou akí, má tabulka symetriké

hry následujíí podobu

T H

T x,x w,z

H z,w y,y

Tabulka 7: Symetriká hra



3 Nashova rovnováha: Ilustrae

3.1 Modely oligopolu

Cournot·v model oligopolu

Cournot·v model popisuje situai, kdy je stejný výrobek vyráb¥n n �rmami a �rmy mohou ur£ovat

vyráb¥né mnoºství. Pokud �rma i vyrábí qi jednotek, pak jsou její náklady dány funkí Ci(qi), která
je rostouí (pokud vyrábí víe má vy²²í elkové náklady). V²ehny �rmy prodávají za stejnou enu,

která je dána pr·se£íkem poptávky a elkové trºní nabídky. Pokud je tedy P (Q) inverzní poptávková
funke a �rma i vyrábí mnoºství qi, pak je ena dána rovnií P (q1 + q2 + ... + qn) a zisk �rmy i je

πi = qiP (q1 + q2 + ...+ qn)−Ci(qi). Uvedenou situai m·ºeme modelovat jako hru, kde �rmy jsou hrá£i,

jejih akemi je mnoºství vyráb¥ného produktu a preferene jsou reprezentovány ziskem jednotlivýh

�rem.

�e²ení Cournotovy oligopolní hry ukáºeme na p°íkladu dvou �rem, které mají nákladové funke

Ci = cqi, tj. �rmy mají konstantní pr·m¥rné náklady. Dále p°edpokládáme, ºe poptávková funke je

lineární, tj. P (Q) = α−Q. K nalezení Nashovy rovnováhy vyuºijeme p°ístupu zaloºeného na optimálníh

odpov¥díh. Nejprve musíme vyjád°it zisk �rmy 1: π1 = q1(α− q1 − q2)− cq1. Abyhom ur£ili optimální

odpov¥¤ �rmy 1 musíme zjistit jaké mnoºství q1 maximalizuje zisk p°i daném mnoºství q2 (obdobn¥ pro
�rmu 2).

∂π1

∂q1
= α− 2q1 − q2 − c = 0

∂π2

∂q2
= α− 2q2 − q1 − c = 0

(1)

a získáme optimální odpov¥¤ �rem:

b1(q2) =
1

2
(α− c− q2)

b2(q1) =
1

2
(α− c− q1)

(2)

Nashova rovnováha je dvojie (q∗1 , q
∗

2) pro níº platí, ºe ob¥ �rmy hrají své optimální odpov¥di, tj. q∗1 =
b1(q

∗

2) a q∗2 = b2(q
∗

1). Musíme tedy najít bod, kde se funke optimálníh odpov¥dí protínají, tzn. vy°e²it

následujíí soustavu rovni

q1 =
1

2
(α− c− q2)

q2 =
1

2
(α− c− q1)

(3)

Jejím °e²ením získáme Nashovu rovnováhu (q∗1 , q
∗

2) = (13 (α− c), 1
3 (α− c)). Celkové vyrobené mnoºství je

2
3 (α − c) a ena je

1
3 (α + 2c). Zkuste jako vi£ení odpov¥d¥t na následujíí otázky: Co se stane s enou

a vyráb¥ným mnoºstvím, pokud vzroste poptávka? Co se stane s enou a vyráb¥ným mnoºstvím, pokud

vzrostou pr·m¥rné náklady �rem? Spo£ítejte, jaké mnoºství by bylo vyráb¥no, kdyby �rmy uzav°ely

kartelovou dohodu (tj. dohodnou elkové vyráb¥né mnoºství, tak aby maximalizovali sv·j elkový zisk?)

Bertrand·v model oligopolu

V Cournotov¥ modelu si �rmy konkurovaly prost°ednitvím vyráb¥ného mnoºství a ena byla deter-

minována poptávkou. V Bertrandov¥ modelu je tomu naopak, �rmy stanovují eny svýh výrobk· a

následn¥ vyrábí tolik, aby uspokojily poptávku D(p) (Zatímo v Cournotov¥ modelu nám inverzní pop-

távková funke °íkala, za jakou enu �rmy prodají ur£ité mnoºství, nyní nám poptávková funke °íká,

jaké je poptávané mnoºství p°i ur£ité en¥.) Náklady �rem jsou dány funkí C(qi) = cqi, tzn. p°ed-

pokládáme,ºe �rmy mají konstantní mezní náklady. Hra je v p°ípad¥ Bertrandova oligopolu de�nována

takto:



• Hrá£i: Firmy 1 a 2

• Mnoºinou akí: Ceny, které m·ºe �rma stanovit. Ceny hápeme jako spojitou prom¥nou, tj. Ai = R+

• Preferene: Jsou reprezentovány ziskem. Platí p°itom, ºe zboºí prodá �rma, která stanoví nejniº²í

enu. Jestliºe �rma nestanovila nejniº²í enu, pak je poptávka po jejím produktu nulová. V p°ípad¥,

ºe víe �rem stanoví stejnou nejniº²í enu, pak uspokojí poptávku rovným dílem. Zisk je tudíº dán

následujíí rovnií, kde m je po£et �rem s nejniº²í enou.

πi =

{

piD(pi)
m

− c(D(pi)
m

) pokud pi ≤ pj, ∀j
0 pokud pi > pj

(4)

�e²ení Bertrandova oligopolu si op¥t ukáºeme pro p°ípad dvou �rem, lineární poptávky (D(p) = α−p)
a konstantníh pr·m¥rnýh náklad· (Ci(qi) = cqi). Zisk �rmy i se potom rovná:

πi =











(pi − c)(α− pi) pokud pi < pj
1
2 (pi − c)(α− pi) pokud pi = pj

0 pokud pi > pj

(5)

Stejn¥ jako v p°edhozím p°ípad¥ je moºné hru °e²it pomoí optimálníh odpov¥dí. N¥kdy je v²ak

moºné hry °e²it víe neformáln¥ pomoí úvahy. Pro kaºdou z �rem je výhodn¥j²í mít enu niº²í neº

konkurene, dokud je ena nad úrovní pr·m¥rnýh náklad·. Naopak, pokud ena klesne pod pr·m¥rné

náklady, pak bude pro �rmu výhodn¥j²í, stanovit vy²²í enu neº konkurene, oº ji zajistí nulový zisk.

Jediný pro�l akí, kdy nemá ani jedna z �rem d·vod m¥nit enu a tudíº na²ím kandidátem na Nashovu

rovnováhu je pro�l (p∗1, p
∗

2) = (c, c).

Nyní musíme ukázat, ºe tento pro�l akí je skute£n¥ Nashovou rovnováhou. V Nashov¥ rovnováze si

ºádná z �rem nem·ºe polep²it zm¥nou ake. V situai (p∗1, p
∗

2) = (c, c) je zisk obou �rem 0, ºádná z �rem

ale nem·ºe dosáhnou vy²²ího zisku zm¥nou ake. Pokud stanoví vy²²í enu neº c, pak �rma ni neprodá

a její zisk z·stává 0, pokud stanoví niº²í enu, pak bude její zisk záporný. Naví m·ºeme ukázat, ºe ºádný

jiný pro�l není Nashovou rovnováhou. Krom¥ vý²e uvedeného pro�lu p°ipadají v úvahu tyto situae:

• Pokud p1 < c nebo p2 < c pak je zisk �rmy, jejíº ena je niº²í, záporný a tato �rma si m·ºe polep²it,

pokud zvý²í enu svého výrobku na c.
• Pokud p1 ≤ c, p2 > c, pak �rma 1 m·ºe zvý²it sv·j zisk, pokud stanoví enu vy²²í neº c a niº²í neº p2.
(Obdobn¥ pokud p2 ≤ c, p1 > c)

• Pokud p1 > c, p2 > c, pak p°edpokládejme, ºe p1 > p2. Firma 1 m·ºe zvý²it sv·j zisk, pokud sníºí

enu t¥sn¥ pod p2.

Pro�l akí (p∗1, p
∗

2) = (c, c) je tedy jedinou Nashovou rovnováhou Bertrandova oligopolu. Srovnejme

uvedený výsledek s rovnováhou Cournotova oligopolu. Vidíme, ºe elková produke a ena velmi záleºí

na tom, zdali se �rmy rozhodují o en¥ £i mnoºství. Která z her lépe odpovídá skute£nosti, záleºí na

kontextu situae. Uvedené °e²ení modelu Bertrandova oligopolu ale závisí na p°edpokladu, ºe �rmy mají

konstantní mezní náklady a neomezené kapaity. Pozd¥ji uvidíme, jak se elá situae zm¥ní, pokud je

�rma omezena svými kapaitami.

3.2 Auke

Auke jsou mehanismem, jak alokovat zdroje, tomu kdo je ohoten zaplatit nejvíe. Pravidla jednotlivýh

aukí se p°itom mohou významn¥ li²it. Teorie her nám umoº¬uje pohopit, jak pravidla auke ovliv¬ují

hování ú£astník· auke. Ukáºeme dva základní typy aukí �rst-prie sealed-bid auki (auke probíhá

obálkovou metodou a vít¥z zaplatí, to o nabídl) a seond-prie sealed-bid auki (op¥t obálkovou metodou,

ale vít¥z zaplatí druhou nejvy²²í nabídku)

Seond-prie sealed-bid auke

Struktura hry modelujíí seond-prie auki je následujíí:

• Hrá£i: n hrá£·-ú£astník· auke, kde n ≧ 2. Kaºdý hrá£ i si ení draºený objekt na vi. P°edpokládáme,

ºe v1 > v2 > ... > vn



• Mnoºina akí: moºné nabídky kaºdého hrá£e. Nabídku hrá£e i zna£íme bi a p°edpokládáme, ºe bi ≧ 0
• Preferene: jsou dány výplatní funkí vi − b, pokud hrá£ i nabídl nejvy²²í nabídku. b zna£í nejvy²²í
nabídku z nabídek ostatníh hrá£·. V jiném p°ípad¥ je výplata hrá£e i 0. Pokud víe hrá£· p°edloºí

stejnou nabídku, pak objekt získává hrá£ s nejniº²ím indexem.

Uvedená hra má mnoho Nashovýh rovnováh. Sami m·ºete ov¥°it, ºe nap°. pro�ly akí (b1, ..., bn) =
(v1, 0, ..., 0) nebo (b1, ..., bn) = (v2, v1, 0, ..., 0) jsou Nashovými rovnováhami. V²imn¥te si také, ºe ve

druhém p°ípad¥ nezíská objekt ú£astník, který si ho ení nejvíe. Tato rovnováha je v²ak velmi k°ehká,

protoºe hrá£ 2 hraje aki v1, která je slab¥ dominovaná akí v2. Není p°íli² pravd¥podobné, ºe by hrá£i

hráli ake, které jsou slab¥ dominované. Budeme se proto ptát, zda existuje Nashova rovnováha, ve které

ºádný hrá£ nehraje slab¥ dominovanou aki.

V seond-prie auki platí, ºe ake bi = vi (tj. hrá£ nabídne p°esn¥ tolik, nakolik si draºený objekt

ení) slab¥ dominuje ostatní ake. D·kaz tohoto tvrzení je obsaºen v následujííh tabulkáh. Nejprve

porovnejme výplaty z ake v níº hrá£ nabídne bi < vi oproti vi (tab. 8). Výplata hrá£e závisí na nejvy²²í
z nabídek ostatníh hrá£· b.

b ≦ bi bi < b < vi b>vi

bi < vi vi − b 0 0

vi vi − b vi − b 0

Tabulka 8: Seond-prie auke

Z tabulky 8 je zjevné, ºe si hrá£ nikdy nem·ºe polep²it tím, ºe nabídne mén¥ neº je jeho oen¥ní.

Z tabulky 9 je z°ejm¥, ºe to samé platí i pro aki, kdy hrá£ nabídne víe neº je jeho oen¥ní. (Stejný

argument je gra�ky znázorn¥n na obr. 85.1 v Osborne)

b ≦ vi bi > b > vi b>bi

bi > vi vi − b vi − b(< 0) 0

vi vi − b 0 0

Tabulka 9: Seond-prie auke

P°estoºe má seond-prie auke mnoho rovnováh, rovnováha kdy kaºdý hrá£ nabídne p°esn¥ své

oen¥ní (b1, b2, ..., bn) = (v1, v2, ..., vn) je výjime£ná, protoºe kaºdý hrá£ hraje aki, která slab¥ dominuje

ostatní.

First-prie sealed-bid auke

First-prie auke se od seond-prie auke li²í pouze v tom, ºe hrá£ s nejvy²²í nabídkou zaplatí svou

nabídku, a nikoliv druhou nejvy²²í nabídku. Výplata vít¥zného hrá£e tedy je vi − bi.

Ve �rst-prie auki se v²ehny Nashovy rovnováhy vyzna£ují tím, ºe objekt obdrºí hrá£, který si jej

ení nejvíe. P°edstavme si pro�l akí ve kterém b2 > b1, tzn. n¥který z hrá£· (hrá£ 2) nabídne víe

neº hrá£ s nejvy²²ím oen¥ním (hrá£ 1). Pokud je b2 > v2, pak je výplata hrá£e 2 záporná a hrá£ 2 si

m·ºe polep²it, pokud nabídne b2 = 0. Naopak, pokud b2 ≤ v2, pak m·ºe hrá£ 1 zvý²it svou výplatu na

v1 − b1 tím, ºe nabídne v1 > b1 > b2. Zárove¬ ve v²eh Nashovýh rovnováháh musí platit, ºe hrá£ 1

nabídne stejnou £ástku jako byla druhá nejvy²²í nabídka V opa£ném p°ípad¥ by totiº mohl hrá£ 1 sníºit

svou nabídku tak, aby stále vyhrál auki ale zaplatil mén¥.

Pokusme se nyní op¥t nalézt Nashovu rovnováhu, ve které ºádný hrá£ nehraje slab¥ dominovanou aki.

M·ºeme tvrdit, ºe ve �rst-prie auki je ake bi ≥ vi slab¥ dominována akí bi < vi (Ake bi ≥ vi nikdy
nep°iná²í kladnou výplatu, naopak ake bi < vi p°iná²í bu¤ nulovou nebo kladnou výplatu). Naopak

jakákoliv ake bi < vi není slab¥ dominovaná ºádnou jinou akí. Nyní víme, ºe V Nashov¥ rovnováze, kde

ºádný z hrá£· nehraje slab¥ dominovanou aki musí v²ihni hrá£i nabídnou mén¥ neº je jejih oen¥ní a

hrá£e 1 b1 musí být stejná jako je druhá nejvy²²í nabídka. Takový pro�l akí ale nem·ºe být Nashovou

rovnováhou, protoºe hrá£ m·ºe nabídnout v2 > b2 > b1, £ímº zvý²í svou výplatu.



Nashovu rovnováhu, ve které ºádný z hrá£· nehraje slab¥ dominovanou aki, m·ºeme ale nalézt,

pokud omezíme moºnosti hrá£· v tom smyslu, ºe jim dovolíme p°ihazovat jen n¥jakou diskrétní £ástku ǫ,
nap°. 1 halé°. V takovém p°ípad¥ je pro�l akí (v2− ǫ, v2− ǫ, b3, ..., bn), kde bi < vi Nashovou rovnováhu,

v níº ºádný z hrá£· nehraje slab¥ dominovanou aki. Pokud nyní ǫ sniºujeme k 0, pak se limitn¥ blíºíme

pro�lu (v2, v2, b3..., bn), kde bi ≦ vi. V této h°e jsme tedy shopni nalézt jednu výjime£nou (i kdyº

pon¥kud ad ho zvolenou) rovnováhu, v níº ºádný hrá£ nehraje slab¥ dominovanou aki.

Vidíme, ºe oba dva typy aukí mají mnoho Nashovýh rovnováh. U obou her jsme ale na²li jednu

výjime£nou Nashovu rovnováhu, p°i£emº v obou t¥hto rovnováháh získává draºitel (prodeje) stejný

výnos.

3.3 Volební sout¥º

P°edstavme si situai, kdy n¥kolik politikýh stran sout¥ºí o hlasy voli£·. Voli£i vºdy volí tu stranu,

která je nejbliº²í jejím preferením. Kaºdá ze stran p°itom vybírá, kam se za°adí na pravolevém poli-

tikém spektru a jejím ílem je p°ilákat víe voli£· neº ostatní a vyhrát volby. Uvedenou situai budeme

modelovat pomoí Hotellingova modelu volební sout¥ºe.

• Hrá£i: politiké strany, jejihº po£et je n
• Mnoºinu akí kaºdé strany p°edstavuje mnoºina pozi, které si m·ºe strana zvolit. P°edpokládáme, ºe

pozie stran, a tím pádem i preferene voli£·, lze reprezentovat £ísly mezi 0 a 1 (oº lze ud¥lat vºdy,

protoºe výplatní funke jsou ordinální). Pozii strany i ozna£íme xi

• Preferene stran jsou dány výplatní funkí, která p°i°adí výplatu n jediné vít¥zné stran¥, výplatu n−k
stran¥, která se d¥lí o první místo s k soupe°i a 0 stran¥, která nevyhrála.

Ukáºeme, si jak bude vypadat Nashova rovnováha pro p°ípad dvou stran. V²imn¥te si, ºe ned¥láme ºádné

p°edpoklady o tom jak jsou rozd¥leny voli£ské preferene podél intervalu [0, 1]. Podstatné je pouze to

ºe, preferene mají jednu dimenzi (pravie nebo levie). D·leºité postavení v na²em modelu má voli£

s mediánovými preferenemi, ozna£me tedy jeho pozii m. Nashovu rovnováhu m·ºeme nají pomoí

optimálníh odpov¥dí. Jak bude vypadat optimální odpov¥¤ strany 1 na danou pozii x2 strany 2.

Pokud strana 2 zaujme pozii nalevo od mediánu, tj. x2 < m, pak bude htít strana 1 zaujmout pozii

blíºe st°edu. Obdobn¥ pro p°ípad, kdy se strana 2 postaví napravo od st°edu. Kdyº strana 2 zaujme

pozii v mediánu x2 = m, pak je optimální odpov¥dí strany 1 zaujmout stejnou pozii, protoºe p°i zaujetí

jakékoliv jiné pozie by prohrála. Optimální odpov¥di obou stran tedy vypadají následovn¥:

B1(x2) =











{x1 : x2 � x1 � 1− x2} pokud x2 � m

{m} pokud x2 = m

{x1 : 1− x2 � x1 � x2} pokud x2 	 m

B2(x1) =











{x2 : x1 � x2 � 1− x1} pokud x1 � m

{m} pokud x1 = m

{x2 : 1− x1 � x2 � x1} pokud x1 	 m

(6)

Pr·se£ík optimálníh odpov¥dí se nahází v bod¥ (m,m). Pro�l akí (x1, x2) = (m,m) je tedy

jedinou Nashovou rovnováhou Hotellingovy volební hry pro dv¥ strany. Hotelling·v model p°itom nemusí

pouºit jen k analýze volební sout¥ºe, ale také k analýze situae, kdy si �rmy konkurují difereniaí svého

produktu.

3.4 Odpov¥dnost za ²kodu

Teorie her se pouºívá také v oblasti Law and Eonomis k analýze r·znýh právníh pravidel. Vynikajíí

shrnutí k tomuto tématu nabízejí Benoit, Kronhauser (2002). V této kapitola si ukáºeme, jak pomoí

teorie her modelovat situai, kdy jeden £lov¥k m·ºe zp·sobit ²kodu jinému £lov¥ku. Bude nás p°itom

zajímat, jak r·zné zákony ur£ujíí míru od²kodn¥ní ovliv¬uji hování ú£astník· a jaká pravidla produkují

spole£ensky ºádouí hování.

Uvaºujme interaki mezi viníkem (hrá£ 1) a ob¥tí (hrá£ 2). �koda, kterou ob¥´ utrpí, je závislá na pé£i,



kterou oba hrá£i vyvinou, aby ²koda nenastala. Ozna£me o£ekávanou ztrátu jako L(a1, a2) > 0. Zákon
stanoví jakou £ást ²kody uhradí viník ob¥ti. Ozna£me tuto £ást jako ρ(a1, a2) ∈ [0, 1]. Hra modelujíí

tuto situai je de�nována následovn¥

• Hrá£i 1 (viník) a 2 (ob¥´)

• Mnoºina akí kaºdého hrá£e je mnoºina moºnýh hodnot pé£e ai ∈ R+
. P°edpokládejme, ºe pé£e je

m¥°ena v pen¥ºníh £ástkáh.

• Preferene hrá£e 1 jsou dány výplatní funkí u1(a1, a2) = −a1 − ρ(a1, a2)L(a1, a2). Preferene hrá£e 2
jsou dány výplatní funkí u1(a1, a2) = −a2 − (1− ρ(a1, a2))L(a1, a2).

Podíváme se na skupinu právníh pravidel, které ur£ují, ºe viník musí uhradit ob¥ti elou ²kodu,

pokud viník nevynaloºil dostate£nou pé£i na odvráení ²kody a zárove¬ ob¥´ byla dostate£n¥ opatrná, tzn.

vynaloºila dostate£nou pé£i. P°i tomto pravidle je tedy £ást ²kody, kterou nese viník dána následujíím

výrazem, kde X1 ozna£uje zákonem de�novanou standardní úrove¬ pé£e viníka a X1 ozna£uje minimální

úrove¬ pé£e ob¥ti, aby získala právo na p°ípadné od²kodn¥ní.

ρ(a1, a2) =

{

1 pokud a1 < X1 a a2 ≥ X2

0 pokud a1 ≥ X1 a a2 < X2

Ozna£me (a∗1, a
∗

2) spole£ensky ºádouí úrove¬ pé£e. Konkrétn¥ p°edpokládejme, ºe tato úrove¬ maxi-

malizuje sou£et výplat obou hrá£· −a1 − a2 − L(a1, a2). Existuje takové právní pravidlo, které vede k

tomu, ºe tato úrove¬ pé£e je Nashovou rovnováhou? Pokud ano, pak jsme na²li spole£ensky optimální

právní nastavení. Takové právní pravidlo existuje a ukáºeme, ºe pokud (X1, X2) = (a∗1, a
∗

2), pak (a∗1, a
∗

2)
je Nashovou rovnováhou této hry. Abyhom toto tvrzení dokázali, musíme ukázat, ºe optimální odpov¥dí

ob¥ti na viníkovu aki a∗1 je a∗2 a naopak.

Uvaºujme nejprve viníkovu optimální odpov¥¤ na aki ob¥ti a∗2. V takové situai, musí viník platit

od²kodn¥ní, práv¥ tehdy kdyº a1 < a∗1. Viníkova výplata je tedy

u1(a1, a
∗

2) =

{

−a1 − L(a1, a
∗

2) pokud a1 < a∗1
−a1 pokud a1 ≥ a∗1

Je zjevné, ºe ake a∗1 p°iná²í viníkovi vy²²í výplatu neº jakákoliv ake a1 > a∗1. Zbývá nám tedy rozhod-

nout, zda se viníkovi nevyplatí niº²í úrove¬ pé£e. V takovém p°ípad¥ musí viník uhradit ob¥ti elou

²kodu a jeho výplata je −a1 − L(a1, a
∗

2). P°edpokládali jsme ov²em, ºe spole£ensky optimální úrove¬

pé£e (a∗1, a
∗

2) maximalizuje výraz −a1 − a2 − L(a1, a2). Z toho ov²em plyne, ºe a∗1 maximalizuje výraz

−a1 − a∗2 − L(a1, a
∗

2). Protoºe a∗2 je konstanta, a∗1 maximalizuje rovn¥º výraz −a1 − L(a1, a
∗

2), oº je

výplata viníka pokud a1 < a∗1. Tím jsme ukázali, ºe ake a∗1 p°iná²í viníkovi vy²²í výplatu neº jakákoliv

ake a1 < a∗1.

Podívejme se nyní na optimální odpov¥¤ ob¥ti na aki viníka a∗1. V p°ípad¥, kdy je ake viníka a∗1,
ob¥´ nikdy neobdrºí kompenzai. Výplata ob¥ti, je tím pádem u2(a

∗

1, a2) = −a2 − L(a∗1, a2). M·ºeme

argumentovat stejn¥ jako v p°ípad¥ viníka. Víme, ºe (a∗1, a
∗

2) maximalizuje sou£et výplat −a1 − a2 −
L(a1, a2). Z toho ov²em plyne, ºe a∗1 maximalizuje rovn¥º výraz −a2 − L(a∗1, a2). Ake a∗2 tedy p°iná²í

ob¥ti vy²²í výplatu neº jakákoliv ake a2 6= a∗2. Pro�l akí (a∗1, a
∗

2) je tudíº Nashovou rovnováhou této

hry.



4 Smí²ené strategie

Prozatím jsme se soust°edili na hry, kdy hrá£i deterministiky hrají jednu aki. Nyní dovolíme, aby

hrá£i mohli hrát tzv. smí²ené strategie, tj. aby mohli volit své ake podle ur£itého pravd¥podobnostního

rozd¥lení. P°edpokládejme nap°., ºe hrá£ volí mezi akemi A a B, pak hrá£ m·ºe hrát smí²enou strategii,

kdy hraje aki A s pravd¥podobností p a aki B s pravd¥podobností (1− p). Na základ¥ platnosti zákona
velkýh £ísel m·ºeme Uvedenou strategii interpretovat také tak, ºe v populai jsou hrá£i, kte°í vºdy hrají

A a jejih podíl v elé populai je p. Zbylá £ást populae (1 − p) jsou hrá£i, kte°í vºdy hrají B.

4.1 Reprezentae preferení pomoí o£ekávané výplaty

P°i smí²enýh strategiíh není výsledkem hry jediná situae, ale r·zné situae mohou nastávat s r·znou

pravd¥podobností. Takový výsledek ozna£ujeme jako loterii. Víme, ºe preferene ohledn¥ deterministik-

ýh situaí m·ºeme reprezentovat pomoí výplatní funke. Jakým zp·sobem ale m·ºeme reprezentovat

preferene ohledn¥ loterií? P°edstavme si, ºe existují t°i moºné situae a, b a c . Dále uvaºujme loterie

P a Q, p°i£emº u loterie P nastává situae a s pravd¥podobností p(a), situae s p(b) a situae c s p(c).
Obdobn¥ loterie Q p°i°azuje výsledk·m pravd¥podobnosti q(a), q(b) a q(c). Pokud hrá£ preferuje loterii

P p°ed loterií Q, pak (za p°edpokladu platnosti tzv. axiomu nezávislosti) existují £ísla ui(a), ui(b) a

ui(c) taková ºe platí p(a)ui(a) + p(b)ui(b) + p(c)ui(c) > q(a)ui(a) + q(b)ui(b) + q(c)ui(c) To znamená,

ºe vºdy najdeme takovou výplatní funki nad jednotlivými situaemi, ºe preferene hrá£· ohledn¥ lo-

terií lze reprezentovat pomoí o£ekávané hodnoty této výplatní funke. O£ekávanou hodnotu m·ºeme

oben¥ zapsat jako

∑n
k=1 p(ak)ui(ak), kde ak jsou jednotlivé situae a p(ak) je pravd¥podobnost, ºe

nastane situae ak a ui(ak) je výplata hrá£e v situai ak. Preferene hrá£· ohledn¥ loterií nazýváme

von Neumann-Morgensternovy preferene (vNM) a výplatní funke ohledn¥ jednotlivýh situaí, které

reprezentují vNM preferene, nazýváme Bernoulliho výplatní funke.

D°íve jsem °ekli, ºe jedny a ty samé preferene jsou reprezentovány v²emi výplatními funkemi, které

zahovávají po°adí preferovanýh situaí. Také jedny a ty samé vNM preferene mohou být reprezentovány

víe Bernoulliho funkemi. Nyní ov²em nesta£í, aby Bernoulliho funke zahovávali po°adí. Pokud mají

Bernoulliho výplatní funke reprezentovat stejné vNM preferene, pak musí zahovat o£ekávanou hodnotu

loterie, oº je ekvivalentní tomu, ºe jsou si navzájem lineární transformaí. �e£eno formáln¥ji: Máme

Bernoulliho výplatní funke u(x) a v(x). Jejih o£ekávaná hodnota reprezentuje ty stejné vNM preferene,

práv¥ tehdy kdyº existují £ísla a a b taková, ºe u(x) = a+ bv(x) pro kaºdé x.

4.2 Nashova rovnováha ve smí²enýh strategiíh

Nyní budeme de�novat hru se smí²enými strategiemi a její Nashovu rovnováhu. Pokud umoºníme hrá£·m

hrát smí²ené strategie, pak budeme poºadovat, aby hrá£i m¥li vNM preferene nad loteriemi sloºenými z

pro�l· akí.

De�nie 7. Strategiká hra s vNM preferenemi se skládá z

• mnoºiny hrá£·

• mnoºiny akí kaºdého hrá£e

• preferení kaºdého hrá£e de�novanýh nad mnoºinou loterií sloºenýh z pro�l· akí

De�nie 8. Smí²enou strategií hrá£e ve strategiké h°e je pravd¥podobnostní rozd¥lení nad mnoºinou

jeho akí. Zna£íme jej αi, αi(ai) je pravd¥podobnost jakou p°ipisuje strategie αi hrá£e i aki ai.

De�nie 9. Pro�l smí²enýh strategií α∗
ve strategiké h°e s vNM preferenemi je Nashovou rovnováhou,

pokud pro kaºdou smí²enou strategii αi kaºdého hrá£e i platí Ui(α
∗) ≥ Ui(αi, α

∗

−i), kde Ui(α) p°edstavuje
o£ekávanou výplatu hrá£e i ze smí²eného pro�lu akí α.

Vidíme, ºe Nashova rovnováha je de�nována velmi podobn¥ jako u £istýh strategikýh her. �ádný

z hrá£· nem·ºe jednostrannou zm¥nou strategie zvý²it svoji výplatu. Oproti £istým strategikým hrám

ale nyní platí, ºe kaºdá hra s vNM preferenemi, ve které má kaºdý z hrá£· kone£n¥ mnoho akí, má

Nashovu rovnováhu ve smí²enýh strategiíh. Toto tvrzení nám ale nijak nepom·ºe p°i hledání rovnováh,

pouze víme, ºe ve smí²enýh strategiíh vºdy n¥jaká existuje.



4.3 Hledání Nashovy rovnováhy ve smí²enýh strategiíh

I u her se smí²enými strategiemi m·ºeme pouºít k hledání Nashovýh rovnováh metodu optimálníh

odpov¥dí. U sloºit¥j²íh her v²ak existuje ú£inn¥j²í metoda, jak nalézt Nashovu rovnováhu. Tato metoda

je zaloºena na ur£ité vlastnosti smí²enýh Nashovýh rovnováh, kterou nyní ukáºeme.

Podívejme se nejprve na hru dvou hrá£· s dv¥ma akemi, která je dána tabulkou 10. Hrá£ 1 si volí mezi

akemi T a B, p°i£emº jeho strategie α1 p°ipisuje aki T pravd¥podobnost p a aki B pravd¥podobnost

(1 − p). Hrá£ 2 si volí mezi akemi L a R. P°i své strategii α2 hraje aki L s pravd¥podobností q a aki

R s pravd¥podobností (1 − q). Pole tabulky tentokrát ozna£ují s jakou pravd¥podobností nastává daný

výsledek.

L(q) R(1-q)

T(p) pq p(1− q)

B(1-p) (1 − p)q (1 − p)(1− q)

Tabulka 10:

O£ekávanou výplatu hrá£e 1 tak m·ºeme zapsat jako

pqu1(T, L) + p(1− q)u1(T,R) + q(1− p)u1(B,L) + (1− p)(1− q)u1(B,R)

oº lze také zapsat jako

p[qu1(T, L) + (1− q)u1(T,R)] + (1− p)[qu1(B,L) + (1 − q)u1(B,R)]

Výraz v první hranaté závore p°edstavuje o£ekávanou hodnotu výplaty hrá£e 1, kdyº hraje aki T

a hrá£ 2 hraje strategii α2. Výraz v druhé hranaté závore p°edstavuje o£ekávanou hodnotu výplaty

hrá£e 1, kdyº hraje aki B a hrá£ 2 hraje strategii α2. Ozna£me tyto o£ekávané výplaty hrá£e 1 jako

E(u1(T, α2)) a E(u1(B,α2)). Celkov¥ tedy m·ºeme o£ekávanou výplatu hrá£e 1 p°i strategii α1 zapsat

jako pE(u1(T, α2)) + (1− p)E(u1(B,α2)), tj. jako váºený pr·m¥r výplat z £istýh akí.

Uvedený p°íklad lze zobenit. Platí, ºe o£ekávaná výplata ze smí²ené strategie je váºený pr·m¥r o£eká-

vanýh výplat p°ipsanýh pro�l·m smí²enýh strategií typu (ai, α−i), kde vahami jsou pravd¥podobnosti

αi(ai), které smí²ená strategie hrá£e i p°ipisuje jeho jednotlivým akím. Symboliky zapsáno je výplata

hrá£e i: Ui(α) =
∑n

j=1 αi(aj)Ei(aj , α−i). Tato skute£nost vede k následujíímu tvrzení.

Propozie 2. Ve h°e s vNM preferenemi v níº má kaºdý hrá£ kone£n¥ mnoho akí je pro�l smí²enýh

strategií α∗
Nashovou rovnováhou práv¥ tehdy, kdyº

• o£ekávaná výplata kaºdé ake, které p°ipisuje strategie α∗

i kladnou pravd¥podobnost, je p°i danýh strate-

giíh α∗

−i stejná

• o£ekávaná výplata kaºdé ake, které p°ipisuje strategie α∗

i nulovou pravd¥podobnost, není p°í danýh

strategiíh α∗

−i vy²²í neº o£ekávaná výplata ake, které je p°ipsána kladná pravd¥podobnost.

Toto tvrzení nám p°iná²í d·leºitý poznatek. Hrá£, který volí ur£ité strategie ve smí²ené rovnováze

s pozitivní pravd¥podobností, musí být indiferentní mezi v²emi t¥mito strategiemi, tj. kaºdá smí²ená

Nashova rovnováha je neostrá. Jinými slovy, v²ehny ake zvolené s pozitivní pravd¥podobností mu

musejí p°iná²et stejnou výplatu. Tato výplata je v¥t²í nebo roven výplat¥, který p°iná²ejí ty ake, které

s kladnou pravd¥podobností voleny nejsou. V následujíím p°íkladu si ukáºeme, jak se tohoto tvrzení dá

vyuºít p°i hledání Nashovy rovnováhy.

4.4 P°íklady Nashovy rovnováhy

Hlava nebo orel

Hra hlava nebo orel je de�nována tabulkou 4. Ozna£me ph a po pravd¥podobnost s jakou hrá£ 1 hraje

ake hlava a orel. Obdobn¥ qh a qo ozna£uje pravd¥podobnost s jakou hrá£ 2 hraje ake hlava nebo orel.

Samoz°ejm¥ musí platit qh + qo = 1 Víme, ºe hra nemá rovnováhu v £istýh strategiíh. Víme tedy ºe



hrá£ hraje ob¥ ake s kladnou pravd¥podobností a vý²e uvedené tvrzení °íká, ºe výplata z obou akí musí

být p°i dané strategii druhého hrá£e stejná. Pro hrá£e 1 tedy musí platit: u1(H, q) = u1(O, q), obdobn¥
pro hrá£e 2 u2(p,H) = u2(p,O). Po dosazení získáme soustavu rovni:

qh − qo = −qh + qo

−ph + po = ph − po

qh + qo = 1

ph + po = 1

Její °e²ení je ph = 1/2, po = 1/2, qh = 1/2, qo = 1/2, V Nashov¥ rovnováze tedy oba dva hrá£i hrají

kaºdou z akí s pravd¥podobností 1/2.

Expertní posouzení

Hra expertní posouzení má dva hrá£e - zákazníka a experta. Zákazníkovi se pokazí n¥jaká enná v¥

(nap°. auto), vyhledá proto experta (automehanika), který závadu posoudí a doporu£í opravu. Závada

p°itom m·ºe být velká nebo malá, oº ale pozná a ví jen expert. Pravd¥podobnost, ºe je závada velká

ozna£íme r. P°edpokládejme, ºe expert získá zisk π, a´ uº opravuje velkou £i malou závadu. Expert má

v²ak také moºnost ozna£it malou závadu za velkou a opravit ji jako velkou, v takovém p°ípad¥ získá zisk

π′
a platí π′ > π. Pokud zákazník p°ijme expertovu diagnózu, tak zaplatí expertovi E za velkou opravu a

I za malou opravu. Pokud ale expert doporu£í velkou opravu, pak nemusí zákazník expertovi d·v¥°ovat a

m·ºe vyhledat dal²ího experta, který v¥ znovu posoudí. V tomto p°ípad¥ jsou jeho náklady E′
v p°ípad¥,

ºe druhý expert doporu£í velkou opravu a I ′ v opa£ném p°ípad¥. Platí p°itom: E′ > E > I ′ > I. Výplaty
jsou potom dány tabulkou [?℄, kde p a q op¥t ozna£ují pravd¥podobnost, s níº jsou hrány odpovídajíí

ake.

P°ijme(q) Odmítne(1-q)

Pravda(p) π, −rE − (1− r)I (1− r)π, −rE′ − (1− r)I

Leº(1-p) rπ + (1− r)π′
, −E 0, −rE′ + (1 − r)I ′

Tabulka 11: Expertní odhad

Pro r ∈ (0, 1) hra nemá £istou rovnováhu (Ov¥°te). Jak vypadá rovnováha ve smí²enýh strategiíh?

Op¥t vyjdeme z toho, ºe výplaty z akí, jenº jsou hrány s pozitivní pravd¥podobností musí být, p°i dané

strategii druhého hrá£e, stejné. O£ekávaná výplata experta z ake, kdy mluví pravdu tak musí být stejná

jako výplata z ake, kdy lºe.

qπ + (1− q)(1 − r)π = qrπ + q(1 − r)π′

Stejná úvaha platí i pro zákazníka. Jeho o£ekávaná výplata v situai, kdy d·v¥°uje musí být stejná jako

v situai, kdy expertovi ned·v¥°uje.

p(−rE − (1− r)I) + (1− p)(−E) = p(−rE′ − (1− r)I) + (1 − p)(−rE′ + (1− r)I ′)

Po algebraikýh úpraváh získáme následujíí hodnoty p∗ a q∗ a tím pádem i Nashovu rovnováhu.

p∗ =
E − (rE′ + (1− r)I ′)

(1− r)(E − I ′)

q∗ =
π

π′

Promyslete, jak rovnováºné strategie a Nashova rovnováha závisí na parametreh r,π,E a I ′.



Dobrý samaritán

Následujíí hra má mnoho moºnýh interpretaí. Palfrey, Rosentahl (1984) pomoí této hry modelují

situai, kdy se kaºdý ze skupiny n individuí rozhoduje, zda p°isp¥je �xní £ástkou na ve°ejný statek (nebo

na haritu). V na²í interpretai p·jde o situai, kdy se kaºdý sv¥dek zlo£inu rozhoduje, zda zavolá poliii.

Hra je de�nována následovn¥

• n hrá£·

• Mnoºina akí kaºdého hrá£e Ai = {volat, nevolat}
• Preferene kaºdého hrá£e jsou reprezentovány výplatní funkí, která p°ipisuje hodnotu 0 situai, kdy

nikdo nezavolá. Pokud n¥kdo zavolá získá hrá£ výplatu v. Pokud hrá£ sám zavolá, nese náklady ve vý²í

c, kde c < v. Tzn. jeho výplata je v − c > 0.

Je zjevné, ºe hra má n¥kolik Nashovýh rovnováh, ve kterýh práv¥ jeden hrá£ zavolá a ostatní niko-

liv. Tyto situae jsou pareto-efektivní. V p°ípad¥, ºe byhom tuto hru interpretovali jako p°ispívání

na ve°ejný statek, znamená tato rovnováha, ºe ve°ejný statek m·ºe být soukrom¥ poskytnut. Je ov²em

otázka, jakým zp·sobem se jedini mohou zkoordinovat na této rovnováze. V p°ípad¥ hlá²ení zlo£inu

m·ºe tuto rovnováhu zajistit ur£itá soiální norma (nap°. poliii volá nejstar²í), v p°ípad¥ p°ispívání na

ve°ejné statky je obtíºné si takovou normu p°edstavit. D·vodem pro£ je tato rovnováha pohybná, je

její asymetrie. Ve h°e se objevuje n hrá£· ze stejné populae, kte°í se ale ve stejné situai nehovají stejn¥.

Podívejme se proto, jak vypadá symetriká rovnováha. Je snadné ov¥°it, ºe neexistuje ºádná symet-

riká rovnováha v £istýh strategiíh. Uvaºujme nejprve situai, kdy v²ihni hrá£i volají. V takové situai

se vyplatí kterémukoliv z nih nevolat, protoºe zvý²í svoji výplatu z v − c na v. Pokud nikdo z hrá£·

nezavolá, pak se kaºdému hrá£i vyplatí zavolat, protoºe zvý²í svoji výplatu z 0 na v − c. Symetrikou

rovnováhu tedy nalezneme jen ve smí²enýh strategiíh. Jak bude vypadat smí²ená rovnováha? Pro

rovnováºnou smí²enou strategii musí platit, ºe hrá£ je indiferentní mezi akemi, které hraje s nenulovou

pravd¥podobností. V na²í h°e tudíº musí platit

v − c = (1 − p)n−10 + (1− (1− p)n−1)v ⇒ (1− p)n−1 =
c

v

kde p ozna£uje pravd¥podobnost, ºe daný hrá£ zavolá. Z tohoto výrazu m·ºeme vyjád°it rovnováºnou

pravd¥podobnost zavolání

p = 1− (
c

v
)

1

n−1

Jak se m¥ní pravd¥podobnost zavolání v závislosti na velikosti skupiny? �ím vy²²í je n, tím men²í

je 1/(n− 1) a tím v¥t²í je ( c
v
)

1

n−1
. Pravd¥podobnost p je tedy klesajíí v n, Pravd¥podobnost, ºe daný

hrá£ zavolá, tudíº klesá s po£tem lidí ve skupin¥. Zajímav¥j²í je ov²em otázka, jak se s velikostí skupiny

m¥ní pravd¥podobnost, ºe alespo¬ jeden £lov¥k zavolá. Pravd¥podobnost, ºe nikdo nezavolá, m·ºeme

jednodu²e vyjád°it jako

Pr{nikdo nezavolá} = Pr{i nezavolá}Pr{nikdo jiný nezavolá} = (1− p)(1− p)n−1

Dosadíme-li do tohoto výrazu rovnováºnou pravd¥podobnost zavolání, získáme

Pr{nikdo nezavolá} = (
c

v
)

1

n−1

c

v
= (

c

v
)

n
n−1

Tato pravd¥podobnost je rostouí v n. �ím v¥t²í je tedy skupina, tím men²í je pravd¥podobnost, ºe

n¥kdo zavolá a nahlásí zlo£in. Pokud byhom interpretovali tuto hru jako p°ispívání na ve°ejné statky,

pak vidíme, ºe ve°ejné statky budou soukrom¥ poskytnuty spí²e v malé neº ve velké skupin¥.

4.5 Dominované ake

Konept dominovanýh akí nám m·ºe usnadnit °e²ení hry, protoºe platí, ºe ost°e dominovaná ake není

v ºádné Nashov¥ rovnováze hrána s kladnou pravd¥podobností. Pokud tedy hledáme smí²ené Nashovy

rovnováhy m·ºeme p°edtím eliminovat ost°e dominované ake.

De�nie 10. Ve strategiké h°e s vNM preferenemi hrá£ova strategie αi ost°e dominuje jeho aki a′i,
pokud pro v²ehny ake ostatníh hrá£· a−i platí Ui(αi, a−i) > ui(a

′

i, a−i). Ake a′i je ost°e dominovaná.



5 Extenzivní hry s dokonalými informaemi

Ve strategikýh hráh p°edpokládáme, ºe rozhodnutí hrá£· jsou provád¥na ve stejný okamºik. V exten-

zivníh hráh tento p°edpoklad opustíme a zam¥°íme se na situae, kdy se hrá£i rozhodují sekven£n¥, tj.

jeden po druhém. Jako p°íklad extenzivní hry si m·ºeme p°edstavit ²ahy nebo pi²kvorky. Je p°irozené,

ºe v extenzivníh hráh bude volba ake ovlivn¥na p°edhozím pr·b¥hem hry.

5.1 De�nie extenzivní hry

Abyhom popsali extenzivní hru, pot°ebujeme, stejn¥ jako ve strategiké h°e, spei�kovat hrá£e a jejih

preferene. Naví ale musíme °íi v jakém po°adí hrá£i hrají a jaké ake mají hrá£i k dispozii v kaºdém

okamºiku hry. Za tímto ú£elem de�nujeme mnoºinu v²eh sekvení akí, které se mohou ve h°e objevit.

Kaºdou takovou sekveni ozna£ujeme jako kone£nou historii. Dále musíme °íi, který hrá£ táhne v kterém

bod¥ kaºdé sekvene. To zajistí tzv. hrá£ská funke, oº je funke, která kaºdému bodu v kaºdé kone£né

historii p°i°adí hrá£e, který práv¥ hraje. Abyhom si lépe p°edstavili, o je kone£ná historie, podívejme

se na hru znázorn¥nou diagramem 1.

V en

1, 2

V stup

Vyzyvatel

S

0, 0

B

2, 1

Monopolista

Obrázek 1: Hra o vstup do odv¥tví

Tato hra znázor¬uje situai, kdy se jedna �rma (vyzyvatel) rozhoduje o vstupu do odv¥tví, ve kterém

p·sobí jiná �rma (monopolista). Pokud tato �rma vstoupí do odv¥tví (Vstup), pak �rma, která v odv¥tví

jiº p·sobí m·ºe za£ít konkuren£ní boj (B) nebo se situaí smí°í (S). Uvedená hra má t°i kone£né historie

(Vstup,Smí°it se)(Vstup,Boj) a (Ven). Kone£ná historie je tedy série akí, které si hrá£i volí a která

vede od po£átku hry aº k jejímu koni. Kaºdá kone£ná historie má tzv. vlastní podhistorie, oº jsou

podmnoºiny kone£né historie, které vedou od po£átku hry, ale nevedou aº k jejímu koni. Formáln¥

°e£eno, pokud sekvene akí (a1, a2, ..., am) je kone£ná historie, pak sekvene akí (a1, a2, ..., ak), kde
k < m a prázdná sekvene ∅ jsou jejími vlastními podhistoriemi. V na²em p°íkladu pak kone£ná historie

(Vstup,Smí°it se) obsahuje vlastní podhistorie ∅ a (Vstup).

De�nie 11. Extenzivní hra se tedy skládá z

• mnoºiny hrá£·

• mnoºiny kone£nýh historií

• hrá£ské funke, která kaºdé sekveni, která je vlastní podhistorií, p°ipisuje ur£itého hrá£e

• preferení de�novanýh nad mnoºinou kone£nýh historií

Stejn¥ jako u strategikýh her, také u extenzivníh her m·ºeme preferene reprezentovat pomoí

výplatní funke. Klí£ovým koneptem extenzivníh her je strategie. Strategie °íká hrá£i, kterou aki má

hrát v kaºdém okamºiku, kdy na n¥j p°ijde °ada.

De�nie 12. Strategie hrá£e i v extenzivní h°e s dokonalými informaemi je funke, která kaºdé historii

h, po níº je hrá£ na tahu, p°i°adí aki z mnoºiny A(h), tj. mnoºiny akí dostupnýh po historii h.

Co to strategie vlastn¥ je, nám m·ºe p°iblíºit následujíí p°íklad na obrázku 2.

M·ºeme vid¥t, ºe hrá£ 1 se rozhoduje jen na za£átku hry, tj. hrá£ská funke P (∅) = 1, a má na výb¥r

jen ze dvou akí C a D. Má tedy na výb¥r jen ze dvou moºnýh strategií, jedna p°ipisuje prázdné historii

aki C a druhá p°ipisuje prázdné historii aki D. Zapisujeme s1(∅) = C resp. s1(∅) = D. Naopak hrá£

2 hraje, jak po aki C, tak po aki D, p°i£emº m·ºe volit z akí E a F po historii C a akí G a H po

historii D. Celkov¥ má tedy hrá£ 2 na výb¥r z následujííh £tve°ie strategií

• s2(C) = E, s2(D) = G



DC

1
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3, 0

E

2, 1

2

H

1, 3

G

0, 2

2

Obrázek 2: p°íklad

• s2(C) = E, s2(D) = H
• s2(C) = F , s2(D) = G
• s2(C) = F , s2(D) = H

Zkráen¥ m·ºeme tyto strategie zna£it jako EG,EH,FG, FH . P°i tomto zkráeném zápisu uvádíme

nejprve ake, které jsou v herním diagramu blíºe za£átku hry a v p°ípad¥, ºe se objevují na stejném

stupni postupujeme zleva doprava dle toho, jak jsou ake zapsány v herním diagramu. Strategii si lze

tedy p°edstavit jako popis toho, jak bude hrá£ ve h°e postupovat. V mnoha p°ípadeh nám v²ak strategie

°íká víe neº jak ve h°e postupovat - °íká nám, o hrát i po takovýh historiíh, které nejsou konzistentní s

na²í vlastní strategií. Takové £ásti strategie lze interpretovat jako reake na hyby nebo jako p°esv¥d£ení

ostatníh hrá£· o tom, jakou aki daný hrá£ zvolí. Ukaºme si tuto skute£nost na p°íklad¥.

Obrázek 3: Strategie

Uvaºujme hru na obrázku 3. Hrá£ 1 má 4 strategie CG,CH,DG,DH . Je ov²em jasné, ºe po aki

D hrané na za£átku hry se hrá£ nem·ºe dostat do bodu, kde se rozhoduje mezi akemi H a G. Jak

tedy m·ºeme hápat strategie DH a DG? Moºnosti jsou dv¥. Za prvé si m·ºeme p°edstavit, ºe hrá£ 1

n¥kdy ud¥lá hybu a dostane se k rozhodování mezi akí H a G. Strategie potom spei�kuje jakou aki

by si hrá£ vybral. Za druhé m·ºeme strategie interpretovat jako o£ekávání druhého hrá£e. Strategii DH
tedy m·ºeme vyloºit tak, ºe hrá£ 1 hraje na za£átku hry aki D. Hrá£ 2 p°itom o£ekává, ºe v p°ípad¥

rozhodování mezi akí H a G si hrá£ 1 vybere aki H .

Strategie jednotlivýh hrá£· jasn¥ determinují výsledek hry, tj. kone£nou historii, a tudíº i výplaty

hrá£·. Kone£nou historii, která se objeví p°i pro�lu strategií s, ozna£me O(s). V na²em p°íkladu tedy

nap°: O(D,EG) = (DG), tzn. pokud hrá£ hraje strategii D a hrá£ 2 strategii EG, pak výsledkem hry je

kone£ná historie DG. Výplatu, kterou obdrºí hrá£ i p°i pro�lu strategií s, m·ºeme zapsat jako ui(O(s)).

5.2 Nashova rovnováha

De�nie 13. V extenzivní h°e s dokonalými informaemi je pro�l strategií s∗ Nashovou rovnováhou,

jestliºe pro kaºdého hrá£e i a kaºdou strategii ri platí, ºe O(s∗) je alespo¬ tak preferováno jako O((ri, s
∗

−i))
neboli ui(O(s∗)) ≥ ui(O(ri, s

∗

−i)).

Nashova rovnováha v extenzivníh hráh tedy p°edstavuje takový pro�l strategií, kdy se p°i danýh

strategiíh ostatníh hrá£· nevyplatí ºádnému hrá£i odhýlit se. Jedním ze zp·sob·, jak nalézt Nashovu

rovnováhu v hráh s kone£nýh po£tem strategií je vypsat v²ehny strategie a jim p°íslu²né výplaty do



tabulky, která je pak ozna£ována jako strategiká forma extenzivní hry. V ní je moºné nalézt Nashovu

rovnováhu stejným zp·sobem jako ve strategiké h°e.

Ukáºeme si tento postup na p°íkladu z obrázku 2. Ukázali jsem, ºe hrá£ 1 má na výb¥r ze strategií C
a D, zatímo hrá£ má k dispozii strategie EG,EH,FG, FH . Strategiká forma této extenzivní hry je

tedy dána tabulkou 12.

C D

EG 2,1 0,2

EH 2,1 1,3

FG 3,0 0,2

FH 3,0 1,3

Tabulka 12: Strategiká forma extenzivní hry z p°íkladu 2

Nyní je jiº snadné ur£it, ºe Nashova rovnováha je pro�l strategií(D,EH). V²imn¥me si, ºe tento pro�l

akí nám °íká nejen to, ºe hrá£ 1 hraje v Nashov¥ rovnováze aki D a hrá£ 2 na to reaguje akí H ,

ale také to, ºe hrá£ 2 by hrál E, kdyby hrá£ 1 hrál aki C. Takový závazek daného hrá£e ale nemusí

být vºdy kredibilní. Co tato nekredibilita znamená? P°edstavme si, ºe hrá£i hrají n¥jakou extenzivní

hru. Na za£átku hry hrá£i popí²í pomoí svýh strategií, jak budou v pr·b¥hu hry postupovat. Nashova

rovnováha je potom taková situae, kdy si ºádný hrá£· nem·ºe polep²it tím, ºe nahlásí na za£átku hry

jinou strategii p°i dané strategii ostatníh hrá£·. Je ov²em moºné, ºe v n¥kterýh okamºiíh kdy je hrá£

na tahu, nemusí být pro hrá£e výhodné drºet se své strategie a bude se htít odhýlit. Nekredibilitu

ur£itého závazku lze demonstrovat p°íkladu hry o vstup do odv¥tví. [obrázek 1℄. Tuto hru lze zapsat ve

strategiké form¥ dané tabulkou 13

Smí°it se Boj

Vstup 2,1 0,0

Ven 1,2 1,2

Tabulka 13: Strategiká forma extenzivní hry vstup do odv¥tví

Vidíme, ºe hra má dv¥ Nashovy rovnováhy (Vstup, Smí°it se) a (Ven, Boj). Problém v tomto p°ípad¥

vyvstává u rovnováhy (Ven, Boj). Tento pro�l strategií znamená, ºe vstupujíí �rma (vyzyvatel) nevstoupí

do odv¥tví, ale kdyby vstoupil, tak v odv¥tví p·sobíí �rma (monopolista) se zavázala hrát aki Boj.

Pokud by se ale �rma dostala do této situae, pak je pro ni výhodn¥j²í hrát aki smí°it se. Závazek hrát

aki Boj je tudíº nekredibilní.

Skute£nost, ºe pro�l akí (Ven, Boj) je problematikou rovnováhou, lze zd·vodnit i jinak. Ve strate-

gikýh hráh interpretujeme Nashovu rovnováhu jako situai, kdy hrá£i, díky svým zku²enostem se hrou,

správn¥ o£ekávají ake ostatníh hrá£· a hrají svou nejlep²í odpov¥¤ na tyto ake. Ve h°e o vstup do

odv¥tví, ale vstupujíí �rma hrajíí Ven, nikdy nepozoruje aki �rmy p·sobíí v odv¥tví, protoºe tato

�rma se nikdy nedostane ke h°e. Jak ale potom m·ºe být p°esv¥d£ena, ºe bude hrát aki Boj? Z tohoto

problému m·ºeme uniknout, kdyº budeme Nashovu rovnováhu v extenzivní h°e interpretovat tak, ºe

ve vzánýh p°ípadeh hrá£i podnikají nerovnováºné ake (nap°. omylem). V na²em p°íkladu to tedy

znamená, ºe vstupujíí �rma výjime£n¥ zahraje aki Vstup a pak m·ºe pozorovat, o d¥lá �rma p·sobíí

v odv¥tví. P°i této interpretai se ale v na²em p°íkladu znovu objevuje problém. Po aki Vstup je totiº

pro �rmu p·sobíí v odv¥tví lep²í, kdyº hraje aki Smí°it se. Nashova rovnováha (Ven, Boj) tudíº není

robustní a závazek �rmy p·sobíí v odv¥tví hrát Boj po aki Vstup není kredibilní.

5.3 Dokonalá rovnováha vzhledem k podhrám (SPE)

V p°edhozím odstavi jsme vid¥li, ºe Nashova rovnováha není vhodným koneptem rovnováhy pro n¥které

extenzivní hry, protoºe ignoruje sekven£ní strukturu hry a umoº¬uje, aby hrá£i na za£átku p°ijímali

nekredibilní závazky. Tento problém odstraníme zavedením koneptu dokonalé rovnováhy vzhledem k

podhrám (subgame perfet equilibrium - SPE). Nejprve de�nujeme podhru.



De�nie 14. Γ je extenzivní hra s dokonalými informaemi a hrá£skou funkí P . Pro kaºdou vlastní

podhistorii h n¥jaké kone£né historie extenzivní hry Γ, de�nujeme podhru Γ(h) následujíí po historii h

jako extenzivní hru, kde

• Hrá£i jsou stejní jak hrá£i ve h°e Γ
• Kone£né historie tvo°í mnoºina v²eh sekvení akí h′

takovýh, ºe sekvene (h, h′) je kone£nou historií

hry Γ.
• Kaºdý hrá£ preferuje h′

p°ed h′′
, práv¥ tehdy kdyº preferuje (h, h′) p°ed (h, h′′)

Podhra je tedy £ást hry, která následuje poté, o uº byla £ást hry odehrána. V²imn¥te si, ºe v kaºdé

h°e je vlastní podhistorií také prázdná historie ∅ a podhra, která po ní následuje je elou hrou. Jednou

z podher kaºdé hry je tedy hra samotná. Podíváme-li se na hru znázorn¥nou na obrázku 2, pak tato hra

má 3 podhry: elou hru a dv¥ podhry znázorn¥né na obrázku4:

Obrázek 4: vlastní podhry hry 2

Idea dokonalé rovnováhy vzhledem k podhrám (SPE) je zaloºena na my²lene, ºe hrá£i se hovají

optimáln¥ v kaºdé podh°e. Neformáln¥ m·ºeme °íi, ºe SPE je pro�l strategií, pro n¥º platí, ºe p°i danýh

strategiíh ostatníh hrá£· si v ºádné podh°e nem·ºe hrá£ polep²it jednostrannou zm¥nou strategie.

Formáln¥ lze SPE de�novat následovn¥:

De�nie 15. Pro�l strategií s∗ je dokonalou rovnováhou vzhledem k podhrám, jestliºe pro kaºdého hrá£e

i, kaºdou historii h, po které hrá£ i hraje, a kaºdou strategii ri hrá£e i platí, ºe kone£ná historie Oh(s
∗)

generovaná strategiemi s∗ po historii h je alespo¬ tak preferovaná jako kone£ná historie Oh(ri, s
∗

−i) gen-
erovaná strategiemi ri, s

∗

−i po historii h, tj. ui(Oh(s
∗)) ≥ ui(Oh(ri, s

∗

−i))

Podstatnou zm¥nou oproti Nashov¥ rovnováze je poºadavek, ºe hrá£ova strategie musí být optimální

po kaºdé historii po níº hrá£ hraje, nejen na za£átku hry. SPE m·ºeme interpretovat jako nem¥nný stav,

ve kterém hrá£i ve výjime£nýh okamºiíh hrají nerovnováºné ake, oº umoº¬uje ostatním hrá£·m, aby

si utvo°ili správná o£ekávání ohledn¥, toho jak se hrá£i hovají v kaºdé podh°e. Za t¥hto o£ekávání se

ºádný hrá£ v SPE nehe odhýlit od své strategie ani na za£átku hry, ani v pr·b¥hu hry. Z de�nie SPE

naví plynou dv¥ vlastnosti:

1. Kaºdá SPE je Nashovou rovnováhou.

2. SPE odpovídá Nashov¥ rovnováze v kaºdé podh°e. To znamená, ºe pro�l strategií, který je SPE, je

také Nashovu rovnováhou v kaºdé podh°e a zárove¬ pro�l strategií, který je Nashovou rovnováhou v

kaºdé podh°e, tvo°í SPE.

Na záv¥r se podívejme, jak vypadají SPE ve h°e vstup do odv¥tví [2℄. Víme, ºe hra má dv¥ Nashovy

rovnováhy (Vstup, Smí°it se) a (Ven, Boj). Z vlastností SPE víme, ºe ºádné jiné SPE ve h°e být

nemohou. Uvaºujme nejprve pro�l s∗ = (V en,B). Vezm¥me si monopolistu a podhru následujíí po

historii h = V stup. Strategie monopolisty vede ke kone£né historii Oh(s
∗) = (V stup,B). Výplata

monopolisty pro tuto historii je um(V stup,B) = 0, zatímo um(V stup, S) = 1. Monopolista si tak

m·ºe v podh°e následujíí po aki vstup polep²it a uvedený pro�l proto netvo°í SPE. Naopak pro�l

s∗ = (V stup, S) je SPE, protoºe:

• v podh°e po historii h = ∅, tj. na za£átku hry, je strategie vyzyvatele optimální, protoºe strategie s∗

vede ke kone£né historii Oh(s
∗) = (V stup, S) a uv(V stup, S) = 2, zatímo uv(V en, S) = 1.

• v podh°e po historii h = V stup, je strategie monopolisty optimální, protoºe strategie s∗ vede ke kone£né
historii Oh(s

∗) = (V stup, S) a um(V stup, S) = 1, zatímo um(V stup,B) = 0.



5.4 Zp¥tná induke

V p°edhozí kapitole jsme vid¥li jeden z moºnýh zp·sob·, jak nalézt SPE - nalézt Nashovy rovnováhy

a poté zkontrolovat, zdali se jedná o SPE. Pro extenzivní hry s kone£ným horizontem na²t¥stí existuje

jednoduhý algoritmus, jak nalézt SPE jednodu²eji, tzv. zp¥tná induke.

Zp¥tnou induki m·ºeme popsat následovn¥:

• Pro kaºdou podhru délky 1 (poslední podhra) najd¥te optimální ake hrá£e, který je na tahu. Ozna£me

S∗

j (1) mnoºinu optimálníh akí podhry j. (Pokud existuje jediná nejoptimáln¥j²í ake, pak S∗

j (1)
obsahuje jediný £len.)

• Vezm¥te jednu aki z kaºdé mnoºiny S∗

j (1) a pro tuto kombinai akí najd¥te v kaºdé podh°e délky 2

optimální aki hrá£e, který v podh°e táhne jako první. Takto získáme pro�ly strategií pro podhry délky,

ozna£me je S∗

l (2).
• Takto pokra£ujeme, dokud nedojdeme na za£átek hry. Pro�ly strategií, které takto získáme tvo°í SPE.

Zp¥tná induke tedy funguje tak, ºe za£neme na koni hry a najdeme optimální ake v posledníh

podhráh. Poté postoupíme vý²e za p°edpokladu, ºe hrá£i budou v posledníh podhráh hrát své opti-

mální ake a najdeme optimální ake hrá£e, který táhne o úrove¬ vý²e. Takto postupujeme, aº na za£átek

hry.

Zp¥tnou induki m·ºeme ilustrovat na p°íkladu 5

• Hra má jen jednu podhru délky 1, v níº hraje hrá£ 1 a má na výb¥r ake G a H . Ake G je p°itom

zjevn¥ optimální, protoºe mu p°inese vy²²í výplatu neº ake H .

• Podhra délky 2 je op¥t jen jedna a první je v ní na tahu hrá£ 2. P°edpokládáme, ºe pokud bude hrát

E, pak hrá£ 1 hraje G a hrá£ 2 získá výplatu 2. Ake F mu oproti tomu p°iná²í výplatu 1. Ake E je

tudíº pro n¥j optimální

• Na za£átku hraje hrá£ 1 a volí mezi akí C a D. Ake C vede ke kone£né historii (C,E,G), která
mu p°iná²í výplatu 1. Ake D p°iná²í výplatu 2 a je tudíº optimální. SPE této hry je pro�l akí

((D,G), (E)).

Obrázek 5: Zp¥tná induke

Na záv¥r kapitoly zmi¬me dv¥ d·leºitá tvrzení

Propozie 3. Mnoºina dokonalýh rovnováh vzhledem k podhrám je ekvivalentní mnoºin¥ pro�l· strate-

giíh generovanýh algoritmem zp¥tné induke.

Propozie 4. Kaºdá extenzivní hra s kone£ným horizontem a dokonalými informaemi má dokonalou

rovnováhu vzhledem k podhrám.



6 Extenzivní hry: Ilustrae

6.1 Ulimátní hra

Ultimátní hra je velmi známou hrou z ekonomikýh experiment·. Vypadá tak, ºe jeden z hrá£·, (nap°.

hrá£ 1) dostane ur£itou £ástku c a tu rozd¥lí na dv¥ £ásti, jednu z £ásti nabídne druhému hrá£i. Pokud

tento hrá£ £ástku p°ijme, pak oba hrá£i získají p°íslu²nou £ástku. Pokud £ástku odmítne, pak nikdo

nezíská ni.

Formáln¥ m·ºeme hru zapsat takto:

• Hrá£i: 1,2

• Kone£né historie: Mnoºina sekvení (x, Z), kde x je £ástka nabídnutá hrá£i 2, p°i£emº 0 ≦ x ≦ c. Z
nabývá hodnot Y (p°ijme) nebo N(odmítne).

• Hrá£ská funke: P (∅) = 1, P (x) = 2
• Preferene: Výplata hrá£e je dána £ástkou, kterou obdrºí, tj. u1(x, Y ) = c−x, u2(x, Y ) = x, u1(x,N) =
0, u2(x,N) = 0

Jelikoº se jedná o hru s kone£ným horizontem m·ºeme k hledání SPE pouºít zp¥tnou induki. Nejprve

uvaºujme podhru délky 1, ve které se hrá£ 2 rozhoduje, zda p°ijmout £i odmítnout. Pokud je x > 0, pak
optimální akí hrá£e 2 je nabídku p°ijmout. Pokud je x = 0, pak hrá£ 2 je indiferentní mezi p°ijmutím

a odmítnutím ake a m·ºe nabídku jak p°ijmout, tak odmítnout. Nyní se zam¥°me na elou hru. Pro

kaºdou kombinai optimálníh akí hrá£e 2, hledáme optimální strategii hrá£e 1. Existují dv¥ moºnosti:

1. Hrá£ 2 p°ijme jakékoli x ≧ 0, pak je optimální odpov¥dí hrá£e 1 nabídnout x = 0.
2. Hrá£ p°ijme jakékoli x > 0 a odmítne x = 0, pak hrá£ 1 nemá optimální strategii, protoºe pro jakékoliv

x lze nalézt nabídku, která bude niº²í a hrá£ 2 ji stále akeptuje.

Jedinou SPE je tedy pro�l strategií, kdy hrá£ 1 nabídne x = 0 a hrá£ 2 akeptuje kaºdou nabídku.

M·ºe se zdát podivné, pro£ by m¥l hrá£ 2 akeptovat i nulovou nabídku, kdyº v p°ípad¥ jejího

odmítnutí obdrºí stejnou výplatu. Hrá£ 2 v²ak bude akeptovat jakkoliv malou nenulovou nabídkou.

Taková nabídka ov²em neexistuje, protoºe mnoºina nabídek striktn¥ v¥t²íh neº nula je otev°ená a nemá

tudíº minimum, oº znamená, ºe jakákoliv nabídka je dominována n¥jakou niº²í nabídkou. Nap°íklad

nabídnutí £ástky 0, 1 je dominováno nabídnutím £ástky 0, 01, oº je dominováno nabídnutím £ástky 0, 001
atd. Tento problém ale zmizí pokud p°edpokládáme, ºe peníze nejsou nekone£n¥ d¥litelné. P°edstavme

si, ºe dovolíme hrá£i 1, aby dával nabídky pouze v elýh halé°íh. V p°ípad¥ kdy hrá£ 2 akeptuje

jen x > 0, je optimální strategií hrá£e 1 nabídnout nejmen²í moºnou nenulovou £ástku, tedy 1 halé°.

Akeptae nulové nabídky je tudíº jen artefakt toho, ºe jsme modelovali moºné nabídky jako spojitou

prom¥nou. V kaºdé takové h°e, kdy je hrá£ indiferentní mezi p°ijmutím a odmítnutím n¥jaké nabídky,

m·ºeme bez komplikaí p°edpokládat, ºe hrá£ tuto nabídku akeptuje. (V opa£ném p°ípad¥ by totiº

dostal o trohu vy²²í nabídku, kterou by jiº striktn¥ akeptoval.)

6.2 Stakleberg·v model oligopolu

U Cournotova a Bertnardova modelu oligopolu jsme p°edpokládali, ºe �rmy se rozhodují sou£asn¥, nyní

budeme p°edpokládat, ºe se �rmy rozhodují o objemu produke postupn¥. Nejprve se rozhoduje �rma

1 a poté �rma 2. Firma 1 své rozhodnutí nem·ºe následn¥ m¥nit. Tento model oligopolu je znám jako

Stakleberg·v oligopol. Formáln¥ m·ºeme hru Staklebergova duopolu zadat následovn¥:

• Hrá£i: Firmy 1 a 2

• Kone£né historie: Mnoºina sekvení (q1, q2), kde qi je produke �rmy i
• Hrá£ská funke: P (∅) = 1, P (q1) = 2
• Preferene: Výplatní funke �rmy i je dána jejím ziskem, tj. qiP (q1 + q2)− Ci(qi), kde P (q1 + q2) je
trºní ena, pokud je na trh dodáno mnoºství q1+ q2. Ci(qi) jsou náklady �rmy p°i výrob¥ mnoºství qi.

SPE nalezneme op¥t pomoí zp¥tné induke. Musíme tedy nejprve vy°e²it, jak se rozhoduje �rma 2

v podh°e o déle 1. A poté najdeme optimální strategii �rmy 1 na za£átku hry p°i dané strategii �rmy 2.



1. V podh°e po historii h = (q1) zná �rma 2 produki �rmy 1 a volí takovou produki q2, aby maximal-

izovala sv·j zisk. Mnoºství produke �rmy 2 je tedy dáno optimální odpov¥dí �rmy 2 stejn¥ jako v

Cournotov¥ oligopolu. Ozna£me toto mnoºství jako q∗2 , tj. b2(q1) = q∗2
2. V podh°e po historii h = ∅ volí �rma 1 q1, které maximalizuje její zisk. Víme p°itom, ºe pokud �rma

vyrobí q1, pak �rma 2 vyrobí b2(q1) a ena bude P (q1 + b2(q1)). Firma 1 tedy v SPE maximalizuje

výraz q1P (q1+b2(q1))−C1(q1). Ozna£íme-li °e²ení tohoto problému jako q∗1 , m·ºeme °íi, ºe SPE tvo°í

pro�l strategií (q∗1 , q
∗

2)

Pro lep²í p°edstavu se podívejme, jak bude vypadat SPE v p°ípad¥ konstantníh pr·m¥rnýh náklad·

a lineární poptávkové k°ivky. P°edpokládejme, ºe funke náklad· Ci(qi) = cqi pro i = 1, 2 a poptávková

k°ivka je P (Q) = α − Q. Zadání je tedy stejné jako v na²em p°ípad¥ Cournotova oligopolu. Za t¥hto

podmínek má �rma 2 tuto optimální odpov¥¤ (odvozeno o Cournotova oligopolu)

b2(q1) =
1

2
(α− c− q1)

Firma 1 vyrábí v SPE takové q1, aby maximalizovala sv·j zisk

π1 = q1(α− (q1 +
1

2
(α − c− q1))− c1) =

1

2
q1(α− c− q1)

maximum nalezneme, pokud výraz zderivujeme podle q1 poloºíme rovno nule

∂π1

∂q1
=

1

2
(α− c)− q1 = 0

�e²ením t¥hto dvou rovni získáváme produki �rem v SPE

q∗1 =
1

2
(α− c)

q∗2 =
1

4
(α− c)

Srovnejme tento výsledek s Cournoutovým oligopolem. V Cournotov¥ h°e dosahovaly ob¥ �rmy stejného

výstupu. Nyní ale vidíme, ºe produke �rmy 1 je vy²²í. V návaznosti na to dosahuje �rma 1 také vy²²ího

zisku. Firma, která si volí sv·j výstup jako první, je na tom ve Staklebergov¥ h°e lépe neº kdyby se hrála

Cournotova hra. Dokone m·ºeme tvrdit, ºe pokud máme jakoukoliv poptávkovou k°ivku a jakoukoliv

nákladovou funki, p°i nihº má �rma 2 jedine£nou nejlep²í odpov¥¤ na kaºdý výstup �rmy 1, pak na

tom �rma 1 nem·ºe být ve Staklebergov¥ oligopolu h·°e neº v Cournotov¥ oligopolu. Argument pro

toto tvrzení je prostý. Jednou moºností �rmy 1 ve Stakelbergov¥ h°e je zvolit výstup, který odpovídá

Nashov¥ rovnováze v Cournotov¥ h°e. To jí za p°edpokladu jedine£né nejlep²í odpov¥di �rmy 2 zajistí

stejný zisk, jaký by dosáhla v Cournotov¥ oligopolu. Pokud bude volit jiný výstup, pak jist¥ jen takový,

který ji zajistí vy²²í zisk.

6.3 Kupování hlas·

V tomto p°íkladu budeme modelovat situai, kdy dv¥ lobbistiké skupiny upláí zákonodáre, jako ex-

tenzivní hru. Ozna£me lobbistiké skupiny X a Y . Kaºdá z nih lobuje za jiný protih·dný zákon.

Zákonodárný sbor má lihý po£et £len· k. Ob¥ skupiny mohou dát kaºdému z k zákonodár· ur£itou

£ástku pen¥z, ozna£me je xi a yi. Kaºdý zákonodáre volí pro ten návrh skupiny, která mu dala víe

pen¥z. Skupina X si svého návrhu ení na Vx, skupina Y na Vy .

Tuto situai m·ºeme zapsat jako extenzivní hru, kde

• Hrá£i: skupiny X a Y
• Kone£né historie: Mnoºina sekvení (x, y), kde x je seznam plateb skupiny X zákonodár·m, tj.

x = (x1, ...xk). Obdobn¥ pro y.
• Hrá£ská funke: P (∅) = X , P (x) = Y
• Preferene: Preferene skupiny X jsou dány výplatní funkí

ux(x, y) =

{

Vx − (x1 + x2 + ...+ xk) pokud je p°ijat zákon X

−(x1 + x2 + ...+ xk) pokud je p°ijat zákon Y



P°edpokládáme, ºe zákon Y je p°ijat, pokud yi ≥ xi alespo¬ v p°ípad¥
1
2 (k+1) zákonodár·. Preferene

skupiny Y jsou analogiké.

K nalezení SPE pouºijeme zp¥tnou induki. Nalezneme tedy nejlep²í odpov¥¤ skupiny Y na jakoukoliv

strategii x skupiny X . Ozna£me µ libovolnou v¥t²inu zákonodár·, tj. µ = 1
2 (k + 1). Dále ozna£me mx

jako sou£et µ nejmen²íh sloºek vektoru x. mx je tedy nejmen²í £ástka, kterou skupina X vyplatila

nadpolovi£ní v¥t²in¥ zákonodár·. Pokud he skupina Y prosadit sv·j návrh, pak musí vyrovnat £ástku

zaplaenou skupinouX u µ zákonodár·, tj. musí elkov¥ zaplatit alespo¬mx. Nejlep²í odpov¥dí skupiny

Y v SPE tedy bude

• vyrovnat platbu skupiny X u µ zákonodár·, kterým skupina X zaplatila nejmén¥, pokud mx < Vy

• neplatit ni, pokud mx > Vy

• vyrovnat platbu skupiny X u µ zákonodár·, kterým skupina X zaplatila nejmén¥ nebo neplatit ni,

pokud mx = Vy

Pokud víme, jak se bude hovat skupina Y , m·ºeme se podívat, o by m¥la d¥lat skupina X . Che-li

skupinaX prosadit sv·j návrh, musí kaºdému zákonodári zaplatit alespo¬mx ≧
Vy

µ
, potom se skupin¥ Y

nevyplatí zákonodáre p°eplatit, protoºe by musela zaplatit víe neº v Vy. Skupina X v takovém p°ípad¥

zaplatí mx = k
Vy

µ
. Tato ake p°inese skupin¥ X kladnou výplatu jen pokud je Vx > k

Vy

µ
. V opa£ném

p°ípad¥ se skupin¥ X nevyplatí zaplatit zákonodár·m tolik, aby skupinu Y odradila a nem·ºe tak

prosadit sv·j návrh. V takovém p°ípad¥ maximalizuje skupina X svou výplatu p°i aki mx = (0, .., 0). V
takovém p°ípad¥ je výplata skupiny X nulová, zatímo p°i jakékoliv jiné aki by byla záporná. Optimální

akí skupiny X tedy bude

• mx = (0, .., 0), pokud Vx < k
Vy

µ

• mx = (
Vy

µ
, ...,

Vy

µ
), pokud Vx > k

Vy

µ



7 Extenzivní hry: roz²í°ení

7.1 Extenzivní hry se sou£asnými tahy

Zatím jsme p°edpokládali, ºe po kaºdé historii je na tahu jen jediný hrá£. Nyní popí²eme oben¥j²í model,

ve kterém po n¥kterýh historiíh volí hrá£i své ake sou£asn¥, p°i£emº hrá£i znají minulé ake ale neznají

sou£asné ake ostatníh hrá£·. Jedná se tedy o jakousi kombinai extenzivní a strategiké hry.

De�nie 16. Extenzivní hra s dokonalými informaemi a sou£asnými akemi se skládá z

• mnoºiny hrá£·

• mnoºiny kone£nýh historií

• hrá£ské funke, která kaºdé sekveni, která je vlastní podhistorií, p°ipisuje ur£itého hrá£e

• mnoºiny akí Ai(h) de�novanýh pro kaºdou vlastní podhistorii h n¥jaké kone£né historie a pro kaºdého

hrá£e, který je p°ipsán hrá£skou funkí podhistorii h
• preferení de�novanýh nad mnoºinou kone£nýh historií

Zárove¬ platí, ºe kone£né historie, hrá£ská funke a mnoºiny akí jsou navzájem konzistentní.

V²imn¥te si, ºe u extenzivníh her jsme nemuseli de�novat mnoºinu dostupnýh akí kaºdého hrá£e

p°ímo, protoºe tyto byly odvoditelné z kone£nýh historií. U extenzivníh her se sou£asnými akemi to

v²ak jiº moºné není. De�nii hry je tudíº nutné doplnit o mnoºiny dostupnýh akí. Ukázku extenzivní

hry se sou£asnými tahy m·ºeme vid¥t na obrázku 6. V²imn¥te si ov²em, ºe podobné gra�ké znázorn¥ní

je moºné jen v p°ípad¥, kdy se sou£asné tahy objevují aº t¥sn¥ p°ed konem kone£né historie.

Obrázek 6: Extenzivní hra se sou£asnými tahy

Hrá£ova strategie je de�nována stejn¥ jako u extenzivníh her bez sou£asnýh tah·. Strategie spei-

�kuje ake, které si hrá£ volí po kaºdé historii, kdy je na tahu. U hry na obrázku 6 spei�kuje strategie

hrá£e 1 jeho aki jak na za£átku hry, tak po historii Concert. Hrá£ 1 má tudíº £ty°i strategie (Concert, B),
(Concert, S), (Book,B) a (Book, S). Hrá£ 2 hraje jen po aki Concert a má dv¥ strategie B a S.

De�nie Nashovy rovnováhy a SPE pro extenzivní hry se sou£asnými tahy z·stává stejná jako v

p°edhozí kapitole a stejný je také zp·sob jejih nalezení. P°i hledání Nashovy rovnováhy p°epí²eme

extenzivní hru do její strategiké formy a v takové tabule nalezneme Nashovy rovnováhy. Ov¥°te, ºe

hra na obrázku 6 má tyto Nashovy rovnováhy: ((Concert, B), B), ((Book,B), S) a ((Book, S), S). P°i

hledání SPE u her s kone£ným horizontem m·ºeme op¥t pouºít zp¥tnou induki. Jak tedy vypadají SPE

ve h°e z obrázku 6? V podh°e po historii Concert jsou 2 Nashovy rovnováhy (S,S) a (B,B). Uvaºujme

tedy nejprve rovnováhu (S,S). V takovém p°ípad¥ je optimální volbou hrá£e 1 na za£átku hry ake Book.
Pokud budeme naopak uvaºovat rovnováhu (B,B) po historii Concert, pak je optimální akí hrá£e 1 na

za£átku hry Concert. Hra má tedy 2 SPE ((Concert, B), B) a ((Book, S), S).

7.2 Extenzivní hry se sou£asnými tahy: Ilustrae

Vstup do monopolního odv¥tví

P°edstavme si odv¥tví ve kterém p·sobí jediná �rma (monopolista) a druhá �rma (vyzyvatel) zvaºuje

vstup, který je spojen s náklady f . Pokud vyzyvatel nevstoupí, pak je jeho zisk nula. Pokud se rozhodne

vstoupit, pak se �rmy sou£asn¥ rozhodují o mnoºství vyráb¥ného produktu, tj. hrají Cournotovu hru.

Tuto situai m·ºeme modelovat jako následujíí extenzivní hru se sou£asnými tahy:



• Hrá£i: stávajíí �rma (monopolista) a vyzyvatel

• Kone£né historie: (In, (q1, q2)), (Out, q1) kde In a Out zna£í zda vyzyvatel vstoupí nebo ne, q1 je

výstup stávajíí �rmy a q2 je výstup vyzyvatele

• Hrá£ská funke: P (∅) = 2, P (In) = 1, 2, P (Out) = 1
• Ake: A2(∅) = In,Out, A1(In) = A1(Out) = A2(In) = {q|q ≧ 0}
• Preferene: jsou dány ziskem. Po historii (In, (q1, q2)) je zisk stávajíí �rmy q1D(q1 + q2) − C1(q1) a
zisk vyzyvatele je q2D(q1 + q2)− C2(q2)− f . Po historii (Out, q1) je zisk stávajíí �rmy (monopolisty)

q1D(q1)−C1(q1) a zisk vyzyvatele je 0, kde C zna£í nákladovou funki a D inverzní poptávkovou funki.

P°edpokládejme, stejn¥ jako v kapitole 2.1.1, ºe pr·m¥rné náklady �rem jsou konstantní a poptávka je

lineární. SPE najdeme pomoí zp¥tné induke. Podívejme se tedy na rovnováhu podhry po historii In.
V kapitole 2.1.1 jsme vid¥li, ºe v rovnováze této podhry ob¥ �rmy vyrábí mnoºství

1
3 (α−c). Zisk stávajíí

�rmy je potom

1
9 (α− c)2 a zisk vyzyvatele je

1
9 (α− c)2 − f . V podh°e po historii Out je stávajíí �rma

v roli monopolisty a bude vyráb¥t mnoºství

1
2 (α− c). Nyní se musíme podívat na podhru po historii ∅.

Vyzyvatel získá zisk 0 pokud nevstoupí a zisk

1
9 (α− c)2 − f pokud vstoupí. Je zjevné, ºe SPE tak závisí

na nákladeh vstupu f . Mohou nastat 3 situae:

• Pokud f > 1
9 (α− c)2, pak SPE je (Out, 1

2 (α− c))
• Pokud f < 1

9 (α− c)2, pak SPE je (In, (13 (α− c), 1
3 (α− c))

• Pokud f = 1
9 (α− c)2, pak má hra 2 SPE uvedené v p°edhozíh odráºkáh.

Odhod z upadajíího odv¥tví

P°edstavme si odv¥tví, ve kterém momentáln¥ p·sobí dv¥ �rmy, jedna velká a druhá malá. Trºní poptávka

v odv¥tví neustále klesá. Kdy odejde �rma z odv¥tví? Která z �rem odejde první? Tyto a dal²í otázky

nám pom·ºe odpov¥d¥t následujíí model.

�as hápeme jako diskrétní, ozna£me Pt(Q) trºní enu v období t, pokud �rmy vyráb¥jí dohromady

mnoºství Q a p°edpokládejme, ºe ena v pr·b¥hu £asu klesá tak jako na obrázku 7, tj. Pt(Q) < Pt−1(Q)
pro kaºdé Q. Firma, která jednou trh opustí se jiº nem·ºe vrátit. Vzhledem k tomu, ºe se zajímáme jen

o to zda �rma na trhu z·stane (ake S) nebo ho opustí (ake E), budeme p°edpokládat, ºe �rma vyrábí

�xní výstup ki s náklady cki. P°edpokládejme, ºe k1 > k2. Hra je de�nována následovn¥:

• Hrá£i: Firma 1 a 2

• Kone£né historie: V²ehny kone£né sekvene (X1, ...Xt), kde Xs = (S, S) a Xt = (E,E) nebo Xs =
(S,E) pro n¥jaké s a Xt = (E, S). Nekone£ná sekvene (X1, X2, ...), kde Xs = (S, S)

• Hrá£ská funke: P (h) = 1, 2 po kaºdé historii h, ve které ºádná �rem neode²la z trhu. P (h) = 1, pokud
b¥hem historie h �rma 2 ode²la z trhu a naopak

• Ake: Ai = {S,E}, pokud je �rma na tahu

• Preferene: Jsou dány elkovým sou£tem zisk· b¥hem doby, kdy �rma p·sobila na trhu

Jak vypadá SPE této hry? Nejprve se podívejme, jestli v SPE m·ºe nastat nekone£ná historie, v níº

alespo¬ jedna �rma z·stává na trhu nekone£n¥ dlouho. Pokud ne, pak víme, ºe hra má v SPE kone£nou

historii a m·ºeme pouºít zp¥tnou induki. V období, kdy Pt(ki) < c, �rma utrpí ztrátu, i kdyº p·sobí

na trhu sama. Pokud v²ak poptávka stále klesá, tak jako na obrázku 7, pak musí takové období p°ijít.

Ozna£me tedy poslední období, kdy je pro �rmu i výhodné z·stat na trhu, pokud na n¥m p·sobí sama,

jako ti, tj. ti je nejv¥t²í hodnota t pro níº platí Pt(ki) ≧ c. (Na obrázku 7 je t1 = 2 a t2 = 4). Jelikoº

víme, ºe ob¥ �rmy odejdou v SPE z trhu nejpozd¥ji v období ti + 1 m·ºeme pouºit zp¥tnou induki k

nalezení SPE.

V²imn¥me si nejprve, ºe v¥t²í �rma se dostane jako monopolista do ztráty d°íve neº men²í �rma, tj.

t1 ≦ t2. Uvaºujme proto období t1. Pokud �rma 2 v tomto období odejde, pak je její následný zisk roven

0. Pokud �rma 2 z·stane a �rma 1 odejde, pak �rma 2 vyd¥lá ve v²eh obdobíh od t1 do t2 kladný

zisk a poté odejde. Pokud ob¥ �rmy z·stanou, pak m·ºe být zisk �rmy 2 v tomto období záporný, ale v

obdobíh od t1+1 do t2 bude její zisk kladný, protoºe �rma 1 s jistotou odejde nejpozd¥ji v období t1+1.
P°edpokládejme, ºe zisk �rmy 2 v dal²íh obdobíh je v¥t²í neº ztráta, kterou �rma m·ºe utrp¥t v období

t1. V takovém p°ípad¥ v SPE �rma 2 z·stane v období t1 na trhu a �rma 1 trh opustí. (Teoretiky je

moºné, ºe v období t1 mohou být na trhu ob¥ �rmy ziskové, v takovém p°ípad¥ opustí �rma 1 trh aº v

následujíím období.) Postupujeme zp¥tnou indukí do období t1 − 1. Pokud �rma 2 z·stane na trhu,



Obrázek 7: Pokles poptávky ve h°e odhod z odv¥tví

pak obdrºí kladný zisk v obdobíh t1 aº t2, protoºe �rma 1 opustí v období t1 trh (a pokud na n¥m v

období t1 z·stane, pak jen v p°ípad¥, ºe ob¥ �rmy získají v období t1 kladný zisk). V období t1− 1 m·ºe
�rma 2 utrp¥t ztrátu, pokud �rma 1 z·stane na trhu, ale tato ztráta je jist¥ men²í neº ztráta, kterou

mohla utrp¥t v období t1 v p°ípad¥, ºe by ob¥ �rmy byli na trhu. A o této ztrát¥ jsme p°edpokládali,

ºe je p°evý²ena zisky z dal²íh období. Firma 2 tak z·stane v období t1 − 1 na trhu bez ohledu na to,

o ud¥lá �rma 1. Firma 1 by m¥la v tomto období opustit trh, pokud Pt1−1(k1 + k2) < c, v opa£ném

p°ípad¥ by m¥la z·stat.

Stejnou logiku m·ºeme aplikovat na v²ehna p°edhozí období. Období, ve kterém mohou být ob¥

�rmy ziskové p·sobí-li na trhu spolu, ozna£me jako t0. V t0 tedy platí, ºe Pt0(k1 + k2) ≧ c. SPE hry

o odhod z odv¥tví vypadá následovn¥: v¥t²í �rma opustí trh v období t0 + 1, men²í �rma z·stane v

odv¥tví aº do období t2.

Volební sout¥º se strategiky uvaºujíími voli£i

V seki 2.3 jsem vid¥li jak vypadá Hotelling·v model voleb. V tomto modelu ne�gurovali voli£i jako hrá£i,

protoºe vºdy volili dle svýh preferení a ne strategiky. P°edstavme si nyní hru, ve které se kandidáti

nejprve sou£asn¥ rozhodnou zda kandidovat a o své pozii na pravolevém spektru. Poté se voli£i sou£asn¥

rozhodují o tom koho volí. Uvedená hra má následujíí strukturu:

• Hrá£i: kandidáti k1, ...kn a voli£i o1, ..., on
• Kone£né historie: Sekvene (x, v), kde x je vektor pozi jednotlivýh kandidát· a v vektor volebníh

rozhodnutí voli£e, tj. seznam kandidát·, které jednotlivý voli£i volili

• Hrá£ská funke: P (∅) = k1, ..., kn, P (x) = o1, ..., on
• Ake: Mnoºina akí dostupnýh kandidát·m je dána akí Out a mnoºinou moºnýh pozi. Mnoºina

akí dostupnýh voli£·m je dána mnoºinou kandidát· k1, ...kn
• Preferene: Preferene kandidát· jsou dány výplatní funkí, která p°ipisuje hodnotu n historii, kdy

kandidát vyhraje, hodnotu n− k historii, kdy vyhraje spolu s k dal²ími kandidáty, hodnotu 0 historii,

kdy nekandiduje a hodnotu -1, kdy kandidát prohraje. Preferene voli£· jsou dány vzdáleností mezi

jeho preferenemi a pozií kandidáta. P°edpokládejme, stejn¥ jako u Hotellingova modelu, ºe preferene

lze reprezentovat £ísly na intervalu < 0, 1 >.

Ukáºeme si °e²ení hry pro p°ípad dvou kandidát· a libovolného po£tu voli£·. SPE hledáme op¥t

pomoí zp¥tné induke. Podívejme se tedy na rovnováhy podhry po historii h = (x). Tato podhra má

mnoho Nashovýh rovnováh. Nap°. kaºdý pro�l akí ve kterém v²ihni voli£i volí stejného kandidáta je

Nashovou rovnováhou. Tato mnohost Nashovýh rovnováh nám umoº¬uje konstruovat SPE pro kaºdou

pozii dvou kandidátu. (Ov¥°te, ºe pro�l strategií, ve kterém si kandidáti zvolí pozie (x1, x2) a v²ihni

voli£i poté volí pro kandidáta 1, tj. vi(x1, x2) = k1 : ∀i, p°edstavuje SPE)



V¥t²ina takovýh rovnováh v²ak není p°íli² robustní, protoºe volba mén¥ preferovaného kandidáta je

slab¥ dominována volbou víe preferovaného kandidáta. P°edpokládejme, ºe voli£i nehrají slab¥ domino-

vanou aki, tj. volí kandidáta, který je nejblíºe jejih preferením. V takovém p°ípad¥ je °e²ení této hry

stejné jako °e²ení Hotellingova modelu v seki 2.3. Jedinou SPE, ve které n¥který z hrá£· nehraje slab¥

dominovanou aki, je pro�l akí, ve kterém kandidáti zaujmou místo dle preferení mediánového voli£e a

voli£i volí preferovan¥j²ího kandidáta.

Bertrand·v model s volbou kapait

Kreps, Sheinkman (1984) pomoí níºe uvedeného modelu ukazují, ºe existene kapaitníh omezení m·ºe

výrazn¥ zm¥nit rovnováhu Bertandova modelu. Uvaºujme situai, ve které jsou na trhu dv¥ �rmy, které

nejprve investují do svýh kapait p°i konstantníh jednotkovýh nákladeh a následn¥ si konkurují svou

enou. P°edpokládáme p°itom, ºe poptávka je lineární, tj. D(p) = α − p. Dále musíme spei�kovat,

jak vypadá poptávka po produki �rmy s vy²²í enou. P°edpokládáme, ºe �rma s niº²í enou prodává

spot°ebitel·m s nejvy²²ím oen¥ním (tzv. pravidlo maximalizujíí p°ebytek - surplus maximizing ra-

tioning rule). Jak bude vypadat trºní rovnováha? Bude stejná jako v Bertandov¥ modelu?

Hra modelujíí tuto situai m·ºe být de�nována následovn¥

• Hrá£i: �rma 1 a �rma 2

• Kone£né historie: sekvene ((q1, q2), (p1, p2)), kde qi jsou kapaity �rmy i a pi je ena �rmy i
• Hrá£ská funke: P (∅) = {1, 2} a P (q1, q2) = {1, 2}
• Mnoºina akí: Ai(∅) = qi, qi ∈ R+

a Ai(q1, q2) = pi, pi ∈ R+

• Preferene jsou dány ziskovou funkí pixi− cqi, kde xi je mnoºství, které �rma prodá. Mnoºství, které

�rma prodá je rovno

xi(q) =











min{qi, D(pi)} pokud pi < pj

min{qi, D(pi)/2} pokud pi = pj

min{qi, D(pi)− qj} pokud pi > pj

SPE budeme hledat tradi£n¥ zp¥tnou indukí. V prvním kroku tedy ukáºeme jak vypadají rovnováºné

eny pro jakoukoliv úrove¬ kapait a v druhém kroku vezmeme do úvahy tento výsledek, abyhom nalezli

rovnováºnou úrove¬ kapait.

1. V podh°e, ve které �rmy volí enu, je Nashovou rovnováhou dvojie en (p∗1, p
∗

2) taková, ºe p∗1 = p∗2 =
α− q1 − q2. Cena tedy bude taková, ºe ob¥ �rmy prodají ve²keré své kapaity. Abyhom toto tvrzení

dokázali, uvaºujme, zdali se �rm¥ 1 vyplatí stanovit vy²²í nebo niº²í enu.

• Pokud �rma 1 stanoví p1 < p∗1, pak bude její zisk Π(p1) = p1q1 − cq1, oº je jist¥ niº²í neº zisk

Π(p∗1) = p∗1q1 − cq1. Výsledek je intuitivní, pokud totiº �rma sníºí enu, pak stejn¥ neprodá víe neº

jsou její kapaity.

• Co kdyº �rma 1 stanoví enu p1 > p∗1? Na základ¥ pravidla maximalizujíího p°ebytek je reziduální

poptávka �rmy 1 x1 = D(p1)−q2 = α−p1−q2. Je z°ejmé, ºe prodané mnoºství x1 < q1. Zisk p°i tomto
odhýlení m·ºeme vyjád°it jako Π(p1) = p1x1 − cq1 = p1(α− p1 − q2)− cq1. Na �rmu 1 nyní m·ºeme

pohlíºet jako na monopolistu, který £elí reziduální mnoºství a volí optimální enu, aby maximalizoval

svoje zisky. Podmínka prvního °ádu maximalizae zisku je

∂Π
∂p1

= α−2p1−q2 = α−2(α−x1−q2)−q2,
kde poslední rovnost dostaneme, kdyº za p1 dosadíme z reziduální poptávky. Naví víme, ºe x1 < q1.
Pokud tedy pro kapaity platí q1 < α/3 a q2 < α/3, pak je ∂Π

∂p1

< 0 a zisková funke je klesajíí. Firm¥

se pak nevyplatí ú£tovat vy²²í enu neº p∗1

2. Nyní se podívejme, jak se �rmy rozhodují o kapaitáh, pokud antiipují výsledek p°edhozí podhry.

Kaºdá z �rem se tedy rozhoduje o svýh kapaitáh, aby maximalizovala antiipovaný zisk Pi(pi) =
(pi − c)(α − q1 − q2). Tento maximaliza£ní problém je ale stejný jako problém, který °e²í �rmy v

Cournotov¥ modelu. Rovnováºné kapaity jsou tedy (q∗1 , q
∗

2) = (α−c
3 , α−c

3 ). V²imn¥me si ,ºe rovnováºné

kapaity jsou skute£n¥ niº²í neº poºadovanýh α/3.

Kreps, Sheinkman (1984) dokone ukazují, ºe uvedená rovnováha je jedinou rovnováhou hry i pro

oben¥j²í tvary poptávky. Tento model nám ukazuje dal²í moºnou interpretai Cournotova modelu.

Cournot·v model m·ºeme hápat rovnováhu situae, kdy si �rmy sie konkurují enou, ale jsou svázány

kapaitami, které si v minulosti zvolily.



7.3 Exogenní nejistota v extenzivníh hráh

Model extenzivní hry, tak jak ho známe, m·ºe být jednodu²e roz²í°en o náhodné události, které se v

pr·b¥hu hry mohou stát.

De�nie 17. Extenzivní hra s náhodnými událostmi je extenzivní hra s dokonalými informaemi, ve které

• hrá£ská funke p°ipisuje historiím nejen hrá£e hry ale také "náhodu"

• pravd¥podobnosti, které náhoda p°ipisuje jednotlivým historiím, jsou p°esn¥ spei�kovány

• preferene hrá£· jsou de�novány nad loteriemi sloºenýh z kone£nýh historií

My²lenka skrývajíí se za touto de�nií je prostá. V ur£itém uzlu m·ºe do hry vstoupit n¥jaká náhodná

událost, která je modelována jako dodate£ný hrá£ zvaný "náhoda". Náhoda se o ni£em nerozhoduje, ale

zp·sobí, ºe s ur£itou pravd¥podobností se hra ubírá n¥jakým sm¥rem. Tyto pravd¥podobnosti jsou p°itom

známé. P°íklad takové hry je vid¥t na obrázku 8. Náhoda je na obrázku ozna£me jako hrá£  (hane).

Vidíte, ºe po tahu hrá£e 1 náhoda s pravd¥podobností

1
2 ukon£í hru s výplatami 3, 0 a s pravd¥podobností

1
2 táhne hrá£ 2.

Obrázek 8: Extenzivní hra s náhodnou událostí

Hry s náhodnou událostí se £asto pouºívají k modelování skute£nosti, ºe hrá£i mohou d¥lat b¥hem

hry hyby. P°edpoklad o tom, ºe hrá£i d¥lají hyby m·ºe být velmi uºite£ný, pokud se heme zbavit

nerobustníh rovnováh (Selten 1975). Mnohdy se totiº ukáºe, ºe n¥které rovnováhy nejsou imunní ani proti

minimální moºnosti hyby. To znamená, ºe sta£í, aby hrá£i d¥lali hyby s velmi malou pravd¥podobností

a tyto situae p°estávají být rovnováhami. Rovnováhy, které jsou robustní i p°i ur£ité malé moºnosti

hyby, se nazývají jako perfektní vzhledem k t°esouí se rue (trembling-hand perfet). Ukáºeme si tento

prinip na jednoduhém p°íkladu.

A B

A 1,1 2,0

B 0,2 2,2

Tabulka 14: P°íklad

Vezmeme si strategikou hru znázorn¥nou tabulkou 14. Je zjevné, ºe uvedená hra má 2 Nashovy

rovnováhy (A,A) a (B,B). Nyní v²ak p°edpokládejme, ºe hrá£i d¥lají hyby. S pravd¥podobností pi <
1
2

hrá£ hraje jinou aki neº zamý²lel. S pravd¥podobností 1 − pi potom hraje aki, kterou skute£n¥ ht¥l

hrát. Takovou situai m·ºeme modelovat jako následujíí hru.

• Hrá£i 1 a 2

• Kone£né historie: V²ehny sekvene ((W,X)Y, Z), kde W,X,Y a Z jsou bu¤ ake A nebo B. W zna£í

aki, kterou si zvolil hrá£ 1 a X aki zvolenou hrá£em 2. Y a Z jsou ake, které hrá£·m p°id¥lila náhoda.

• Hrá£ská funke: P (∅) = 1, 2, P (W,X) = c, P ((W,X), Y ) = c
• Ake: A,B

• Pravd¥podobnosti dané náhodou: Po historii (W,X) zvolí náhoda W s pravd¥podobností 1 − p1 a

opa£nou aki hrá£e 1 s pravd¥podobností p1. Po historii ((W,X), Y ) zvolí náhodaX s pravd¥podobností

1− p2 a opa£nou aki hrá£e 2 s pravd¥podobností p1.
• Preferene jsou dány o£ekávanou hodnotou Bernoulliho výplatní funke zadané tabulkou 14



Jelikoº se hrá£i rozhodují sou£asn¥ musí být kaºdá Nashova rovnováha také SPE. K nalezení SPE nám

tedy sta£í nalézt Nashovy rovnováhy. Nashovy rovnováhy nalezneme tak, zkonstruujeme strategikou

formu této hry. Kaºdý hrá£ má na výb¥r ze dvou akí A a B. P°edpokládejme, ºe oba hrá£i si vyberou

aki A. Jak bude vypadat výplata hrá£e 1? Situae (A,A) nastává s pravd¥podobností (1 − p1)(1 − p2)
s touto pravd¥podobností obdrºí hrá£ výplatu 1. Situae (A,B) nastává s pravd¥podobností p1(1 − p2)
s touto pravd¥podobností obdrºí hrá£ 1 výplatu 0. V situaíh (A,B) a (B,B) získá hrá£ 1 výplatu 2.

Tyto situae nastanou s pravd¥podobností p2. O£ekávaná výplata hrá£e 1 z pro�lu akí (A,A) je tedy

(1− p1)(1− p2) + 2p2. Postupujme-li takto dále získáme tabulku 15.

A B

A 1− p1 + p2 + p1p2, 1− p2 + p1 + p1p2 2− p2 − p1p2, 2p1 + p2 + p1p2

B 2p2 + p1 + p1p2, 2− p1 − p1p2 2− 2p2 + p1p2, 2− 2p1 + p1p2

Tabulka 15: Strategiká forma hry

Pro p1 = 0 a p2 = 0 získáváme p·vodní hru z tabulky 14, která má 2 Nashovy rovnováhy. Pokud je ale

alespo¬ jedno z pi > 0, pak je rovnováhou jen pro�l akí (A,A), protoºe 2− pi− pipj > 2− 2pi+ pipj (za
p°edpokladu, ºe p1 < 1

2 a p2 < 1
2 ). Vidíme tedy, ºe sta£í velmi malá pravd¥podobnost hyby a pro�l akí

(B,B) p°estává být rovnováhou. Touto vlastností se vyzna£ují v²ehny rovnováhy ve slab¥ dominovanýh

akíh (ale nejen ony).

7.4 Morální hazard v teorii kontrakt·

Jako morální hazard se v ekonomii ozna£uje jedna ze situaí, kdy mají agenti asymetriké informae.

Konkrétn¥ se jedná o situai, kdy dv¥ strany (£asto nazývané jako prinipál a agent) spolu uzavírají

kontrakt, p°i£emº jedna ze stran m·ºe u£init aki, která není pozorovatelná druhou stranou, ale ovlivní

její výplatu. V rámi tzv. teorie kontrakt· potom °e²íme, jaké smlouvy jsou v p°ípad¥ asymetrikýh

informaí optimální. Jako p°íklad morálního hazardu m·ºe slouºit situae, kdy zam¥stnavatel uzavírá

smlouvu se zam¥stnanem, p°i£emº není shopen kontrolovat jeho praovní úsilí. Podobný kon�ikt m·ºe

vznikat mezi akioná°em �rmy a manaºery nebo v¥°iteli �rmy a jejími akioná°i. Je dobré si uv¥domit,

ºe morální hazard se stává problémem pro ekonomikou efektivnost pouze tehdy, kdyº mají ob¥ strany

kontraktu odli²nou výplatní funki. V opa£ném p°ípad¥ není morální hazard problém. Pokud maximal-

izuje zam¥stnane stejnou výplatní funki jako zam¥stnavatel, pak je jedno, zda je £i není jeho hování

pozorovatelné.

Hra modelujíí situai s morálním hazardem m·ºe být de�nována následujíím zp·sobem

• 2 hrá£i: prinipál P a agent A

• Kone£né historie (w(q), X, e, q(e)), kde w je mzda, kterou prinipál nabídne agentovi, X zna£í p°ijmutí

nebo odmítnutí kontraktu, e je snaha, kterou agent vyvine a q(e) je produke, kterou agent vytvo°í.

• Hrá£ská funke: P (∅) = P , P (w) = A, P (w,X) = A, P (w,X, e) = N
• Výplaty jsou v p°ípad¥ uzav°ení kontraktu UP (w, q) = S(q) − w(q), UA(w, q) = u(w(q)) − C(e). V

p°ípad¥ odmítnutí kontraktu obdrºí agent rezerva£ní uºitek Ū . S(q) je pen¥ºní hodnota produke q.

Z de�nie hry je z°ejmé po°adí tah·. Nejprve prinipál nabídne agentovi kontrakt harakterizovaný

mzdou, která závisí na mnoºství realizované produke. V²imn¥te si, ºe mzda nezávisí na snaze, kterou

agent vyvine, protoºe tato snaha je nepozorovatelná. Poté se agent rozhodne, zda kontrakt p°ijme a

jakou snahu vyvine. Na záv¥r náhoda rozhodne jaká bude výsledná produke. Pro jednoduhost budeme

p°edpokládat, ºe snaha i výsledná produke agenta m·ºe být vysoká nebo nízká. Pokud je snaha vysoká,

pak pravd¥podobnost, ºe produke bude také vysoká, je pV . Pokud je snaha nízká, pak pravd¥podobnost,
ºe produke bude také vysoká je pN , p°i£emº pV > pN . Ozna£me pen¥ºní hodnotu vysoké produke jako

S̄ a nízkou produki jako S. Mzdu p°i vysoké produki ozna£me jako w̄ a mzdu p°i nízké produki jako

w. Obdobn¥ ozna£me náklady p°i vysoké a nízké snaze jako C̄ a C.

Hru m·ºeme °e²it zp¥tnou indukí. Podívejme se nejprve na podhru, ve které se agent rozhoduje o

své snaze. Porovnává sv·j uºitek p°i vysoké snaze U(V ) = pV (u(w̄)− C̄)+ (1− pV )(u(w)− C̄) s uºitkem
p°i nízké snaze U(N) = pN(u(w̄) − C) + (1 − pN )(u(w) − C). Pokud he prinipál p°im¥t agenta, aby

vyvinul vysokou snahu (oº se prinipálovi vyplatí, pokud jsou náklady na vynuení vy²²í snahy niº²í neº



zisk z vy²²ího úsilí, který je dán (pV − pN)(S̄ − S)), pak musí platit tzv. motiva£ní omezení (inentive

onstraint), které udává, ºe se agentovi vyplatí vyvinout vy²²í snahu

pV (u(w̄)− C̄) + (1− pV )(u(w)− C̄) ≥ pN (u(w̄)− C) + (1− pN )(u(w)− C)

V p°edhozí podh°e se agent rozhoduje, zda kontrakt p°ijme. Pokud ho odmítne, pak obdrºí rezerva£ní

uºitek Ū . Agent tedy p°ijme kontrakt, pokud platí tzv. partiipa£ní omezení (partiipation onstraint)

pV (u(w̄)− C̄) + (1− pV )(u(w)− C̄) ≥ Ū

Na za£átku se prinipál snaºí stanovit takovou úrove¬ mzdy p°i vy²²í produki w̄ a takovou úrove¬ mzdy

p°i niº²í produki w, která maximalizuje jeho uºitkovou funki a spl¬uje ob¥ omezení. Jelikoº prinipálova

uºitková funke je klesajíí v w i v w̄, nastaví prinipál nejniº²í úrove¬ mzdy, kterou mu omezení umoºní.

Partiipa£ní a motiva£ní omezení tudíº budou spln¥ny jako rovnosti.

Rizikov¥ neutrální agent

Rizikov¥ neutrální agenti mají lineární Bernoulliho uºitkovou funki u(w). Vzhledem k tomu, ºe uºitková

funke je ordinální, m·ºeme C a rezerva£ní uºitek normalizovat na hodnotu 0. V takovém p°ípad¥ potom

motiva£ní a partiipa£ní omezení nabývají následujíí podoby.

pV (w̄ − C̄) + (1− pV )(w − C̄) = pN w̄ + (1− pN )w

pV (w̄ − C̄) + (1− pV )(w − C̄) = 0

�e²ením t¥hto dvou rovni získáme °e²ení a podmínky optimálního kontraktu.

w = − pN C̄

pV − pN

w̄ =
(1− pN )C̄

pV − pN

V²imn¥me si n¥kolika vlastností tohoto °e²ení. Agent získá p°esn¥ sv·j rezerva£ní uºitek, oº znamená,

ºe informa£ní výhoda nep°inese agentovi vy²²í uºitek neº jsou jeho náklady ob¥tované p°íleºitosti. O£eká-

vaný transfer od prinipála k agentovi je WFB = pV w̄+(1−pV )w = pV (
(1−pN )C̄
pV −pN

)+(1−pV )(− pN C̄
pV −pN

) =

C̄, oº je p°esn¥ stejná platba, kterou by musel prinipál zaplatit agentovi, kdyby ho ht¥l motivovat k

vysokému úsilí a zárove¬ mohl jeho úsilí kontrolovat. Proto se toto °e²ení nazývá jako �rst best °e²ení.

Dále si v²imn¥te, ºe agent nese ve²keré riziko, ºe produke bude i p°es vysoké úsilí nízká. Agent je ov²em

rizikov¥ neutrální, oº znamená, ºe agent nevyºaduje za toto riziko od²kodn¥ní. Morální hazard tedy

nezp·sobuje ºádnou ztrátu efektivnosti, pokud je agent rizikov¥ neutrální.

Optimální kontrakt de�novaný podmínkami pro w a w̄ m·ºe být implementován mnoha zp·soby.

Typikou implementaí je ud¥lat z agenta vlastníka projektu. Platba agentovi je dána v takovém p°ípad¥

dána jako w = S − F a w̄ = S̄ − F , kde F je p°edem dohodnutá platba náleºejíí prinipálovi. F je

stanoveno tak, aby partiipa£ní omezení bylo spln¥no jako rovnost, tj. pV S̄ + (1− pV )S − C̄ − F = 0.

Rizikov¥ averzní agent

Z p°edhozího výkladu je z°ejmé, ºe efektivní °e²ení problému morálního hazardu závisí na tom, ºe agent

je neutrální k riziku. Pokud tento p°edpoklad opustíme, uvidíme jaký problém morální hazard p°iná²í.

Jedním ze zp·sob·, jak modelovat averzi k riziku je p°edpokládat, ºe Bernoulliho uºitková funke u(w)
je konkávní. Motiva£ní a partiipa£ní omezení nabývají následujíí podoby.

pV (uw̄ − C̄) + (1− pV )(uw − C̄) = pN
√
w̄ + (1− pN )

√
w

pV (uw̄ − C̄) + (1− pV )(uw − C̄) = 0

�e²ením t¥hto dvou rovni získáme podmínky optimálního kontraktu.

w = u−1(− pN C̄

pV − pN
)



w̄ = u−1(
(1− pN )C̄

pV − pN
)

Je moºné ukázat, ºe o£ekávaný transfer od prinipála k agentovi je v tomto p°ípad¥ v¥t²í neº platba,

kterou by musel prinipál zaplatit agentovi, kdyby ho ht¥l motivovat k vysokému úsilí a zárove¬ mohl

jeho úsilí kontrolovat. Proto se toto °e²ení nazývá jako seond best °e²ení. Platí tedy, ºe WSB > C̄. Tato
skute£nost má dva d·sledky. Zaprvé, morální hazard zp·sobuje neefektivnost, pokud prinipál·v zisk z

vy²²ího úsilí (pV − pN )(S̄ − S) leºí v intervalu mezi [WFB ,WSB]. Za p°edpokladu dokonalýh informaí

by se prinipálovi vyplatilo vynutit si vy²²í úsilí, ov²em p°i nepozorovatelném úsilí to neud¥lá. Zadruhé,

existuje zde trade-o� mezi motivaí agenta a poji²t¥ním agenta. Motivae k vy²²ímu úsilí si vynuuje

v¥t²í rozdíl mezi mzdou p°i vy²²í a niº²í produki. Na druhé stran¥ rizikov¥ averzní agent musí být za

tento rozdíl od²kodn¥n, oº zvy²uje prinipálovi náklady.

Omezené ru£ení

V p°ípad¥ V p°edhozím p°ípad¥ jsme vid¥li, ºe optimální mzda w je záporná (Oben¥ je taková, ºe p°i

realizai niº²í produke získá agent men²í neº rezerva£ní uºitek). M·ºeme tedy p°edpokládat, ºe agent

není ohoten toto riziko nést a w musí být vy²²í neº ur£itá £ástka L ≤ 0. Alternativn¥ lze také tuto

podmínku interpretovat tak, ºe agent nemá dostatek aktiv aby uhradil prinipálovi p°ípadný negativní

transfer. Optimální kontrakt nyní musí spl¬ovat nejen motiva£ní a partiipa£ní omezení, ale také omezení

omezeného ru£ení w ≥ L.
V p°edhozí kapitole jsme odvodili velikost w bez omezeného ru£ení. Pokud je tato hodnota men²í neº

L, tj. pokud platí

− pN C̄

pV − pN
≤ L

pak bude podmínka omezeného ru£ení svazujíí a partiipa£ní omezení nebude svazujíí (tj. bude spln¥no

jako nerovnost) a výsledek je v tomto p°ípad¥ dán °e²ením následujííh dvou rovni

pV (w̄ − C̄) + (1− pV )(w − C̄) = pN w̄ + (1− pN )w

w = L

�e²ení této soustavy rovni je následujíí w = L a w̄ = L+ C̄
pV −pN

. Toto °e²ení se £asto nazývá jako tzv.

seond best °e²ení.

Op¥t se podíváme na n¥kolik vlastností tohoto kontraktu. Nejprve se zeptejme jaký je agent·v uºitek?

Dosadíme-li °e²ení do agentovi uºitkové funke získáme UB = pV (L + C̄
pV −pN

− C̄) + (1 − pV )(L − C̄) =

L + pN

pV −pN
C̄ ≥ 0, kde poslední nerovnost plyne z toho, ºe partiipa£ní omezení není svazujíí. Vidíme

tedy, ºe agent obdrºí v¥t²í uºitek neº je jeho rezerva£ní uºitek. Tento rozdíl je dán jeho informa£ní

výhodou a nazývá se informa£ní renta. Nyní vyjád°íme o£ekávaný transfer od prinipála k agentovi

WSB = pV w̄ + (1 − pV )w = L+
pV

pV − pN
C̄ = L+ C̄ +

pN
pV − pN

C̄ > C̄

Je vid¥t, ºe náklady prinipála na vynuení si vy²²ího úsilí jsou v¥t²í neº v p°ípad¥ s dokonalými in-

formaemi (s pozorovatelným úsilím). Pokud prinipál·v zisk z vy²²ího úsilí (pV − pN )(S̄ − S) leºí v
intervalu mezi [WFB ,WSB], pak vede k neoptimální situai. Za p°edpokladu dokonalýh informaí by

se prinipálovi vyplatilo vynutit si vy²²í úsilí, ov²em p°i nepozorovatelném úsilí to neud¥lá.



8 Strategiké hry s nedokonalými informaemi

Ve strategikýh hráh jsme p°edpokládali, ºe hrá£i mají dokonalé informae, tj. znají po£et hrá£·, svoje

moºné ake, moºné ake ostatníh hrá£· a preferene v²eh hrá£·. Nyní budeme p°edpokládat, ºe hrá£i

neznají strukturu hry úpln¥ dokonale. K modelování nedokonalýh informaí nám bude slouºit mnoºina

tzv. stav· sv¥ta a signální funke. Mnoºina stav· sv¥ta p°edstavuje popis moºnýh aspekt· sv¥ta, které

mohou nastat a o kterýh má n¥který z hrá£· nedokonalé informae. Signální funke potom ur£uje mezi

kterými stavy sv¥ta není hrá£ shopen rozli²it. Signální funke tedy rozd¥lí mnoºinu stav· sv¥ta do

ur£itého po£tu podmnoºin. Hrá£ potom ví, ve které podmnoºin¥ se nahází, ale není shopen rozli²it

mezi stavy sv¥ta v dané podmnoºin¥. Zárove¬ p°edpokládáme, ºe hrá£i znají pravd¥podobnosti s jakou

jednotlivé stavy sv¥ta nastávají.

8.1 De�nie strategiké hry s nedokonalými informaemi

De�nie 18. Strategiká hra s nedokonalými informaemi (Bayesiánská hra) se skládá z:

• Mnoºina hrá£·

• Mnoºina stav· sv¥ta Ω
• Mnoºina akí kaºdého hrá£e

• Pro kaºdého hrá£e mnoºina moºnýh signál· {ti} a signální funke τi, která stavu sv¥ta p°i°azuje ur£itý

signál

• Pro kaºdého hrá£e a pro kaºdý signál systém p°esv¥d£ení ohledn¥ stav· sv¥ta konzistentní se signálem,

tj. rozd¥lení pravd¥podobností nad mnoºinou stav· sv¥ta konzistentníh se signálem

• Bernoulliho výplatní funke nad mnoºinou (a, ω), kde a je pro�l akí a ω je stav sv¥ta

V de�nii strategiké hry s nedokonalými informaemi poºadujeme, aby systém p°esv¥d£ení ohledn¥

stav· sv¥ta byl konzistentní se signálem, který hrá£ obdrºí. Co p°esn¥ ale tato konzistene znamená?

P°esv¥d£ení hrá£e ozna£íme za konzistentní, pokud je hrá£ upravuje podle Bayesova vzore. Budeme

tedy p°edpokládat, ºe systém p°esv¥d£ení lze de�novat pomoí apriorní pravd¥podobnosti, kterou hrá£i

p°ipisují jednotlivým stav·m sv¥ta. Po obdrºení signálu upravují své apriorní pravd¥podobnosti dle

Bayesova vzore

P (ω) =
AP (ω)

∑

ω∈τ−1(ti)
AP (ω))

kde P (ω) zna£í posteriorní pravd¥podobnost, kterou hrá£ p°ipisuje stavu sv¥ta ω po obdrºení signálu

ti a AP je apriorní pravd¥podobnost, kterou hrá£ p°ipisuje stavu sv¥ta ω p°ed obdrºením signálu ti.
Stav·m sv¥ta, které nepat°í do mnoºiny τ−1(ti) je p°ipsána nulová pravd¥podobnost. Z tohoto d·vodu

se strategiké hry s nedokonalou informaí £asto ozna£ují jako Bayesovské hry. V dal²ím výkladu budeme

p°edpokládat, ºe v²ihni hrá£i mají stejné apriorní p°esv¥d£ení, které odpovídá objektivní pravd¥podob-

nosti, ºe daný stav sv¥ta nastane.

P°íklad: Bitva pohlaví

Význam uvedené de�nie si ukáºeme na následujíím p°íkladu. M¥jme hru bitva pohlaví, ve které hrá£ 2

nehe hrá£e 1 s pravd¥podobností p potkat. Hrá£ 1 p°itom neví, jestli ho he hrá£ 2 potkat nebo jestli

se mu he vyhnout. Hrá£i tedy hrají vºdy jednu z níºe uvedenýh her, p°i£emº hrá£ 1 neví kterou.

B S

B 2,1 0,0

S 0,0 1,2

Tabulka 16: potkat se, pravd¥podobnost p

B S

B 2,0 0,2

S 0,1 1,0

Tabulka 17: vyhnout se, pravd¥podobnost 1− p

Tato hra by byla formáln¥ de�nována následujíím zp·sobem:

• Hrá£i 1 a 2



• Mnoºina stav· sv¥ta {P, V}

• Mnoºina akí {B,S} pro hrá£e 1 i 2

• Signální funke τ1(P ) = τ1(V ) = X , τ2(P ) = P , τ2(V ) = V
• Hrá£ p°ipisuje stavu V pravd¥podobnost P1(V ) = p a stavu P pravd¥podobnost P2(P ) = 1− p (Alter-

nativn¥ m·ºeme °íi, ºe apriorní p°esv¥d£ení kaºdého hrá£e p°ipisuje stavu potkat se pravd¥podobnost

pi a vyhnout se 1− pi).
• Bernoulliho výplatní funke jsou dány vý²e uvedenými tabulkami, kde tabulka 8.1 odpovídá stavu sv¥ta

P a tabulka 8.1 odpovídá stavu sv¥ta V.

Stavy sv¥ta obsahují popis t¥h aspekt· hry o kterýh nemají hrá£i dokonalé informae. V tomto p°ípad¥

hrá£ 1 nezná preferene hrá£e 2. Hrá£ 2 m·ºe být dvou "typ·" v závislosti na signálu, který obdrºí. M·ºe

se htít potkat s hrá£em 1 nebo se mu m·ºe htít vyhnout. Mnoºina stav· sv¥ta proto obsahuje dva prvky

P a V. Signální funke hrá£e 1 potom kaºdému stavu sv¥ta p°i°azuje stejný signál. To znamená, ºe hrá£

1 není shopen na základ¥ signálu, který pozoruje mezi jednotlivými stavy sv¥ta rozli²it. Hrá£ 2 naopak

na základ¥ svého signálu ví, zda se nahází ve stavu P nebo V.

8.2 Nashova rovnováha Bayesovskýh hry

Ve strategiké h°e si kaºdý hrá£ volí svou aki. V bayesovské h°e se kaºdý hrá£ m·ºe rozhodovat jinak v

závislosti na signálu, který obdrºí. Volí si tak ne jednu aki, ale n-tii akí - jednu pro kaºdý signál, který

m·ºe obdrºet. Nashova rovnováha Bayesovské hry je potom situae, kdy pro kaºdého hrá£e v kaºdém

typu platí, ºe ake jím zvolená je optimální p°i danýh akíh v²eh ostatníh hrá£· ve v²eh typeh. P°i

hledání Nashovy rovnováhy v Bayesovskýh hráh budeme postupovat tak, ºe s kaºdým hrá£em r·zného

typu budeme zaházet jako se samostatným hrá£em. Takovým zp·sobem zkonstruujeme strategikou hru

s dokonalými informaemi, kde je po£et hrá£· dán p·vodním po£tem hrá£· a po£tem signál· kaºdého

hrá£e, a najdeme Nashovu rovnováhu této hry.

De�nie 19. Nashova rovnováha Bayesovské hry je Nashova rovnováha následujíí strategiké hry:

• Hrá£i jsou dáni mnoºinou (i, ti)
• Mnoºina akí hrá£e (i, ti) je mnoºina akí hrá£e i v Bayesovské h°e

• Bernoulliho výplatní funke hrá£e (i, ti) je dána následovn¥:

∑

ω∈Ω

P (ω|ti)ui(ai, ˆa−i(ω), ω)

Výplata hrá£e i typu ti je tedy dána jeho akí ai, akemi ostatníh hrá£· ve v²eh moºnýh typeh

ˆa−i(ω) (Ozna£ení ˆa−i(ω) znamená sekveni akí v²eh hrá£· krom¥ i vºdy p°i signálu τj(ω)) a pravd¥podob-
ností P (ω|ti), kterou hrá£ p°ipisuje stav·m sv¥ta ω za p°edpokladu, ºe obdrºel signál ti. V²imn¥te si,

ºe uvedený vzore odpovídá p°edpokladu, ºe hrá£i se hovají tak, jako kdyby maximalizovali svou o£eká-

vanou výplatu.

P°íklad

Podíváme se, jak vypadá Nashova rovnováha v na²em p°ípad¥ hry bitva pohlaví. Hrá£ 1 je vºdy jednoho

typu, protoºe nem·ºe rozli²it stavy P a V. Hrá£ 2 je ve dvou r·znýh typeh P a V. Výplaty hrá£e 1

závisí na jeho aki a na aki obou typ· hrá£e 2 a získáme je následujíím zp·sobem:

u1(B, (B,S)) = p1u1((B,B), P ) + (1− p1)u1((B,S), V ) = 2p1 + (1 − p1)0

kde (B(B,S)) ozna£uje pro�l akí ve kterém hrá£ 1 hraje B, hrá£ (2, P ) hraje B a hrá£ (2, V ) hraje také
S. u1((B,B), P ) je pak výplata hrá£e 1 ve stavu sv¥ta P v n¥mº hrá£ 1 hraje B hrá£ 2 hraje B. p a 1− p
jsou pravd¥podobnosti, které hrá£ p°ipisuje jednotlivým stav·m sv¥ta. V²ehny výplaty hrá£e 1 jsou

zapsány v tabule 8.2.

Výplata hrá£e (2, P ) závisí na stavu sv¥ta, jeho aki a na aki hrá£e 1, který je jen jednoho typu, a je

tudíº dána tabulkou 8.1. Obdobn¥ je výplata hrá£e (2, V ) dána tabulkou 8.1. Nyní uº sta£í najít Nashovu
rovnováhu této hry o t°eh hrá£íh (nap°. pomoí optimálníh odpov¥dí). Nashovou rovnováhou je nap°.

(B, (B,S)), pokud p1 ≧ 1
3



(B,B) (B,S) (S,B) (S,S)

B 2 2p1 2(1− p1) 0

S 0 1− p1 p1 1

Tabulka 18: Výplata hrá£e 1

8.3 Informae o informaíh

Dal²í p°íklad ukáºe, ºe s aparátem Bayesovskýh her lze modelovat i jiné typy neznalosti neº jen neznalost

ohledn¥ preferení. V diagramu 9 je zakreslena Bayesovská hra. α, β a γ jsou stavy sv¥ta a tabulky ukazují
preferene hrá£· v jednotlivýh staveh sv¥ta. Ráme£ky vºdy obsahují stavy, mezi kterými neumí hrá£

rozli²it, a £ísla ozna£ují pravd¥podobnosti, které stav·m p°ipisuje.

Jak vypadá nedokonalá informae v této h°e? Ve stavu α a β hrá£ 2 neví, jaké jsou preferene hrá£e

1. Zajímav¥j²í je stav γ ve kterém oba hrá£i znají preferene (v²imn¥te si, ºe preferene jsou ve staveh

γ a β stejné). Hrá£ 1 ov²em neumí rozli²it mezi stavy β a γ a ve stavu β hrá£ 2 neví jaké jsou preferene

hrá£e 1. Stav sv¥ta γ tudíº také obsahuje nejistotu. Hrá£ 2 zná preferene hrá£e 1, ale hrá£ 1 neví jestli

je hrá£ 2 zná.

Obrázek 9: Infeke

Ukaºte, ºe v takové h°e je jedinou Nashovou rovnováhou pro�l akí (R,R). (Nápov¥da: Za£n¥te akí

hrá£e 1 ve stavu α. Pak pokra£ujte akí hrá£e 2 p°i signálu, ºe stav sv¥ta je α nebo β. Pak akí hrá£e 2

p°i signálu, ºe stav sv¥ta je β nebo γ a na záv¥r akí hrá£e 2 ve stavu γ.)

8.4 Auke

Jiº v kapitole o strategikýh hráh jsme se zabývali aukemi. P°edpokládali jsme ov²em, ºe hrá£i mají

dokonalé informae, oº má mimo jiné za následek, ºe hrá£i znají oen¥ní v²eh ostatníh hrá£·. Nyní

tento p°edpoklad opustíme. Budeme se v¥novat dv¥ma typ·m aukí. První z nih budou tzv. auke se

soukromým oen¥ním. Druhé budou tzv. auke se spole£ným oen¥ním.

Auke se soukromým oen¥ním

V aukíh se soukromým oen¥ním si kaºdý ú£astník auke oe¬uje prodávaný p°edm¥tu jinou £ástkou.

Oen¥ní ur£itého hrá£e je p°itom nezávislé na oen¥ní ostatníh. Tuto situai m·ºeme modelovat tak, ºe

kaºdý hrá£ obdrºí signál, který mu °ekne jaké je jeho oen¥ní p°edm¥tu. Auke se soukromým oen¥ním

je pak de�nována následovn¥:

• Hrá£i: 1,...,n

• Stavy sv¥ta: sekvene v²eh pro�l· (v1, ..., vn), kde v ≦ vi ≦ v, kde vi je oen¥ní hrá£e i
• Ake: Mnoºina moºnýh bid· (nabídek) bi, tj. kladnýh £ísel

• Signální funke: τi(v1, ..., vn) = vi
• P°esv¥d£ení: hrá£ i p°ipisuje pravd¥podobnost F (v1)×F (v2)× ...×F (vn) stavu, kdy oen¥ní kaºdého

hrá£e j je nanejvý² vj . F (v) je tedy distribu£ní funke náhodné veli£iny v.



• Výplatní funke:

ui(b, (v1, ..., vn)) =

{

(vi − P (b))/m pokud bj ≦ bi

0 pokudbj > bi

kde P (b) ozna£uje enu, kterou hrá£ zaplatí v závislosti na pravidleh auke a bideh (Ve �rst-prie

auki tedy zaplatí svou nabídku a v seond-prie auki druhou nejvy²²í nabídku) a m je po£et hrá£· s

nejvy²²ím bidem.

V seond-prie auki m·ºeme pomoí stejného argumentu jako u aukí s dokonalými informaemi

ukázat, ºe ake, kdy hrá£ nabídne své vlastní oen¥ní slab¥ dominuje ostatní ake. Tento argument je

shrnut v tabulkáh 8 a 9.

Podíváme se proto jak vypadá Nashova rovnováha ve �rst-prie auki. Abyhom si situai zjednodu²ili

budeme p°edpokládat, ºe F (vi) má rovnom¥rné rozd¥lení a vi ∈ [0, 1]. Jiº víme, ºe ve �rst-prie auki

je kaºdá ake bi > vi slab¥ dominovaná akí bi = vi. Hrá£i tedy nenabízejí víe neº je jejih oen¥ní.

Budeme p°edpokládat, ºe ostatní hrá£i nabízejí n¥jaký násobek svého oen¥ní b−i = αv−i, kde α ∈ [0, 1].
Ukáºeme, ºe pokud se ostatní hrá£i °ídí podle této strategie, pak se ur£itý hrá£ bude také °ídit pomoí

této strategie. Tato strategie je tudíº nejlep²í odpov¥dí sama na sebe a pro�l t¥hto strategií tak tvo°í

Nashovu rovnováhu.

Kaºdý hrá£ se snaºí maximalizovat o£ekávaný zisk z auke. Ozna£me p pravd¥podobnost, ºe hrá£ nabídne
nejvy²²í bid. Hrá£ potom maximalizuje následujíí funki

max
bi

p(bi)(v − bi)

Ostatní hrá£i se °ídí podle strategie b−i = αv−i. Bid hrá£e i je tedy vy²²í neº bid jiného hrá£e, pokud

bi > αv−i ⇒ v−i <
bi
α
. Jelikoº víme, ºe oen¥ní hrá£e mají rovnom¥rné rozd¥lení, pak pravd¥podobnost,

ºe bid hrá£e i je vy²²í neº bid jiného hrá£e je

bi
α
. Obdobn¥ pravd¥podobnost, ºe bid hrá£e i je vy²²í neº

bid N − 1 ostatníh hrá£· je ( bi
α
)N−1

. Optimaliza£ní problém hrá£e i potom m·ºeme zapsat jako

max
bi

(
bi
α
)N−1(v − bi)

�e²ením tohoto problému najdeme optimální bid bi = N−1
N

vi. Pokud tedy za parametr α dosadíme

hodnotu

N−1
N

získáme Nashovu rovnováhu. V²imn¥te si, ºe bid hrá£e i je o£ekávaná hodnota druhého

nejvy²²ího oen¥ní za p°edpokladu, ºe oen¥ní hrá£e i je nejvy²²í. Toto platí i pro jiná pravd¥podobnostní
rozd¥lení oen¥ní, nejen pro rovnom¥rné rozd¥lení. Zárove¬ z toho, plyne, ºe o£ekávaná prodejní ena ve

�rst-prie i seond-prie auki je stejná.

Auke se spole£ným oen¥ním

V aukíh se spole£ným oen¥ním si hrá£i ení draºeného objektu stejným zp·sobem. Hrá£i v²ak nemají

dokonalé informae a tak neví jakou hodnotu objekt p°esn¥ má. Kaºdý hrá£ má ur£itou informai o

hodnot¥ objektu. Uvedenou hru m·ºeme modelovat jako aki, kdy kaºdý hrá£ obdrºí n¥jaký signál

(informai o kvalit¥ objektu). Hrá£ovo oen¥ní objektu p°itom nezávisí jen na signálu, který obdrºí, ale

také na signáleh, které obdrºí ostatní hrá£i. P°íkladem auke se spole£ným oen¥ním m·ºe být draºba

ropného pole, IPO, auke digitálníh frekvení nebo auk£ní prodej �rmy. Auki se spole£ným oen¥ním

m·ºeme de�novat takto:

• Hrá£i: 1,...,n

• Stavy sv¥ta: sekvene v²eh pro�l· (t1, ..., tn),
• Ake: Mnoºina moºnýh bid·, tj. kladnýh £ísel

• Signály: τi(t1, ..., tn) = ti
• P°esv¥d£ení: Signál kaºdého hrá£e je nezávislý na signáleh ostatníh hrá£·. Hrá£ i p°ipisuje pravd¥podob-
nost F (t1)× F (t2)× ...× F (tn) stavu, kdy oen¥ní kaºdého hrá£e j je nanejvý² tj .

• Výplatní funke:

ui(b, (t1, ..., tn)) =

{

vi((t1, ..., tn))− P (b))/m pokud bj ≦ bi

0 pokud bj > bi



kde P (b) ozna£uje enu, kterou hrá£ zaplatí v závislosti na pravidleh auke a bideh (ve �rst-prie

auki tedy zaplatí svou nabídku a v seond-prie auki druhou nejvy²²í nabídku) a m je po£et hrá£· s

nejvy²²ím bidem. V²imn¥te si, ºe oen¥ní vi je funkí signál· v²eh hrá£·.

Podívejme se, jak vypadá Nashova rovnováha v seond-prie auki se dv¥ma hrá£i. P°edpokládejme,

ºe oen¥ní kaºdého hrá£e je dáno funkí vi = αti + γtj, kde α ≧ γ ≧ 0. Náhodná veli£ina ti ∈ [0, 1]
má rovnom¥rné rozd¥lení. Za t¥hto podmínek nabídne hrá£ £ástku (α + γ)ti Abyhom toto ov¥°ili,

p°edpokládejme, ºe hrá£ 2 nabídne tuto £ástku a podívejme se jak vypadá optimální odpov¥¤ hrá£e 1.

Výplata hrá£e 1 je dána následujíím:

• Pravd¥podobností, ºe hrá£ 1 vyhraje. Hrá£ 1 vyhraje, pokud b1 ≧ (α + γ)t2 ⇒ t2 ≦ b1
α+γ

. Protoºe t2

má rovnom¥rné rozd¥lení, pak víme, ºe P (t2 ≦ b1
α+γ

) = b1
α+γ

. Tato pravd¥podobnost je tedy

b1
α+γ

.

• O£ekávanou enou, kterou hrá£ 1 zaplatí. Hrá£ 1 zaplatí bid hrá£e 2 za podmínky, ºe hrá£ 1 vyhraje,

zajímá nás tedy E(b2|b2 < b1). Nabídka druhého je násobkem signálu, který má rovnom¥rné rozd¥lení.

Podmín¥né b2 má tedy také rovnom¥rné rozd¥lení mezi 0 a b1. Z £ehoº plyne, ºe E(b2|b2 < b1) =
1
2b1

• O£ekávanou hodnotou signálu hrá£e 2 za p°edpokladu, ºe hrá£ 1 vyhraje. Hrá£ 1 vyhraje, pokud

b1 ≧ (α + γ)t2 ⇒ t2 ≦ b1
α+γ

. Zajímá nás tedy E(t2|t2 ≦ b1
α+γ

) = b1
2(α+γ)

Dosazením t¥hto výsledk· do funke udávajíí oen¥ní, pak získáme o£ekávanou výplatu hrá£e 1:

b1
α+ γ

(αt1 + γ
b1

2(α+ γ)
− 1

2
b1)

Nyní zbývá najít maximum této funke pro b1. Derivaí tohoto výrazu a jeho poloºením rovno 0 zjistíme,

ºe maxima je dosaºeno pro b1 = (α+ γ)t1.

9 Extenzivní hry s nedokonalými informaemi

K popsání extenzivní hry s nedokonalými informaemi pot°ebujeme mnoºinu hrá£·, hrá£skou funki,

mnoºinu moºnýh historií a preferene hrá£·. Pokud heme popsat extenzivní hru s nedokonalými

informaemi, pak musíme naví p°esn¥ spei�kovat informae kaºdého hrá£e ohledn¥ toho, o se stalo

ve h°e p°ed jeho tahem. Mnoºinu moºnýh historií, po kterýh je hrá£ i na tahu, Hi rozd¥líme do tzv.

informa£níh mnoºin Ii. Hrá£ p°itom ví, ve které informa£ní mnoºin¥ se nahází, ale neví, která historie

z informa£ní mnoºiny byla realizována.

9.1 De�nie extenzivní hry s nedokonalými informaemi

Extenzivní hra s nedokonalými informaemi se skládá z:

• Mnoºiny hrá£·

• Mnoºiny kone£nýh historií

• Hrá£ské funke

• Funke, která p°ipisuje kaºdé historii, p°i níº je na tahu náhoda, ur£itou pravd¥podobnost

• Rozd¥lení mnoºiny historií, po níº je hrá£ i na tahu, do informa£níh mnoºin Ii takovýh, ºe historie
h a h′

mohou být ve stejné informa£ní mnoºin¥ jen tehdy, kdyº Ai(h) = Ai(h
′)

• Preferení nad mnoºinou kone£nýh historií reprezentované Bernoulliho výplatní funkí

Strategie v extenzivní h°e s nedokonalými informaemi je funke, která kaºdé informa£ní mnoºin¥ hrá£e

Ii p°ipisuje aki z mnoºiny A(Ii). (resp. pravd¥podobnostní rozd¥lení nad mnoºinou A(Ii))

P°íklad extenzivní hry s nedokonalými informaemi

Smysl p°edhozí de�nie m·ºeme ilustrovat na p°íkladu hry Vstup do odv¥tví. Firma 1 m·ºe na za£átku

hry z·stat venku z odv¥tví (V), m·ºe vstoupit p°ipravena (P) nebo nep°ipravena (N). Firma 2 se po

historiíh P nebo N rozhoduje, zda bude s �rmou 1 bojovat nebo se s jejím vstupem smí°í. Firma 2

pozoruje, jestli �rma 1 vstoupila na trh nebo ne, nedokáºe ale rozli²it, zda vstoupila p°ipravena nebo

nep°ipravena (Na grafu je to vyzna£eno p°eru²ovanou £árou). Mnoºina historií po kterýh je �rma 2 na



tahu {P,N} se tedy skládá z jediné informa£ní mnoºiny I2 = {P,N}, která obsahuje ob¥ historie. Firma

2 tedy není shopna rozli²it, zda �rma 1 vstoupila p°ipravena nebo nep°ipravena.
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Obrázek 10: Vstup do odv¥tví

Ve h°e vstup do odv¥tví má �rma 1 strategie V,N a P. Firma 2 má jen dv¥ moºné strategie B a S,

protoºe má jen jednu informa£ní mnoºinu. Ve h°e s dokonalými informaemi by m¥la strategie (B,B),
(B,S), (S,B) a (S, S).

9.2 Nashova rovnováha

Nsahova rovnováha v extenzivní h°e s nedokonalými informaemi je de�nována stejn¥ jako v p°edhozíh

p°ípadeh. Nashova rovnováha je situae, kdy pro kaºdého hrá£e i a pro kaºdou strategii αi platí, ºe

o£ekávaná výplata E(u(α∗

i , α
∗

−i)) > E(u(αi, α
∗

−i)).

Zp·soby jejího hledání jsou op¥t podobné jako v p°ípad¥ extenzivní hry s dokonalými informaemi.

Sestavíme tabulku strategiké formy extenzivní hry a v této tabule najdeme Nashovu rovnováhu. V

na²em p°íkladu hry vstup do odv¥tví je strategiká forma hry daná tabulkou 19. Je zjevné, ºe hra má

S B

P 3,3 1,1

N 4,3 0,2

V 2,4 2,4

Tabulka 19: Vstup do odv¥tví

2 Nashovy rovnováhy (N,S) a (V,B). Stejn¥ jako u extenzivní s dokonalými informaemi není rovnováha

(V,B) perfektní vzhledem k podhrám, protoºe ake B hrá£e 2 není kredibilní (Po historii P £i N prefer-

uje hrá£ 2 aki S). Nashova rovnováha tudíº není úpln¥ vhodný konept °e²ení pro extenzivní hry s

nedokonalými informaemi.

9.3 P°esv¥d£ení a sekven£ní rovnováha

Nashova rovnováha je impliitn¥ harakterizována dv¥ma poºadavky: kaºdý hrá£ se rozhoduje optimáln¥

vzhledem k jeho p°esv¥d£ením a jeho p°esv¥d£ení jsou správná. V SPE jsme naví vyºadovali, aby

toto platilo v kaºdé podh°e. Stejné poºadavky heme vznést také na konept rovnováhy pouºívaný v

extenzivníh hráh s nedokonalými informaemi. Na rozdíl od her s dokonalými informaemi, ale nyní

musíme expliitn¥ stanovit p°esv¥d£ení hrá£·. (Ve hráh s dokonalými informaemi toto nebylo nutné,

protoºe p°esv¥d£ení byla impliitn¥ de�nována strategiemi ostatníh hrá£·.)

Neº de�nujeme konept sekven£ní rovnováhy ud¥láme krátkou tehnikou poznámku. V p°edhozí

kapitole jsem de�novali strategii hrá£e. V kontextu sekven£ní rovnováhy je výhodn¥j²í vyjád°it strategie

jako tzv. behaviorální strategie. Behaviorální strategie hrá£e i je funke, která kaºdé informa£ní mnoºin¥

Ii p°ipisuje pravd¥podobnostní rozd¥lení nad akemi A(Ii). Systém p°esv¥d£ení v extenzivní h°e je

funke, která kaºdé informa£ní mnoºin¥ p°ipisuje pravd¥podobnostní rozd¥lení nad mnoºinou historií v

této informa£ní mnoºin¥.



De�nie sekven£ní rovnováhy

Ohodnoení extenzivní hry se skládá z pro�lu behaviorálníh strategií β a systému p°esv¥d£ení µ. Ohod-
noení je rovnováha, pokud spl¬uje dv¥ podmínky.

• Sekven£ní raionalita. Strategie kaºdého hrá£e je optimální, kdykoliv je hrá£ na tahu (tj. v kaºdé

podh°e) p°i daném p°esv¥d£ení hrá£e a strategiíh ostatníh hrá£·. Tj. OIi (β, µ) ≧ OIi((γi, β−i), µ) pro
kaºdou behaviorální strategii γ.

• Konzistene p°esv¥d£ení se strategiemi. P°esv¥d£ení kaºdého hrá£e je konzistentní s pro�lem strategií.

Tento poºadavek vyºaduje, aby v rovnováze m¥li hrá£i správná o£ekávání ohledn¥ strategií ostatníh

hrá£·. Pokud tedy rovnováºný pro�l strategií vede s kladnou pravd¥podobností k historii, která spadá

do informa£ní mnoºiny Ii, pak p°esv¥d£ení hrá£e i ohledn¥ pravd¥podobnosti výskytu historie h∗
v této

informa£ní mnoºin¥ je

Pr(h∗
dle strategie β)

∑

h∈Ii
Pr(h dle strategie β)

.

Pokud rovnováºný pro�l strategií nevede do ur£ité informa£ní mnoºiny, pak p°esv¥d£ení hrá£e v této

informa£ní mnoºin¥ nejsou determinovaná a mohou být libovolná. Takovou rovnováhu nazýváme slabá

sekven£ní rovnováha (WSE)

O WSE platí, ºe:

• V extenzivníh hráh s dokonalými informaemi je kaºdá slabá sekven£ní rovnováha zárove¬ SPE.

• Kaºdá slabá sekven£ní rovnováha je zárove¬ Nashovou rovnováhou.

Hledání slabé sekven£ní rovnováhy

Tyto dv¥ vlastnosti WSE nám nabízí metody, jak WSE najít. Jednou z moºností je najít v²ehny

Nashovy rovnováhy a poté prov¥°it, která z nih je WSE. Druhou moºností je kombinae zp¥tné induke

a metod hledání Nashovy rovnováhy. První podmínka nám totiº °íká, ºe v t¥h £ásteh hry, kde mají

hrá£i dokonalé informae m·ºeme p°i hledání WSE pouºít zp¥tnou induki.

Druhou ze zmín¥nýh metod si nyní ukáºeme na p°íkladu z obrázku 11. Nejprve se podíváme, jestli
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m·ºeme pouºít zp¥tnou induki. Je zjevné, ºe po historii (C,F) bude hrá£ 1 hrát aki J. Dále jiº nem·ºeme

zp¥tnou induki pouºít. Nejprve se podíváme, jestli existuje rovnováha, ve které hrá£ 1 hraje na za£átku

hry C nebo D s kladnou pravd¥podobností. Poté zjistíme, jestli existuje rovnováha, ve které hrá£ hraje

aki E.

• P°edpokládejme, ºe hrá£ 1 hraje C s pravd¥podobností p a D s pravd¥podobností q. Musíme nyní

zjistit "Jaká jsou p°esv¥d£ení hrá£e 2?" a "Jaká je optimální odpov¥¤ hrá£e 2?". P°esv¥d£ení hrá£e

jsou jednozna£n¥ dány poºadavkem konzistene. V rovnováze hrá£ p°ipisuje pravd¥podobnost p/(p+ q)
historii C a pravd¥podobnost q/(p+ q) historii D. Pokud p ≧ q, pak je optimální odpov¥dí hrá£e 2 ake

G. Pokud p ≦ q, pak je optimální odpov¥dí hrá£e 2 ake F. Nyní musíme zjistit, zda je strategie hrá£e 1

na za£átku hry sekven£n¥ raionální p°i dané odpov¥di hrá£e 2. Pokud p ≧ q, pak hraje hrá£ 2 aki G. V
takovém p°ípad¥ je optimální odpov¥dí hrá£e 1 behaviorální strategie, která p°ipisuje pravd¥podobnost

1 aki D, tj. q = 1, oº je ale spor s poºadavkem p ≧ q. Pokud hraje hrá£ 2 aki F, pak optimální



odpov¥dí hrá£e 1 je hrát C s pravd¥podobností 1, oº je ale op¥t spor s podmínkou p ≦ q. Hra tedy

nemá ºádnou WSE ve které je hráno C nebo D.

• P°edpokládejme, ºe hrá£ 1 hraje na za£átku hry aki E. V takovém p°ípad¥ nejsou p°esv¥d£ení hrá£e

2 nijak omezena. Musíme tedy odpov¥d¥t na dv¥ otázky: "Existuje strategie hrá£e 2, p°i které je E

optimální?" a "Existuje p°esv¥d£ení, které £iní takovou strategii hrá£e 2 optimální?" Pokud dokáºeme

na ob¥ otázky odpov¥d¥t kladn¥, pak jsem na²li WSE. Vidíme, ºe E slab¥ dominuje D. Hrá£ 1 tedy

preferuje E p°ed D. V jakém p°ípad¥ ale E dává vy²²í výplatu neº C? Je zjevné, ºe E je optimální, práv¥

tehdy, kdyº hrá£ 2 hraje aki F s pravd¥podobností 2/3 nebo niº²í. V opa£ném p°ípad¥ by hrá£ 1 mohl

zvý²it svoji výplatu volbou ake C. P°i jakýh p°esv¥d£eníh bude hrá£ 2 volit aki F s pravd¥podobností

nanejvý² 2/3. Ozna£me b pravd¥podobnost, kterou p°ipisuje hrá£ 2 aki C a 1 − b pravd¥podobnost,

kterou p°ipisuje aki D. (b a 1 − b je systém p°esv¥d£ení). O£ekávaná výplata hrá£e 2 z ake F je tedy

b0 + (1 − b)1 a o£ekávaná výplata hrá£e 2 z ake G je b1 + (1 − b)0. Je zjevné, ºe ake G je optimální

pokud b > 1/2.

Uvedeným zp·sobem jsem tedy na²li WSE ve kterém je strategie hrá£e 1 EJ a hrá£ 2 má p°esv¥d£ení, ºe

b > 1/2 a volí G nebo b = 1/2 a volí aki F s pravd¥podobností nanejvý² 2/3.

9.4 Signalizae

V podob¥ morálního hazardu jsme si p°edstavili situai s asymetrikými informaemi. Jiný typ situae

s asymetrikými informaemi p°edstavuje tzv. nep°íznivý výb¥r. Na rozdíl od morálního hazardu se

asymetriká informae netýká ake jednoho z hrá£·, ale n¥jakého aspektu reality (nap°. produktivity

praovníka, kvality prodávaného zboºí atd.). Obvykle takovou situai modeluje se jako tah náhody a

následn¥ pomoí informa£ní mnoºiny. V signaliza£níh hráh si ukáºeme, jak m·ºe informovaný hrá£

pomoí své zvolené ake signalizovat svou informai neinformovanému hrá£i. Toto samoz°ejm¥ p°edpok-

ládá, ºe hrá£ s informaí hraje p°ed hrá£em bez informae a má tak moºnost signalizovat svou informai.

Obvykle budeme p°edpokládat, ºe informovaný hrá£ m·ºe být r·znýh typ· a svou akí m·ºe signalizovat

jakého je typu. V signaliza£níh hráh nás potom zajímají dva druhy rovnováh

• separa£ní rovnováha je rovnováha ve které hrá£i r·znýh typ· volí jinou aki a neinformovaný hrá£ je

tudíº umí rozli²it.

• spole£ná rovnováha ve které hrá£i r·znýh typ· volí stejnou aki a neinformovaný hrá£ je tudíº neumí

rozli²it.

P°edstavme si situai, kdy na trhu p·sobí �rmy, které produkují zboºí o vysoké kvalit¥ H , a �rmy,

které produkují o nízké kvalit¥ L. Zatímo �rmy kvalitu produkt· znají, zákazníi zjistí kvalitu zboºí aº

po prvním nákupu. Firmy se na za£átku hry rozhodují o en¥ p a mnoºství sponzorskýh dar·, reklamy

£i jinýh výdaj· E. Zákazníi se poté rozhodnou, zda zboºí koupí K £i nekoupí N . Ve druhém kole

�rma stanoví enu a zákazníi, kte°í koupili produkt v prvním kole, se op¥t rozhodnou o koupi, p°i£emº

jiº znají kvalitu zboºí. Pokud zákazník nekoupil zboºí v prvním kole, nekoupí jej ani ve druhém kole.

Ozna£me H a L rezerva£ní enu zákazníka ze spot°eby zboºí vysoké a nízké kvality. Náklady �rem na

produki vysokého, resp. nízkého zboºí jsou cH a cL, obdobn¥ pH a pL zna£í enu zboºí vysoké a nízké

kvality. Platí L = 0, cL = 0. Firma nem·ºe ovlivnit, zda produkuje zboºí nízké nebo vysoké kvality,

o tom rozhoduje náhoda. Ukáºeme si, jestli m·ºe �rma úrovní sponzoringu signalizovat, zda produkuje

zboºí nízké nebo vysoké kvality. Celá hra je zahyena na obrázku 12.

Podívejme se na °e²ení této hry. Ve druhém kole se jedná o hru s dokonalými informaemi a m·ºeme

pouºít zp¥tnou induki. Podívejme se nejprve na situai, kdy je zboºí vysoké kvality. Firma stanovuje

enu a zákazník se poté rozhodne zda zboºí koupí. Tato situae odpovídá ultimátní h°e a �rma tedy

stanoví enu ve vý²i zákazníkovi rezerva£ní eny, tj. pH2 = H . Pokud je zboºí nízké kvality, pak zákazník

koupí zboºí jen v p°ípad¥, kdy bude jeho ena nulová. Firma vyráb¥jíí zboºí L m·ºe ve druhém období

stanovit jakoukoliv enu, její zisk ve druhém období v²ak bude nulový.

Nyní se podívejme, zda ve h°e existuje separa£ní rovnováha. V separa£ní rovnováze volí ob¥ �rmy

odli²nou úrove¬ sponzorskýh výdaj·. P°edpokládejme, ºe �rma H volí úrove¬ E∗

H a �rma L investuje

do reklamy £ástku E∗

L. P°esv¥d£ení zákazník· musí být v rovnováze konzistentní s akemi �rem. Pokud

tedy zákazníi pozorují sponzorské výdaje ve vý²i E∗

H , v¥°í, ºe se jedná o �rmu H . Pokud naopak

pozorují sponzorské výdaje ve vý²i E∗

L, v¥°í, ºe se jedná o �rmu L. P°esv¥d£ení pro jiné úrovn¥ E nejsou

determinovaná (z de�nie WSE) Zdá se ov²em p°irozené p°edpokládat, ºe pokud zákazníi pozorují úrove¬
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Obrázek 12: Sponzoring

výdaj· vy²²í neº E∗

H , pak jsou p°esv¥d£eni, ºe se jedná o �rmu vyráb¥jíí kvalitní produkt a naopak. Jaká

jsou optimální reake �rem v separa£ní rovnováze? Firma L stanoví E∗

L = 0, ena �rmy L je libovolná

a zisk �rmy L je nulový. Firma H stanoví enu p1H = H . Aby byl uvedený pro�l akí a p°esv¥d£ení

separa£ní rovnováhou, pak musí platit, ºe �rma L nemá motivai napodobit hování �rmy H a naopak.

Musí tedy platit následujíí dv¥ podmínky:

1. H − E∗

H ≤ 0 (�rma L nezvý²í sv·j zisk pokud stanoví E∗

L = E∗

H a p1L = H)

2. 2H − E∗

H − 2cH ≥ 0 (�rma H nezvý²í sv·j zisk pokud stanoví E∗

H = 0)

Pokud z obou podmínek vyjád°íme rovnováºnou úrove¬ sponzorskýh výdaj· �rmy vyráb¥jíí kvalitní

produkt, pak zjistíme, ºe E∗

H ∈ [H, 2H − 2cH ]. Sponzorské výdaje tedy mohou plnit signaliza£ní funki.

Jejih vý²e p°itom musí být dostate£n¥ velká, aby je byla ohotna podstoupit jen �rma, která o£ekává,

ºe bude na trhu p·sobit del²í dobu.

10 Opakované hry: V¥z¬ovo dilema

V dal²íh dvou kapitoláh se podíváme na situae, kdy hrá£i interagují opakovan¥. V této kapitole si

ukáºeme základní vlastnosti opakovanýh her na nám jiº známém v¥z¬ov¥ dilematu (tabulka 20). V dal²í

kapitole zde p°edstavené poznatky zobeníme. Hlavní ideou teorie opakovanýh her je p°edstava, ºe hrá£i

mohou v opakovanýh hráh dosáhnout jinýh rovnováh neº v jednorázovýh (one-shot) hráh. Hrá£i v

opakovanýh hráh totiº mohu být odrazeni od snahy dosáhnou krátkodobé výhody na úkor dlouhodobého

zisku tím, ºe si mohou navzájem vyhroºovat a trestat se odep°ením spolupráe v budouíh koleh. (Ve

v¥z¬ov¥ dilematu m·ºete druhého hrá£e potrestat tím, ºe v dal²íh koleh budete hrát akí D namísto

C).



D C

D 1,1 3,0

C 0,3 2,2

Tabulka 20: V¥z¬ovo dilema

10.1 Preferene a struktura opakované hry

Opakovaná hra se skládá z ur£itého po£tu, kone£ného nebo nekone£ného, opakování n¥jaké strategiké

hry. Podívejme se, jak lidé oe¬ují výstup takové opakované hry? Budeme p°edpokládat, ºe lidé oe¬ují

výsledek opakované hry pomoí diskontované sumy výplat z jednotlivýh strategikýh her. �e£eno

formáln¥ji, m¥jme hrá£e i s výplatní funkí pro danou strategikou hru ui a diskontním faktorem δi ∈<
0, 1 >. Takový hrá£ oe¬uji sekveni pro�l· akí (a1, a2, ..., aT ) následujíím zp·sobem:

ui(a
1) + δiui(a

2) + δ2ui(a
3) + ...+ δT−1ui(a

T ) =

T
∑

t=1

δt−1
i ui(a

t)

U nekone£nýh her budeme místo sumy výplat budeme £ast¥ji pouºívat diskontovaný pr·m¥r výplat.

P°edpokládejme sekveni výplat z jednotlivýh her (w1, w2...), diskontovanou sumu t¥hto výplat ozna£me

V, tj. V =
∑

∞

t=1 δ
t−1
i wt

. Pro jakoukoliv sekveni (w1, w2...) heme najít sekveni konstantníh výplat

(c, c, ...) takovou, ºe hrá£ je indiferentní mezi t¥mito sekvenemi. Diskontovaná suma sekvene (c, c, ...) je
c

1−δ
. Hrá£ je tedy indiferentní mezi t¥mito dv¥ma sekvenemi, pokud c = (1− δ)V . Hodnotu (1− δ)V =

(1− δ)
∑

∞

t=1 δ
t−1
i wt

nazveme diskontovaným pr·m¥rem výplat.

Následujíí de�nie opakované hry nám °íká, ºe na opakovanou hru se m·ºeme dívat jako na extenzivní

hru, ve které se stále opakuje jedna a tatáº strategiká hra.

De�nie 20. G je strategiká hra. Ozna£me mnoºinu hrá£· N a mnoºinu akí a výplat hrá£e i jako Ai

a ui. Opakovaná hra pro pro T období a diskontní faktor δ je extenzivní hra s dokonalými informaemi a

sou£asnými tahy ve které:

• Mnoºina hrá£· je N

• Mnoºina kone£nýh historií je mnoºina sekvení (a1, a2, ..., aT ), kde at je pro�l akí v G

• Hrá£ská funke p°ipisuje kaºdé historii (a1, ..., at) v²ehny hrá£e

• Mnoºina akí dostupná kaºdému hrá£i po jakékoliv historii je Ai

• Hrá£i hodnotí kone£nou historii (a1, a2, ..., aT ) dle své sumy výplat

∑T
t=1 δ

t−1
i ui(a

t) nebo diskonto-

vaného pr·m¥ru výplat (1− δ)
∑T

t=1 δ
t−1
i ui(a

t)

Nekone£ná hra je de�nována obdobn¥ s tím rozdílem, ºe mnoºina kone£nýh historií je nekone£ná

sekvene (a1, a2, ...) a výplata hrá£e i po kone£né historii (a1, a2, ...) je diskontovaný pr·m¥r výplat

∑

∞

t=1 δ
t−1
i ui(a

t). V obou p°ípadeh jsou kone£né historie nazývány rovn¥º trajektorie výsledk·.

Diskontní faktor, kterým hrá£i diskontují výplaty v r·znýh koleh m·ºe mít n¥kolik r·znýh inter-

pretaí, nám °íká, ºe hrá£i preferují výplatu v sou£asnosti p°ed stejn¥ velkou výplatou v budounosti.

Existují t°i b¥ºná vysv¥tlení pro£ by tomu tak m¥lo být. Diskontní faktor m·ºe vyjad°ovat

• psyhologikou netrp¥livost hrá£·.

• pravd¥podobnost, ºe hra bude v následujíím kole ukon£ena (nap°. proto, ºe hrá£ zem°e)

• £asovou hodnotu pen¥z, pokud jsou výplaty m¥°eny v pen¥ºníh jednotkáh.

10.2 Kone£né v¥z¬ovo dilema

Strategie v extenzivní h°e spei�kuje pro jakou aki se hrá£ rozhodne po jakékoliv historii, a protoºe

opakovaná hra je ur£itou formou extenzivní hry, tak také strategie v kone£né opakované h°e spei�kuje

jakou aki hrá£ hraje na za£átku hry a po jakékoliv sekveni (a1, ..., at). Konkrétn¥ v p°ípad¥ v¥z¬ova

dilematu nám strategie hry °ekne, zda hrá£ po dané historii hraje aki D nebo C.



Nyní si ukáºeme, ºe kone£n¥ opakované v¥z¬ovo dilema má pouze jedinou Nashovu rovnováhu a tou

je pro�l strategií v n¥mº kaºdý hrá£ hraje D v kaºdém období. Kone£nou historií generovanou t¥mito

strategiemi tedy je ((D,D)1, ..., (D,D)T ). Skute£nost, ºe se jedná o Nashovu rovnováhu je z°ejmá. Pokud

jeden z hrá£· hraje stále D, pak si druhý hrá£ nem·ºe polep²it, pokud bude hrát n¥o jiného neº D.

Ukáºeme si proto nyní, pro£ se jedná o jedinou Nashovu rovnováhu. P°edpokládejme, ºe (s1, s2) je pro�l
strategií ve kterém ake alespo¬ jednoho z hrá£· v alespo¬ jednom období není D. Ozna£me t poslední
období, ve kterém pro�l akí není (D,D). P°edpokládejme, ºe hrá£ 1 hraje v tomto období C, pak hrá£ 1
m·ºe zvý²it svoji výplatu, kdyº místo strategie s1 bude hrát strategii s

′

1, která se od s1 li²í pouze v tom,

ºe v období t hraje hrá£ aki D. Tato strategie zvy²uje výplatu hrá£e, protoºe hrá£ 2 nem·ºe hrá£e za

aki D v období t nijak potrestat - od t dále uº stejn¥ hraje D. Stejný argument v²ak m·ºeme opakovat

tak dlouho, dokud oba hrá£i nehrají aki D ve v²eh obdobíh.

Pokud byhom ht¥li hledat SPE, pak se nám nabízí jediný kandidát. Víme totiº, ºe SPE musí být

zárove¬ Nashovou rovnováhou. Zárove¬ víme, ºe kaºdá extenzivní kone£ná hra s dokonalými informaemi

má SPE. Strategie ve které oba hrá£i hrají vºdy D je tudíº také SPE.

10.3 Nekone£né v¥z¬ovo dilema

Vid¥li jsme, ºe v kone£ném v¥z¬ov¥ dilematu se známým konem nebudou hrá£i v rovnováze spoluprao-

vat. Nyní se podíváme jak se situae zm¥ní, pokud hrá£i hrají nekone£n¥ dlouho. Alternativn¥ m·ºeme

nekone£n¥ opakovanou hru hápat jako hru, jejíº kone není hrá£·m znám. Hrá£i v²ak mohou v¥d¥t,

ºe hra skon£í v kaºdém kole s ur£itou pravd¥podobností. Pravd¥podobnost nepokra£ování hry se potom

promítne do hodnoty diskontního faktoru.

Strategie v nekone£né h°e

Strategie v nekone£né h°e mohou být velmi komplexní a sloºité. Proto se v¥t²inou uvaºují jen strategie,

které jsou staionární, tj. reagují na ur£itou aki £i sekveni akí soupe°· vºdy stejn¥ bez ohledu na to

ve kterém období jsou hrány. �asto se takovým strategiím °íká "automata", protoºe fungují jako kdyby

se místo hrá£e rozhodoval stroj podle jasn¥ daného algoritmu. Takové strategie m·ºeme znázor¬ovat

pomoí diagramu.

Uvaºujme nap°íklad strategii, která je de�nována takto: si(∅) = C a

si(a
1, ..., at) =

{

C pokud (a1, ..., at) = (C, ..., C)

D jinak

Hrá£ hrajíí tuto strategii za£íná hrát aki C a hraje ji tak dlouho, dokud i druhý hrá£ hraje C. V

jakémkoliv jiném p°ípad¥, tj. pokud druhý hrá£ zahraje D, hraje navºdy jen D. Tato strategie je nazývána

grim trigger. Tuto strategii m·ºeme nahlíºet jako sloºenou ze dvou stav· v jednom ozna£ovaném C hraje

hrá£ aki C, ve druhém D hraje aki D. Na za£átku hry je nastaven stav C. Do stavu D strategie

p°ejde, pokud druhý hrá£ zahraje aki D a z·stane v n¥m navºdy. Tuto strategii lze jednodu²e zakreslit

diagramem z obrázku 13, kde (· , D) zna£í pro�l akí ve kterém hrá£ 2 hraje D a hrá£ 1 hraje okoliv.

Obrázek 13: Grim trigger strategie

Obrázek 14 ukazuje strategii, která na rozdíl od grimm trigger netrestá po zbytek hry, ale po 3 koleh

odpou²tí a vraí se do stavu C.

Na obrázku 15 je ukázána strategie tit for tat. V tomto p°ípad¥ závisí délka trestu na hování druhého

hrá£e. Pokud druhý hrá£ zahraje C, pak strategie p°estává v dal²ím období trestat a p°ehází do stavu

C. Jinými slovy, strategie tit for tat °íká: "Ud¥lej to, o ud¥lal protihrá£ v p°edhozím období".



Obrázek 14: Strategie odpou²t¥jíí po 3 koleh

Obrázek 15: Tit for tat strategie

Nashovy rovnováhy v nekone£ném v¥z¬ov¥ dilematu

Na za£átku kapitoly jsme °ekli, ºe hrá£i mohou v opakovanýh hráh dosáhnout i mén¥ ponurýh rovnováh

neº je pro�l akí (D,D) pomoí systému trest· a odepírání spolupráe. Uvedený prinip si ukáºeme na

následujíím problému. M·ºe být pro�l strategií ve kterém oba hrá£i hrají grim trigger strategii Nashovou

rovnováhou?

Pokud má být takový pro�l Nashovou rovnováhou, pak op¥t musí platit, ºe ºádný z hrá£· nem·ºe

zvý²it svoji výplatu jednostranným odhýlením od strategie. P°edpokládejme, ºe hrá£ 1 hraje grim

trigger. Pokud hrá£ 2 hraje tu samou strategii, pak je výsledkem hry v kaºdém období pro�l akí (C,C)

a hrá£ 2 tudíº obdrºí sekveni výplat (2,2,2,...), jejíº diskontovaný pr·m¥r je 2. Jestliºe se hrá£ 2 odhýlí,

pak v n¥kterém období zahraje D, na oº hrá£ 1 reaguje tím, ºe hraje D po zbytek hry. Pro hrá£e 2 je

pak nejvýhodn¥j²í hrát také D ve v²eh následujííh obdobíh. V takovém p°ípad¥ získá vektor výplat

(3,1,1,...). Diskontovaný pr·m¥r t¥hto výplat je

(1− δ)(3 + δ + δ2 + δ3 + ...) = (1− δ)(3 +
δ

1− δ
) = 3(1− δ) + δ

Hrá£i 2 se tedy vyplatí odhýlit se, pokud 3(1−δ)+δ ≦ 2. Pro�l grim trigger strategií tedy tvo°í Nashovu

rovnováhu, pokud δ ≧ 1
2 .

Podobnýh Nashovýh rovnováh byhom mohli v opakované h°e najít velké mnoºství. Podívejme se

proto na Nashovy rovnováhy v nekone£n¥ opakovaném v¥z¬ov¥ dilematu z trohu jiného úhlu. Bude nás

zajímat, jaké pr·m¥rné diskontované výplaty mohou být dosaºeny v Nashovýh rovnováháh.

Nejprve ukáºeme jakýh pr·m¥rnýh diskontovanýh výplat v·be mohou hrá£i v nekone£n¥ opako-

vaném v¥z¬ov¥ dilematu dosáhnout bez ohledu na to zda strategie, které hrají, tvo°í Nashovu rovnováhu.

Pokud budou hrá£i v kaºdém období hrát ake (D,D), pak dosáhnou pr·m¥rné diskontované výplaty

(1, 1). Obdobn¥ jsou jim p°i pro�leh akí (C,C, ), (C,D) a (D,C) dostupné pr·m¥rné diskontované vý-

platy (1, 1), (3, 0) a (0, 3). Hrá£i v²ak nemusí hrát stále stejné ake, ale mohou st°ídat libovolné sekvene

£ty° uvedenýh pro�l·. Pr·m¥rná výplata z jakékoliv kone£né sekvene výstup· je váºený pr·m¥r jed-

notlivýh výplat, p°i£emº váhy jsou dány po£tem výskyt· daného výstupu. De�nujme tedy mnoºinu

dosaºitelnýh výplat jako mnoºinu v²eh váºenýh pr·m¥r· výplat z jednotlivýh pro�l· akí strategiké

hry. Prostor dosaºitelnýh výplat ve v¥z¬ov¥ dilematu je znázorn¥n na obrázku 16.

Pro jakoukoliv strategikou hry (nejen pro v¥z¬ovo dilema) potom platí, ºe pokud je diskontní faktor

dostate£n¥ blízko 1, pak je mnoºina moºnýh pr·m¥rnýh diskontovanýh výplat nekone£né hry p°ibliºn¥

rovna mnoºin¥ dosaºitelnýh výplat. V p°ípad¥ v¥z¬ova dilematu to znamená, ºe pokud jsou hrá£i

dostate£n¥ trp¥liví (tj. diskontní faktor je blízko 1), pak m·ºe být pro�l pr·m¥rnýh diskontovanýh

výplat v nekone£né h°e jakákoliv dvojie £ísel z prostoru zobrazeného na obrázku 16.

Nyní se zamysleme, jakýh výplat mohou trp¥livý hrá£i dosáhnout v Nashov¥ rovnováze nekone£n¥

opakovaného v¥z¬ova dilematu. Podívejme se, znovu na obrázek 16 a zamysleme se, zda v²ehny dostupné

výplaty mohou být výplatami v Nashov¥ rovnováze. Je zjevné, ºe nap°. výplata (0,3) nem·ºe být

výsledkem rovnováºnýh strategiíh. Tato výplata totiº m·ºe nastat jedin¥ v p°ípad¥, kdy hrá£ 1 hraje

v kaºdém kole aki C, zatímo hrá£ 2 hraje vºdy aki D. Takový pro�l strategií ale není Nashovou

rovnováhou, protoºe hrá£ 1 si m·ºe v kaºdém kole polep²it tím, ºe zahraje aki D. Tuto úvahu m·ºeme



Obrázek 16: Dosaºiteln¥ výplaty

pouºít na jakýkoliv bod, ve kterém je pr·m¥rná diskontovaná výplata jednoho z hrá£· men²í neº 1. V

takovém p°ípad¥ si totiº daný hrá£ m·ºe polep²it tím, ºe za£ne hrát v kaºdém kole aki D. Pomoí této

úvahy jsme zúºili mnoºinu výplat dostupnýh hrá£·m p°i rovnováºnýh strategiíh na prostor na obrázku

17.

Obrázek 17: Výplaty dosaºitelné v Nashov¥ rovnováze

�ádné dal²í zúºení v²ak není moºné, v²ehny zobrazené výplaty mohou být podpo°eny rovnováºnými

strategiemi. K d·kazu tohoto tvrzení pouºijeme následujíí argument. Ozna£me (x1, x2) dvojii diskon-
tovanýh pr·m¥rnýh výplat v nekone£ném v¥z¬ov¥ dilematu pro n¥º platí, ºe xi > ui(D,D). Z de�nie

dosaºitelnýh výplat víme, ºe m·ºeme najít takovou sekveni pro�l· akí (a1, ..., ak) pro neº platí, ºe

pr·m¥rná diskontovaná výplata trp¥livého hrá£e i je blízko xi. Nyní uvaºujme trajektorii výstup· v

nekone£n¥ opakované h°e, která se skládá z opakování sekvene (a1, ..., ak). Ozna£me tuto trajektorii

(b1, b2...), kde bqk+t = at pro q = 0, 1, ... a t = 1, ..., k. M·ºeme ukázat, ºe pokud v²ihni hrá£i hrají

následujíí strategii

si(h
1, ..., ht−1) =

{

bti pokud hr
j = brj pro r = 1, ..., t− 1

D jinak

pak je tato situae Nashovou rovnováhou. Uvedená strategie °íká, ºe kaºdý hrá£ hraje takové ake, aby

se opakovala trajektorie výstup· (b1, b2...) tak dlouho, dokud se ostatní hrá£i hovají také tak. Pokud se

n¥který z hrá£· odhýlí, pak v²ihni hrá£i za£nou hrát aki D. Abyhom dokázali, ºe pro�l t¥hto strategií

tvo°í Nashovu rovnováhu, musíme ukázat, ºe ºádnému z hrá£· se nevyplatí jednostrann¥ se odhýlit od

této strategie. Argument je stru£n¥ shrnut v tabule 21.

P°edpokládejme, ºe hrá£ se 1 odhýlí od své strategie s1 v period¥ l. V této period¥ obdrºí výplatu



1, ..., l − 1 l l + 1, ..., k 1, ..., k 1, ..., k ...

s1 u1(a
l) u1(a

l+1), ..., u1(a
k) > u1(D,D) > u1(D,D) ...

odhýlení vl u1(D,D), ..., u1(D,D) u1(D,D) u1(D,D) ...

Tabulka 21: Nashova rovnováha v nekone£n¥ opakované h°e

v1. Od následujíí periody je jeho výplata u1(D,D). V období, kdy se odhýlil, a v následujííh k − l
obdobíh do kone sekvene si m·ºe hrá£ £íslo 1 odhýlením polep²it oproti strategii s1. Ale jeho pr·m¥rná

diskontovaná výplata v následujíí ykleh (a1, ..., ak) je v p°ípad¥ odhýlení niº²í neº v p°ípad¥ strategie
s1. Pokud je diskontní faktor hrá£e dostate£n¥ blízko 1, pak tyto ztráty p°evý²í potenionální zisk z

období l a následujííh k − l období.

Propozie 5. Folk teorém pro nekone£n¥ opakované v¥z¬ovo dilema. G ozna£uje v¥z¬ovo dilema.

• Pro jakýkoli diskontní faktor je pr·m¥rná diskontovaná výplata kaºdého hrá£e v Nashov¥ rovnováze

alespo¬ ui(D,D).
• (x1, x2) je dosaºitelný pár výplat v G, pro který platí xi > ui(D,D). Vºdy existuje δ < 1, taková

ºe pro kaºdé δ > δ má nekone£n¥ opakované v¥z¬ovo dilema Nashovu rovnováhu ve které pr·m¥rná

diskontovaná výplata hrá£e i je xi.

SPE v nekone£ném v¥z¬ov¥ dilematu

P°i studiu extenzivníh her jsme vid¥li, ºe Nashova rovnováha dovoluje hrá£·m podléhat nekredibilním

hrozbám. Stejný problém se objevuje i u Nashovy rovnováhy v nekone£nýh hráh. Tento problém °e²í

konept SPE. K nalezení SPE v nekone£nýh hráh vyuºijeme následujíí vlastnost.

De�nie 21. Vlastnost jedné odhylky (one-deviation). Pro�l strategie spl¬uje vlastnost jedné odhylky,

pokud ºádný hrá£ nem·ºe zvý²it svoji výplatu zm¥nou ake na za£átku kaºdé podhry, ve které je na tahu

jako první, p°i danýh strategiíh ostatníh hrá£· a zbytku své strategie.

Propozie 6. Pro�l strategií v kone£né h°e a nekone£né h°e s diskontním faktorem men²ím neº 1 je SPE

práv¥ tehdy, kdyº spl¬uje vlastnost jedné odhylky.

Pouºití vlastnosti jednoho odhýlení si ukáºeme na p°íkladu v¥z¬ova dilematu (tabulka 20) a pro�lu

strategií (s1, s2), kde si ozna£uje strategii tit-for-tat. P°i této strategii závisí hování pouze na tom, o se

stalo v p°edhozím kole. Ve h°e se mohou objevit elkem 4 r·zné podhry. Ke zji²t¥ní, zdali pro�l strategií

tit-for-tat tvo°í SPE musíme vy²et°it, zda se v t¥hto podhráh hrá£i vyplatí jednostranné odhýlení.

• Podhra po historii kon£íí (C,C): Pokud se hrá£ drºí své strategie, pak obdrºí diskontovanou pr·m¥rnou

výplatu 2. Pokud se na za£átku podhry odhýlí, pak je výsledek v následujíím kole (D,C). Hrá£i se

dále drºí svýh strategií a výsledek hry se proto st°ídá mezi (C,D) a (D,C). Tit-fot-tat je proto v této

podh°e optimální odpov¥¤, pokud

2 ≧ (1− δ)(3 + 3δ2 + 3δ4 + ...) =
3

1 + δ
⇒ δ ≧

1

2

• Podhra po historii kon£íí (C,D): Pokud se hrá£ drºí své strategie, pak v dal²ím kole hraje D a dále

se st°ídají výsledky (D,C) a (C,D). Pokud se hrá£ od své strategie na za£átku podhry odhýlí, pak

je p°i dané strategii druhého hrá£e a zbytku jeho strategie ve v²eh dal²íh obdobíh výsledek (C,C).

Tit-fot-tat je proto v této podh°e optimální odpov¥¤, pokud

(1− δ)(3 + 3δ2 + 3δ4 + ...) =
3

1 + δ
≧ 2 ⇒ δ ≦

1

2

• Podhra po historii kon£íí (D,C): Pokud se hrá£ drºí své strategie, pak v dal²ím kole hraje C a dále

se p°i dané strategii druhého hrá£e st°ídají výsledky (C,D) a (D,C). Pokud se hrá£ od své strategie na

za£átku podhry odhýlí a hraje D, pak je p°i dané strategii druhého hrá£e a zbytku jeho strategie ve

v²eh dal²íh obdobíh výsledek (D,D). Tit-fot-tat je proto v této podh°e optimální odpov¥¤, pokud

(1− δ)(3δ + 3δ3 + 3δ5 + ...) =
3δ

1 + δ
≧ 1 ⇒ δ ≧

1

2



• Podhra po historii kon£íí (D,D): Pomoí stejného argumentu ukáºeme, ºe aby tit-for-tat bylo optimální

v této podh°e, pak musí platit

1 ≧ (1− δ)(3δ + 3δ3 + 3δ5 + ...) =
3δ

1 + δ
⇒ δ ≦

1

2

Kombinaí uvedenýh podmínek, zjistíme, ºe tit-for-tat tvo°í SPE v nekone£n¥ opakovaném v¥z¬ov¥

dilematu práv¥ tehdy, kdyº δ = 1
2

Stejn¥ jako v p°ípad¥ Nashovy rovnováhy m·ºeme formulovat folk teorém také pro SPE. D·kaz folk

teorému je v p°ípad¥ SPE zaloºen na stejné strategii jako v p°ípad¥ Nashovy rovnováhy. Sta£í pouze

ukázat, ºe v podh°e po jiné historii neº (b1, ..., bt−1) se hrá£i na za£átku podhry nevyplatí odhýlení od

jeho strategie.

Propozie 7. Folk teorém pro nekone£n¥ opakované v¥z¬ovo dilema. G ozna£uje v¥z¬ovo dilema.

• Pro jakýkoli diskontní faktor je pr·m¥rná diskontovaná výplata kaºdého hrá£e v SPE alespo¬ ui(D,D).
• (x1, x2) je dosaºitelný pár výplat v G, pro který platí xi > ui(D,D). Vºdy existuje δ < 1, taková ºe

pro kaºdé δ > δ má nekone£n¥ opakované v¥z¬ovo dilema SPE ve které pr·m¥rná diskontovaná výplata

hrá£e i je xi.

11 Opakované hry: Zoben¥ní

11.1 Nashova rovnováha v nekone£n¥ opakovanýh hráh

Minmax výplata

V p°edhozí kapitole jsem ukázali, ºe nekone£n¥ opakované v¥z¬ovo dilema má mnoho rovnováha a folk

teorém nám °ekl jakýh výplat mohou hrá£i v t¥hto rovnováháh dosahovat. Nyní se pokusíme folk

teorém zobenit pro jakoukoliv strategikou hru.

Ve v¥z¬ov¥ dilematu nemohl ºádný z hrá£· získat men²í pr·m¥rnou diskontovanou výplatu neº 1.

Toto byla totiº nejniº²í výplata k jaké mohl být ur£itý hrá£ akemi ostatníh hrá£· p°inuen. Oben¥

m·ºeme takovou výplatu ozna£it jako tzv. minmax výplatu. Jak m·ºeme takovou výplatu oben¥ najít?

Raionální hrá£ ve strategiké h°e hraje svoji optimální odpov¥¤, tj. vybírá si aki, tak aby spl¬ovala

max
ai∈Ai

ui(ai, a−i)

Nyní hledáme minimální výplatu z této mnoºiny. Ostatní hrá£i totiº mohou htít daného hrá£e potrestat

za odhýlení od ur£ité strategie, a to ud¥lají tak, ºe budou hrát ake, které danému hrá£i p°inesou o

nejmen²í výplatu. Minmax výplatu tedy de�nujeme následovn¥:

min
a−i∈A−i

max
ai∈Ai

ui(ai, a−i)

V²imn¥te si, ºe není nutné, aby hodnota minmax výplaty byla stejná pro kaºdého hrá£e (jako se stalo ve

v¥z¬ov¥ dilematu, kde byla tato hodnota rovna 1). Taková situae je výjime£ná. Oben¥ jsou hodnota

minmax výplaty a ake generujíí minmax výplatu pro kaºdého hrá£e r·zné.

Folk teorém pro Nashovu rovnováhu

Je zjevné, ºe v rovnováze nekone£n¥ opakované hry nem·ºe výplata ºádného hrá£e klesnou pod jeho min-

max výplatu. V takovém p°ípad¥ by totiº hrá£ mohl zvý²it svoji výplatu, pokud by hrálmaxai∈Ai
ui(ai, a−i),

tj. v kaºdém kole by hrál svou optimální odpov¥¤ na ake ostatníh v tomto kole.

Stejn¥ jako v p°ípad¥ v¥z¬ova dilematu m·ºe ale být jakýkoliv jiný výsledek vygenerován rovnováºným

pro�lem strategií. Konkrétn¥ ukáºeme, ºe jakákoliv sekvene pro�l· akí (b, b, ...), kde ui(b) je v¥t²í neº



minmax výplata, m·ºe být Nashovou rovnováhou. Uvaºujme následujíí strategii, kde (p−j)i ozna£uje
takovou strategii hrá£e i, která p°iná²í hrá£i j minmax výplatu: si(∅) = bi a

si(h) =

{

bi pokud (a1, ...at−1) = (b, ..., b)

(p−j)i pokud (a1, ...at−1) 6= (b, ..., b) a hrá£ j je prvním hrá£em, který se sám odhýlil

Jedná se tedy vlastn¥ o obdobu grim-trigger strategie, která trestá hrá£e, který se jako první sám odhýlí.

V²imn¥te si, ºe strategie nespustí trest pokud se odhýlí víe hrá£·. To nám v²ak nijak nevadí, protoºe

Nashova rovnováha vyºaduje pouze, aby se jednotlivému hrá£i nevyplatilo odhýlit se. Pro�l takovýh

strategií tvo°í Nashovu rovnováhu. Hrá£, který se drºí strategie, obdrºí v kaºdém období výplatu ui(b).
Pokud se hrá£ odhýlí, tak si m·ºe v prvním období polep²it, ale v kaºdém dal²ím období získá jen

minmax výplatu. A pokud je diskontní faktor dostate£n¥ blízko 1, pak se odhýlení hrá£i nevyplatí.

(Stejný argument platí i v p°ípad¥, ºe se výsledky hry st°ídají v ur£itýh ykleh, tak jako jsem ukázali

u v¥z¬ova dilematu).

Propozie 8. Folk teorém pro Nashovu rovnováhu.

• Pro jakýkoliv diskontní faktor je pr·m¥rná diskontovaná výplata kaºdého hrá£e v Nashov¥ rovnováze

alespo¬ jeho minmax výplata.

• x je dosaºitelný pro�l výplat v G, pro který platí, ºe xi je v¥t²í neº minmax výplata hrá£e i. Pak vºdy

existuje δ < 1, taková ºe pro kaºdé δ > δ má nekone£n¥ opakovaná hra Nashovu rovnováhu ve které

pr·m¥rná diskontovaná výplata hrá£e i je xi.

11.2 SPE v nekone£n¥ opakovanýh hráh

Ve v¥z¬ov¥ dilematu byl p°ehod od Nashovy rovnováhy k SPE jednoduhý. Stejná strategie, kterou

jsem pouºili p°i d·kazu folk teorému pro Nashovu rovnováhu jsme pouºili i v p°ípad¥ SPE. Oben¥ to

v²ak takto jednoduhé být nemusí. D·vodem je skute£nost, ºe v p°ípad¥ v¥z¬ova dilematu je pro�l akí

vedouí k minmax výplat¥ zárove¬ Nashovou rovnováhou. Toto ale neplatí vºdy. Hrá£i pak p°i trestání

deviantního hrá£e mohou hrát aki, která není jejih optimální odpov¥dí na aki deviantního hrá£e. V

takovém p°ípad¥ je hrozba hrá£·, ºe budou takto trestat po elý zbytek hry, nekredibilní.

Stejn¥ jako v p°edhozím p°ípad¥ ukáºeme, jakým zp·sobem m·ºe být v SPE dosaºeno výsledku

(a, a, ...), kde ui(a) je v¥t²í neº minmax výplata hrá£e i. (roz²í°ení na výsledky, které nejsou stejné, se

provede stejn¥ jako v p°ípad¥ v¥z¬ova dilematu). Dále ozna£me pj jako aki hrá£e i, která p°iná²í hrá£i j
jeho minmax výplatu. Pro jednoduhost p°edpokládejme dva hrá£e. Pro�l akí (p2, p1) zna£í, ºe se hrá£i
navzájem trestají. Vezmeme si nyní strategii z obrázku 18. Tato strategie °íká hrá£i, aby na za£átku hrál

ai dokud je výsledek hry v kaºdém kole a. V opa£ném p°ípad¥ za£ne hrát pj a bude ji hrát po k period,

pokud druhý hrá£ hraje pi. Pokud druhý hrá£ p°estane b¥hem této doby trestat, tj. nezahraje pi, pak
se trest za£ne odvíjet znova a op¥t trvá k období. V²imn¥te si, ºe tato strategie trestá nejen odhýlení

se od ake ai, ale také to, ºe druhý hrá£ p°estane s trestem p°íli² brzo.

Obrázek 18: SPE strategie

Nyní ukáºi, ºe je moºné najít δ a funki k takové, ºe pro δ > δ a k = k(δ) tvo°í pro�l t¥hto strategií
SPE. Musím tedy ukázat, ºe platí vlastnost jednoho odhýlení.

• Podhra vedouí do stavu N. Pokud se hrá£ odhýlí, pak v první period¥ m·ºe získat svou maximální

výplatu ve h°e, ozna£me ji ui. Po k period poté získá výplatu ui(p), která je niº²í nebo rovna minmaxové

výplat¥. Pokud se hrá£ drºí své strategie, pak v kaºdé z k + 1 period získá ui(a). Ve zbytku hry není

mezi odhýlením a dodrºením strategie rozdíl. Podmínka optimality strategie v této podh°e je tedy

ui(a)(1 + δ + ...+ δk) ≧ ui + ui(p)(δ + ...+ δk)

Coº m·ºeme vyjád°it jako (δ + ...+ δk)(ui(a)− ui(p)) ≧ ui − ui(a)



• Podhra vedouí do n¥kterého ze stav· Pl. Pokud hrá£ dodrºí strategii, pak získá ui(p) v následujííh

k − l + 1 periodáh a dále získá ui(a). Pokud se odhýlí, pak v prvním období získá minmax výplatu

mi, v k obdobíh ui(p) a poté ui(a). Podmínka optimality je tudíº

ui(p)(1 + δ + ...+ δk−l) + ui(a)(δ
k−l+1 + ...+ δk) ≧ mi + ui(p)(1 + δ + ...+ δk)

Pokud je tato podmínka spln¥na, pro l = 1, pak je jist¥ spln¥na také pro l > 1. M·ºeme ji tedy vyjád°it

jako δk(ui(a)− ui(p)) ≧ mi − ui(p)

Pro δ = 1 jist¥ existuje dostate£n¥ velké k∗ takové, ºe ob¥ podmínky jsou spln¥ny. Tudíº jist¥ existuje

δ′ < 1 taková, ºe pro k = k∗ a δ > δ′ jsou ob¥ podmínky spln¥ny. Uvedený pro�l strategií pak tvo°í SPE

a my m·ºeme formulovat následujíí folk teorém.

Propozie 9. Folk teorém pro SPE.

• Pro jakýkoli diskontní faktor je pr·m¥rná diskontovaná výplata kaºdého hrá£e v SPE alespo¬ jeho

minmax výplata.

• x je dosaºitelný pro�l výplat v G, pro který platí, ºe xi je v¥t²í neº minmax výplata hrá£e i. Pak

vºdy existuje δ < 1, taková ºe pro kaºdé δ > δ má nekone£n¥ opakovaná hra SPE ve které pr·m¥rná

diskontovaná výplata hrá£e i je xi.

11.3 Aplikae

Vyjednávání

V této £ásti si ukáºeme tzv. Rubinstein·v model vyjednávání. Tento model má podobu nekone£n¥ se

opakujíí hry ve které se dv¥ vyjednávaí strany st°ídají v tom, kdo dává návrh na rozd¥lení ur£ité pen¥ºní

£ástky normované na hodnotu 1. P°i£emº hra kon£í, kdyº druhá strana s návrhem souhlasí. Formáln¥ je

hra de�nována následujíím zp·sobem

• Hrá£i 1 a 2

• Kone£né historie mají formu bu¤ kone£né sekvene (x1
1, N, x2

2, N, ...xt
i, Y ) nebo nekone£né sekvene

(x1, N, x2, N, ...), kde xi zna£í nabídku hrá£e i, N zna£í odmítnutí nabídky a Y je p°ijetí nabídky

• Hrá£ská funke P (∅) = 1, P (x1) = 2, P (x1, N) = 2 atd.

• Preferene jsou dány uºitkovou funkí Ui(..., x
t
i , Y ) = δt−1xt

i a Uj(..., x
t
i, Y ) = δt−1(1− xt

i). V p°ípad¥,

ºe se hrá£i nikdy neshodnou je jejih výplata 0.

Jelikoº má hra nekone£ný horizont nem·ºeme pouºít zp¥tnou induki k nalezení SPE. P°edpokládejme

ov²em, ºe hrá£i se v rovnováze okamºit¥ dohodnou a zárove¬ p°edpokládejme, ºe rovnováha je staionární

(tj. v rovnováze se oba hrá£i v kaºdé period¥ hovají stejn¥). Pokud má mít hra takovou rovnováhu,

pak si hrá£ nem·ºe polep²it tím, ºe odmítne nabídku druhé strany a v dal²ím kole dá svou rovnováºnou

nabídku. Ozna£me rovnováºnou nabídku hrá£e 1 a 2 jako x∗

1 a x∗

2. Jelikoº hrá£i si d¥lí £ástku o velikosti

1, musí platit tyto dv¥ podmínky (1−x∗

1) = δ2x
∗

2 a (1−x∗

2) = δ1x
∗

1. �e²ením soustavy t¥hto dvou rovni

získáme rovnováºné nabídky.

Rovnováha hry je potom následujíí dvojie strategií

• Hrá£ 1 nabízí x∗

1 a akeptuje nabídku x2 práv¥ tehdy kdyº 1− x2 ≥ δ1x
∗

1

• Hrá£ 2 nabízí x∗

2 a akeptuje nabídku x1 práv¥ tehdy kdyº 1− x1 ≥ δ2x
∗

2

• kde x∗

1 = 1−δ2
1−δ1δ2

a x∗

2 = 1−δ1
1−δ1δ2

Uvedené tvrzení lze dokázat, pokud ov¥°íme, ºe uvedená dvojie strategií spl¬uje vlastnost jednoho

odhýlení. Uvaºujme tedy postupn¥ v²ehny podhry, které za£ínají nabídkou hrá£e 1 a odpov¥dí hrá£e 1

na nabídku hrá£e 2.

1. Uvaºujme nejprve podhru, která za£íná nabídkou hrá£e 1. Je zjevné ,ºe si hrá£ 1 nepolep²í, pokud

nabídne x < x∗

1. P°edpokládejme, ºe se hrá£ 1 jednou odhýlí a nabídne x > x∗

1, pak hrá£ 2 nabídku

odmítne. V dal²ím kole hrá£ 2 nabídne x∗

2 a hrá£ 1 tuto nabídku akeptuje. Jeho výplata je δ1(1−x∗

2) <
x∗

1

2. Uvaºujme podhru, která za£íná odpov¥dí hrá£e 1 na rovnováºnou nabídku hrá£e 2. P°edpokládejme,

ºe se hrá£ 1 jednou odhýlí a nabídku odmítne. V dal²ím kole hrá£ 1 nabídne x∗

1 a hrá£ 2 tuto nabídku

akeptuje. Výplata hrá£e je potom δ1x
∗

1 = (1− x∗

2). Hrá£i 1 se tudíº nevyplatí se odhýlit.



3. Uvaºujme podhru, která za£íná odpov¥dí hrá£e 1 na nabídku hrá£e 2 x2 > x∗

2. Stejn¥ jako v p°edhozím

p°ípad¥ m·ºeme ukázat, ºe hrá£i se nevyplatí takovou nabídku odmítnout.

4. Uvaºujme podhru, která za£íná odpov¥dí hrá£e 1 na nabídku hrá£e 2 x2 > x∗

2. P°edpokládejme, ºe

se hrá£ 1 jednorázov¥ odhýlí od své strategie a nabídku p°ijme. Potom získá výplatu 1 − x2. Pokud

by se drºel hrá£ 1 své strategie, pak by v dal²ím kole získal výplatu δ1x
∗

1 > 1 − x2. Hrá£i 1 se tudíº

nevyplatí odhýlit se od své strategie.

Symetriké argumenty fungují také pro podhry, které za£ínají nabídkou hrá£e 2 a odpov¥dí hrá£e 2.

Dá se dokázat, ºe práv¥ p°edstavená rovnováha je jedinou rovnováhu této vyjednávaí hry. Tato

rovnováha má t°i zajímavé vlastnosti. Zaprvé, vyjednávání je efektivní, tzn. ºe hrá£i se dohodnou hned

na za£átku hry a nedohází ke ztrátám zp·sobeným pozdní dohodou. Za druhé, £ím trp¥liv¥j²í hrá£ je,

tím v¥t²í £ást si vyjedná pro sebe. Za t°etí, hrá£, který za£íná, má ve vyjednávání výhodu.


