Kapitola 3.: Diagnostické grafy a testy normality dat

3.1. Motivace

Diagnostické grafy slouzi pfedev§im k tomu, aby nam pomohly orientacné posoudit
povahu dat a urcit smér dalsi statistické analyzy. Pti zpracovani dat se ¢asto predpoklada
splnéni urcitych podminek. V ptipadé jednoho nahodného vybéru je to predevsim normalita
(posuzujeme ji pomoci NP plotu, Q-Q plotu, histogramu) a neptitomnost vybocujicich hodnot
(odhali je krabicovy diagram). U dvou ¢i vice nezavislych nahodnych vybért sledujeme
kromé normality téz shodu stfednich hodnot nebo shodu rozptyla - homoskedasticitu
(porovnavame vzhled krabicovych diagramt). V ptipadé jednoho dvourozmérného
nahodného vybéru €asto posuzujeme dvourozmérnou normalitu dat (pouzijeme dvourozmérny
teCkovy diagram s proloZenou 100(1-a)% elipsou konstantni hustoty pravdépodobnosti).

Vzhledem k diileZitosti pfedpokladu normality se vedle grafického posouzeni
doporucuje té€z pouziti nékterého testu normality, napt. Kolmogorovova — Smirnovova testu
nebo Shapirova — Wilkova testu. K zavérim téchto testi vSak pfistupujeme s urcitou
opatrnosti. Mame-li k dispozici rozsahlejsi datovy soubor (orientacné n > 30) a test zamitne
na obvykl¢é hladiné vyznamnosti 0,01 nebo 0,05 hypotézu o normalité, i kdyz vzhled
diagnostickych grafti svéd¢i jenom o lehkém poruSeni normality, nedopustime se zdvazné
chyby, pokud pouZzijeme statistickou metodu zaloZzenou na normalité dat.

3.2. Krabicovy diagram
3.2.1. Popis diagramu

Umoziuje posoudit symetrii a variabilitu datového souboru a existenci odlehlych ¢i
extrémnich hodnot. Zpisob konstrukce je zfejmy z obrazku:

—— odlehla hodnota

—T —— horni vnitfni hradba nebo max. hodnota
— horni kvartil
— median
i — dolni kvartil
—— dolni vnitini hradba nebo min. hodnota
7 —— extrémni hodnota

Odlehla hodnota lezi mezi vnéj$imi a vnitinimi hradbami, tj. v intervalu

(X075 1+ 1,59, X075 + 3q) €1 v intervalu (Xo 25 - 3q, Xo25— 1,59).

Extrémni hodnota lezi za vnéj$imi hradbami, tj. v intervalu (xo 75+ 3q, o) ¢i v intervalu
(—OO, X0,25 - 3q)

3.2.2. Priklad
U 30 doméacnosti byl zjistovan pocet clend.

Pocet ¢lenu 1 2 3 4 5 6
Pocet domacnosti |2 6 4 10 |5 3

Pro tyto udaje sestrojte krabicovy diagram.



Reseni:

Piipomeneme nejprve definici a-kvantilu. Je-li a € (0; 1), pak o-kvantil x, je ¢islo, které
rozdéluje uspotadany datovy soubor na dolni tsek, obsahujici aspont podil a vSech dat a na
horni tisek obsahujici asponl podil 1 — a vSech dat. Pro vypocet a-kvantilu slouZzi algoritmus:

X (o) + X (eu1
~Jcelégisloc = x, =—2 "D
o= 2

necelé ¢islo = zaokrouhlime nahoru na nejblizsi celé ¢isloc = x, = x|,

Pro specidlné zvolena a uzivame ndzvi: X so — median, X5 — dolni kvartil, X¢ 75 — horni
kvartil, X 1, ..., Xo9 — decily, X 01, ..., X099 — percentily. Jako charakteristika variability slouzi
kvartilova odchylka: q = X¢ 75 — X0.25.

V nasem ptipad¢ rozsah souboru n = 30. Vypocty potiebnych kvantilii uspotddame do
tabulky.

[0 na C Xa

0,25 7,5 8 X(e)~=X(8) 2

0,50 {15 |15 | x(45) + X)) |4
2

0,75 22,5 23 X(0)™X(23) 5

Dolni kvartil je 2, tedy aspon ¢tvrtina domacnosti ma aspon dva ¢leny.
Median je 4, tedy asponl polovina domacnosti ma aspon 4 ¢leny.
Horni kvartil je 5, tedy aspon tfi ctvrtiny domacnosti maji aspon 5 ¢lent.

Vypocteme kvartilovou odchylku: q = xo75 — X5 =5 -2 = 3.
Dolni vnitini hradba: xg25s — 1,5 =2 -1,5.3=-2.5

Horni vnitini hradba: x75 + 1,5q =5+ 1,5.3=9,5

Nakonec sestrojime krabicovy diagram:

7

|

f 1

0

Vidime, ze datovy soubor vykazuje urcitou nesymetrii — medidn je posunut smérem
k hornimu kvartilu, soubor je tedy zaporné€ zeSikmen. V souboru se nevyskytuji zadné odlehlé
ani extrémni hodnoty.



3.3. Normalni pravdépodobnostni graf (NP-plot)

3.3.1. Popis grafu

NP-plot umoziiuje graficky posoudit, zda data pochazeji z normalniho rozlozeni.
Zpusob konstrukce: na vodorovnou osu vynasime uspotfadané hodnoty x(1) < ... < Xn) a na

svislou osu kvantily u,, , kde o; =

3n+1

, pfiCemz j je poradi j-té uspotadané hodnoty (jsou-

li n€které hodnoty stejné, pak za j bereme priimérné potadi odpovidajici takové skupince).

Pochazeji-li data z normalniho rozloZeni, pak vSechny dvojice {x;,u | budou leZet na

pfimce.

Pro data z rozloZeni s kladnou Sikmosti se dvojice (x( i Ug ) budou fadit do konkévni

J

kiivky, zatimco pro data z rozlozeni se zdpornou Sikmosti se dvojice (x( iUy ) budou fadit do

konvexni kiivky.

Rozlozeni Normalni rozloZeni Rozlozeni
s kladnou Sikmosti se zapornou Sikmosti
Histogram Histogram Histogram
NP plot
Krabicovy diagram Krabicovy diagram Krabicovy diagram
- . ; -—
; - | L :
3.3.2. Priklad

Desetkrat nezavisle na sobé byla zméfena jistd konstanta. Vysledky méfeni: 2 1,8 2,1
2,419 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Pomoci normdlniho pravdépodobnostniho grafu posud'te, zda se
tato data fidi normalnim rozlozenim.



ReSeni:

usp.hodnoty | 1,8 1,8 1,9 2 2 2,1 2,1 2,2 2,3 2.4
poradi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
priamérné 1,5 1,5 3 4,5 4,5 6,5 6,5 8 9 10
potadi

Vektor hodnot primérného poradi: j= (1,5 3 4,5 6,5 8 9 10),
371 (0,1129;0,2581;0,4032;0,5968;0,7419;0,8387;0,9355),

vektor hodnot o i=
3n+1

vektor kvantiliu , = (— 1,2112;-0,6493;-0,245;0,245;0,6493;0,9892;1,51 79).

Normalni pravdépodobnostni graf
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Protoze dvojice (x( i) U ) témet lezi na ptimce, 1ze usoudit, Ze data pochéazeji z normélniho
J

rozloZeni.

3.4. Kvantil-kvantilovy graf (Q-Q plot)
3.4.1. Popis grafu

Umoziuje graficky posoudit, zda data pochézeji z néjakého znamého rozlozeni (napf-.
systém STATISTICA nabizi 8§ typil rozloZeni: beta, exponencialni, Gumbelovo, gamma, log-
rozloZeni.
Zpusob konstrukce: na svislou osu vynaSime uspofadané hodnoty x(1) < ... < Xm a na

T odj

vodorovnou osu kvantily K, (X) vybraného rozlozeni, kde o i= , priCemz Iygj @ Nygj
jsou korigujici faktory < 0,5, implicitn€ raq = 0,375 a nag; = 0,25. (Jsou-li nékteré hodnoty X1
< ... <X@) stejné, pak za j bereme primérné poradi odpovidajici takové skupince.) Pokud
vybrané rozlozeni zavisi na né¢jakych parametrech, pak se tyto parametry odhadnou z dat nebo
je muze zadat uzivatel. Body 6Ka_ (X),x(j)) se metodou nejmensich Etverct prolozi pfimka.
Cim méné se body odchyluji od této pimky, tim je lepsi soulad mezi empirickym a
teoretickym rozloZenim.

3.4.2. Priklad

Pro data z ptikladu 3.4.1. posud’te pomoci kvantil — kvantilového grafu, zda pochazeji
z norméalniho rozloZeni.




Reeni:

Na zakladé tabulky vytvorené pfi feSeni piikladu 3.4.1. stanovime:

vektor hodnot primérného potadi: j= (1,5 3 4,5 6,5 8 9 10),

vektor hodnota; = % = (0,1 098;0,2561;0,4024;0,5976;0,7439;0,8415;0,939),
n+0,

vektor kvantiliu, = (— 1,2278;—0,6554;—0,247;0,247;0,6554;1,0005;1,566)
Kvantil — kvantilovy graf

3

281

261

241

221

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Vzhled grafu nasvéd¢uje tomu, Ze data pochédzeji z normélniho rozlozZeni.

3.5. Histogram
3.5.1. Popis grafu

Umoziuje porovnat tvar hustoty ¢etnosti s tvarem hustoty pravdépodobnosti vybraného
teoretického rozlozeni. (Ve STATISTICE je pojem histogramu $irsi, skryva se za nim 1
sloupkovy diagram.)

Zpisob konstrukce ve STATISTICE: na vodorovnou osu se vynaseji tfidici intervaly
(implicitn¢ 10, jejich pocet Ize zménit, stejné tak i meze tfidicich interval®) ¢i varianty znaku
a na svislou osu absolutni nebo relativni Cetnosti tfidicich intervala ¢i variant. Do histogramu
se zakresli tvar hustoty (¢i pravdépodobnostni funkce) vybraného teoretického rozlozeni.
Kromeé 8 typti rozloZeni uvedenych u Q-Q plotu umozituje STATISTICA pouzit jesté dalsi 4
rozlozeni: Laplaceovo, logistické, geometrické, Poissonovo.

3.5.2. Priklad
U 70 domacnosti byly zjiStovany tydenni vydaje na nealkoholické napoje (v K¢).

Vydaje (35,65) (65,95) (95,125) | (125,155) | (125,155) |(185,215)

Pocéet dom. |7 16 27 14 4 2

Nakreslete histogram s prolozenou hustotou pravdépodobnosti normalniho rozlozeni
s parametry m a s°, kde m je aritmeticky pramér a s* rozptyl vypoéteny z dat.

ReSeni:
Pro vypocet praméru resp. rozptylu pouzijeme vzorec pro vazeny aritmeticky prameér resp.
vazeny rozptyl.

T

m= lanxm =L(7-50+16-8O+27~110+14~14O+4-170+2~200)=109,14
n“ 70

SR P - =é[7-(50—109,14)2 +..+2-(200-109,14) |=1138,24




Hodnoty hustoty pravdépodobnosti normalniho rozloZeni s parametry m a s> musime
vynasobit ¢islem 30.70 = 2100, kde 30 je délka tiidicich intervalt a 70 rozsah datového
souboru.

Histogram s prolozenou hustotou pravdépodobnosti normalniho rozloZeni
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Vidime, Ze tvar histogramu se pon€kud odchyluje od tvaru hustoty pravdépodobnosti
normalniho rozlozeni. Malé hodnoty jsou cetnéjsi nez velké — datovy soubor je kladné
zeSikmen.

3.6. Dvourozmérny teckovy diagram
3.6.1. Popis diagramu
Mame dvourozmérny datovy soubor (X1, yi), ... , (Xn, Yn), ktery je realizaci

dvourozmérného nahodného vybéru (X;, Yy), ... , (X, Yy) z dvourozmérného rozlozeni. Na
vodorovnou osu vyneseme hodnoty x; , na svislou hodnoty yy a do ptislusnych prisecikil
nakreslime tolik tecek, jaka je absolutni cetnost dvojice (X;, yx). Jedna-li se o ndhodny vybér
z dvourozmérného normalniho rozlozeni, mély by tecky zhruba rovnomérné vyplnit vnitiek
elipsovitého obrazce. Vrstevnice hustoty dvourozmérného normalniho rozlozeni jsou totiz
elipsy — viz nasledujici obrazek.

Graf hustoty a vrstevnice dvourozmérného normélniho rozlozeni s parametry p; = 0, p, =

0,6.°=1,0,"=1, p=-0,75:

iff 3,6
i
. Ji{l' t ]I_ ¢© 0,0
ig-.:; il f# * ﬂ‘:-f:?"-
2 IR
RS
¥ =2 :" _ rT-—---_..T_E]__d S lrﬂ_:“’ﬂ

Do dvourozmérného teckového diagramu miizeme jesté zakreslit 100(1-a)% elipsu konstantni
hustoty pravdépodobnosti. Bude-li vice nez 1000% tecek lezet vné této elipsy, sveédci to o
poruseni dvourozmérné normality. Bude-li mit hlavni osa elipsy kladnou resp. zapornou
smérnici, znamena to, Ze mezi veli¢inami X a Y existuje ur€ity stupen ptimé resp. neptimé
linearni zavislosti.



3.6.2. Priklad
Mame k dispozici vysledky testl ze dvou predmétl zjisténé u osmi ndhodné vybranych
studentt urc¢itého oboru.

Cislo studenta 1 2 13 (4 |5 |6 |7 |8
Pocetbodii v 1.testu |80 [50 [36 [58 [42 |60 |56 |68
Pocet bodii ve 2. testu |65 |60 [35 |39 [48 |44 |48 |61

Pomoci dvourozmérného teckového diagramu se zakreslenou 95% elipsou konstantni hustoty
pravdépodobnosti posud’te, zda tato data lze povaZovat za realizace nahodného vybéru
z dvourozmérného normalniho rozloZeni.

ReSeni:

100

80

60

40

pocet bodu ve 2. testu

20

0 20 40 60 80 100 120
pocet bodl v 1. testu

Obrazek svédci o tom, Ze predpoklad dvourozmérné normality je opravnény a Ze mezi
pocty bodii z 1. a 2. testu bude existovat urCity stupen piimé linearni zavislosti, tzn., Ze u
studenttl, kteti méli vysoky resp. nizky pocet bodii v 1. testu, 1ze ocekavat vysoky resp. nizky
pocet bodu ve 2. testu.

3.7. Kolmogoroviiv — Smirnoviv test normality dat
3.7.1. Popis testu

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér X, ..., X, pochdzi z normalniho
rozloZeni s parametry p a 6°. Distribuéni funkci tohoto rozloZeni oznaéme ®r (x). Necht’ Fy(x)
je vybérova distribu¢ni funkce. Testovou statistikou je statistika D = sup |F, (x) - P (x)| .

—00<X <00

Nulovou hypotézu zamitdme na hladin€é vyznamnosti o, kdyz D, > Dy(a), kde Dy(a) je

tabelovana kritickd hodnota. Pro n > 30 Ize Dy(a) aproximovat vyrazem 1/2Llng .
n o

V piipadg, e nezname parametry p a 6> normalniho rozlozeni, zméni se rozlozeni
testové statistiky D,. Pfislusné modifikované kvantily byly ureny pomoci simulac¢nich studii.

3.7.2. Poznamka ke K-S testu ve STATISTICE

Test normality poskytuje hodnotu testové statistiky (ozn. d) a dv€ p-hodnoty. Prvni se
vztahuje k ptipadu, kdy p a 6° zname predem, druhé (ozn. Liliefors p) se vztahuje k piipadu,
kdy p a 6° nezname. Objevi-li se ve vystupu p = n.s. (tj. non significant), pak hypotézu o
normalit¢ nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.



3.7.3. Priklad
Jsou dany hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoci K- S testu zjistéte na hladiné vyznamnosti
0,05, zda tato data pochazeji z norméalniho rozlozeni.

Reseni: Odhadem stfedni hodnoty je vyb&rovy praimér m = 11, odhadem rozptylu je vybérovy
rozptyl s> = 10. Usporadany nahodny vybér je (8, 9, 10, 12, 16). Vypodéteme hodnoty
vybérové distribu¢ni funkce:

x<8:F(x)=0
8<x<9: F(X):éz 0,2
2
9<x<10: F(x)—gz 0,4
3
10<x<12: F(X)—§= 0,6
4
12<x<16: F(x)—gz 0,8

x>16:F(x) =1
Hodnoty teoretické distribu¢ni funkce ®r(x) v bodech §, 9, 10, 12, 16:

811
D, (8)= | ~— 0,95)=1-®(0,95)=1-0,82894 = 0,1 7106
)= 1 -0-099)-1-0(095)
9-11
®,(9)=0 == 0,63)=1-®(0,63)=1-0,73565 = 0,26435
0)=0 " |- o-063)-1- 006
®.(10)= D 1011 ®(-0,32)=1-d(0,32)=1-0,62552 = 0,37448
V10
12-11
®.(12)=® = d(0,32)=0,62552
+(12) o |=2032)
16-11
®.(16)=® = ®(1,58) = 0,94295
+(16) = |=o0.58)

(@ je distribucni funkce rozlozeni N(0,1).)

Rozdily mezi vybérovou distribucni funkci Fs(x) a teoretickou distribu¢ni funkci ®r(x):
d;=0,2-0,17106 =0,02894; d, = 0,4 — 0,26435 = 0,13565; d3 = 0,6 — 0,37448 = 0,22552;
ds=0,8-0,62552=0,17448; ds =1 -0,94295 = 0,05705.

Testova statistika: Ds = 0,22552, modifikovana kritickd hodnota pron =5, o = 0,05 je 0,343.
Protoze 0,22552 < 0,343, hypotézu o normalité¢ nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

3.8. Shapiruv — Wilkiv test normality dat

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér X, ..., X, pochazi z rozlozeni
N(u, 6%). Test je zalozen na zjisténi, zda body v kvantil-kvantilovém grafu jsou vyznamné
odli$né od regresni ptfimky prolozené témito body. S-W test se pouziva predevSim pro vybery
mensich rozsahi, n < 50.



Kontrolni otazky

1. K ¢emu slouzi diagnostické grafy?

2. Popiste zptisob konstrukce krabicového diagramu.

3. Jak budete interpretovat situaci, kdy v krabicovém diagramu je median posunut smérem
k dolnimu kvartilu?

4.V dvourozmérném teckovém diagramu jsou tecky zhruba rovnomérné rozptyleny uvnitt
kruhového obrazce. Co Ize fici o vztahu veli¢in X a Y?

5. Jak se 1isi provedeni K-S testu normality dat v ptipadé, kdy zname parametry normalniho
rozlozeni od ptipadu, kdy je nezname?

6. Jak souvisi S-W test normality dat s kvantil-kvantilovym grafem?

7. Z 99 hodnot byl sestrojen histogram. Urcete, ktery ze tii uvedenych krabicovych diagramt
byl sestrojen ze stejnych hodnot. Svou volbu zdiivodnéte.

35 3
30
25

20

N

5 2 — Median

[ 25%75%

“T_ Rozsah neodleh.
o Odlehlé

0 # Extrémy

-0,4 0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 24 -3

Vysledek: Jedna se o druhy krabicovy diagram.

7. Pro datovy soubor o rozsahu n = 50 byl vytvofen normalni pravdépodobnostni graf a
kvantil-kvantilovy graf. Pomoci téchto grafii posud’te, zda se data mohou fidit normélnim
rozlozenim.

NP plot Q-Q plot
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Vysledek: Data nepochazeji z normalniho rozlozeni, vzhled obou diagram svéd¢i o znacném
kladném zeSikmeni.



Priklady

Priklady

1. Béhem semestru se studenti podrobili pisemnému testu z matematiky, v némz bylo mozno
ziskat 0 az 10 bodii. Vysledky jsou uvedeny v tabulce:

Pocet bodil 0111234 |5 |6 |7 |8 [9]10

Pocetstudentu | 1 |4 |6 |7 |11 |15(19 (17|12 |6

Pro pocet bodu sestrojte krabicovy diagram. Je pocet bodl symetricky rozlozen kolem
medianu? Vyskytuji se v datech odlehlé nebo extrémni hodnoty?

Vysledek: x925= 1, X050 = 6, X075 = 7, medidn je posunut k hornimu kvartilu, data vykazuji
zapornou Sikmost. Odlehlé ani extrémni hodnoty se nevyskytuji.

2. (S) Pro pocet bodu z 1. ptikladu sestrojte normalni pravdépodobnostni graf.
3. (S) Pro pocet bodu z 1. prikladu sestrojte kvantil-kvantilovy graf pro normalni rozlozeni.

4. (S) Pro pocet bodl z 1. ptikladu testujte pomoci K-S testu na hladiné¢ vyznamnosti 0,05
hypotézu, Ze se fidi normalnim rozlozenim. Zjistéte hodnotu testové statistiky a odpovidajici
p-hodnotu.

Vysledek:

Testova statistika = 0,12895, Liliefors p < 0,01, hypotézu o normalit¢ zamitame na hlading
vyznamnosti 0,05.

5. (S) Pro pocet bodti z 1. ptikladu testujte pomoci S-W testu na hladin€ vyznamnosti 0,05
hypotézu, ze se fidi normalnim rozloZzenim. Zjistéte hodnotu testové statistiky a odpovidajici
p-hodnotu.

Vysledek:

Testova statistika = 0,96906, p < 0,01784, hypotézu o normalit¢ zamitdme na hlading
vyznamnosti 0,05.

6. (S) Na 10 automobilech stejného typu se testovaly dva druhy benzinu liSici se oktanovym
¢islem. U kazdého automobilu se pii praimérné rychlosti 90 km/h méfil dojezd (tj. dréha,
kterou ujede na dané mnozstvi benzinu) pii pouziti kazdého z obou druhii benzinu. Vysledky:

Cislo auta 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
benzin A 17,5 20,0 189 179 164 189 17,2 17,5 18,5 1822
benzin B 17,8 20,8 19,5 183 16,6 19,5 17,5 179 19,1 18,6

Pro uvedend data sestrojte dvourozmérny te€kovy diagram se zakreslenou 95% elipsou
konstantni hustoty pravdépodobnosti. Mohou data pochazet z dvourozmérného normélniho
rozlozeni?

Vysledek: ano.



