Kapitola 4.: Ulohy o jednom nahodném vybéru z normalniho roz-
loZeni

4.1. Motivace

Mnoho ndhodnych veli¢in, s nimiz se setkdvame ve vyzkumu i praxi, se fidi normalnim
rozlozenim. Za jistych piedpokladi obsazenych v centralni limitni vété se da rozlozeni jinych
nahodnych veli¢in aproximovat normalnim rozlozenim. Proto je zapotiebi vénovat velkou
pozornost pravé ndhodnym vybériim z normalniho rozlozeni.

Normalni rozloZeni je charakterizovano dvéma parametry — stiedni hodnotou p a rozpty-
lem o”. Budeme tedy fesit ulohy, které se tykaji téchto parametri. Jedn4 se piedevsim o jed-
novybérovy t-test ¢i test o rozptylu. Sezndmime se rovnéz se situaci, kdy mame k dispozici
jeden nahodny vybér z dvourozmérného normalniho rozlozeni a posuzujeme rozdilnost stted-
nich hodnot obou ndhodnych veli¢in. K feSeni tohoto problému slouzi parovy t-test.

4.2. RozlozZeni statistik odvozenych z vybérového priméru a vybérového
rozptylu
Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(p, o%). Pak plati
a) Vybérovy primér M a vybérovy rozptyl S* jsou stochasticky nezavislé.
2
b) M~N(w Zo), tedy U= 1=H N0, 1),
n c

Jn

(Pivotova statistika U slouzi k feSeni uloh o p, kdyZ o* zname.)

2
c) K= w ~ Xz(n—l).
(Pivotova statistika K slouzi k feSeni uloh o %, kdyZ p nezname.)
Z (X - H)z
d T~ %)
c

(Tato pivotova statistika slouzi k feSeni uloh o %, kdyZ p zname.)

e) T= MS_“~t(n-1).

N

(Pivotova statistika T slouZi k feeni uloh o p, kdyZ o” nezname.)

4.2.1. Priklad

Na vyrobni lince jsou automaticky baleny bali¢ky ryze o deklarované hmotnosti 1000 g.
Pisobenim nahodnych vlivii hmotnost balicku kolisa. Lze ji povazovat za nahodnou veli¢inu,
ktera se fidi normalnim rozlozenim se stiedni hodnotou 996 g a smérodatnou odchylkou 18 g.
Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany balicek ryze neprojde vystupni kontrolou, jest-
lize je povolena tolerance +30 g od deklarované hmotnosti 1000 g?

Reseni: X ~ N(996, 18%), U = X=996 N(O,1)

P(X ¢ (970,1030)) =1 P(970 < X < 1030) =1 - P[—970 9%y 10302996 ‘996j _

18 18
=1-®P(1,89) +D(-1,44)=2-0,971-0,925=0,104



4.3. Intervaly spolehlivosti pro parametry p, 6~

V kapitole 1 jsme se seznamili s pojmem intervalu spolehlivosti pro parametrickou
funkci h(9 ). Nyni se budeme zabyvat specidlnimi ptipady, kdy za parametrickou funkci h(9)
povazujeme stfedni hodnotu p nebo rozptyl o normalniho rozloZeni. V prikladu 1.3.5. jsme si
ukazali zptisob, jak zkonstruovat interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p, kdyZ rozptyl o
zname. Odvozeni intervalu spolehlivosti pro dalsi tii situace (tj. pro p, kdyz o° nezname, pro
o7, kdyZ p nezname a kone¢nd pro %, kdyZ p zname) provadét nebudeme, uvedeme jen pie-
hled vzorct pro meze 100(1-0)% empirickych intervall spolehlivosti pro tyto parametry .

4.3.1. Prehled vzorci
a) Interval spolehlivosti pro p, kdyZ o* zname

(vyuziti pivotové statistiky U = M; E N, 1))

Jn

Oboustranny: (d, h) = (m - 2 Ui, M+
Jn
S
Jn

Pravostranny: (-o0, h) = (-0, m +

() u )
—— Ul-0/2
Jn

Levostranny: (d, o) = (m - Uj.q, ©)

()
E ul—a)

(Odvozeni: viz piiklad 1.3.5.)

b) Interval spolehlivosti pro p, kdyz * nezname

o . M -
(vyuziti pivotové statistiky T = S B t(n-1))

Jn

ti-a2(n-1), m +

S
Vn
S

Jn

Pravostranny: (-o0, h) = (-o0, m +

S

Jn

Oboustranny: (d, h) = (m - t1.o2(n-1))

Levostranny: (d, o) = (m - t1.o(n-1), )

S

Vn

¢) Interval spolehlivosti pro o7, kdyZ p nezname

0=DS" 2y
(e}

t1-o(n-1))

(vyuziti pivotové statistiky K =

— 2 —_ 2
Oboustranny: (d, h) = 2(n D ’ z( n=Ds
X 1-a2(m=1) % as2(n—-1)

2
Levostranny: (d, o) = %’w
X 1-o (1’1 - 1)
k2
Pravostranny: (-0, h) = (‘ O°=(;l—1)sj
X o (Il - 1)



d) Interval spolehlivosti pro ¢°, kdyz p zname

Z X - H)2
(vyuziti pivotové statistiky ‘:1—2 ~*(n))
c

2wt D (x -’
Oboustranny: (d, h) = i=1 =
ran(m) oy wa2(n)

> (x; —)?

i=1

Levostranny: (d, ) = | =———
X 1-a (n)

o0
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Z(Xi - M)2

i=1

Pravostranny: (-0, h) = | — oo, >
X a(n)

4.3.2. Priklad
10 krat nezavisle na sob¢ byla zmétena jistd konstanta p. Vysledky métfeni byly: 2 1,8

2,124 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Tyto vysledky povazujeme za ¢iselné realizace nahodného
vybéru X1, ..., Xio z rozlozeni N(yu, %), kde parametry y, 6> nezname. Najdéte 95% empiricky
interval spolehlivosti pro p, a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

C) pravostranny.

ReSeni:

Vypodteme realizaci vyb&rového praiméru: m = 2,06, vyb&rového rozptylu: s* = 0,0404 a vy-
bérové smérodatné odchylky: s = 0,2011. Riziko a je 0,05. Jde o situaci popsanou v bodé (b),
kde vyuzivame pivotovou statistiku T, ktera se fidi Studentovym rozlozenim t(9). V tabulkach
najdeme kvantil t 975(9) = 2,2622 pro oboustranny interval spolehlivosti a kvantil t(¢5(9) =
1,8331 pro jednostranné intervaly spolehlivosti.

s 0,2011
ada)d=m- —= tgo(n-1)=2,06 - 222622 = 1,92
Jn V10
hem+ - fann-1)=2,06 + 22012 96222220

Vn V10

1,92 < <2,20 s pravdépodobnosti asponi 0,95.
s 0,2011

adb)d=m - tio(n-1) = 2,06 - 1,8331=1,94
Vn Jio
1,94 < s pravdépodobnosti asponi 0,95.
ade)h=m+ — t,.4(n-1)= 2,06 + 2201} 8331513

Vn V1o

n < 2,18 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.



4.4. Testovani hypotéz o parametrech 1, ¢°

a) Necht X, ..., X, je ndhodny vybér N(i, 6°), kde o zname. Necht’ n> 2 a c je konstanta.
Test Hy: p = ¢ proti H;: p # ¢ se nazyva z-test.

b) Necht X, ..., X, je ndhodny vybér N(p, 6°), kde o nezname. Necht n>2 a c je konstan-
ta. Test Hy: p = c proti H;: p # ¢ se nazyva jednovybérovy t-test.

¢) Necht’ Xj, ..., X, je ndhodny vybér N(p, 6°), kde p nezname. Necht n > 2 a ¢ je konstanta.
Test Ho: 6= ¢ proti H;: 6° # ¢ se nazyv4 test o rozptylu.

4.4.1. Provedeni testii o parametrech i, 6> pomoci kritického oboru

V kapitole 1 byly uvedeny tfi zptisoby testovani hypotéz — pomoci kritického oboru,
pomoci intervalu spolehlivosti a pomoci p-hodnoty. V tomto odstavci si ukdzeme, jak testovat
hypotézy o stiedni hodnot& p a rozptylu o pomoci kritického oboru.
a) Provedeni z-testu
Hop: p=cproti H;: p #c (resp. Hy: p <cresp. Hi: p> ¢) zamitame na hladin€ vyznamnosti a,

m-c m-c m-c
>u,,,, (resp. <-u,, resp.

v Vn Vn

jestlize

>u,_, )

b) Provedeni jednovybérového t-testu
Hop: p=cproti H;: p # ¢ (resp. Hy: p<cresp. Hi: p> ¢) zamitame na hladin€ vyznamnosti a,

m-—c m-c
<-t,_,(n—1) resp.

U2t (-1 (resp. >t (n-1)).

J J

.. M=
jestlize

=

c¢) Provedenti testu o rozptylu
Hy: o= ¢ proti H;: 6 # ¢ (resp. H;: 6> < ¢ resp. H: 6° > ¢) zamitame na hlading vyznamnosti

2 2
a, jestlize % < Xza/z(n-l) nebo % > le_a/z(n-l) (resp.
2 2
(n=Ds” < Xza(n—l) nebo (n=Ds” > le_a(n—l)).
c

Pted provedenim kteréhokoli z uvedenych testil je zapotiebi ovetit normalitu dat pomoci
diagnostickych grafli a testli normality popsanych v kapitole 3. Zjistime-li u jednovybérového
t-testu, Ze rozsah souboru je maly (n < 30) a poruseni normality je vyrazné€jsi, doporucuje se
prejit k neparametrickému jednovybérovému Wilcoxonovu testu (viz kapitola 7). Pro vybéry
vétSich rozsahil neni mirné poruSeni normality na piekézku pouZiti uvedenych testi.

4.4.2. Piiklad

Podle udaji na obalu ¢okolady by jeji ¢istd hmotnost méla byt 125g. Vyrobce dostal
n¢kolik stiznosti od kupujicich, ve kterych tvrdili, Ze hmotnost cokolad je nizsi nez deklaro-
vanych 125g. Z tohoto diivodu odd¢€leni kontroly ndhodné vybralo 50 ¢okolad a zjistilo, ze
jejich primérnd hmotnost je 122g a smérodatna odchylka 8,6g. Za ptedpokladu, Ze hmotnost
cokolad se fidi normalnim rozlozenim, miizeme na hladiné vyznamnosti 0,01 povazovat stiz-
nosti kupujicich za opravnéné?



Reseni: X, ..., Xso je nahodny vybér z N(p, o°). Testujeme hypotézu Hy: p = 125 proti le-
vostranné alternativé H;: p < 125. ProtoZe nezname rozptyl ¢°, pouzijeme jednovybérovy t-

test. Testové kritérium ms—c = 1228_6125 =-2,4667. Absolutni hodnotu testového kritéria

Voo 450
porovname s kvantilem ty99(49) = 2,4049. Jelikoz 2,4667 > 2,4049, zamitdme nulovou
hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,01. StiZznosti kupujicich tedy lze povaZovat za opravnéné.

4.5. Nahodny vybér z dvourozmérného normalniho rozlozeni

X X
Necht' | ' |,....| " | je nahodny vybér z rozlozeni N, pii¢emz
Y, Y, Cle

n>2. Oznacime u ul- K2 a zavedeme rozdilovy ndhodny vybér 21 X;i- Yl, ey Ly

Vypocteme M = — ZZI, S? = 1Z:(Zi —M) .
i=1 g

4.5.1. Interval spolehlivosti pro parametr p
Pro vypocet mezi 100(1-0)% empirického intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p
pouzijeme vzorec uvedeny v 4.3.1. (b).

4.5.2. Parovy t-test

Testujeme Ho: py - o =0 (tj. = 0) proti Hy: p; - pp #0 (tj p # 0). Prechodem
k rozdilovému ndhodnému vybéru prevedeme parovy t-test na jednovybérovy t-test, jehoz
provedenti je popsano v 4.4.1. (b).

Pied provedenim parového t-testu je zapotiebi se aspon orienta¢né piesvédcit o dvou-
rozmérné normalité dat pomoci dvourozmérného teckového diagramu. Je-1i rozsah vybéru
maly (n < 30) a poruseni normality je vyrazn¢jsi, je zapotfebi misto parového testu pouzit
neparametricky parovy Wilcoxonilv test (viz kapitola 7). Pro vybéry vétSich rozsaht, které

vykazuji jen mirné poruSeni normality, miizeme pouZit parovy t-test.

4.5.3. Priklad
Na 10 automobilech stejného typu se testovaly dva druhy benzinu liici se oktanovym

¢islem. U kazdého automobilu se pii prumérné rychlosti 90 km/h métil dojezd (tj. draha, kte-
rou ujede na dané mnozstvi benzinu) pti pouziti kazdého z obou druhii benzinu. Vysledky:
Cislo auta |1 2 3 4 5 6 7 8 9 [10
benzin A 17,5 20,0 [189 |17,9 |16,4 [189 |17,2 |17,5]18,5]18,2
benzin B 17,8 120,8 [19,5 [18,3 16,6 [19,5 [17,5 [17,9]19,1]18,6
Za predpokladu, Ze dojezd se fidi normalnim rozlozenim, testujte na hladiné vyznamnosti
0,05 hypotézu, Ze rozdil sttednich hodnot dojezdu pti dvou druzich benzinu se nelisi.

Reseni:
Pomoci dvourozmérného teckového diagramu se zakreslenou 95% elipsou konstantni hustoty
pravdépodobnosti posoudime opravnénost predpokladu o dvourozmérné normalité dat.
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Vidime, ze tecky se fadi do velmi uzkého elipsovitého obrazce. Data miizeme povazovat
za realizace nahodného vybéru z dvourozmérného normalniho rozlozeni.

Piejdeme k rozdilovému nahodnému vybéru. Oznac¢ime p = p, - wo. Testujeme hypotézu
Ho: p= 0 proti H;: p # 0 na hladiné vyznamnosti 0,05. Vypocteme m =-0,46, s = 0,1838 a
testové kritérium ty = -7,9148. Absolutni hodnotu testového kritéria porovname s kvantilem
t0.975(9) = 2,2622. Protoze 7,9148 > 2,2622, zamitame nulovou hypotézu na hladin€ vyznam-
nosti 0,05.

Kontrolni otazky

1. Jaké pivotové statistiky odvozené z vyb&rového priméru M a vybérového rozptylu S? pou-
ivame pfi feeni uloh o stiedni hodnoté p a rozptylu 6° normalniho rozlozeni?

2. Jak vypadaji meze 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro nezndmou stiedni
hodnotu p, kdyZ rozptyl ¢* neni znam?

3. Jaké testy o parametrech normalniho rozlozeni znate?

4.V jaké situaci a za jakych podminek pouzijete jednovybérovy t-test?

5.V jaké situaci a za jakych podminek pouZijete dvouvybérovy t-test?

Priklady

1. Lze predpokladat, ze hmotnost pomeranct dodavanych do obchodni sité se fidi normalnim
rozloZenim se stiedni hodnotou 170 g a smérodatnou odchylkou 12 g. Jaka je pravdépodob-
nost, ze celkova hmotnost deviti ndhodné vybranych pomeranct balenych do sitky piekroci
1,5 kg?

Vysledek: Hledana pravdépodobnost je 0,797.

2. Pocet bodi v testu inteligence je ndhodna veli€ina, ktera se fidi rozlozenim N(100,225).
Jaka je pravdépodobnost, Ze primér v ndhodn¢ vybrané skupiné 20 osob bude vétsi nez 105
boda?

Vysledek: Hledana pravdépodobnost je 0,06811.

3. Pfi provadéni urcitého pokusu bylo zapottebi udrzovat v laboratoti konstantni teplotu
26,5°C. Teplota byla v jednom pracovnim tydnu 46x namatkové kontrolovana v riznych den-
nich a no¢nich hodinach. Z vysledkti méteni byly vypocteny realizace vybérového praméru a
vybérové smérodatné odchylky: m = 26,33°C, s = 0,748°C. Za piedpokladu, ze vysledky me-
feni teploty se ¥idi rozlozenim N(u,0%), vypoé&téte 95% empiricky interval spolehlivosti

a) pro sttedni hodnotu p

b) pro smérodatnou odchylku o.



Vysledek:

ad a) Dosazenim do vzorce 4.3.1. (b) dostaneme 26,11°C < <26,55°C s pravdépodobnosti
aspon 0,95.

ad b) Dosazenim do vzorce 4.3.1. (d), kde meze odmocnime, dostaneme 0,62°C < ¢ < 0,94°C
s pravdépodobnosti asponi 0,95.

4. U 25 nahodné vybranych dvoulitrovych lahvi s nealkoholickym napojem byl zjistén piesny
objem néapoje. Vyb&rovy prumér ¢inil m = 1,99 1 a vybérova smérodatna odchylka s = 0,1 1.
Predpokladejme, Ze objem népoje v lahvi je ndhodna veli¢ina s normalnim rozlozenim.

a) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 ovéfte tvrzeni vyrobce, Ze zdkaznik neni znevyhodnén.

b) Na hladin¢€ vyznamnosti 0,05 ovéite tvrzeni vyrobce, Ze smérodatna odchylka je 0,08 1.
Vysledek:

ad a) Testujeme hypotézu Hy: p = 2 proti levostranné alternativé H;: p <2 pomoci jednovybé-
rového t-testu (viz 4.4.1. (b)). Jelikoz hodnota testového kritéria -0,5 nelezi v kritickém oboru

(— 00; — 2,064> , nezamitdme nulovou hypotézu na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

ad b) Testujeme hypotézu Hy: 6 = 0,08 proti oboustranné alternativé H;: o # 0,08 pomoci
testu o rozptylu (viz 4.4.1. (¢)). Jelikoz hodnota testového kritéria 37,5 nelezi v kritickém obo-

ru (0; 12,4> U <39,4; oo), nejsme opravnéni na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitnout tvrzeni vy-

robce.

5. (S) Bylo vybrano Sest novych vozi téZe znacky a po urcité dob¢ bylo zjisténo, o kolik mm

se sjely jejich levé a pravé predni pneumatiky. Vysledky: (1,8; 1,5), (1,0; 1,1), (2,2; 2,0), (0,9;
1,1), (1,5; 1,4), (1,6; 1,4). Za ptedpokladu, Ze uvedené dvojice tvoii ndhodny vybér

z dvourozmérného normalniho rozloZeni s vektorem stfednich hodnot (p;, ), testujte na hla-

------

Vysledek:

Vzhled dvourozmérného te€kového diagramu neni v rozporu s predpokladem o dvourozmér-
ném normalnim rozlozeni. Pfejdeme k rozdilovému ndhodnému vybéru a testujeme nulovou-
hypotézu Hy: p = 0 proti oboustranné alternativé H;: p # 0 pomoci parového t-testu. Hodnota
testového kritéria = 1,0512, pocet stupnil volnosti = 5. Protoze odpovidajici p-hodnota =
0,3411 je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05, nelze na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitnout
nulovou hypotézu. Ke stejnému rozhodnuti dospéjeme, pokud stanovime kriticky obor: W =
(— 00;—2,57 1) U (2,571; oo). Testové kritérium se nerealizuje v kritickém oboru, tedy nelze na

hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitnout nulovou hypotézu.

6. (S) Uméle ptfipraveny vzorek mineralu obsahoval 10% kifemene a byl 12 krat prométen.
Vysledky méfeni byly: 8,7 10,2 10,07 9,75 9,65 10,37 10,14 10,5 9,48 11,22 9,49 9,86.
Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze obsah kiemene byl stanoven spravné.
Vysledek:

K-S test ani S-W test nezamitaji na hladin¢ vyznamnosti 0,05 normalitu dat. Testujeme nulo-
vou hypotézu Ho: i = 10 proti oboustranné alternativé H;: p # 10. Uloha vede na jednovybg-
rovy t-test. Realizace testového kritéria = -0,262, pocet stupnil volnosti = 1. Protoze odpovi-
dajici p-hodnota = 0,7981 je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05, nelze na hladin€ vyznamnos-
ti 0,05 zamitnout nulovou hypotézu.



