Kapitola 8.: Analyza zavislosti dvou nahodnych velicin

8.1. Motivace

Pti zpracovani dat se velmi Casto setkame s ukolem zjistit, zda dvé ndhodné veliCiny
jsou stochasticky nezavislé. Napi. nas mize zajimat, zda ve sledované populaci je barva o¢i a
barva vlast nezavisla nebo zda pocet dnli absence a vék pracovnika jsou nezavislé. Testovani
hypotézy o nezévislosti se provadi riznymi zpisoby podle toho, jakého typu jsou dané na-
hodné veli¢iny — zda jsou nominalni, ordinélni, intervalové ¢i pomérové.

Pii zkoumani zavislosti je nesmirné dulezité provést logicky rozbor problému. Nema
smysl se zabyvat hledanim zavislosti v pfipadech, kdyz

-z logickych diivodi nemtze existovat,

- zavislost je zplisobena formalnimi vztahy mezi veli¢inami,

- soubor dvourozmérnych dat je nehomogenni,

- zavislost je zptisobena spolecnou pii¢inou.

Zpravidla chceme také zjistit intenzitu ptipadné zavislosti sledovanych dvou veli€in.
K tomuto ucelu byly zkonstruovany rizné koeficienty, které nabyvaji hodnot od 0 do 1 (resp.
od -1 do 1). Cim je takovy koeficient blizsi 1 (resp. -1), tim je zavislost mezi danymi dvéma
veli¢inami silnéjsi a ¢im je blizsi 0, tim je slabsi.

8.2. Testovani nezavislosti nominalnich veli¢in

8.2.1. Popis testu
Necht’ X,Y jsou dvé nominalni ndhodné veli€iny (tj. obsahové interpretace je mozna je-
nom u relace rovnosti). Necht’ X nabyva variant xpj, ..., X7 @ Y nabyva variant ypiy, ..., ¥jsJ-

Potidime dvourozmérny nahodny vybér rozsahu n z rozloZeni, kterym se fidi dvourozmérny
diskrétni ndhodny vektor (X, Y). ZjiSténé absolutni ¢etnosti nj dvojice variant (X}, yx}) uspo-
fadame do kontingen¢ni tabulky:
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Testujeme hypotézu Hy: X, Y jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliCiny proti
H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé ndhodné veliCiny. Testova statistika ma tvar:
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. Plati-li Hy, pak K se asymptoticky fidi rozloZzenim xz((r-l)(s-l)).

n
Hypotézu o nezavislosti veli¢in X, Y tedy zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a,
kdyz K > ¢ 1o((r-1)(s-1)).

8.2.2. Podminky dobré aproximace

n;n,

Vyraz se nazyva teoreticka cetnost. Rozlozeni statistiky K lze aproximovat roz-

lozenim *((r-1)(s-1)), pokud teoretické Getnosti aspoii v 80% piipadi nabyvaji hodnoty vétsi



nebo rovné 5 a ve zbylych 20% neklesnou pod 2. Neni-li splnéna podminka dobré aproxima-
ce, doporucuje se slu¢ovani nekterych variant.

8.2.3. Méreni sily zavislosti
Craméruv koeficient: V = (—1) , kde m = min{r,s}. Tento koeficient nabyva
n(m—

hodnot mezi 0 a 1. Cim bliZe je 1, tim je t&sn&jsi zavislost mezi X a Y, &im bliZe je 0, tim je
tato zavislost volnéjsi.

8.2.4. Priklad

V sociologickém prizkumu byl z uchazeci o studium na vysokych skolach potizen
nahodny vybér rozsahu 360. Mimo jiné se zjist'ovala socidlni skupina, ze které uchaze¢ po-
chézi a typ Skoly, na kterou se hlasi. Vysledky jsou zaznamenany v kontingenc¢ni tabulce:

Typ skoly Socidlni skupina n;.
I 11 111 v
univerzitni 50 30 10 50 140
technicky 30 50 20 10 110
ekonomicky 10 20 30 50 110
N 90 100 60 110 360

Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o nezévislosti typu Skoly a
socialni skupiny. Vypoctéte Cramérav koeficient.

Reseni:

nn, _ 140-90 _35, nn, 140-100 _ 389, nn, _ 140-60 _233, nn, 140-110 _ 108,
n 360 n 360 n 360 n 360

n,n, 110-90 _ 275, n,n, 110-100 _ 304, n,n; 110-60 _ 183, n,n, 110-110 _ 33.6,
n 360 n 360 n 360 n 360

nyn, 110-90 _ 275, n,n, 110-100 _ 30,6, n,n, 110-60 _ 183, n;n, 110-110 _ 33.6
n 360 n 360 n 360 n 360

(50-35)° (30-389) (50-33,6)
+ foo—

35 389 33,6
K > 12,6, hypotézu o nezavislosti typu Skoly a socidlni skupiny zamitdme na asymptotické

hladin¢ vyznamnosti 0,05. Cramériiv koeficient: V = 1/ 376?)’42 =0,3267.

K= =76,84,r=3,s=4, x20,95(6) =12,6. Protoze

8.2.5. Cty¥polni tabulky
Necht' r = s = 2. Pak hovofime o ¢tyfpolni kontingen¢ni tabulce a pouzivame oznaceni:

njp=a,np=b,ny=c,np=d

X Y n;,
Y1 Y21
X[1] a b atb
X[2] C d ctd
Ny atc b+d n




Pro tuto tabulku navrhl R. A. Fisher pfesny (exaktni) test nezavislosti zndmy jako Fishe-
ruv faktoridlovy test. (Je popsan napt. v knize K. Zvéara: Biostatistika, Karolinum, Praha
1998.) STATISTICA poskytuje p-hodnotu pro tento test. Jestlize vyjde p < a, pak hypotézu o
nezavislosti zamitdme na hladiné¢ vyznamnosti a.

Ve ctyfpolnich tabulkach pouzivame charakteristiku OR = ta)_d , kterd se nazyva podil
C

Sanci (odds ratio). Miizeme si pfedstavit, Ze pokus se provadi za dvojich riznych okolnosti a
muze skoncit bud’ ispéchem nebo neuspéchem.

Vysledek pokusu okolnosti n;j.
11
uspéch a b atb
neuspéch C d c+d
N atc b+d n

W W 4 W o W /4 W o W r . a 7
Pomér poctu uspéchii k poctu netispéchi (tzv. Sance) za 1. okolnosti je —, za druhych okol-
c

nosti je % Podil Sanci je OR = ;—d. Pomoci 100(1-a)% asymptotického intervalu spolehli-
c

vosti pro podil Sanci Ize na asymptotické hladiné vyznamnosti a testovat hypotézu o nezavis-
losti nominalnich veli¢in X a Y. Asymptoticky 100(1-a)% interval spolehlivosti pro pfirozeny
logaritmus skute¢ného podilu Sanci ma meze:

InOR *, /l + % + 1 + éula /5 - Jestlize po odlogaritmovani nezahrne interval spolehlivosti 1,
a c

pak hypotézu o nezavislosti zamitneme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti a.

8.2.6. Piiklad
U 135 uchazect o studium na jistou fakultu byl hodnocen dojem, jakym zapiisobili na

weer

zu, ze prijeti na fakultu nezévisi na dojmu u piijimaci zkousky.

prijeti dojem n;j.
dobry Spatny
ano 17 11 28
ne 39 58 97
ny 56 69 125
ReSeni:
R=24_1758 5198, 1nOR =0,832.
bc 11-39
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+— = \/—+—+—
d 17 11 39
Ind =0,832-0,439-1,96 = —0,028,In h = 0,832+ 0,439-1,96 = 1,692

1
58

d=e""% =0,972,h =% =5,433

Protoze interval (0,972; 5,433) obsahuje ¢islo 1, na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05
nezamitame hypotézu o nezavislosti dojmu u pfijimaci zkousky a pfijeti na fakultu.

+—=0,439,u4;

=1,96




8.3. Testovani nezavislosti ordinalnich velicin

8.3.1. Popis testu

Necht’ X, Y jsou dvé ordinalni nahodné veli¢iny (tj. obsahova interpretace je mozna je-
nom u relace rovnosti a relace uspotfadani). Potfidime dvourozmérny ndhodny vybér
(X1, Y1), --.r (Xn, Yn) z rozlozeni, jimz se fidi ndhodny vektor (X, Y). Oznacime R; poradi
nahodné veli¢iny X; a Q; potadi ndhodné veli¢iny Yj, i =1, ..., n. Testujeme hypotézu
Ho: X, Y jsou potadove nezavislé ndhodné veliCiny proti oboustranné alternativé Hy: X, Y
jsou potadové zavislé ndhodné veli€iny (resp. proti levostranné alternativé H;: mezi X a'Y
existuje nepiima poradova zavislost resp. proti pravostranné alternativé H;: mezi X a Y exis-
tuje piima potadova zavislost).

Testova statistika se nazyva Spearmantv koeficient poradové korelace a ma tvar:

n

Iy = I—Tf—)Z(RI _Qi)2 .

nln” -1)i5

Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti o

a) ve prospéch oboustranné alternativy, kdyz | IS | > 13,1-0(1)
b) ve prospéch levostranné alternativy, kdyz rs < - rg 1.4(n)
¢) ve prospéch pravostranné alternativy, kdyz rs > rs ;(n), kde rs ;«(n) je kritickd hodnota,
kterou pro a = 0,05 nebo 0,01 a n <30 najdeme v tabulkach. Pro n > 30 Hy zamitdme na
Uig

asymptotické hladin€¢ vyznamnosti a ve prospéch oboustranné alternativy, kdyz |rs| >

g

(analogicky pro jednostranné alternativy).
Spearmantiv koeficient rs soucasné méfi silu poradové zavislosti nahodnych veli¢in X,

Y. Nabyva hodnot z intervalu <— l,l>. Cim je jeho hodnota blizsi -1 (resp.1), tim je siln&jsi
neptima (resp. piima) potadova zavislost veli¢in X, Y. Cim je jeho hodnota blizsi 0, tim je
slabsi potfadova zavislost veli¢in X, Y.

8.3.2. Piiklad
Dva Iékati hodnotili stav sedmi pacientil po témz chirurgickém zakroku. Postupovali

Vv

Cislo pacienta 1 2 3 4 5 6 7
Hodnoceni 1. 1ékaie 4 1 6 5 2 7
Hodnoceni 2. 1ékare 4 2 5 6 1 3 7

Vypoctéte Spearmantiv koeficient rs a na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze hod-
noceni obou I€karii jsou poradoveé nezavisla.

ResSeni:
I :1_%26_—1)[(4_4)2 +(1-2 +(6-5 +(5-6) +(3-1) +(2-3) +(7—7)2]:O,857.

Kriticka hodnota: 159 95(7) = 0,745. Protoze 0,857 > 0,745, nulovou hypotézu zamitdme na
hladin€ vyznamnosti 0,05.



8.4. Testovani nezavislosti intervalovych ¢i pomérovych veli¢in

8.4.1. Pearsoniiv koeficient korelace
V teorii pravdépodobnosti byl zaveden Pearsontliv koeficient korelace ndhodnych veli-
¢in X, Y (které jsou aspon intervalového charakteru) vztahem

R(X, Y) = C(— pro JD(X)/D(Y)>0,=0 jinak . Pfipomeneme jeho vlastnosti:

X,Y)
D(X)/D(Y)
a) R(X,X) =1

b) R(X,Y) = R(Y,X)

¢) R(a+bX, ¢ +dY) = sgn(bd)R(X,Y)

d) -1 <R(X,Y) <1 arovnosti je dosazeno tehdy a jen tehdy, kdyZz existuji realné konstanty

a, b, b#0tak, ze P(Y =a+bX) =1, pficemz R(X,)Y)=1prob>0aR(X,Y)=-1 prob <0.
Z téchto vlastnosti plyne, ze R(X,Y) je vhodnou mirou tésnosti linearniho vztahu nahod-

nych veli¢in X, Y.

8.4.2. Vybérovy koeficient korelace

R(X,Y) vétsinou nemiizeme pocitat ptimo, protoze to vyzaduje znalost simultanniho roz-
loZeni nahodného vektoru (X, Y). V praxi jsme vétSinou odkazani na ndhodny vybér rozsahu
n z dvourozmérného rozlozeni daného distribu¢ni funkci ®(x,y). Z tohoto dvourozmérného
nahodného vybéru mizeme stanovit:

vybérové priméry M, =liXi , M, =lzn:Yi ,
g i=1
s > 1 I S 2
vybérové rozptyly S, ——IZ:(Xi —M]) .S, ——IZ:(Yi —Mz) )
n=1lig n=1lig
vybérovou kovarianci S,, = %i(Xl —Ml)(Yi —Mz) a s jejich pomoci zavedeme
n

L=l

vybérovy koeficient korelace R, = 88182 (pro S;S, > 0). Vlastnosti a), b), ¢), d) koeficientu
192

korelace se pienaseji i na vyberovy koeficient korelace.

8.4.3. Koeficient korelace dvourozmérného normalniho rozloZeni
Necht nahodny vektor (X, Y) ma dvourozmérné normalni rozlozeni s hustotou
2
1 { X—py |, X—l Y—H, [ yu,
3 2p +
1 2(l—p )t o, G, O, o,

(p(Xa Y) = S J :| P pﬁéemi nr = E(X)7 W2 = E(Y)a
216,6,4/1-p*

61’ =D(X), 62> =D(Y), p=RX.Y).
Marginalni hustoty jsou:
(x-, ) (y=1, )
1 - 2:2 1 - yzc:Z

(pl(x):cslme ’@2(},):62\/%6

Je-li p =0, pak pro V(x, y) eR?: (p(x, y) =0, (X)([) 5 (y) , tedy nahodné veli¢iny X, Y
jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy: stochasticka nezavislost slozek X, Y normaln¢ roz-
lozeného ndhodného vektoru je ekvivalentni jejich nekorelovanosti.

Je-li p # 0, jsou ndhodné velic¢iny X, Y stochasticky zavislé. Je-li p > 0, fikame, Ze jsou
kladn¢ korelovangé, je-li p <0, fikdme, Ze jsou zaporné korelované.




Upozornéni: V dal$im textu budeme ptredpokladat, ze nahodny vybér (X, Y1), ..., (Xu, Yn)
pochazi z dvourozmérného normalniho rozlozeni s parametry w, po, 61°, 627, p

8.4.4. Testovani hypotézy o nezavislosti
Testujeme Hy: p = 0 proti oboustranné alternativé H;: p # 0 (resp. proti levostranné al-
ternativé H;: p <0 resp. proti pravostranné alternativé H;: p > 0). Testova statistika ma tvar:

R,,vn-2
J1-R .’

oboustranné alternativé: W = (— 0,~t, 2 (n— 2)> U <t1_a 15(n—2),0), proti levostranné al-

T= . Plati-li nulové hypotéza, pak T ~ t(n-2). Kriticky obor pro test Hy proti

ternativé: W = (— 0, —t,_, (n - 2)> a proti pravostranné alternativé: W = <t17a (n - 2), oo). Ho

zamitadme na hladiné vyznamnosti a, kdyz T € W.
Neni-li splnén predoklad dvourozmérné normality, pouzijeme Spearmantv koeficient
potradové korelace.

8.4.5. Priklad
Mame k dispozici vysledky testll ze dvou predmétii zjisténé u osmi ndhodné vybranych
studentl urcitého oboru.

Cislo studenta 1 (2 (3 |4 |5 |6 |7 |8
Pocet bodu v 1. testu 80 (50 |36 |58 |42 |60 [56 |68
PoCetboduve 2. testu |65 |60 |35 (39 |48 (44 |48 |61

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze vysledky obou testl nejsou kladné korelo-
vané.

ReSeni:

Nejprve se musime presveédcit, ze uvedené vysledky 1ze povaZovat za realizace ndhodného
vybéru z dvourozmérného normalniho rozlozeni. Lze tak ucinit orientaéné pomoci dvouroz-
mérného teckového diagramu. Tecky by mély vytvofit elipsovity obrazec.
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Obrazek sveédci o tom, Ze predpoklad dvourozmérné normality je opravnény a ze mezi
pocty bodli z 1. a 2. testu bude existovat urcity stupeil pfimé linearni zavislosti.

Testujeme Hy: p = 0 proti pravostranné alternativé Hy: p > 0.

Vypoctem zjistime: Ry, = 0,6668, T =2,1917. V tabulkach najdeme t(95(6) = 1,9432.
Kriticky obor: W = <1,9432; oo). Protoze T € W, hypotézu o neexistenci kladné korelace vy-

sledkti z 1. a 2. testu zamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.



Kontrolni otazky

1. Jak testujeme nezavislost nominalnich veli¢in? Jaké podminky musi byt splnény?

2. K ¢emu slouzi Cramériv koeficient?

3. K ¢emu slouzi Spearmantiv koeficient poradové korelace?

4. Uved'te vlastnosti vybérového koeficientu korelace.

5. Jak se na vzhledu dvourozmérného teckového diagramu projevi, jsou-li ndhodné veli¢iny
X, Y kladné korelovany?

6. Pro nahodny vybér z dvourozmérného normalniho rozlozeni popiste test hypotézy o neza-
vislosti veli¢in X, Y.

Priklady
1. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o nezavislosti pedagogické hodnosti a po-
hlavi a vypoctéte Craméruv koeficient, jsou-li k dispozici nasledujici udaje:

pohlavi pedagogicka hodnost
odb. asistent docent profesor
muz 32 15 8
zena 34 8 3
Vysledek:

Podminky dobré aproximace jsou splnény, pouze jedna teoreticka ¢etnost klesne pod 5. Tes-
tova statistika se realizuje hodnotou 3,5 , pocet stupiiti volnosti = 2, kriticky obor je

W= <5,99 I 00> . Hypotézu o nezavislosti pohlavi a pedagogické hodnosti tedy nezamitdme na

asymptotické hladin¢€ vyznamnosti 0,05. Cramértv koeficient V = 0,187.

2. Dvanact riznych softwarovych firem nabizi programy pro vedeni ucetnictvi. Programy
byly posouzeny odbornou komisi a komisi slozenou z profesionalnich t¢etnich. Vysledky

v 1. a 2. komisi: (6,4), (7,5), (1,2), (8,10), (4,6), (2.5,1), (9,7), (12,11), (10,8), (2.5,3), (5,12),
(11,9). Vypoctéte Spearmantiv koeficient potfadové korelace a na hladiné vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu o nezavislosti potradi v obou komisich.

Vysledek:

Spearmantv koeficent pofadové korelace je 0,715, kritickd hodnota pron=12 a o= 0,05 je
0,576. Hy zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05 ve prospéch oboustranné alternativy.

3. V dilné& pracuje 15 d€lnikd, u nichz byl zjistén pocet smén odpracovanych za mésic (velici-
na X) a pocet zhotovenych vyrobku (veli¢ina Y). Orientané ovéite dvourozmérnou normalitu
dat, vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X a Y a na hladin€ 0,01 testujte hypotézu o
nezavislosti veli¢in X a Y.

X202118172018192120141619211515

Y 9293 838091 8582989060 73 86 96 64 81.

Vysledek:

Vzhled dvourozmérného teckového diagramu svéd¢i o tom, ze predpoklad dvourozmérné
normality je opravnény. Vybérovy koeficient korelace je 0,927, testova statistika se realizuje
hodnotou 8,597, kriticky obor je W = (— 00, — 3,012> U <3,012, oo). Hypotézu o nezavislosti

veli¢in X a Y zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,01.

4. (S) 100 nahodn¢ vybranych muzi a Zen bylo dotazano, zda davaji pfednost nealkoholicke-
mu népoji A ¢i B. Udaje jsou uvedeny ve Ctyfpolni kontingencni tabulce.



pohlavi napoj

A B
muz 20 30
zena 30 20

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte pomoci Fisherova faktoridlového testu hypotézu, Ze
preferovany typ napoje nezalezi na pohlavi respondenta.

Vysledek:

V naSem ptipad¢ se jedna o jednostrannou zavislost, zajimame se tedy o Fisher exact, one
tailed. Ta je 0,03567. Protoze p-hodnota je mensi nebo rovna 0,05, zamitdme na hladiné vy-
znamnosti hypotézu, Ze preferovany typ népoje nezalezi na pohlavi respondenta.

5. (S) V nasledujici tabulce jsou uvedeny Ciselné realizace a absolutni ¢etnosti ndhodného
vybéru (X, Y1), (X1, Y2), ..., (X62, Ye62) Z dvourozméerného rozlozeni:

X y

15
25
35
45
55
65
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Podle vzhledu dvourozmérného teCkového diagramu orienta¢né posud’te dvourozmérnou
normalitu dat. Vypoctéte vyberovy koeficient korelace a interpretujte ho. Na hladin€ vyznam-
nosti 0,05 testujte hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y.

Vysledek:

Protoze tecky v dvourozmérném teckovém diagramu vytvaieji elipsovity obrazec, 1ze pfipustit
dvourozmérnou normalitu. Vybérovy koeficient korelace nabyva hodnoty —0,899, coZ zname-
na, ze mezi veli¢inami X a Y existuje dosti silnd neptima linearni zavislost. Testova statistika
se realizuje hodnotou -13,6613, odpovidajici p-hodnota je velmi blizk4 0, nulovou hypotézu
zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.



