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Tento materiál je ur�en výhradn� pro poslucha�� p�edm�tu Matematika A 
tutora RNDr. Št�pána MIKOLÁŠE. 

  
 
U�ební  text  Matematika A – distan�ní studijní opora  (dále jen DSO), který m�žete 
zakoupit v prodejn� na Ekonomicko-správní fakult� je roz�len�n do šesti kapitol. První dv� 
jsou v�novány opakování st�edoškolské látky a jsou ur�eny výhradn� k samostatnému studiu, 
nebudou proto  - až na výjimky - probírány na tutoriálech. Další �ty�i kapitoly se zabývají 
lineární algebrou a látka zde obsažená bude na tutoriálech vysv�tlována.  
Následující text obsahuje zejména �ešené p�íklady, které budou probírány na tutoriálech 
a vznikl proto, aby poslucha�i na tutoriálech nemuseli p�íliš mnoho psát a mohli se o to více  
soust�edit na výklad. 
 
Nedílnou sou�ástí kombinovaného studia je vypracování POT� (práce opravovaná tutorem). 
Zadání POT�  bude zve�ejn�no v On-line studiu. Zde chci jenom up�esnit zp�sob odevzdávání 
vypracovaných POT�. Možností je n�kolik: 

1. Odevzdání na n�kterém tutoriálu – tuto možnost preferuji. 
2. Odevzdání paní Hrá�kové, sekretá�ce Katedry aplikované matematiky  a informatiky 

ESF, Lipová 41a, Brno – 7. poschodí. Na obálku nebo první stránku POTu je pak t�eba 
výrazn� napsat  Ur�eno pro tutora RNDr. Mikoláše. 

3. Zaslat poštou na adresu: 
RNDr. Št�pán Mikoláš 
Katedra aplikované matematiky P�F MU 
Janá�kovo nám. 2a 
 602 00  BRNO 

      4.    Zcela výjime�n� a po p�edchozí dohod� zaslat v elektronické podob� emailem na  
             adresu:   mikolas@math.muni.cz 
             Zde ovšem bývají problémy, protože universitní server p�íliš rozsáhlé maily odmítá. 
      V žádném  p�ípad� neodevzdávejte POTy prost�ednicvím  „odevzdávárny“ v On-line 
       studiu. Ta je pro matematické texty zcela nevhodná a v lo�ském školním roce jsem  
       z n�kolika takto odevzdaných text�  nedostal ani jediný. 
        
       Odevzdané POTy se budu snažit do 2 – 3 týdn� opravit. V Informa�ním systému MU 
       (dále jen IS) jsem u p�edm�tu KMMATA vytvo�il poznámkový blok POTy. Pokud 
       nap�. odevzdáte POT1 a bude bu�to bez chyb nebo jen s drobnými chybi�kami, jejichž 
       opravu nebudu vyžadovat, napíši do poznámkového bloku jenom  „POT1“. Budou-li 
       v POTu v�tší chyby, napíši nap�. „POT1 – opravit p�.  2a,3,5.“ 
       Poznámkový blok najdete na adrese    http://is.muni.cz/   , klepnete myší na Student 
       a  po zadání Vašeho login a password  volíte p�edm�t KMMATA a poznámkový blok 
       POTy. 
 
       Moje poštovní i emailová adresa je uvedena výše. Zde uvedu ješt� telefonní �ísla: 
       Na pracovišt�  549495864. 
       Mobil: 732172039. 
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Informace o písemné �ásti zkoušky. 
platí pro skupinu tutora RNDr. Mikoláše 

 
témata na písemku: 
- kvadratické nerovnice, nerovnice s absolutními hodnotami 
- operace s maticemi (nap�. 3A-B*C+DT  ) 
- lineární závislost a nezávislost vektor�, báze a dimenze podprostoru nVW ⊂ , hodnost 

matice 
- determinanty 
- systémy lineárních rovnic 
- Cramerovo pravidlo 
- inverzní matice 
- vlastní �ísla a vlastní vektory 

 
Písemka bude trvat 90 minut a bude mít šest p�íklad�. Každý p�íklad bude 
hodnocen maximáln� 10 body. 
Od bodového zisku se bude odvíjet návrh známky takto: 
<0,30) <30,35) <35,40) <40,45) <45,53) <53,60> 
F E D C B A 
Ústní zkouškou je možno si navrženou klasifikaci zlepšit, ale i zhoršit. 
 
Zadání i vypracované vzorové �ešení jedné písemné zkoušky je uvedeno na záv�r 
tohoto textu 
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�ešené p�íklady z matematiky A. 

 

Nerovnice.  
Nerovnicí  rozumíme  vztah tvaru   )x(g)x(f ≤  [respektive ( ) ( )xgxf ≥ ] nebo ( ) )x(gxf <  
[respektive  f(x) > g(x) ] . 
�ešením nerovnice rozumíme každé �íslo α , jehož dosazením do nerovnice dostaneme  
platnou nerovnost. Nerovnice nemusí mít žádné �ešení, ale m�že mít i nekone�n� mnoho 
�ešení. Má proto smysl mluvit o množin� �ešení dané nerovnice. Dv� nerovnice, které 
mají stejné množiny �ešení se nazývají ekvivalentní. 
P�i �ešení nerovnice používáme ekvivalentní úpravy, kterými  ji p�evedeme na co nejjedno- 
dušší ekvivalentní nerovnici, jejíž �ešení snadno ur�íme. 
Ekvivalentní úpravy jsou: 

- p�i�tení stejného výrazu k ob�ma stranám nerovnice 
- násobením obou stran nerovnice libovolným kladným výrazem 

P�i násobení obou stran nerovnice  záporným výrazem se znaménko nerovnice zm�ní  
ve  znaménko opa�né. 
V dalším se budeme zabývat pouze kvadratickými nerovnicemi a nerovnicemi s absolutními 
hodnotami. 
P�íklad 1.  �ešte v R nerovnici   06xx 2 ≥−−  . 
       �ešení: 
        Kvadratický troj�len 6xx 2 −−  rozložíme v ko�enové �initele:    
        6xx 2 −−   =   ( )( )3x2x −+   . 
        ( )( )3x2x −+ 0≥  
 
        x + 2                      -                                     +                                + 
        x – 3                      -                                      -                                + 
   (x+2)(x-3)                  +                                     -                                + 
 ������������������	������������	����������������              
                                                   -2                                  3 
 
      celkem ),32,(x ∞<∪>−−∞∈  
 

     Celý tento postup lze zkrátit užitím následujícího tvrzení: 
     Dva r�zné reálné ko�eny kvadratického troj�lenu rozd�lí �íselnou osu na t�i intervaly. 
     V každém z nich nabývá tento troj�len pouze kladných [respektive pouze záporných] 
     hodnot. Nabývá–li  v jednom z interval� kladných hodnot, nabývá v sousedních        
     intervalech záporných hodnot a naopak. 
    Sta�í tedy p�i �ešení kvadratické nerovnosti  ur�it znaménko kvadratického troj�lenu 
    v jediném vnit�ním bod� jednoho z interval�. 
     Vrátíme-li se k P�íkladu 1. , dostáváme 
     f(x) = ( )( )3x2x −+      ,   f(0) = - 6 < 0 a tedy 
               (x+2)(x-3)                  +                           -                                +          
    ������������������	������������	����������������        
                                                      -2                                   3 
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 P�íklad 2. 
 �ešte v R nerovnici  5xx3x4x 22 −+>+−  .   

�ešení: 
 

x4x 2 −              +                                      -                                        +                  + 
5x −                   -                                      -                                         -                  + 

���������������	������������������	�������	������ 
                                           0                                                    4                     5 

a) Pro )5,40,(x <∪>−∞∈  dostaneme    
                                    5xx3x4x 22 +−>+−   
                                                  2x3 −<  

                                                  3
2x −<  

          znázorn�no graficky: 
 
 ��������
 
 ����������������                                                    ��������
 
 ��������	������	������������������	�������	������ 
                     3

2−                  0                                                    4                     5 

 ��������
               )3
2,(x −−∞∈  

b) Pro  ( )4,0x ∈  dostaneme: 
                                   5xx3x4x 22 +−>−+−   
                                     02x5x2 2 <+−  

                                ( ) 02x
2
1

x2 <−�
�

�
�
�

� −  

 
2x5x2 2 +−               +          +             -                    +                    +                  + 

02x5x2 2 <+−                            
������
  
                                           
������������������
 
���������������	���	������	�������	�������	������ 
                                           0      2

1                  2                     4                     5 

                                                      
������
           ( )2,2
1x ∈  

c) Pro ),5x ∞∈<  dostaneme: 
                                    5xx3x4x 22 −+>+−             
                                                  8x5 <  
                                                    6,15

8x =<  

�����������������������                                                                                                                                
                                                                                                                       �������  
               
���������������	������	�����������	�������	������ 
                                           0               5

8                                4                     5 

                                                                                    ∅∈x  
   Celkem  ( ) ( )2,2

1
3

2,x ∪−∞−∈  
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P�íklad 3. �ešte v R nerovnici   3
1x
2x ≥

−
+

 . 

  �ešení: 
  Defini�ní obor:  R { }1−  
  Celou nerovnici násobíme pro 1x ≠  výrazem 1x −  , který je kladný a dostaneme 

                                                    1x32x −≥+     

 
        x + 2               -                                  +                                       + 
        x – 1               -                                  -                                        + 
       ��������������	��������������	������������������� 
                                              -2                                        1 
    a)  Pro  ( )2,x −∞−∈   dostaneme: 
                                               3x32x +−≥−−   
                                                      5x2 ≥  
                                                         2

5x ≥  
 

      ������������
                                                          ����������  
       ��������������	��������������	���������	���������� 
                                              -2                                        1                        2

5  

                                                            ∅∈x  
    b) Pro )1,2x −∈<   dostaneme: 
                                                3x32x +−≥+     
                                                    1x4 ≥  
                                                       4

1x ≥   

 
                                                                              ������������������������ 
                                               ���������������
 
       ��������������	����������	���	������������������� 
                                              -2                           4

1        1 

                                                                              ����
              )1,4
1x ∈<  

 

   c)  Pro  ( )∞∈ ,1x    dostaneme: 
                                               3x32x −≥+     
                                                   5x2 ≤  
                                                     2

5x ≤  
 

           ��������������������������������������� 
                                                                                          
�������������������� 
          ����������������������������	���������	���������� 
                                                                                          1                        2

5  

                                                                                          
����������      >∈ 2
5,1(x  

  Celkem    >∪∈< 2
5,1()1,4

1x  
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P�íklad 4. �ešte v R  nerovnici   6
2x

10x4
<

+
−

 . 

�ešení: 
Def. obor:  R { }2−−  . 
 
4x -10                   -                                                -                                          + 
  x + 2                   -                                                +                                          + 
����������������������������������������������������� 
                                                  -2                                                 2

5  

a) Pro  ( )2,x −∞−∈  dostaneme: 
                                                12x610x4 +>+−  
                                                       2x10 −<  
                                                           5

1x −<  

��������������������������
                                                                           
������������������
 
����������������������������������������������������� 
                                                  -2                 5

1−                                 

������������������
                             ( )2,x −∞−∈  
 
b) Pro ( )2

5,2x −∈    dostaneme 

                                               12x610x4 +<+−  
                                                       2x10 −>  
                                                           5

1x −>  

                                                               �����������������������  
                                           
����������������
 
����������������������������������������������������� 
                                                  -2                 5

1−                         2
5  

                                                               
���������
      ( )2
5,5

1x −∈  

 
 c)  Pro  ),2

5x ∞∈<  dostaneme: 

                                          12x610x4 +<−  
                                                          22x2 −>  
                                                             11x −>  
 
              
�����������������������������������������������  
                                                                                          �������������� 
����������������������������������������������������� 
            -11                                                                                        2

5  

                                                ),2
5x ∞∈<                                   ��������������  

 
Celkem  ( ) ( )∞−−∞−∈ ,5

12,x �  . 
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Matice. 
DSO str. 126- 

 
Bu�te  N∈n,m . Soustava nm ⋅  �ísel zapsaných následujícím zp�sobem do m �ádk� a n 
sloupc� 
 

   (*)                          A =  

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

.

a...aa
......
......

a...aa
a...aa

mn2m1m

n22221

n11211

 

se nazývá matice typu (m,n). �ísla ija  se nazývají prvky matice  A,  i je �ádkový index, 

j je sloupcový index. P�ípadn� prvky matice zna�íme j,ia  . 

Místo zápisu (*)  �asto užíváme stru�n�jší zápis  nj1,mi1),a( ij ≤≤≤≤=A  . 

Prvky  rr2211 a,...,a,a , kde  r = min{m,n}  tvo�í  hlavní diagonálu . 
Prvky  ija  , kde i + j = n + 1  tvo�í vedlejší diagonálu . 
Matice, jejíž všechny prvky jsou rovny nule se nazývá nulová matice a zna�í se 0 . 
 
.Je-li  m = n  , �íkáme, že matice A je �tvercová matice �ádu n. 
�tvercová matice, která má všechny prvky pod hlavní diagonálou rovny nule se nazývá horní 
trojúhelníková matice . Pro i > j platí 0a ij =  . 
�tvercová matice, která má všechny prvky nad hlavní diagonálou rovny nule se nazývá dolní 
trojúhelníková matice  . Pro   i < j platí  0a ij =  . 
�tvercová matice, která má nenulové prvky pouze v hlavní diagonále se nazývá diagonální 
matice.  
Diagonální matice, která má všechny prvky v hlavní diagonále rovny jedné se nazývá 
jednotková matice a zna�í se E (p�ípadn� nE  chceme-li vyjád�it, že se jedná o matici 
�ádu n). 
Dv� matice A,B považujeme za sob� rovné  a píšeme  A = B  práv� když jsou téhož typu  
a když pro každé i = 1,2,…,m  a j = 1,2,…,n  platí   ijij ba =  . 

Matice typu  ( )n11211 a...aa=A   typu (1,n)  se nazývá  �ádkový vektor. První index 
v�tšinou vynecháváme a vektor zna�íme malým písmenem, tedy )a...aa( n21=a  . 

Podobn� matice  

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

=

1m

21

11

b
.
.

b
b

B   typu  (m,1)  se nazývá  sloupcový vektor . Druhý index 

v�tšinou vynecháváme a vektor zna�íme malým písmenem, tedy   

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

=

m

2

1

b
.
.

b
b

b   

Matice typu (m,n)  je z�ejm� tvo�ena m �ádkovými a n sloupcovými vektory. 
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P�íklady. 
 

A = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−

−−
−

615103
723253
540532
212721

            

 

   
A je matice typu (4,6). 
Hlavní diagonála je  1, 3, 2, -5 . 
Vedlejší diagonála je  2, -4, 3, 1 . 

B = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

0000
0000
0000

 
 
Bje nulová matice typu (3,4). 
Zna�í se též 0 . 

C =
��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−−

−

6415
3113
2232
0321

 

 
C je �tvercová matice �ádu 4. 

D = 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−
−

−

20000
90000
83200
25110
10253

 

 

 
D  je horní trojúhelníková matice. 

F = 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−
−

−

72331
01205
00123
00011
00003

 

 
F je dolní trojúhelníková matice 

G =

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−

−

50000
03000
00000
00020
00001

 

 
G je diagonální matice �ádu 5. 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

=

1000
0100
0010
0001

4E  

 
4E  je jednotková matice �ádu 4. 
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Operace s maticemi. 
DSO  str. 132-137. 

 
Definice. 
Nech
 A je matice typu (m,n) . Potom matici typu (n,m), jejíž i-tý �ádek je roven i-tému sloupci 
matice A , i = 1,2,…,m , nazýváme transponovanou maticí k matici A a zna�íme ji  TA  . 
  
Poznámka. 
Transponovaná matice TA vznikne z matice A zám�nou �ádk� za sloupce. 
 
P�íklad. 

Nech
   A = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−

−

643
152
712
031

.  Potom  
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

=
6170
4513
3221

TA  . 

 
Definice. 
Nech
 A,B jsou matice téhož typu (m,n). Sou�tem matice A a B rozumíme matici C typu (m,n), 
pro jejíž prvky   ijc  , i = 1,2,…,m  , j = 1,2,…,n , platí 

ijijij bac +=   .  
Píšeme pak C = A + B . 
 
P�íklad. 

Nech
 A = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−−−

2364
2712
5211

 , B = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−−−

−

2136
2523
3342

 . 

Potom C = A + B = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−−
=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−−−
++++−
+−+−+−−

0232
41231
2131

22133664
22572132
35324121

 . 

 
Definice. 
Nech
 A je matice typu (m,n) a α  je reálné �íslo. Potom sou�inem �ísla  α   a matice A 
rozumíme matici  B, pro jejíž prvky  platí    
                     ijij ab ⋅α=      pro i = 1,2,…,m , j = 1,2,…,n . 

Píšeme   AB ⋅α= , p�ípadn� pouze  B = �A  
P�íklad. 

 Nech
 A = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−−−

2364
2712
5211

,  α  = -3 . Potom  A⋅α  = -3A = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−−−
−−−

−

691812
62136

15633
 . 

 
Definice. 
Nech
 A,B jsou matice téhož typu (m,n). Rozdíl  B-A  definujeme jako matici  ( ) B-A ⋅+ 1  . 
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P�íklad. 

Nech
 A = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−−−

2364
2712
5211

 , B = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−−−

−

2136
2523
3342

. Potom   A – B = 

= 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−−−

2364
2712
5211

_
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−−−

−

2136
2523
3342

= 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−−−

2364
2712
5211

+
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−−−
−−−

2136
2523
3342

=  

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−−−

44910
0215
8553

 

 
Definice . 
Nech
 A je matice typu (m,k) a B je matice typu (k,n) . Potom sou�inem matic A a B  
(v tomto po�adí)  je matice C  typu (m,n), pro jejíž prvky ijc  , i = 1,2,…,m , j = 1,2,…,n 

platí       kjikj22ij11iij ba...babac ⋅++⋅+⋅=  . 
Píšeme   C = A.B , p�ípadn�  jenom  C = AB . 
 

Poznámky. 
1. Všimn�me si, že po�et sloupc� matici A  je stejný jako po�et �ádk� v matici B. 

Jinak by sou�in nebyl definován. 
2. Vztah pro výpo�et prvku ijc  matice C lze zapsat s použitím suma�ní symboliky takto: 

                                         �
=

⋅=
k

1r

rjirij bac . 

3. Pro výpo�et prvku  ijc používáme  i-tý �ádek matice A a  j-tý sloupec matice B 

                
 �íkáme, že prvek  ijc    je skalárním sou�inem �ádkového vektoru ( )ik3i2i1i a...aaa    

       a sloupcového vektoru   ( )T
kjj3j2j1 b...bbb   . 

 

  Poznámka. 
  Z definice sou�inu matice je z�ejmé, že obecn� matice AB není rovna matici BA . M�že se  
 dokonce stát, že matice AB existuje a matice BA neexistuje. Pokud pro n�jaké matice A a B 
  platí   AB = BA, nazývají se matice A,B  zam�nitelné . 
  
  Poznámka. 
   Pro operace s maticemi platí �ada pravidel (viz DSO str. 140-141). Zde p�ipomenu pouze: 
   Jsou-li matice A,B,E,0 takové, že nazna�ené operace jsou proveditelné, platí: 
   1.   ( ) TTT ABBA ⋅=⋅  
   2.    AAE,  A EA =⋅=⋅  
   3.     00A,0A0 =⋅=⋅   
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P�íklad 1. 

��
�

�
��
�

�

−
−

=
852
423

A   ,   = B
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
21
43
75

 . Vypo�ítejte AB  a  BA . 

�ešení: 

AB = ��
�

�
��
�

�

−
=��

�

�
��
�

�

++−+−+−
−++−+−+

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−��
�

�
��
�

�

−
−

2217
215

2.84.57).2(1.8)3.(55).2(
2).4(4.27.31).4()3.(25.3

21
43
75

852
423

 

 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

+−+−+
+−−+−−+−

+−+−+
=��

�

�
��
�

�

−
−

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−=
8.2)4.(15.22.1)2.(23.1

8.4)4).(3(5.42).3()2.(43).3(
8.7)4.(55.72.5)2.(73.5

852
423

21
43
75

BA  =  

       = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

12121
441417
36451

     

V tomto p�ípad� oba sou�iny AB  i  BA  existují, ale nejsou si rovny. Matice A,B nejsou 
zam�nitelné. 
 
P�íklad 2. 

��
�

�
��
�

�
=

00
11

A   ,  ��
�

�
��
�

�−
=

01
01

B . Vypo�ítejte AB  a  BA . 

�ešení: 

 ��
�

�
��
�

�
=��

�

�
��
�

�−
��
�

�
��
�

�
=

00
00

01
01

00
11

AB       ,     ��
�

�
��
�

� −−
=��

�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�−
=

11
11

00
11

01
01

BA  

 Sou�in dvou nenulových matice m�že být roven nulové matici. 
 
P�íklad 3. 

  Vypo�t�te 
 

     

T

217
353
133
110
101

11012
21111
21111

2

10122
31202
10112
11011

1112
1111
0121

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−

−

+
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

−
⋅−

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−

−−
−

⋅
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

−
 

    �ešení: 
 

= =
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

+
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−−
−−−−
−−−−

+
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−−
−

−−

23111
15310
73301

22024
42222
42222

11014
22223
40013

 

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−
−

10121
11111
11110
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P�íklad 4.  

Je dána matice A = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−−

60431
11012
11321

. Ur�ete matici B tak, aby sou�in AB existoval, 

sou�in BA neexistoval a vypo�t�te AB.  
�ešení: 
Matice A je typu (3,5) ,  matice B musí být typu (5,p), .3p ≠  
Sta�í nap�.volit libovolnou matici typu (5,2). Aby byl výpo�et co nejjednodušší, volme 

nulovou matici tohoto typu, tedy  B = .

00
00
00
00
00

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

 Pak skute�n� BA neexistuje a AB = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

00
00
00

. 

 
P�íklad 5. 

Nech
 A = �
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−

381187
291022
17541

  ,   B = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
68
39
27
12

 . Ur�ete matici C tak, aby sou�in ACB 

existoval  a spo�t�te tento sou�in. 
�ešení: 
Matice A je typu (3,5), matice B je typu  (4,2). Matice C musí být typu (5,4) a výsledek bude 
typu   (3,2). Aby výpo�et byl co nejjednodušší, volme za C nulovou matici typu (5,4), tedy 

C = 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

0000
0000
0000
0000
0000

 

Pak je ACB = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

00
00
00

 . 

Schodovitá matice. 
DSO str. 140 

Definice. 
Nech
 A je matice typu (m,n). �ekneme, že A je horní schodovitá matice, jestliže existuje 
takové p�irozené �íslo h n≤ , že ke každému i = 1,2,….,h existuje nejmenší is  tak, že 

0a
iis ≠  a   h21 s...ss <<<   a zbývající �ádky h+1,h+2,…,m  jsou nulové. 

 
Poznámka.  
Srozumiteln�ji �e�eno, �ekneme, že matice A je horní schodovitá matice, jestliže nulové 
�ádky následují až za nenulovými a každý nenulový �ádek za�íná v�tším po�tem nul než 
�ádek bezprost�edn� p�edcházející. 
Pon�vadž se v dalším budeme zabývat jen horními schodovitými maticemi, m�žeme  
p�ívlastek „horní“ vynechávat. 
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Schodovitá matice je tedy nap�. matice tvaru 
 

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

−−−

−−

00000000000000
aa000000000000
a..a0000000000

..............

..............
a.....a0000000
a.....aa000000
a.....aaaa0000
a.....aaaaa000
a.....aaaaaaa0

n,1m1n,1m

n,2mj,2m

n558

n44847

n338373635

n22827262524

n118171615141312

 

 
 

SUBMATICE 
DSO str. 137 

 
Definice. 
Nech
  A  je matice typu (m,n) a nech
  ( )p21 i,...,i,i=u  je takový vektor, že pro k = 1,2,…,p 

je   }m,...,2,1{i k ∈   a  qp ii ≠   pro  qp ≠  . Dále nech
 je ( )r21 j,...,j,j=v  je takový vektor, že 

pro  k = 1,2,…,r  je  }n,...,2,1{jk ∈  a qp jj ≠   pro  qp ≠  . Potom matici, která vznikne z ma- 
tice A vypušt�ním �ádk� s �ádkovými indexy, které jsou složkami vektoru u a sloupc�, se 
sloupcovými indexy, které jsou složkami vektoru v nazýváme submaticí   matice A a zna�íme 

vu,A  .Matice, která vznikne z matice  A tak, že z ní ponecháme jen �ádky s �ádkovými in dexy, 
které jsou složkami vektoru u  a sloupce, se sloupcovými indexy, které jsou složkami vektoru v 
je submaticí matice A a zna�íme ji ( )vu,A . 
 
P�íklad. 

Nech
   

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−−

−

=

78163
54411
21572
92321

A  , ( )4,2=u   ,  ( )4,3,1=v  . Potom 

��
�

�
��
�

�

−
==

51
92

)4,3,1(),4,2(AA vu,  ,  ( ) ( ) ( )( ) ��
�

�
��
�

�
==

813
152

4,3,1,4,2Avu,A  . 

  
Poznámka.  
Jestliže  nap�. u = (i), v =(j) zna�íme p�íslušnou submatici pouze j,iA  , p�ípadn�  ijA   . 
 
P�íklad. 

Nech
   

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−−

−

=

78163
54411
21572
92321

A . Potom  
�
�
�

�

�

�
�
�

�

� −
=

7163
2572
9321

34A  , )4()4,3( −=A  . 
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INVERZNÍ  MATICE 
DSO str. 145 

 
Definice. 
Nech
 je dána �tvercová matice A . Matice B , pro kterou platí AB = BA = E se nazývá 
inverzní maticí  k matici A a zna�í se 1−A  . 
 
P�íklad 6. 

Zjist�te, zda matice 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−−

−−
=

121
25,55,2
373

B   je inverzní maticí k matici 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−−

−
=

221
301
523

A . 

�ešení: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−−

−

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−−

−−
=

221
301
523

121
25,55,2
373

BA =
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

100
010
001

 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−−

−−

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−−

−
=

100
010
001

121
25,55,2
373

221
301
523

AB  

Tedy skute�n�  je B = 1−A .  
 
V�ta.  
Nech
 je dána matice A a nech
 k ní existuje inverzní matice 1−A  . Potom platí 

a) Matice A a  1−A   jsou �tvercové matice téhož �ádu. 
b) Inverzní matice 1−A  je ur�ena jednozna�n�. 

c) K matici 1−A  existuje inverzní matice  a je   ( ) AA =−− 11  . 
d) Jestliže A, B jsou �tvercové matice téhož �ádu a když k nim existují inverzní matice 
      1−A  , 1−B  , potom k matici  AB existuje inverzní matice a platí ( ) 111 −−− = ABAB  . 

 
SYSTÉMY  LINEÁRNÍCH  ROVNIC 

DSO str. 141-146 
 
Budeme se zabývat systémem  m lineárních algebraických rovnic o  n  neznámých. 

   (1)               

mnmn22m11m

2nn2222121

1nn1212111

bxa...xaxa
................................................
...............................................

bxa...xaxa

bxa...xaxa

=+++

=+++
=+++

 

 
kde n21 x...,,x,x  jsou neznámé,  reálná �ísla   ija   , nj1,mi1 ≤≤≤≤ jsou koeficienty 
systému.  Je-li aspo� jedno z �ísel m21 b...,,b,b   r�zné od nuly, nazýváme systém (1) 

systémem lineárních nehomogenních rovnic . Jsou-li všechna �ísla  m21 b...,,b,b   rovna 

nula, mluvíme o systému lineárních homogenních rovnic . P�ívlastek „algebraický“ jsme 
vynechali, protože se jinými než algebraickými rovnicemi nebudeme zabývat. 
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�ešením systému (1) nazýváme každou n-tici reálných �ísel n21 ,...,, λλλ  , po jejichž dosazení 
do systému (1) p�ejdou všechny rovnice v platné rovnosti. 
 

Ozna�me  A =  

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

.

a...aa
......
......

a...aa
a...aa

mn2m1m

n22221

n11211

,  A  = 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

mmn2m1m

2n22221

1n11211

ba...aa
.......
.......

ba...aa
ba...aa

.  nebo 

  A  =    

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

m

2

1

mn2m1m

n22221

n11211

b
.
.

b
b

a...aa
......
......

a...aa
a...aa

 a dále  

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

=

n

2

1

x
.
.

x
x

x   , 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

=

m

2

1

b
.
.

b
b

b  . 

   Matici A nazýváme maticí systému (1), matici A  rozší�enou maticí systému (1) , vektor 
   b nazýváme vektorem pravých stran .  Rozší�enou matici také zna�íme ( )bA . 

 
  Systém (1) lze z�ejm� zapsat ve tvaru   bAx =  . Mluvíme pak o zápisu v maticové notaci . 
 
  P�íklad 7. 

  Systém  

29x19x24x8x3

18x3x2x5x4

1x4x6x5x3

2x3x4x2x

4321

4321

4321

4321

−=−++
=+−+
=−++

−=−++

 

 zapište v maticovou notaci. Napište též rozší�enou matici  tohoto systému. 
  �ešení: 

  Matice systému je  

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−

−
−

=

192483
3254
4653
3421

A  , vektor pravých stran je 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−

−

=

29
18

1
2

b  , 

 Rozší�ená matice systému je A  = 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−

−

−
−

−
−

29
18

1
2

192483
3254
4653
3421

. Ozna�me dále 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

=

4

3

2

1

x
x
x
x

x . 

Zápis daného systému v maticové notaci je   bAx = . 
 
V�ta. 
Nech
 bAx =  je systém n rovnic o n neznámých a nech
 k matici A existuje  inverzní mati- 
ce 1−A  . Pak má systém bAx =  práv� jedno �ešení, dané vztahem bAx 1−=  . 
 
Poznámky. 

1. Podrobn�ji se budeme systémy rovnic zabývat na p�íštích tutoriálech. 
2. Místo systém rovnic používáme též pojem soustava rovnic . 
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Lineární prostor. 
DSO str. 155-205 

 
Základní pojmy. 

DSO str.155-162 
 
Definice. 
Neprázdná množina P se nazývá vektorovým prostorem, jestliže pro každé a,b P∈  
a každé R∈α  je definován sou�et  a+b P∈  a násobek P∈αa  tak, že pro všechna 
a,b,c,x,y P∈  , R∈βα,  platí: 
a + b = b + a 
a + (b + c) = (a + b) + c 
Existuje prvek P∈0  tak, že pro všechna P∈x  platí  x + 0 = x . 
Ke každému P∈x  existuje prvek ( ) P∈− x  tak, že platí ( ) 0xx =−+  .  

xx =⋅1  
( ) ( ) xx ⋅αβ=⋅β⋅α  

( ) xxx ⋅β+⋅α=⋅β+α  
 
 

Potom množinu P s takto zavedenými operacemi sou�tu dvou prvk� a násobku prvku reálným 
�íslem nazýváme lineárním prostorem nebo též vektorovým prostorem a zna�íme jej P . 
Prvek  0 nazýváme nulovým prvkem prostoru P . 
 
V�ta. 
Nech
 N∈n  a nech
 nR  je množina všech uspo�ádaných n-tic reálných �ísel. 
Nech
 ( ) ( ) RRR ∈α∈∈ ,y,...,y,y,x,...,x,x n

n21
n

n21 . Definujeme 
(1)  ( ) ( ) ( )nn2211n21n21 yx,...,yx,yxy,...,y,yx,...,x,x +++=+  
(2)   ( ) ( )n21n21 x,...,x,xx,...,x,x ⋅α⋅α⋅α=⋅α  . 
Množina nR  s t�mito operacemi s�ítání dvou prvk� a násobení prvku reálným �íslem 
je vektorový prostor.. Nazýváme jej aritmetickým vektorovým prostorem  a zna�íme nV   . 
 
Poznámka. 
Ze st�edoškolské matematiky a fyziky je znám pojem volného vektoru. Uvažujeme-li 
prostor  3U volných vektor�  ve t�írozm�rném prostoru, je z�ejmé, že mezi prostory 3U  
a 3V  existuje vzájemn� jednozna�né p�i�azení. Není proto nutno mezi 3U   a  3V  striktn� 
rozlišovat. 
 
Definice. 
Nech
 P je vektorový prostor. Podmnožinu PQ ⊆  nazýváme  vektorovým podprostorem Q 
vektorového prostoru P , jestliže pro každé Q∈ba,   a každé  R∈α  je  ( ) Q∈+ ba   
a  .Q∈⋅α a  �íkáme též, že vektorový podprostor je uzav�ený vzhledem k operacím sou�tu 
a násobku reálným �íslem. 
 
 
 
 
 

( ) yxyx ⋅α+⋅α=+⋅α
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Lineární nezávislost a závislost vektor	. 
                                           DSO str. 164 
 
Definice. 
Nech
  Px,,x,x ∈n21 ...   jsou vektory,   R∈n21 c,...,c,c  jsou �ísla. Potom vektor 
                                     nn2211 c...cc xxxx +++=  
nazýváme lineární kombinací  vektor�  n21 x,...,x,x . �ísla  n21 c,...,c,c   jsou koeficienty 
lineární kombinace . 
 
Definice. 
�ekneme, že vektory  Px,...,x,x ∈n21   jsou lineárn� nezávislé , jestliže 
                   nn2211 c...cc xxx +++  = 0  ⇔   0c...cc n21 ==== . 
Nejsou-li  vektory n21 x,...,x,x  lineárn� nezávislé, �íkáme, že jsou lineárn� závislé. 
 
Poznámka. 
Z p�edchozí definice vyplývá, že vektory n21 x,...,x,x  jsou lineárn� závislé práv� tehdy, 
když existují �ísla  n21 c,...,c,c  , z nicž je alespo� jedno r�zné od nuly tak, že platí 

nn2211 c...cc xxx +++  = 0 . 
 
P�íklad 8. 
 Na základ� definice lineární nezávislosti vektor� rozhodn�te, zda jsou dané 
vektory lineárn� nezávislé �i závislé. 
a) u = (1,1,-1,2) , v = (-4,1,1,3) , w = (2,-3,1,-1) , t = (1,1,1,1) 
b) u = (1,1,1,2) , v  = (2,3,4,5) , w = (1,0,1,0) , t = (0,3,4,4). 
�ešení: vektory  u , v , w , t  jsou lineárn� nezávislé práv� tehdy, když vztah 
              au + bv + cw + dt = 0     je spln�n pouze pro a = b = c = d = 0. 
ad a) z p�edchozího vztahu dostáváme 
         a.(1,1,-1,2) + b.(-4,1,1,3) + c.(2,-3,1,-1) + d.(1,1,1,1) = (0,0,0,0) 
         a po rozepsání do sou�adnic 
 
   a – 4b + 2c  + d = 0                              Pozd�ji se seznámíme s r�znými metodami �ešení 
   a +   b - 3c   + d = 0                              takových soustav rovnic. Nyní se spokojíme s tím 
 - a +   b +  c   + d = 0                              že od druhé  rovnice ode�teme první, ke t�etí rovnici 
  2a + 3b -  c   + d = 0                              p�i�teme první a od �tvrté rovnice ode�teme                                   
                                                                 dvojnásobek první. Dostaneme 
 
   a – 4b + 2c  + d = 0                             druhou rovnici d�líme 5 a poté p�i�teme její                          
         5b -  5c       =  0                             trojnásobek ke t�etí rovnici a ode�teme její        
       - 3b + 3c + 2d = 0                           jedenáctinásobek od �tvrté rovnice. Obdržíme 
        11b – 5c -   d = 0  
 
   a – 4b + 2c  + d = 0 
           b -   c         = 0 
                         2d = 0                    odtud ihned plyne d = 0, c = 0, b = 0, a =0 
                 6c -    d = 0 
 
Vektory u , v , w , t  jsou lineárn� nezávislé.  
Všimn�me si ješt�, že sou�adnice vektor� u , v , w , t   tvo�í sloupcové vektory koeficient�  
u jednotlivých neznámých. 
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ad b) u = (1,1,1,2) , v = (2,3,4,5) , w = (1,0,1,0) , t = (0,3,4,4). 
 
�ešení: stejn� jako v p�ípad� a) položíme 
              au + bv + cw + dt = 0     . 
 
     z tohoto vztahu dostáváme 
a. (1,1,1,2) + b. (2,3,4,5) + c. (1,0,1,0) + d. (0,3,4,4)   , rozepsáním do složek 
 
            a + 2b+   c         = 0                               
            a + 3b +        3d = 0 
            a + 4b +  c + 4d = 0         
          2a + 5b        + 4d = 0                a obdobn� jako v p�ípad� a) dostáváme postupn� 
 
             a + 2b+   c         = 0                a + 2b+   c         = 0              a + 2b+   c         = 0   
                     b -   c + 3d = 0                      b -   c + 3d = 0                       b -   c + 3d = 0   
                   2b +        4d = 0                            2c – 2d = 0                               c -    d = 0  
                     b – 2c + 4d = 0                          -  c +   d = 0                                       0 = 0 
 
 odtud plyne, že jednu neznámou m�žeme volit libovoln� 
 d = r  a ostatní neznámé spo�ítáme: c = r, b = -2r, a = 3r, kde r∈R 
nap�. pro  r = 1 dostaneme 
3u -2v + w + t = 0      
Vektory u,v,w,t jsou lineárn� závislé. 
 
Po probrání látky o hodnosti matice budeme mít k disposici mnohem efektivn�jší metodu 
k rozhodování o lineární nezávislosti �i závislosti vektor�. Vektory jsou lineárn� nezávislé 
práv� tehdy, když hodnost matice, jejímiž �ádky [respektive sloupci] jsou dané  vektory je rovna 
po�tu t�chto vektor�. 
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Hodnost matice. 

                                                              DSO str. 176 - 184 
 
Elementární �ádkové transformace, které nem�ní hodnost matice jsou: 

- libovolná zm�na po�adí �ádk� 
- násobení kteréhokoliv �ádku libovolným �íslem r�zným od nuly 
- p�i�tení libovolného násobku kteréhokoliv �ádku k libovolnému nenulovému násobku 

kteréhokoliv jiného �ádku 
         -    vypušt�ní nulového �ádku 
Hodnost matice se nem�ní jejím transponováním. 
 

Elementárními transformacemi lze matici p�evést na schodovitý tvar. 
 

Hodnost matice, která je ve schodovitém tvaru je rovna po�tu jejích nenulových �ádk�. 
 

P�íklad 9.  Ur�ete �ádkovou hodnost matice X = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

42310
21000
14620
32310

 

�ešení: 
Jedná se o p�íklad 4.5. , DSO str.179 kde napíšeme pro v�tší p�ehlednost jenom výsledky 
jednotlivých úprav. 

X = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

42310
21000
14620
32310

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−

10000
21000
50000

32310

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

− 50000
10000
21000
32310

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

00000
10000
21000
32310

 

 
h(X) = 3 
 

P�íklad 10. Ur�ete hodnost matice a) A= 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−
−

−

1434124
616101
41131
51312

 , b) B = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

31771
17401810
71884
11040

 

�ešení: 

a)A=

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−
−

−

1434124
616101
41131
51312

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−

−
−

1434124
616101
51312
41131

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−

−−−
−

21000
20570
31570

41131

~ 

     ~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−−
−−−

−

21000
11000
31570

41131

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−−
−−−

−

10000
11000
31570

41131

  , h(A) = 4 
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b) B = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

31771
17401810
71884
11040

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

17401810
71884
11040
31771

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−−
−−−
13130520
550200

11040
31771

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

0000
0000
11040
31771

 

 
h(B) = 2 
 
P�íklad 11. Rozhodn�te, zda jsou dané vektory lineárn� nezávislé �i závislé.  
a) u = (1,1,-1,2) , v = (-4,1,1,3) , w = (2,-3,1,-1) , t = (1,1,1,1)   
b) u = (1,1,1,2) , v  = (2,3,4,5) , w = (1,0,1,0) , t = (0,3,4,4). 
�ešení:  Jedná se o P�íklad 8 ze strany 15, který nyní budeme �ešit pomocí hodnosti matice. 
Vektory jsou lineárn� nezávislé práv� tehdy, když hodnost matice, jejímiž �ádky [respektive 
sloupci] jsou dané  vektory je rovna po�tu t�chto vektor�. 
 

a) vytvo�íme matici  A a p�evedeme ji na schodovitý tvar 

A =

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−

−

1111
1132

3114
2111

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−−

−
−

1200
5350

11350
2111

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−

−
−

1200
6000

11350
2111

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−
−

6000
1200

11350
2111

 

 
h(A) = 4  a vektory  u , v  ,w , t   jsou lineárn� nezávislé 
 
b) vytvo�íme matici B a p�evedeme ji na schodovitý tvar 
 

 B = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

4430
0101
5432
2111

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
4430
2010

1210
2111

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−
1200
1200

1210
2111

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
0000
1200

1210
2111

 

 
h(B = 3)  a vektory  u , v  ,w , t   jsou lineárn� závislé 
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Báze a dimenze vektorového prostoru. 
DSO str. 184 – 188 

 
P�íklad 12. Rozhodn�te, zda vektory  u = (1,0,1,1), v = (2,1,-1,-2), w  = (0,-1,2,3), t = (3,0,2,2) 
                  tvo�í bázi ve V4 . 
 �ešení:  ve V4 tvo�í bázi každé 4 lineárn� nezávislé vektory. Sta�í tedy vyšet�it lineární     
                nezávislost daných vektor�. 
vytvo�íme matici  A a p�evedeme ji na schodovitý tvar 

A = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−−

2203
3210
2112

1101

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−

−−

1100
3210
4310

1101

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−−
−−

1100
1100
4310

1101

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−−

0000
1100
4310

1101

 

 
h(A) = 3, vektory jsou lineárn� závislé, netvo�í tedy bázi. Generují však podprostor  
W 4V⊂  ,dimW = 3. 
 
P�íklad 13. Ve vektorovém prostoru V4 je podprostor W vytvo�en jako lineární obal vektor� 
                   u = (1,0,0,0), v = (1,1,0,1), w  = (2,-1,0,0), t = (1,0,0,-1). Ur�ete jeho bázi a di- 
                   menzi. Rozhodn�te, zda vektory  a = (1,-3,0,-5) a  b = (0,0,1,1) pat�í do  pod- 
                   prostoru W. 
�ešení: nejprve zjistíme, zda vektory  u , v  , w , t  jsou lineárn� závislé �i nezávislé 
 

     A = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−

1001
0012
1011
0001

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−

1000
0010
1010
0001

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−1000
1000
1010
0001

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

0000
1000
1010
0001

 

 
h(A) = 3, dim W = 3 a bázi W tvo�í nap�. vektory u , v , w   nebo vektory (1,0,0,0), 
(0,1,0,1),(0,0,0,1). 
Vektor a ∈W  [respektive b ∈  W ] práv� tehdy, když je lineární kombinací vektor� báze, tedy 
když vektory báze a vektor  a   [respektive b ] jsou lineárn� závislé. 
 

A = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−

5031
0012
1011
0001

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−

5030
0010
1010
0001

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

− 2000
1000
1010
0001

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

0000
1000
1010
0001

  , h(A) = 3 , 

vektory  u , v  , w  , a  jsou lineárn� závislé, tedy a ∈ W. 
 

B = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

1100
1000
1010
0001

~

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

1000
1100
1010
0001

   , h(B) = 4, 

 

vektory  (1,0,0,0), (0,1,0,1),(0,0,0,1), b   jsou lineárn� nezávislé, tedy b∉W. 
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Determinanty. 
DSO str.208-238 

Sarrusovo pravidlo  platí pro výpo�et determinantu matice �ádu 3. Jeho použití pro 
determinanty �ádu vyššího než 3 je hrubá chyba. 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 = 332112322311312213322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa −−−++  

vhodná pom�cka pro výpo�et podle Sarrusova pravidla je napsat vedle determinantu 
znovu 1. a 2. sloupec: 

 
 
bez nároku na striktní matematické vyjad�ování lze �íct,že se�teme sou�iny prvk� v hlavní 
diagonále a v diagonálách s ní rovnob�žných a od tohoto sou�tu  ode�teme sou�iny prvk�  
ve vedlejší diagonále a v diagonálách s ní rovnob�žných 
 

P�íklad 14. Spo�t�te užitím Sarrusova pravidla D =  A , je-li A=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

− 131
250
321

 . 

�ešení: 
 

131
250
321

− 31
50
21

−
   a po�ítáme 

 

D = 1.5.1 + 2.2.(-1) + 3.0.3 – 3.5.(-1) – 1.2.3 – 2.0.1 = 5 – 4 + 15 -6 = 10 
 
Uvažujme �tvercovou matici A. Pro její determinant platí: 

- determinant z horní trojúhelníkové matice je roven sou�inu prvk� v její hlavní diagonále 
- má-li  matice A dva �ádky [ respektive sloupce] stejné, potom A  = 0 

- jestliže v n�kterém �ádku [respektive sloupci] matice jsou samé nuly, pak A  = 0 
- jestliže jeden �ádek [respektive jeden sloupec] matice A vynásobíme �íslem �, potom  

determinant takto vzniklé matice je roven  �. A   

- vzájemnou vým�nou dvou r�zných �ádk� [respektive sloupc�] matice A se hodnota 
jejího determinantu zm�ní v opa�nou hodnotu 

- jestliže k libovolnému �ádku [respektive sloupci] p�i�teme �-násobek jiného �ádku 
[respektive sloupce], hodnota determinantu se nezm�ní 

- transponováním matice se hodnota determinantu nem�ní 
 
Užitím výše uvedených úprav bu�to p�evedeme matici na horní trojúhelníkový tvar, 
nebo  upravíme matici tak, aby n�který sloupec [respektive �ádek] obsahoval jediný nenulo- 
vý prvek a rozvojem determinantu podle tohoto sloupce [respektive �ádku] snížíme �ád deter-
minantu. 
 
 
 



 
KMMATA – Matematika A   -  �ešené  p�íklady                                                                   - 21 -  
 

P�íklad 15. Spo�t�te  determinant matice A = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

4021
3428
5412
0421

 . 

�ešení: Jedná se o p�íklad 5.12., DSO str. 232. Ve skriptech je determinant spo�ten p�evede-
ním matice na horní trojúhelníkový tvar.Zde ho spo�teme postupným snižováním jeho �ádu. 

 

( ) ( ) 356)967.(4
13

327
.4.1

103
3207

543

440
32814
543

.1.)1(

4400
328140
5430
0421

4021
3428
5412
0421

21

11

=+−=
−

−
−−=

=
−

−
−−

=
−

−−
−−

−=

−
−−
−−

=

+

+

 

P�íklad 16. Vypo�t�te hodnotu determinantu 

38111
1751
42143
2462

−−
−

 . 

�ešení: 

( )

( ) 832883280)]137.(24)40.(82[
40137
2482

1.1
401370
24820
7231

216
4104
7231

.1.1

2160
41040
72310
1751

38111
2462
42143
1751

38111
1751
42143
2462

11

11

−=−=−−−−=
−−

−−=
−−

−=

=−−−−−=

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−−
−=

−
−−

−=
−−

−

+

+

 
P�íklad 17.  Vypo�t�te determinant  : 

10)4752.(2
2647

12
.1.)1.(2

264724
001
124

.2
267124
011
164

1.)1.(2

26712435
0118
0001
1646

.2

26715935
0198
0011
16106

.2

26715935
0198
16117
16106

.2

16106
0198
16117

26715935

.2

25654929
26726843
27777042
26715935

.2

50654929
52726843
54777042
52715935

12

12

=+−−=
−−

−=

=
−−−

=
−−−

−−=

−−−−

−=

−−−−

−=

=

−−−−

−=

−−−−

==

+

+
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P�íklad 18. Vypo�t�te determinant  
 

=

−
−−

−
−

20381
24320
06105
70250
010170

=
−−

−
−

−

−

010170
24320
06105
70250
20381

=
−−

−−
−

−

−

010170
24320

10616400
70250
20381

 

 

41742087.2)1321955.(2]33).4()85.(23[2
8533
423

1.)1(2

08533
0423
1152

.2
72019
23419
1152

.2
72019
23419
58336

1)1(2

720019
234019
583036
01017

.2

7025
2432
53820
01017

.2

7025
2432

1061640
01017

01017
2432

1061640
7025

.1.)1(

31

21

11

−=−=+−=−−−−−=
−
−−

−−=

=
−
−−

−
−=−−−

−
−=−−−⋅⋅−⋅=

−−−
=

=

−
−−

−−
=

−
−−

−−
=

−−
−−
−

−−=

+

+

+

 
 

Cramerovo pravidlo. 
DSO str.240 

 
Nech
 A je regulární �tvercová matice �ádu n, b  je n-rozm�rný sloupcový vektor  a x  je 
hledaný n-rozm�rný sloupcový vektor. Ozna�me Bi matici, která vznikne z matice A tak, 
že její i-tý sloupec nahradíme vektorem pravých stran b. Potom systém lineárních rovnic 

A.x = b má práv� jedno �ešení x   a platí 
A
B i

ix =   pro i = 1,2,…,n. 

 

P�íklad 19 . �ešte  systém rovnic  

3x2x4x9x7

3x2x3x6x5

0xxx3x2

6xxx2x2

4321

4321

4321

4321

=+++
=+++
=+++
=++−

užitím Cramerova pravidla. 

�ešení: 

5)32.(5
23
11

.5.)1(
2133
1101
050

.1.)1(

02133
01101
0050
1122

2497
2365
1132
1122

2141 −=−=−−=−=

−

=

−

= ++A  
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5
3

)4542(
5
1

79
56

.1.)1(
5
1

079
1109
056

5
1

2139
1109
056

1)1(
5
1

02139
01109
0056
1126

5
1

2493
2363
1130
1126

1
x

32

41
1

=−⋅−=
−

−
−⋅=

=
−

−
−

=
−
−
−

⋅⋅−⋅−=

−
−
−

−

⋅−=

−

⋅=

+

+

A

 

5
12

1715(
5
6

317
15

5
6

1817
65

1)1(
5
1

18170
9101
650

5
1

9133
9101
650

.1.)1(
5
1

09133
09101
0650
1622

5
1

2397
2365
1032
1622

1
x

12

41
3

=−⋅−=
−

−
⋅−=

−
−

⋅⋅−⋅=

=
−

−
−

⋅=
−
−
−

−⋅−=

−
−
−

−

⋅−=

−

⋅=

+

+

A

 

0

0132
3365
0132
1622

5
1

3497
3365
0132
6122

1
x 4 =

−

⋅−=

−

⋅=
A

 , nebo
 druhý a �tvrtý �ádek jsou stejné. 

 

Celkem  0x,
5

12
x,

5
6

x,
5
3

x 4321 ==−==   . 

 

P�íklad 20. �ešte systém rovnic  

2z2yx4
29z2yx5
10zyx3

=++−
=++
=+−

 užitím Cramerova pravidla. 

�ešení: 

27324
31
38

)1()1(
301
308
113

214
215
113

21 =+=
−

⋅−⋅−=
−

−
=

−

−
= +A  

39
3
1

14
113

33
27
1

312
339

)1()1(
27
1

3012
3039
1110

27
1

212
2129
1110

1
x 21 =⋅=⋅⋅⋅=⋅−⋅−⋅=

−
⋅=

−
⋅= +

A
 

412
3
1

210
11

27
9

1810
91

1)1(
27
1

01810
091
1103

27
1

224
2295
1103

1
y 31 =⋅=

−−
−

⋅=
−−

−
⋅⋅−⋅=

−−
−⋅=

−
⋅= +

A

5
9
45

41
138

27
3

121
398

)1()1(
27
1

1201
3908

1110

27
1

214
2915
1013

1
z 21 ==

−
⋅=

−
⋅−⋅−⋅=

−

−
⋅=

−

−
⋅= +

A
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Inverzní matice. 
DSO str.244 

 
Nech
 A = ( )j,ia   pro i= 1,2,…,n  , j = 1,2,..n   je regulární �tvercová matice. Potom k ní 

existuje práv� jedna inverzní matice A-1 = B = ( )j,ib  , kde i = 1,2,…,n , j = 1,2,…,n  a  pro  

její prvky platí   ( )
A

A i,jji
j,i 1b ⋅−= +   . 

 

P�íklad 21. Ur�ete matici inverzní k matici A = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

423
213
935

  . 

�ešení: 

21
30

)3()1(
003
213
304

423
213
935

13 −−=
−

−
== +A = -3.(-3) = 9 

 

3
23
13

,6
43
23

,0
42
21

3,12,11,1 ====== AAA  

1
23
35

,7
43
95

,6
42
93

3,22,21,2 ==−==−== AAA  

4
13
35

,17
23
95

,3
21
93

3,32,31,3 −==−==−== AAA  

 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−−

−
=−

413
1776

360

9
11A  

 

P�íklad 22. Ur�ete matici inverzní k matici A = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

− 3212
4311
0023
0012

 . 

�ešení: 
 

3212
4311
0023
0012

−

=A = 1
32
43

324
431
001

.1.)1(

3214
4311
0021
0010

21 ==−
−

−=

−
−
− +  
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23
212
503
407

212
311
023

,31
312
703
607

312
411
023

,3
32
43

3
322
431
003

,2
32
43

2
321
431
002

4,13,1

2,11,1

=
−

=
−

==
−

=
−

=

=⋅===⋅=
−

=

AA

AA

 

 

14
212
503
204

212
311
012

,19
312
703
304

312
411
012

,2
32
43

2
322
431
002

,1
32
43

321
431
001

4,23,2

2,21,2

=
−

=
−

==
−

=
−

=

=⋅====
−

=

AA

AA

 

 

2
23
12

.2
212
023
012

,3
23
12

.3
312
023
012

,0
32
00

2
322
003
002

,0
32
00

.1
321
002
001

4,33,3

2,31,3

==
−

===
−

=

=⋅====
−

=

AA

AA

 

 

3
23
12

.3
311
023
012

,4
23
12

.4
411
023
012

,0
43
00

2
431
003
002

,0
43
00

.1
431
002
001

4,43,4

2,41,4

======

=⋅=====

AA

AA

 

 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−−

−
−

=−

321423
431931
0023
0012

1A  
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P�íklad 23. Pomocí inverzní matice �ešte systém rovnic    
3z2yx
1zy2x
4zzx2

=++
=++
=++

  . 

�ešení: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=
z
y
x

,
3
1
4

,
211
121
112

xbA  

 
A.x = b    
 

bAx

bAxAA

⋅=

⋅=⋅⋅
−

−−

1

11

 

 
Nejprve najdeme matici inverzní k matici A. 
 

4
11
31

013
011
112

211
121
112

=
−
−−

=
−−

−==A  

 

1
11
21

,1
21
11

,3
21
12

3,12,11,1 −====== AAA  

 

1
11
12

,3
21
12

,1
21
11

3,22,21,2 ====== AAA  

 

3
21
12

,1
11
12

,1
12
11

3,32,31,3 ====−== AAA  

 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−−
−−

⋅=−

311
131
113

4
11A  

 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

⋅
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−−
−−

⋅=⋅= −

1
1
2

3
1
4

311
131
113

4
11   b Ax  
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Systém lineárních rovnic. 
DSO str.250-264. 

 
Nech
 jsou dány systém lineárních rovic   Ax = b   a     Cx=d. 
�ekneme, že tyto dva systémy jsou ekvivalentní, jestliže každé �ešení systému prvního 
systému je i �ešením druhého systému a naopak také každé �ešení druhého systému je �ešením 
prvního systému. 
Matici A nazýváme nazýváme maticí systému, matici ( )bA  rozší�enou maticí systému. 

Podle Frobeniovy v�ty má systém �ešení práv� tehdy když hodnost matice systému a hodnost 
rozší�ené matice jsou si rovny. Je-li h spole�ná hodnota obou hodností a n po�et neznámých, 
potom platí: Je-li h = n , má systém práv� jedno �ešení, je-li  h < n, má systém nekone�n� mnoho 
�ešení, závislých na (n-h) parametrech. 
Jestliže matice ( )dC  vznikne z matice ( )bA  elementárními �ádkovými transformacemi, 

potom systémy Ax = b   a     Cx=d  jsou ekvivalentní. 

 
P�íklad 24. P�evedením rozší�ené matice systému na schodovitý tvar �ešte systém rovnic: 

3x8x5x7x2x3

3x7x5x2x3x

2x5x3x7xx2

1xxx2xx3

54321

54321

54321

54321

=−−+−

=−+−+

=+−+−

=−+−+

 

 
�ešení:  napíšeme rozší�enou matici systému a elementárními �ádkovými transformacemi ji 
               p�evedeme na horní schodovitý tvar. Pokud to lze, do prvního �ádku napíšeme    
               koeficienty rovnice, která má u neznámé 1x  koeficient 1 . 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−−
−−

−−
−−

3
2
1
3

85723
53712
11213
75231

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−
−
−

−−
−−
−−

−−

6
4
8
3

292013110
19131170
2014480
75231

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−
−
−

−−
−−

−−−
−−

6
4
4
3

292013110
19131170

11710
75231

~ 

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−

−
−
−−−

−−

38
24

4
3

1899000
1266000

11710
75231

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−

−
−
−−−

−−

38
4
4
3

1899000
211000
11710
75231

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−
−
−−−

−−

2
4
4
3

00000
211000
11710
75231

 

 
h(A) = 3 ,  h ( ) 4=bA , tedy systém rovnic nemá �ešeni 
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P�íklad 25. P�evedením rozší�ené matice systému na schodovitý tvar �ešte systém rovnic: 

4xxxx2x

18xx3x2x2x4

16xxx2x2x

2x2x2xxx2

0xxxx2x3

54321

54321

54321

54321

54321

−=−+−+

−=−+−−

=+−+−

−=−++−−

=++−+

 

�ešení: 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−
−
−

−−
−−−
−−−

−
−−

4
18
2
0

16

11121
13224
22112
11123
11221

~

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−
−

−

−−
−−

−
−−

−−

20
82
30
48
16

22340
571060
00550
24780
11221

~ 

~

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−
−
−

−−
−−
−−

−
−−

20
82
48
6

16

22340
571060
24780
00110
11221

~

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−
−
−−
−

−
−−

4
46

0
6

16

22100
57400
24100
00110
11221

~ 

~

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−
−

−
−

−
−−

4
46

0
6

16

02000
1323000
24100
00110
11221

~

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−
−

−
−

−−

0
2
0
6

16

130000
01000
24100
00110
11221

 

 
Tato horní trojúhelníková matice je maticí systému, který je ekvivalentní se zadaným systémem. 
Její hodnost je 5, rozší�ená matice systému má také hodnost 5  a po�et neznámých je rovn�ž 5. 
Systém má tedy práv� jedno �ešení. 
Napišme takto získaný ekvivalentní systém rovnic. 
 

0x13

2x

0x2x4x

6xx

16xxx2x2x

5

4

543

32

54321

=−
=−
=−+

=+−

=+−+−

 

 

ze kterého snadno vypo�ítáme  2x,2x,8x,2x,0x 12345 ===−==  
a p�epsáno vektorov�  x = (2,2,8,-2,0)T 

 

Poznamenejme, že tato metoda �ešení systému n lineárních rovnic o  n neznámých, který 
má regulární matici p�evedením matice systému na horní trojúhelníkovou matici se nazývá 
Gaussova elimina�ní metoda. (viz DSO 264) 
 
 
 
 



 
KMMATA – Matematika A   -  �ešené  p�íklady                                                                    - 29 –  
 
Pokud matici systému p�evedeme na diagonální matici, jedná se o Jordanovu elimina�ní 
metodu (viz DSO 266). 
 
P�íklad 26. P�edchozí p�íklad nyní vy�ešíme Jordanovou elimina�ní metodou. 
�ešení: vyjdeme z horní trojúhelníkové matice, získané p�i �ešení p�edchozího p�íkladu 
a budeme ji dále upravovat. 
 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−
−

−
−

−−

0
2
0
6

16

130000
01000
24100
00110
11221

~

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−
−

−
−−

0
2
0
6

16

10000
01000
24100
00110
11221

~

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−

−
−−

0
2
0
6

16

10000
01000
04100
00110
01221

~ 

~

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−

−
−

0
2
8
6

14

10000
01000
00100
00110
00221

~

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−
−

−

−
−

0
2
8
2
2

10000
01000
00100
00010
00021

~

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

−

−

−

0
2
8
2
2

10000
01000
00100
00010
00001

~ 

 
Tato rozší�ená matice je maticí systému 

0x

2x

8x

2x

2x

5

4

3

2

1

=
=−
=

−=−
=

 

 
ze kterého ihned dostáváme vektor �ešení  x = (2,2,8,-2,0)T 

 
P�íklad 27. P�evedením rozší�ené matice systému na schodovitý tvar �ešte systém rovnic: 

4x19x24x8x3

11x3x2x5x4

2x3x4x2x

7x4x6x5x3

4321

4321

4321

4321

=−++

=+−+

=−++

=−++

 

�ešení: 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−
−

−
−

4
11
7
2

192483
3254
4653
3421

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−−
−−
−−

−

2
3
1
2

101220
151830

5610
3421

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−−
−

0
0
1
2

0000
0000
5610
3421

 

 
h(A) = h ( )bA  = 2, po�et neznámých  n = 4 
Systém má nekone�n� mnoho �ešení, závislých na 4-2 = 2 parametrech. 
Budeme tedy �ešit následující ekvivalentní systém rovnic: 
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1x5x6x

2x3x4x2x

432

4321

−=−+

=−++
 

Neznámé 43 xax  volíme za parametry, položíme tedy  2413 cxacx ==   a dosazením 
do systému rovnic dostaneme 
 

212

2121

c5c61x

c3c42x2x

+−−=
+−=+

 

 Odtud vypo�teme  2121211 c7c84c10c122c3c42x −+=−+++−=  

 

tedy celkem 

24

13

212

211

cx

cx

c5c61x

c7c84x

=
=

+−−=
−+=

, kde R∈21 c,c   

a ve vektorové notaci 
 
x = (4,-1,0,0)T  + 1c (8,-6,1,0)T  + 2c (-7,5,0,1)T 
 
 

Homogenní systém lineárních rovnic. 
 
Pokud vektor pravých stran systému lineárních rovnic je nulový, mluvíme o homogen- 
ním systému. Je to tedy systém  Ax = 0 . 
Hodnost jeho matice systému a rozší�ené matice jsou vždy stejné, homogenní systém 
má proto vždy �ešení. P�i p�evodu matice systému na schodovitý tvar nepíšeme vektor 
pravých stran, protože p�idáním sloupce nul k matici se její hodnost nem�ní. 
 

P�íklad 28. �ešte systém rovnic  Ax = 0 , kde A = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−
−

111784
2463
3542

 . 

�ešení: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−
−

111784
2463
3542

~
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

−

111784
2463
1121

~
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�−

152100
5700
1121

~
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�−

0000
5700
1121

 

Za parametry volíme neznámé 2214 cxac7x ==  a odtud spo�teme 

21113 c2c2xac5x +=−= , ve vektorové notaci: 
x = 1c (2,0,-5,7)T + 2c (2,1,0,0)T 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
KMMATA – Matematika A   -  �ešené  p�íklady                                                                    - 31 –  
 

Jordanova metoda výpo�tu inverzní matice 
DSO str.268 

 
Nech
 A je regulární matice. Matici A p�evedeme elementárními �ádkovými úpravami 
na jednotkovou matici E. Tytéž  úpravy p�evedou jednotkovou matici E na matici 1−A . 
Symbolicky zapsáno: ( )EA  ~ ... ~ ( )1−AE  . 

 

P�íklad 29. Jordanovou metodou najd�te matici inverzní k matici A = 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−

6201
1111
2132
4321

. 

�ešení: 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−−
−

1000
0100
0010
0001

6201
1111
2132
4321

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−−

−

1000
0010
0001
0100

6201
2132
4321
1111

~ 

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−
−
−

−−−
−

−

1100
0210
0101
0100

5310
4110
5210
1111

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−
−−
−

−
−−

−

1201
0111
0101
0100

0100
1300
5210
1111

~ 

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−−
−
−

−−
−−

−

0111
1201
0101
0100

1300
0100
5210
1111

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−−
−
−

−
−

−

3514
1201
0101
0100

1000
0100
5210
1111

~ 

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−−
−

−−
−−

−
−

3514
1201

1524519
3414

1000
0100
0210
0111

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−−
−

−−
−−

−
−

3514
1201

1320517
4615

1000
0100
0010
0011

~ 

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−−
−

−−
−−

−
−

3514
1201

1320517
1726622

1000
0100
0010
0001

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−−
−−

−−
−−

3514
1201

1320517
1726622

1000
0100
0010
0001

~ 

 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−−

−−
−−

=−

3514
1201

1320517
1726622

1A  

 
 
 
 
 
 



 
KMMATA – Matematika A   -  �ešené  p�íklady                                                                    - 32 –  
 

P�íklad 30. Jordanovou metodou najd�te matici inverzní k matici A = 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−

513
124
213

  . 

�ešení: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−

100
010
001

513
124
213

~
�
�
�

�

�

�
�
�

�

� −

−

−−−

100
010
011

513
124
311

~
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−
−

−−
−−
−−−

133
034
011

440
1120
311

~ 

~
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−
−

−−
−−−

135
034
011

1800
1120
311

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−

−

−

−
−−

135
18

11
18

21
18

17
6

1
2

1
6

1

1800
020
011

~ 

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−

−

−−

−

135
18

11
18

21
18

17
3

1
13

1

1800
020
022

~

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−

−

−

−

135
18

11
18

21
18

17
18

5
18

3
18

11

1800
020
002

~ 

~

��
�
�
�
�
�

�

�

��
�
�
�
�
�

�

�

−

−−

−

18
1

18
3

18
5

36
11

36
21

36
17

36
5

36
3

36
11

100
010
001

 

 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−−

−
⋅=−

2610
112117
5311

36
11A  

 
 
 

Vlastní �ísla a vlastní vektory matice. 
DSO str.284 

 
Nech
  A  je �tvercová matice �ádu n a M množina všech sloupcových vektor� o n složkách. 
Je-li .Mtéžje,M ∈∈ Axx �íkáme, že matice A zobrazuje množinu M do sebe. Naskýtá 
se otázka, zda existuje vektor  M∈x , který se maticí A zobrazí na vektor �x  pro n�jaké  

R∈λ , tedy zda platí xAx λ= . �íslo λ~ , vyhovující této podmínce se nazývá vlastním  
�íslem matice A a vektor xxAx ~~~platíkterýpro~ λ=  vlastním vektorem,p�íslušným k vlastní- 
mu �íslu λ~ . 
Vztah xAx λ=  upravíme na tvar ( ) .0xEA =λ− Tento homogenní systém rovnic má nenu- 
lové �ešení práv� když je jeho determinant roven 0. 
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 Rovnice  det(A - �E) = 0 , kde  � je obecn� komplexní prom�nná , se nazývá charakteristickou 
rovnicí matice A . �íslo λ~ je vlastním �íslem matice A, práv� když je ko�enem charakteristické 
rovnice.  Každý vektor x~  vyhovující systému lineárních rovnic ( ) 0xE-A =λ ~~

 je vlastním 

vektorem matice A, p�íslušným k vlastnímu �íslu λ~ . 
 

P�íklad 31. Najd�te vlastní �ísla a vlastní vektory matice A = 
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�ešení: charakteristická rovnice je 
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 �ešením rovnice ( ) 01 2 =+λλ−  dostáváme vlastní �ísla .1a0 21 −=λ=λ  
Nyní vypo�ítáme jim odpovídající vlastní vektory. 
 

Pro 01 =λ dostáváme homogenní systém rovnic o matici 
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 , p�íslušný ekvivalentní 

systém rovnic je 
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   zde volíme 13 cx =  a vypo�teme   111112 c2c6c8x,cx −=+−=−=  

Vlastnímu �íslu 01 =λ  odpovídají vlastní vektory  ( )T
1 1,1,2c −−  . 

 

Pro 12 −=λ  dostáváme homogenní systém rovnic o matici 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−

9142
691
331

~
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−− 15200
9120
331

~
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

340
340
331

~
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

000
340
331

, p�íslušný ekvivalentní 

systém rovnice je 
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   zde volíme 23 c4x =  a vypo�teme  222122 c3c12c9xac3x −=−=−=  

Vlastnímu �íslu 12 −=λ  odpovídají vlastní vektory ( ) .4,3,3c T
2 −−  
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P�íklad 32. Najd�te vlastní �ísla a vlastní vektory matice A = .
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�ešení: charakteristická rovnice je 
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Poznámka k systém	m lineárních rovnice. 
 
Nech
  je dán systém  m  lineárních rovnic o  n  neznámých 
                     (S)              Ax  = b   . 
S tímto systémem uvažujme i homogenní systém 
                     (S*)            Ax = 0    . 
Každé �ešení    v    systému  (S) lze zapsat ve tvaru 
                                        v = p + u    , 
kde   p  je libovolné �ešení systému (S), tzv. partikulární �ešení 
a       u  je obecné �ešení p�idruženého systému (S*) . 
 
Vra
me se k p�íkladu 27na str. 29, to je k p�íkladu 
 

 P�evedením rozší�ené matice systému na schodovitý tvar �ešte systém rovnic: 

4x19x24x8x3
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2x3x4x2x

7x4x6x5x3
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4321
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  Tento p�íklad má �ešení    
  x = (4,-1,0,0)T  + 1c (8,-6,1,0)T  + 2c (-7,5,0,1)T    

 

  vektor  p = ( )T0,0,1,4 −   je partikulární �ešení nehomogenního systému, 
 

  každý z vektor�    ( )T0,1,6,8 −=1u     a  T)1,0,5,7(−=2u    je �ešením p�idruženého 
  homogenního systému  
 

  a vektor  u = ( ) ( )T
2

T
1 1,0,5,7c0,1,6,8c −+−   je obecné �ešení p�idruženého systému. 

 
 

Stabilita �ešení systém	 lineárních rovnic. 
 
Nech
 je dán systém lineárních rovnic    Ax = b . �ešení systému budeme považovat za  
stabilní ,  když malá zm�na dat na vstupu  ( to je malá zm�na prvk� matice A nebo malá  
zm�na pravé strany b ) povede k malé zm�n� dat na výstupu, to je k malé zm�n� �ešení x. 
V opa�ném p�ípad� �ekneme, že �ešení je nestabilní. Má-li soustava nestabilní �ešení, �í- 
káme také že  soustava, respektive její matice je špatn� podmín�ná. 

 
P�íklad 33.  
V jistém podniku jsou dv� odd�lení.  V prvním pracuje 101 žen a 10 muž�, ve druhém 
10 žen a 1 muž. První odd�lení dostane za �asovou jednotku 111 k�, druhé odd�lení 11 K�. 
Ptáme se, jaká je mzda ženy a jaká je mzda muže za �asovou jednotku. 
Ozna�íme-li mzdu ženy  x  a mzdu muže  y, vede úloha na systém rovnic 
     101x + 10y = 111 
       10x +     y =   11 
který má z�ejm� �ešení    x = 1 , y = 1 . 
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Vedoucí se rozhodl druhému odd�lení p�idat a zvýšil �ástku  na 11,10 K�. 
Systém rovnic je nyní  tvaru 
    101x + 10y = 111 
       10x +    y =   11,1 
a má z�ejm� �ešení    x = 0 ,  y = 11,1 . 
Malá zm�na pravé strany vedla k velké zm�n� �ešení. Jedná se o špatn� podmín�nou soustavu. 
 
P�íklad 34. 
Uvažujme nyní soustavu      2x +          y = 2                          )r( 1  
                                             2x + 1,001y = 1,8                        ( )2r  
Tato soustava má z�ejm� jediné �ešení  x = 101  , y = -200 . 
Zmenšením koeficientu u  y  ve druhé rovnici o 0,002   tj. o mén� než 0,2%  dostaneme 
soustavu 
                                            2x +          y = 2 
                                            2x + 0,999y = 1,8   , 
Tato soustava má jediné �ešení    x = -99, y =200 , které se naprosto liší od �ešení p�vodní 
soustavy.  �ešení je tedy nestabilní a soustava je špatn� podmín�ná. 
 
P�íklad 35. 
Nahra�me nyní soustavu  )r( 1 , ( )2r  z  p�íkladu 34ekvivalentní soustavou 
                                         3010 1r  - 3000 2r  
                                         -996 1r  + 1000 2r  . Dostaneme soustavu 
                                            20x + 7y =  620 
                                              8x + 5y = -192,  
která má �ešení  x = 101 , y = -200. 
 

Zmenšíme-li koeficient u  y  ve druhé rovnici o 0,1, tj, o 0,2%, dostaneme soustavu 
                                             20x +    7y =   620 
                                               8x + 4,9y = -192 . 
Ta má �ešení  x= 104,3  , y = -209,5  , které je stabiln�jší, než �ešení p�vodní soustavy. 
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Vzorová písemná �ást zkoušky z matematiky A. 

 
 

1. �ešte v R nerovnici  3
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3. Podprostor W ve 4V  je generován vektory u = (1,2,4,-3), v = (2,3,2,-1) a  w = (1,0,-8,7). 
Ur�ete jeho dimenzi a n�kterou z jeho bází. Rozhodn�te, zda vektor  t = (3,8,24,-9) 
pat�í do podprostoru W. 

 

   4.   Spo�ítejte determinant   
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 . 

 

   5.  Gaussovou elimina�ní metodou �ešte  systém rovnic     
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6. Ur�ete vlastní �ísla a vlastní vektory matice 
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�ešení písemné �ásti zkoušky z matematiky A (KMMATA) 

 

1. �ešte v R nerovnici  3
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�ešení:   podmínka:  1x −≠  
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2. Vypo�t�te 
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3. Podprostor W ve 4V  je generován vektory u = (1,2,4,-3), v = (2,3,2,-1) a  w = (1,0,-8,7). 
Ur�ete jeho dimenzi a n�kterou z jeho bází. Rozhodn�te, zda vektor t = (3,8,24,-9) 
pat�í do podprostoru W. 
�ešení: 
                                                                                      

   
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−
−

7801
1232
3421

~
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−−

−

101220
5610
3421

~
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

0000
5610
3421
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4.   Spo�ítejte determinant   
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5.  Gaussovou elimina�ní metodou �ešte  systém rovnic     
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s9r53s3r4s6r93x,s2r31x,sx,rx 1243 −+−=−−−+−=+−===  
zapsáno vektorov�: 

TTT )1,0,2,9(s)0,1,3,5(r)0,0,1,3( −⋅+−⋅+−=x  
  

6.Ur�ete vlastní �ísla a vlastní vektory matice 
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�ešení: 

0)2)(1)(3(
212
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003

=λ−λ−λ−=
λ−

λ−
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Vlastní �ísla jsou   2,1,3 321 =λ=λ=λ   . 
 

Pro 31 =λ  :   
0xxx2
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   c5x,c2x,cx 312 ===�   . 

 

Pro 12 =λ  :    
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=
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  cx,cx,0x 231 −===�    . 

 

Pro 23 =λ  :     
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21

1

=+
=−
=

        cx,.0x,0x 321 ===�   . 

 
Vlastnímu �íslu 31 =λ  p�ísluší vlastní vektor  T)5,1,2(   , 
vlastnímu �íslu  12 =λ  p�ísluší vlastní vektor  T)1,1,0( − , 
vlastnímu �íslu  23 =λ  p�ísluší vlastní vektor T)1,0,0(  . 

 
 
    

 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 


