KMMATA — Matematika A - tvodni informace -1 —

Tento material je uréen vyhradné pro poslucha¢i pfedmétu Matematika A
tutora RNDr. Stépana MIKOLASE.

Ucebni text Matematika A — distané¢ni studijni opora (déle jen DSO), ktery miiZzete
zakoupit v prodejné na Ekonomicko-spravni fakulté je roz¢lenén do Sesti kapitol. Prvni dvé
jsou vénovany opakovani sttedoskolské latky a jsou urCeny vyhradné k samostatnému studiu,
nebudou proto - aZ na vyjimky - probirdny na tutoridlech. Dals{ ¢tyti kapitoly se zabyvaji
linearni algebrou a latka zde obsaZend bude na tutoridlech vysvétlovana.

Nésledujici text obsahuje zejména feSené piiklady, které budou probirdny na tutoridlech

a vznikl proto, aby posluchaci na tutoridlech nemuseli pfili§ mnoho psat a mohli se o to vice
soustiedit na vyklad.

Nedilnou soucdsti kombinovaného studia je vypracovani POTU (prace opravovand tutorem).
Zadani POTU bude zvetfejnéno v On-line studiu. Zde chci jenom uptesnit zplisob odevzdavani
vypracovanych POT0. MoZnosti je nékolik:

1. Odevzdani na nékterém tutoridlu — tuto moznost preferuji.

2. Odevzdani pani Hrackové, sekretaice Katedry aplikované matematiky a informatiky
ESF, Lipova 41a, Brno — 7. poschodi. Na obdlku nebo prvni stranku POTu je pak tieba
vyrazné napsat Urceno pro tutora RNDr. Mikolase.

3. Zaslat poStou na adresu:

RNDr. Stépan Mikolas

Katedra aplikované matematiky PfF MU

Janackovo ndm. 2a

602 00 BRNO
4. Zcela vyjimecné a po ptedchozi dohod¢ zaslat v elektronické podobé emailem na

adresu: mikolas@math.muni.cz

Zde ovSem byvaji problémy, protoZe universitni server pfili§ rozsdhlé maily odmita.
V zadném pripadé neodevzdavejte POTy prostfednicvim ,,odevzdavarny“ v On-line
studiu. Ta je pro matematické texty zcela nevhodnd a v loniském Skolnim roce jsem
z n¢kolika takto odevzdanych text nedostal ani jediny.

Odevzdané POTy se budu snazit do 2 — 3 tydnti opravit. V Informacnim systému MU
(dale jen IS) jsem u predmétu KMMATA vytvoril pozndmkovy blok POTy. Pokud
napt. odevzdate POT1 a bude bud’to bez chyb nebo jen s drobnymi chybickami, jejichz
opravu nebudu vyZadovat, napisi do poznamkového bloku jenom ,,POT1*“. Budou-li

v POTu vétsi chyby, napisi napt. ,,POT1 — opravit pt. 2a,3,5.

Poznamkovy blok najdete na adrese  http://is.muni.cz/ , klepnete mysi na Student

a po zadani Vaseho login a password volite predmét KMMATA a pozndmkovy blok
POTy.

Moje poStovni i emailové adresa je uvedena vySe. Zde uvedu jesté telefonni Cisla:
Na pracovisté¢ 549495864.
Mobil: 732172039.
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Informace o pisemné ¢asti zkousky.
plati pro skupinu tutora RNDr. Mikolase

témata na pisemku:

kvadratické nerovnice, nerovnice s absolutnimi hodnotami

operace s maticemi (napf. 3A-B*C+D")

linedrni zavislost a nezavislost vektortl, baze a dimenze podprostoru W — V, , hodnost
matice

determinanty

systémy linedrnich rovnic

Cramerovo pravidlo

inverzni matice

vlastni ¢isla a vlastni vektory

Pisemka bude trvat 90 minut a bude mit Sest ptikladl.. Kazdy ptiklad bude
hodnocen maximdlné 10 body.
Od bodového zisku se bude odvijet navrh znamky takto:

<0,30) <30,35) <35,40) <40,45) <45,53) <53,60>

F

E D C B A

Ustni zkouskou je mozno si navrZzenou klasifikaci zlepsit, ale 1 zhorSit.

Zadani i vypracované vzorové feSeni jedné pisemné zkousky je uvedeno na zavér
tohoto textu
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Resené priklady z matematiky A.

Nerovnice.

Nerovnici rozumime vztah tvaru f(x) < g(x) [respektive f(x)> g(x)] nebo f(x)< g(x)
[respektive f(x)>g(x)].
Resenim nerovnice rozumime kazdé &islo o, jehoz dosazenim do nerovnice dostaneme
platnou nerovnost. Nerovnice nemusi mit Zadné feseni, ale miiZe mit i nekone¢n¢ mnoho
feSeni. Ma proto smysl mluvit o mnoZziné reseni dané nerovnice. Dv¢ nerovnice, které
maji stejné mnoZiny feSeni se nazyvaji ekvivalentni.
Pti feSeni nerovnice pouzivame ekvivalentni uipravy, kterymi ji pfevedeme na co nejjedno-
dussi ekvivalentni nerovnici, jejiz feSeni snadno uré¢ime.
Ekvivalentni dpravy jsou:
- pricteni stejného vyrazu k obéma strandm nerovnice
- ndsobenim obou stran nerovnice libovolnym kladnym vyrazem
Pti ndsobeni obou stran nerovnice zapornym vyrazem se znaménko nerovnice zméni
ve znaménko opacné.
V dal$im se budeme zabyvat pouze kvadratickymi nerovnicemi a nerovnicemi s absolutnimi
hodnotami.
Piiklad 1. Reste v R nerovnici x> —-x—-6>0 .
Reseni:
Kvadraticky trojélen x> —x — 6 rozloZime v kofenové ¢initele:
x?-x-6 = (x+2)(x-3) .
(x+2)(x-3)=0

X+2 - + +
x—3 - - +
(x+2)(x-3) + - +
| i
-2 3

celkem x € (—o0,—2 > U < 3,)

Cely tento postup lze zkrétit uzitim nasledujiciho tvrzeni:
Dva rizné redlné koreny kvadratického troj¢lenu rozdéli ¢iselnou osu na tfi intervaly.
V kazdém z nich nabyva tento troj¢len pouze kladnych [respektive pouze zapornych]
hodnot. Nabyva-li v jednom z intervali kladnych hodnot, nabyva v sousednich
intervalech zdpornych hodnot a naopak.
Staci tedy pfti feSeni kvadratické nerovnosti urcit znaménko kvadratického troj¢lenu
v jediném vnitinim bod¢ jednoho z intervald.
Vratime-li se k Prikladu 1., dostavame
fx)= (x +2)(x=3) , f(0)=-6<0atedy
(x+2)(x-3) + - +

| i

-2 3
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Piiklad 2.

Rete v R nerovnici [x* —4x|+3>x” +[x -3 .

Reseni:
x* —4x + -
Xx=5 - -
| |
| |
0 4
a) Pro x € (—,0 > U< 4,5) dostaneme
X*—4x+3>x>—x+5
3x <=2
-2
x<-2%
znazornéno graficky:
@)
°

|
—I% 0 I4
O

x€ (—e0,—2 )

b) Pro x e (0,4) dostaneme:

—x?+4x-3>x*—x+5

2x° —5x+2<0
Z(X—lj(x—2)<0
2
2x% —5x+2 + + - +
2x* —5x+2<0 o o
O o]
| | | | |
| | | | |
1
o Y 2 4 5
o o xe(12,2)
C) Pro x €<5,%) dostaneme:
x> —4x+3>x+x-5
5x <8
8/ _
X<A—1,6
O
[ ]
| | | |
| | | |
0 % 4 5

Celkem xe (— oo,—%)u (y , 2)



KMMATA — Matematika A - iFeSené piiklady - berovnice -3

X+2

x—1

>3.

Priklad 3. Reste v R nerovnici

Reseni:
Definiéni obor: R—{1}
Celou nerovnici ndsobime pro x #1 vyrazem |x — 1| , ktery je kladny a dostaneme

x+2/23x -]

X+ 2 - + +

x—1 - -
| |

2 I
a) Pro xe (—e0,—2) dostaneme:
—-X—22-3x+3
2x 25

XZ%

O

xed
b) Pro xe<-2,1) dostaneme:
X+22>-3x+3
4x > 1

XZ%

— 10

o xe<}/,1)

¢) Pro xe (l,») dostaneme:
Xx+223x-3
2x <5

XS%

[ J
o
| |
| |
5
! %
o ° xe(l,%>

1 5
Celkem  xe< V), nu@ ,/é >
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|4x—10|
— <6
X+2

Priklad 4. Reste v R nerovnici
Reseni:

Def. obor: R—{-2}.

4x -10 -
X+2 -

a) Pro x € (—o0,—2) dostaneme:

—-4x+10>6x+12
10x <=2

x<-V
O

o ——0

0 X € (—o0,-2)

b) Pro x e (—2 , % ) dostaneme

—4x+10<6x+12
10x > -2

x>- V0
(@)

1
N ==
I
PN
©) &__O

¢) Pro xe< y , o0 ) dostaneme:

4x —10< 6x +12
2x > =22
x>-11

reb)s %)

-11

° &——0

X e< 52 , )

Celkem x € (—o0,—2)U (—y , o0 ) .
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Matice.

DSO str. 126-

Budte m,ne N. Soustava m-n cisel zapsanych nasledujicim zptisobem do m fadkd a n

sloupcti
a;,  ap dp,
dy Ay A
() A=
aml am2 ... amn

v

se nazyva matice typu (m,n). Cisla a i se nazyvaji prvky matice A, i je Fddkovy index,

j je sloupcovy index. Piipadn¢ prvky matice znatime a,; .

Vv,

Prvky a, ,a,,,...,a, ,kde r=min{m,n} tvoii hlavni diagondlu .

Prvky a; ,kdei+j=n+1 tvofi yvedlejsi diagondlu .

Matice, jejiz vSechny prvky jsou rovny nule se nazyva nulovd matice a znaci se 0 .

Je-li m=n , fikdme, Ze matice A je ¢tvercovd matice fadu n.
Ctvercova matice, kterd ma vSechny prvky pod hlavni diagondlou rovny nule se nazyva horni
trojuhelnikovd matice . Proi>jplati a; =0 .

Ctvercova matice, kterd m4 vSechny prvky nad hlavni diagonalou rovny nule se nazyva dolni
trojuihelnikovd matice . Pro i<jplati a; =0 .

Ctvercova matice, kterd md nenulové prvky pouze v hlavni diagondle se nazyva diagondlni
matice.

Diagondlni matice, kterd ma vSechny prvky v hlavni diagondle rovny jedné se nazyva
jednotkovd matice a znaci se E (pfipadn¢ E_ chceme-li vyjadrit, Ze se jednd o matici

fadu n).
Dv¢ matice A,B povazujeme za sobé rovné a piSeme A =B pravé kdyz jsou téhoz typu
akdyzprokazdéi=12,...m aj=12,....n plati a; =b; .

Matice typu A :(all ap, .. aln) typu (1,n) se nazyva Fddkovy vektor. Prvni index

vétSinou vynechdvame a vektor zna¢ime malym pismenem, tedy a=(a, a, .. a,) .

bll
b21
Podobné matice B=| . | typu (m,l) se nazyvd sloupcovy vektor . Druhy index
bml
bl
b2
vétSinou vynechdvame a vektor zna¢ime malym pismenem, tedy b =
b

m

Matice typu (m,n) je ziejme tvoiena m faddkovymi a n sloupcovymi vektory.
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Priklady.
1 -2 7 2 1 2
O e glilinmfac;ii(aiz;igila(ji’6f 03,2,55.
352 3 27 Vedlejii diagondla je 2, -4, 3, 1.
3 01 -5 -16
0 00
B=100 0 0 Bje fl/ulovzjlvmatice typu (3,4).
ZnaCise téz 0 .
0 0 0O
1 2 3 0
2 3 _2 2 C je ¢tvercovd matice fadu 4.
e P
5 -1 4 -6
3 5 -20 1
0 —1 15 2 D je horni trojdhelnikova matice.
D=0 0 2 3 -8
0O 0 00 9
0O 0 00 2
3 00 00O
1 .10 00 F je dolni trojuhelnikovad matice
F=| 3 21 00
-5 0 2 1 0
1 3 3 -2 7
-1 00 0O
020 0 0 G je diagondlni matice fadu 5.
G=l 000 00
000 -30
0 00 05
1 000
010 0 E, je jednotkova matice fadu 4.
Be=lo 01 0
0 0 01
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Operace s maticemi.
DSO str. 132-137.

Definice.
Necht’ A je matice typu (m,n) . Potom matici typu (n,m), jejiZ i-ty fadek je roven i-tému sloupci
matice A ,i=1,2,...,m, nazyvidme transponovanou matici k matici A a znac¢ime ji AT .

Poznamka.
Transponovana matice A" vznikne z matice A zdménou 4dki za sloupce.

Priklad.
1 -3 0
| 7 1 2 -2 3
Necht A = . Potom AT=|-3 1 5 4
-2 5 1
0 7 1 6
3 4 6
Definice.

Necht’ A,B jsou matice téhoZ typu (m,n). Souctem matice A a B rozumime matici C typu (m,n),
projejiz prvky c, ,i=12,....m ,j=1.2,...,n, plati

1]

¢y =a;+by; .
PiSeme pak C=A +B .
Priklad.
1 -1 -2 -5 -2 4 3 3
NechtA=|-2 1 7 2(,B=| 3 2 5 2
4 6 3 2 -6 -3 -1 -2
1-2 —-1+44 -2+3 -5+3 -1 3 1 =2
PotomC=A+B=|-2+3 1+2 7+5 2+2|=| 1 3 12 4
4-6 6-3 3-1 2-2 -23 2 0
Definice.

Necht’ A je matice typu (m,n) a & je redlné ¢islo. Potom soucinem cisla o _a matice A
rozumime matici B, pro jejiz prvky plati
bij =o-a; pro i=12,...m,j=12,...n.

Piseme B =o-A, pfipadné pouze B =o0A

Priklad.
1 -1 -2 =5 -3 3 6 15
Necht A=|-2 1 7 2|, a=-3.Potom o-A =-3A= 6 -3 -21 -6
4 6 3 2 -12 -18 -9 -6
Definice.

Necht’ A,B jsou matice téhoZ typu (m,n). Rozdil A -B definujeme jako matici A +(-1)-B .
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Priklad.
1 -1 -2 -5 -2 4 3 3
NechtA=|{-2 1 7 2|,B=| 3 2 5 2|.Potom A-B=
4 6 3 2 -6 -3 -1 -2
1 -1 -2 =5\ (-2 4 3 3 1 -1 -2 -5 2 -4 -3 -3
=|-2 1 7 2| 3 2 5 2|=|-2 1 7 2|+/-3 -2 -5 =2|=
4 6 3 2)\{-6 -3 -1 =2 4 6 3 2 6 3 1 2
3 -5 -5 -8
=-5 -1 2 0

10 9 4 4

Definice .
Necht’ A je matice typu (m,k) a B je matice typu (k,n) . Potom soucinem matic A a B
(v tomto potadi) je matice C typu (m,n), pro jejiz prvky c.. ,i=1,2,....m,j=1,2,...,n

ij

plati  c¢;=a;, b, +a,

ij i

, byt ta, by .
Piseme C = A.B, piipadné¢ jenom C=AB.

Poznamky.
1. Vsimnéme si, Ze pocet sloupct matici A je stejny jako pocet fadkd v matici B.
Jinak by soucin nebyl definovan.
2. Vztah pro vypocet prvku c; matice C lze zapsat s pouZitim sumacni symboliky takto:
k
G = Zair 'brj .
r=1

3. Pro vypocet prvku Ci,j pouzivame i-ty fddek matice A a j-ty sloupec matice B

(ail a;; aj3

/——'sz
) K

\bkj
Rikame, ze prvek c;; je skalarnim soucinem fadkového vektoru (a, a, a, ...a )

a sloupcového vektoru (b1 i by by ...by )T .

Poznamka.

Z definice sou¢inu matice je zfejmé, Zze obecné matice AB nenf rovna matici BA . MiZe se
dokonce stdt, Ze matice AB existuje a matice BA neexistuje. Pokud pro néjaké matice A a B

plati AB = BA, nazyvaji se matice A,B zaménitelné .

Poznamka.
Pro operace s maticemi plati fada pravidel (viz DSO str. 140-141). Zde pfipomenu pouze:
Jsou-li matice A,B,E,0 takové, Ze naznacené operace jsou proveditelné, plati:

1. (A-B)"'=B"-A"
2. A'\E=A ,E-A=A
3. 00A=0, A-0=0
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Piiklad 1.
5 7
3 2 —4 ,
A= , B=|-3 4]|.Vypocitejte AB a BA .
2 5 8
1 2
Reseni:
5 7
AB - 3 2 —4 3 4l 3.5+2.(-3)+(-4).1 37+24+4(-42) (5 21
-2 5 8 . | (=2)5+5.(-3)+8.1 (-2).7+54+82) (-17 22
5 7 A 53+7.(=2) 52475 5.(-4)+7.8

BA =|-3 4(_3 2 _SJZ (=3).3+4.(-2) (-3).2+45 (3).(4)+48]| =
1.3+2.(=2) 1.2+2.5 1.(-4)+2.8
1 45 36
=|-17 14 44
-1 12 12

V tomto piipadé oba souciny AB i BA existuji, ale nejsou si rovny. Matice A,B nejsou
zaménitelné.

Piiklad 2.

11 -1 0 .
A= , B= . Vypocitejte AB a BA .
0 0 10

Reseni:

O i I TS i (I S

Soucin dvou nenulovych matice miiZze byt roven nulové matici.

Priklad 3.
Vypoctéte
-1 0 1)
1 1 0 -1
1 2 -1 0 1 -1 11 2 0 1 1
2 -1 1 0 -
1 1 1 =1/ -241 1 -1 1 2|+ 3 =3 1
2 0 2 -1
2 1 -1 1 2 -1 01 1 3 3
2 =2 1 0
7 2
Reseni:

3 -1 0 0 -4 -2 2 -2 -2 -4 -1 0 3 37
=3 2 2 -2 2/+-2 -2 2 =2 -4+ 0 1 -3 5 1|=
4 -1 0 -1 -1 -4 2 0 -2 =2 I 1 1 3 2
0O 111 -1
I 11 1 -1
1 210 -1
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Priklad 4.
1 2 -3 1 -1

Je ddnamaticeA=(2 1 0 -1 1 |. Urcete matici B tak, aby soucin AB existoval,
1 3 4 0 6

souc¢in BA neexistoval a vypoctéte AB.

ReSeni:

Matice A je typu (3,5), matice B musi byt typu (5,p), p # 3.

Staci napt.volit libovolnou matici typu (5,2). Aby byl vypocet co nejjednodussi, volme

0 0
0 0 0 0
nulovou matici tohoto typu, tedy B=| 0 0 | Pak skutecné¢ BA neexistuyjea AB=|{0 0
0 0 0 0
0 0
Priklad 5.
1 4 -5 7 1 1
-2 2 10 -9 2 7 2 . .
Necht’ A = , B= . Urcete matici C tak, aby sou¢in ACB
7 8 11 8 3 -9 3
6

existoval a spoctéte tento soucin.

Reseni:

Matice A je typu (3,5), matice B je typu (4,2). Matice C musi byt typu (5,4) a vysledek bude
typu (3,2). Aby vypocet byl co nejjednodussi, volme za C nulovou matici typu (5,4), tedy

0 00

o O O O
o O O O
o O O O

0
0
0
0
0
Pak je ACB = {

oS O O

0
0f.
0

Schodovita matice.
DSO str. 140
Definice.
Necht’ A je matice typu (m,n). Rekneme, 7e A je horni schodovitd matice, jestliZze existuje
takové prirozené ¢isloh <n, Ze ke kazdému 1 = 1,2,....,h existuje nejmensi s, tak, Ze

a, #0a s <s,<..<s, azbyvajici fadky h+1,h+2,....m jsou nulové.
Poznamka.

Srozumitelnéji feceno, fekneme, Ze matice A je horni schodovitd matice, jestlize nulové
fadky nasleduji az za nenulovymi a kazdy nenulovy radek zacind vétSim poctem nul nez
radek bezprostfedné piedchézejici.

Ponévadz se v dalsim budeme zabyvat jen hornimi schodovitymi maticemi, miiZeme
piivlastek ,,horni* vynechdvat.
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Schodovita matice je tedy napt. matice tvaru

0 a, aj; a, a5 a, a; a, . . - : A,
0 0 0 a, a, a, a, ay . . . . a,,
0 0 O0 0 ay ay a; ay . . .o . a,,
0O 0 O O 0 0 a, ag . . .o . a,,
o 0 0 0 0 0 0 ay . . o . as,

000 a,, .
O 0 0 0 0 O 0 000 00 a, ., &y,
O 0 0 0 0 0O 0 000 00 0

SUBMATICE

DSO str. 137

Definice.

Necht' A je matice typu (m,n) a necht u= (il Ayl ) je takovy vektor, Ze prok = 1,2,....p
je i, e{l2..m} a i #i, pro p#q .Ddlenecht jev= (jl,jz,...,jr) je takovy vektor, Ze
pro k=12,...r je j €{l2,..,n} aj, #j, pro p#q .Potom matici, kterd vznikne z ma-
tice A vypusténim fadkt s fddkovymi indexy, které jsou sloZkami vektoru u a sloupcti, se
sloupcovymi indexy, které jsou sloZkami vektoru v nazyvame submatici matice A a zna¢ime
A, Matice, kterd vznikne z matice A tak, Ze z ni ponechdme jen fadky s fddkovymi in dexy,
které jsou slozkami vektoru u a sloupce, se sloupcovymi indexy, které jsou slozkami vektoru v
je submatici matice A a znacime ji A(u,v).

Priklad.
1 2 -3 2 9
2 7 5 1 2
Necht A= ,u= (2,4) , V= (1,3,4) . Potom
-1 1 4 -4 -5
3 6 1 8 7

> 9 2 51
AH,VZAMW):(I _Sj, A(u,v)=A((2,4),(1,3,4))=(3 : 8)-

Poznamka.
Jestlize napf. u = (i), v =(j) znacime piisluSnou submatici pouze A, ; , pifpadn¢ A; .

Priklad.
1 2 -3 2 9
1 2 -39
2 7 5 1
Necht A = .Potom A, =|2 7 5 2(,AGB4)=(4).
-1 1 4 -4 -5 )
36 7
36 1 8 7
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INVERZNI MATICE
DSO str. 145
Definice.
Necht’ je ddna ctvercovd matice A . Matice B , pro kterou plati AB = BA = E se nazyva
inverzni matici k matici A a zna¢i se A~ .
Priklad 6.
-3 -7 3 3 =2 5
Zjistéte, zda matice B=| —-2,5 —-5,5 2| jeinverzni matici k matici A =| —1 0 -3].
1 2 -1 1 -2 =2
Reseni:
-3 =7 3y 3 =2 5 1 00
BA=|-25 =55 2|-1 0 -3 01 0
1 2 -1 1 -2 =2 0 0 1
3 -2 5 -3 -7 3 1 00
AB=| -1 0 -3|-2,5 -55 2 010
1 -2 =2 1 2 -1 0 0 1

Tedy skute¢né jeB= A~".

Véta.
Necht je ddna matice A a necht k nf existuje inverzni matice A~' . Potom plati
a) MaticcAa A" jsou étvercové matice téhoZ fadu.
b) Inverzni matice A" je uréena jednoznaéné.
c)
d)

T R L . RS
K matici A~ existuje inverzni matice a je (A 1) =A .
Jestlize A, B jsou Ctvercové matice téhoZz fadu a kdyZ k nim existuji inverzni matice

A~ , B™, potom k matici AB existuje inverzni matice a plati (AB)" =B'A™" .

SYSTEMY LINEARNICH ROVNIC
DSO str. 141-146

Budeme se zabyvat systtmem m linedrnich algebraickych rovnic o n neznamych.
a,x, +a,x,+..+a, x, =b

In“*n 1

a,X, +a,x,+..+a, x, =b,

(1) e
a Xx,+ta_,x,+..+a_x, 6 =b_

kde x,,X,,...,X, jsou nezndmé, redlnd Cisla aj . 1<i<m, 1< j<njsou koeficienty

systému. Je-li aspon jedno z ¢isel b, ,b,,...,b_ ridzné od nuly, nazyvdme systém (1)

systémem linedrnich nehomogennich rovnic . Jsou-li vSechna ¢isla b, ,b,,....,b

> m

rovina

nula, mluvime o systému linedrnich homogennich rovnic . Piivlastek ,,algebraicky* jsme
vynechali, protoZe se jinymi neZ algebraickymi rovnicemi nebudeme zabyvat.
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Resenim systému (1) nazyviame kazdou n-tici redlnych &isel A, A, ..., A, , po jejichZ dosazeni
do systému (1) pfejdou vSechny rovnice v platné rovnosti.

ay A . Ay, ay  a, . . . a, b
Ay Ay o . Ay, Ay Ay . . . Ay by
Oznacme A = d, A =L . .o . . | nebo
aml am2 oot amn aml a’m2 amn bm
a,  ap a, b, X b,
Ay Ay a,, |b, X5 b,
A = . R . | . |adale x=| . , b=
ay @, . . . ag [b X, b,

Matici A nazyvame matici systému (1), matici A rozsifenou matici systému (1) , vektor
b nazyvame yektorem pravych stran . RozSifenou matici také zna¢ime (A|b).

Systém (1) 1ze zfejm¢ zapsat ve tvaru  Ax =b . Mluvime pak o zdpisu v maticové notaci .

Priklad 7.
X;+2x,+ 4x, - 3x, = =2
o 3X,+5x,+ 6x,— 4x, = 1
Systém

4x, +5%x, — 2x,+ 3x, = 18
3x, +8x, +24x, -19x, =-29

zapiSte v maticovou notaci. Napiste téZ rozsifenou matici tohoto systému.
Reseni:

1 2 4 -3 -2
) o 35 6 -4 ) . 1
Matice systému je A = , vektor pravych stran je b = ,
4 5 =2 18
3 8 24 -19 -29
12 4 -3 |-=-2 X,
SO . .oa |35 6 -4 N X,
Roz8itena matice systému je A = . Ozna¢me déle x =
4 5 =2 3 18 X,
38 24 —-19 |-29 X,

Zapis daného systému v maticové notaci je Ax=Db.

Véta.
Necht Ax =b je systém n rovnic o n nezndmych a necht’ k matici A existuje inverzni mati-
ce A7' . Pak m4 systém Ax =b pravé jedno feseni, dané vztahem x=A"'b .

Poznamky.

1. Podrobng¢ji se budeme systémy rovnic zabyvat na piiStich tutoridlech.
2. Misto systém rovnic pouzivame téZ pojem soustava rovnic .
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Linearni prostor.
DSO str. 155-205

Zakladni pojmy.
DSO str.155-162

Definice.

Neprdazdna mnozina P se nazyva vektorovym prostorem, jestlize pro kazdé a,be P
akazdé ae R je definovan soucet a+be P a ndsobek aae P tak, Ze pro vSechna
a,b,c,x,ye P , o, R plati:

a+b=b+a

a+(b+c)=(@+b)+c

Existuje prvek 0e P tak, Ze pro vSechna xe P plati x+0=x.

Ke kazdému x e P existuje prvek (—x)e P tak, ze plati x+ (-x)=0.

I'x=x

a-(B-x)=(ap) x

(0+B)-x=a-x+p-x

o (x+y)=o-x+o-y

Potom mnozinu P s takto zavedenymi operacemi souctu dvou prvka a nadsobku prvku redlnym

¢islem nazyvame linedrnim prostorem nebo té7Z yektorovym prostorem a znac¢ime jej P .
Prvek 0 nazyvame nulovym prvkem prostoru P .

Véta.

Necht’ ne N anecht R" je mnozina vSech uspofadanych n-tic realnych cisel.

Necht’ (x,,X,,....x,)e R" , (y,,¥,....y, )€ R" , a.e R. Definujeme

(1) (%)X X, )+ (Y1 Vo ¥, = (X + Y10 X, + Y50 X, +Y,)

2) (X'(XI,XZ,...,XH)Z(OC-XI,O(.'XZ,...,OC-XH) .

Mnozina R" s témito operacemi s¢itani dvou prvki a nasobeni prvku redlnym ¢islem
je vektorovy prostor.. Nazyvame jej aritmetickym vektorovym prostorem a znacime V_

Poznamka.

Ze stfedoskolské matematiky a fyziky je zndm pojem volného vektoru. Uvazujeme-li
prostor U, volnych vektorl ve tifrozmérném prostoru, je ziejmé, Ze mezi prostory U,

a V, existuje vzajemné jednoznacné pfifazeni. Neni proto nutno mezi U, a V, strikiné
rozliSovat.

Definice.
Necht’ P je vektorovy prostor. Podmnozinu Q < P nazyvdme vektorovym podprostorem Q

vektorového prostoru P | jestlize pro kazdé a,bc Q aka’dé oe R je (a+b)eQ

a o-ae Q. Rikdme téz, Ze vektorovy podprostor je uzavieny vzhledem k operacim souctu
a nasobku redlnym c¢islem.
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Linearni nezavislost a zavislost vektoru.
DSO str. 164

Definice.

Necht x,X,,...,x, € P jsou vektory, c,,c,,....c, € R jsou ¢isla. Potom vektor
X=c¢,X, +C,X, +...+C X,

nazyvame linedrni kombinaci vektorti X,,X,,...,X,.Cisla c,c,....c, jsou koeficienty

linedrni kombinace .

Definice.
Rekneme, Ze vektory X,,X,,...,X, € P jsou linedrné nezdvislé , jestlize

cX, +C,X,+...+¢, X, =0 & ¢, =c,=...=c, =0.

Nejsou-li vektory X,,X,,...,X, linedrn¢ nezavislé, fikdme, Ze jsou linedrné zdvislé.

Poznamka.
Z predchozi definice vyplyvd, Ze vektory X,,X,,...,X, jsou linedrn¢ zavislé pravé tehdy,

kdyz existuji ¢isla c,,c,,....,c, , z nicZ je alespon jedno rtizné od nuly tak, Ze plati

n

X, +C,X,+...+tc x, =0.

Priklad 8.
Na zdklad¢ definice linedrni nezdvislosti vektorii rozhodnéte, zda jsou dané
vektory linedrn€ nezdvislé ¢i zavislé.
a) u=(1,1,-1,2) ,v=(-4,1,1,3) ,w=(2,-3,1,-1) , t = (1,1,1,1)
b) u=(1,1,1,2),v =(2,3,4,5) ,w=(1,0,1,0), t =(0,3,4,4).
Reseni: vektory u, v, w,t jsou linedrn& nezavislé pravé tehdy, kdyZ vztah
au+bv+cw+dt=0 jesplnén pouze proa=b=c=d=0.
ad a) z predchoziho vztahu dostavdme
a.(1,1,-1,2) + b.(-4,1,1,3) + c.(2,-3,1,-1) + d.(1,1,1,1) = (0,0,0,0)
a po rozepsani do soufadnic

a—-4b+2c +d=0 Pozdé&ji se sezndmime s riznymi metodami feSeni

a+ b-3c +d=0 takovych soustav rovnic. Nyni se spokojime s tim
-a+ b+ c +d=0 Ze od druhé rovnice odecteme prvni, ke tfeti rovnici
2a+3b-c¢ +d=0 pficteme prvni a od ¢tvrté rovnice odecteme

dvojnasobek prvni. Dostaneme

a—-4b+2c +d=0 druhou rovnici délime 5 a poté pticteme jeji
5b- 5c¢ =0 trojndsobek ke tieti rovnici a odecteme jeji
-3b+3c+2d=0 jedendctindsobek od Ctvrté rovnice. Obdrzime
11b—5c- d=0
a—4b+2c +d=0
b- ¢ =0
2d=0 odtud ihned plyne d=0,c=0,b =0, a=0

6c- d=0

Vektory u, v, w,t jsou linearné nezavislé.
Vsimnéme si jeste, Ze soutfadnice vektoriu, v, w,t tvoii sloupcové vektory koeficientti
u jednotlivych neznamych.
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adb)u=(1,1,1,2),v=(234,5),w=(10,1,0), t=(0,3.4.4).

Reseni: stejné jako v piipadé a) polozime
au+bv+cw+dt=0

z tohoto vztahu dostavame
a. (1,1,1,2) + b. (2,3,4,5) + c. (1,0,1,0) + d. (0,3,4,4) , rozepsanim do sloZek

a+2b+ c =0
a+3b+ 3d=0
a+4b+ c+4d=0

2a+5b +4d=0 a obdobn¢ jako v piipad€ a) dostdvdme postupné
a+2b+ ¢ =0 a+2b+ c =0 a+2b+ ¢ =0
b- ¢c+3d=0 b- ¢c+3d=0 b- ¢c+3d=0
2b + 4d=0 2c-2d=0 c- d=0
b-2c+4d=0 -c+ d=0 0=0

odtud plyne, Ze jednu nezndmou muzeme volit libovolné

d =r aostatni nezndmé spocitdme: ¢ =1, b =-2r, a =3r, kdere R
napft. pro r =1 dostaneme

3u-2v+w+t=0

Vektory u,v,w,t jsou linearné zavislé.

Po probrani latky o hodnosti matice budeme mit k disposici mnohem efektivnéjsi metodu

k rozhodovani o linedrni nezdvislosti ¢i zavislosti vektort.. Vektory jsou linedrn€ nezavislé
prave tehdy, kdyZ hodnost matice, jejimiz fadky [respektive sloupci] jsou dané vektory je rovna
poctu téchto vektort.
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Hodnost matice.
DSO str. 176 - 184

Elementarni fadkové transformace, které neméni hodnost matice jsou:
- libovolna zména poradi radkl
- nasobeni kteréhokoliv fddku libovolnym ¢islem riznym od nuly
- pricteni libovolného nasobku kteréhokoliv fddku k libovolnému nenulovému nésobku
kteréhokoliv jiného fadku
- vypusténi nulového fadku
Hodnost matice se neméni jejim transponovanim.

Elementarnimi transformacemi lze matici pievést na schodovity tvar.

Hodnost matice, kterd je ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych fadk.

01 3 2 3
) 2 6 4 1
Priklad 9. Urcete fadkovou hodnost matice X =
00 0 1 2
01 3 2 4

Reseni:
Jedna se o ptiklad 4.5., DSO str.179 kde napiSeme pro vétsi prehlednost jenom vysledky
jednotlivych uprav.

01 3 2 3 01 3 2 3 013 2 3 013 23
X < 0 2 6 41 00 0 0 -5 00 01 2 000 1 2
1000 1 2 00 01 2 0 0 0 0 1 0 0 0 01
01 3 2 4 00 0 0 1 0O 00 0 -5 0 00 00O
h(X) =3
2 -1 3 1 5 0 4 10 1
. . 1 3 -11 8 18 7
Priklad 10. Urcete hodnost matice a) A= ,b)B =
1 10 -6 1 6 10 18 40 17
4 12 -4 3 14 1 7 17 3
Reseni:
2 -1 3 1 5 1 3 -1 1 4 1 3 -1 1 4
1 3 -1 1 4 2 -1 3 1 5 o -7 5 -1 -3
a)A= ~ ~ -
1 10 -6 1 6 1 10 -6 1 6 o 7 -5 0 2
4 12 -4 3 14 4 12 -4 3 14 o 0 0 -1 -2
1 3 -1 1 4 1 3 -1 1 4
o -7 5 -1 -3 0O -7 5 -1 -3
~ ~ , h(A) =4
0o 0 0 -1 -1 O 0 0 -1 -1
0o 0 0 -1 -2 O 0 0 o0 -1
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0 4 10 1 7 17 3y (1 7 17 3Y(1 717 3
ppo|d 8 18 T[ 0 410 1o 4 10 1| o410 1
“110 18 40 17| |4 8 18 7| |0 -20 -50 -5/ /0 0 0 0

1 7 17 3) 10 18 40 17) (0o =52 —130 -13) 0 0 0 0
h(B) = 2

Priklad 11. Rozhodnéte, zda jsou dané vektory linedrné nezavislé ¢i zavislé.
au=(1,1,-1,2),v=(4,1,1,3) , w=(2,-3,1,-1) , t = (1,1,1,1)

byu=(1,1,1,2),v =(2,3,45),w=(1,0,1,0), t =(0,3,4,4).

Reseni: Jednd se o Piiklad 8 ze strany 15, ktery nyni budeme fesit pomoci hodnosti matice.
Vektory jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyZ hodnost matice, jejimiZ fadky [respektive
sloupci] jsou dané vektory je rovna poctu téchto vektort.

a) vytvoifime matici A a pfevedeme ji na schodovity tvar

1 1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2
Az -4 1 1 3 0O 5 -3 11 05 -3 11 0 5 -3 11
12 -3 1 -1 0O -5 3 -5 0 0 O 6 0O 0 2 -1
1 1 1 1 0 O 2 =1 00 2 -1 0O 0 O 6
h(A) =4 avektory u,v ,w,t jsoulinearné nezavislé
b) vytvofime matici B a pfevedeme ji na schodovity tvar
1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2
B 2 3 4 5 0O 1 2 1 01 2 1 01 2 1
1t o1 0]|0 =10 -=2/]00 2 -1/1]0 0 2 -1
0 3 4 4 0 3 4 4 00 -2 1 000 O

h(B =3) avektory u,v ,w,t jsou linearné zavislé
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Baze a dimenze vektorového prostoru.
DSO str. 184 — 188

Priklad 12. Rozhodnéte, zda vektory u = (1,0,1,1), v=(2,1,-1,-2), w =(0,-1,2,3), t = (3,0,2,2)
tvori bazi ve V4 .
Reseni: ve V,tvoii bazi kazdé 4 linedrné nezavislé vektory. Staéi tedy vySetfit linedrni
nezdvislost danych vektora.
vytvoiime matici A a pfevedeme ji na schodovity tvar

I 0 1 1 I 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1
A~ 2 1 -1 =2 _ 0 I -3 -4 _ 01 -3 -4 _ 01 -3 -4
0O -1 2 3 0O -1 2 3 00 -1 -1 00 -1 -1
30 2 2 0 0 -1 -1 00 -1 -1 00 0 O

h(A) = 3, vektory jsou linearné zavislé, netvori tedy bazi. Generuji vSak podprostor
WcV, ,dimW = 3.

Priklad 13. Ve vektorovém prostoru V4 je podprostor W vytvofen jako linedrni obal vektort
u = (1,0,0,0), v=(1,1,0,1), w =(2,-1,0,0), t = (1,0,0,-1). Urcete jeho bazi a di-
menzi. Rozhodnéte, zda vektory a =(1,-3,0,-5)a b =(0,0,1,1) patii do pod-
prostoru W.

Reseni: nejprve zjistime, zda vektory u,v , w,t jsou linedrné zavislé ¢i nezavislé

I 00 O I 00 O 1 00 O 1 0 00
A:l 0 1~() 1 0 1~010 1~0101
2 -10 OO -1 0 O0]00O0 1} (0 0 0 1
I 00 -1){0 00 -1)10 0 0 —-1) {0 0 0 O

h(A) = 3, dim W = 3 a bazi W tvofi napf. vektory u, v, w nebo vektory (1,0,0,0),
(0,1,0,1),(0,0,0,1).

Vektor a € W [respektive b € W ] pravé tehdy, kdyzZ je linearni kombinaci vektort baze, tedy
kdyz vektory baze a vektor a [respektive b ] jsou linedrné zdvislé.

1 00 O0y(1 00 0)(100 0)(1000
1 10 1/(o 10 1/]|010 1/|0 101

A= ~ ~ ~ h(A) =3,
2 .10 0[]0 -1 0 0/[|000 1/|000 I
1 -30-5)(0 -30-5/000-2)0000

vektory u,v ,w ,a jsou linearné zavislé, tedy a e W.

.h(B) = 4,

S O O =
S O = O
- O O O
—_— = = O
S O O =
S O = O
S = O O
—_— = = O

vektory (1,0,0,0), (0,1,0,1),(0,0,0,1), b jsou linearné nezavislé, tedy bg W.
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Determinanty.
DSO str.208-238
Sarrusovo pravidlo plati pro vypocet determinantu matice fadu 3. Jeho pouziti pro
determinanty Fadu vyssiho nez 3 je hruba chyba.

vhodna pomticka pro vypocet podle Sarrusova pravidla je napsat vedle determinantu
znovu 1. a 2. sloupec:

'+ * “, L -

AN N g

a a a 1 4
1n_ 42453 u

ay {< 23 I

a3 43, Ay 31 94n

bez naroku na striktni matematické vyjadfovani lze fict,Ze seCteme souciny prvkl v hlavni
diagondle a v diagondléach s ni rovnobéznych a od tohoto souctu odecteme souciny prvki
ve vedlejsi diagondle a v diagondlach s ni rovnobéznych

1 2 3
Priklad 14. Spoctéte uzitim Sarrusova pravidla D = |A ,je-liA=| 0 5 2
-1 3 1

Reseni:

0 5 20 0 5 apocitime
-1 3 1-1 3

D=151+22.(-1)+3.03-35.(-1)-123-201=5-4+15-6=10

UvaZujme ¢tvercovou matici A. Pro jeji determinant plati:
- determinant z horni trojihelnikové matice je roven soucinu prvku v jeji hlavni diagondle

- ma-li matice A dva fadky [ respektive sloupce] stejné, potom |A| =0
- jestlize v n¢kterém tfadku [respektive sloupci] matice jsou samé nuly, pak |A| =0

- jestliZze jeden fadek [respektive jeden sloupec] matice A vyndsobime ¢islem o, potom
determinant takto vzniklé matice je roven o. |A|

- vzdjemnou vyménou dvou raznych fadki [respektive sloupcii] matice A se hodnota
jejiho determinantu zméni v opa¢nou hodnotu

- jestliZze k libovolnému tadku [respektive sloupci] pfi¢teme a-ndsobek jiného fadku
[respektive sloupce], hodnota determinantu se nezméni

- transponovanim matice se hodnota determinantu neméni

Uzitim vySe uvedenych tprav bud'to pfevedeme matici na horni trojihelnikovy tvar,

nebo upravime matici tak, aby néktery sloupec [respektive fddek] obsahoval jediny nenulo-
vy prvek a rozvojem determinantu podle tohoto sloupce [respektive fadku] snizime fad deter-
minantu.
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Priklad 15. Spoctéte determinant matice A =

N =
N = N

1 2

~ B~ B

0

W W O

4

Reseni: Jedna se o piiklad 5.12., DSO str. 232. Ve skriptech je determinant spodten pievede-
nim matice na horni trojuhelnikovy tvar.Zde ho spofteme postupnym sniZzovanim jeho tadu.

1240 1 2 40
-3 -4 5 |-3 -4 5
2 145 0 -3 -4 5 .
= =(-D"1-14 -28 3=| 7 0 -32=
8 2 4 3 |0 —14 —-28 3
0 -4 4 |3 0 -1
120410 0 -4 4
7 =32
=(-1)"(-4). ; 1‘ = 4.(-7+96) = 356
2 6 4 -2
. . , -3 -14 2 4
Priklad 16. Vypoctéte hodnotu determinantu 5 7 1
1 11 8 3
Reseni:
2 6 4 -2 1 57 1 1 5 7 1
1 23 7
-3 —-14 2 4 |-3 -14 2 4 0o 1 23 7 o
=— =— =—(1")1-4 10 4=
1 57 1 2 6 4 -2 0 -4 -10 -4 . R
1 118 3 |1 118 3 o 6 1 2
1 23 7 o
=0 82 24=—(-1)".1 = —[82.(—40) —24.(=137)] = 3280 — 3288 = -8
—137 —40
0 —137 —40
Priklad 17. Vypoctéte determinant :
35 59 71 52| 35 59 71 26 35 59 71 26 -6 -10 -6 -1
42 70 77 54 |42 70 77 27| |7 11 6 1 _ 7 11 6 1
43 68 72 52| |43 68 72 26 8 9 1 0 18 9 1 0
29 49 65 50 |29 49 65 25 |-6 —-10 -6 -1 35 59 71 26
-6 -10 -6 -1 -6 -4 -6 -1
-4 -6 -1 |-4 -2 -1
1 1 0 0 1 0 0 0 .
=-2. =-2. =2-D*1 1 1 0=2]1 0 0=
8 9 1 0 8 1 1 0
24 71 26 24 47 26
35 59 71 26 35 24 71 26
=21 ©  |==2.(-52+47)=10
D 47 26‘ ( )
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Priklad 18. Vypoctéte determinant

o7 1 10 o |18 3 o0-2 |1 8 3 0 -2
05 -2 0 7 s -2 0o 7 o 5 -2 0 7
50 -1 6 0=-=50 -1 6 O0=-0 —40 —-16 6 10=
0 2 3 -4 -2 02 3 -4 -2 o0 2 3 —4 -2
18 3 0 -2 o7 1 10 0o 0o 7 1 10 0
5 -2 0 71 7 1 10 o0 7 1 10 0
__(_1)1+11—40 -16 6 100 |-40 -16 6 10 _[-20 -8 3 5§
B B ) 3 -4 -2 | 2 3 -4 -2 71 2 3 -4 -2
7 1 10 0 5 -2 0 7 5 -2 0 7
7 1 10 0
36 83 5 -2 15 1 —2 15 1
36 0 8 5 i
=2] =2.(-D)"?1-|-19 -34 —2/=-2/-19 -34 —2[=-2/-23 —4 0=
~19 0 -34 -2
19 20 7 19 20 7 33 -85 0
19 0 20 7
- —4
=-2(-1)".1 3 85‘ = —2[-23.(-85) — (—4).33] = =2.(1955 + 132) = —2.2087 = —4174

Cramerovo pravidlo.
DSO str.240

Necht’ A je regularni ¢tvercovd matice fddu n, b je n-rozmérny sloupcovy vektor a x je
hledany n-rozmérny sloupcovy vektor. Ozna¢me B; matici, kterd vznikne z matice A tak,
Ze jeji i-ty sloupec nahradime vektorem pravych stran b. Potom systém linedrnich rovnic

A.x =b ma pravé jedno feSeni x a plati x, =

B

A

proi=1,2,...,n.

2X,=2X,+ X;+ X, =6

Priklad 19 . Reste systém rovnic

2x, +3x,+ x;+ x, =0

5x, +6x, +3x,+2x, =3
7X, +9x, +4x, +2x, =3

Reseni:
2 =2 1 1 2 -2 11
|A| _ 2 3 1 1 _ 0O 5 0 0
5 6 3 2 |1 10 1 0
7 9 4 2 3 13 2 0

0 50 .
=(=D"*.1]1 10 1=—(—1)”2.5.‘3
3 13 2

uzitim Cramerova pravidla.

1
=5.(2-3)=-5
Jesas
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6 -2 1 1 6 -2 1 1
1o 311 16 500 1 B I
X, =t =—— =——-=D"1-|-9 10 1==|-9 10 1=
A3 632 5]-9 1010 5 5
-9 13 2 9 -7 0
3942 -9 13 2 0
1 243 -6 5 1 3
=—-(-D7.1 =——-(42-45)=—
5 =D ‘ 9 -7 5 ( ) 5
2 -2 6 1 2 -2 6 1
1R 301 10 5-60 1 R I
Xy = =—— =——-=D""1J1 10 -9[==:]1 10 -9=
Al |5 6 3 2 5[ 10 -9 0 5 5
3 13 -9 0 -17 18
7 9 3 2 3 13 -9 0
5 -6 5 -1
_l.(_l)”‘ 1. :_9. :_é.(15_17:2
5 -17 18 517 3 5 5
2 -2 16 2 -2 6 1
1 2 3 10 12 3 10 , o .
X, =7" =——- =0 , nebot’ druhy a ¢tvrty fddek jsou stejné.
Al [5 6 3 3 5[5 6 33
7 9 4 3 2 310
Celkem x1=—,x2——g,x3=%,x4=0
3x—-y+ z=10
Piiklad 20. Reste systém rovnic ~ 5x +y + 2z = 29 uZitim Cramerova pravidla.
—4x+y+2z=2
Reseni:

3 -1 1 |3 -1 1
Al=| 5 1 2=[8 0 3==D"-(-D-
-4 12 -1 0 3

8 3
=24+3=27
-1 3

P o IR S I 39 3 13 1 1
x=—29 1 2[=—:39 0 3=— (-D"-(=1): =—:3-3. =—-9=3
A 27 27 12 3 27 41 3
2 12 12 0 3
310 1 310 1 A L
y:L. 5 29 2:i. -1 9 ():i.(_l)m.l. :i. 21.12:4
A 27 27 -10 -18 27 |-10 -2/ 3
-4 2 2 -10 -18 0
| 3 -1 10 | 10 -1 1 | 9 3 |8 13 4
z=— 5 1 29=—:| 8 0 39=—- (=D (=1): =— =—=5
A 27 27 -1 12) 27 |-1 4 9
-4 1 2 -1 0 12
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Inverzni matice.
DSO str.244

Necht’ A = (ai!j) proi=1,2,...,n ,j=1,2,..n je regularni ¢tvercova matice. Potom k ni

existuje prave jedna inverzni matice A'=B= (bi’j) ,kdei=1,2,...n,j=12,....,n a pro

s 184

jeji prvky plati b, . =(-1) |A| .

1]

Priklad 21. Urcete matici inverzni k matici A =

W W W
N = W
A~ o O

ReSeni:
539 -4 0 3
3+1 0 3
Al=]3 1 2/=| 3 1 2|=(-D (3), =-33)=9
3.2 4 |-3 00

‘A ‘_12_0 ‘A ‘_3 2_6 ‘A‘ 3 1_3
M 4 ’ 12003 gl T L
mal=ly J=e o =y =7 =
M4 IR < I N <
ayl=[ J=-3 A=l J=-17 . |Agl=p =4
L ) ’ #2013 2 LN T |
10 6 -3
Al==|-6 -7 17
9
3 -1 -4
2 100
5 . 3 200
Priklad 22. Urdete matici inverzni k matici A = 1 { 3 4
2 -1 2 3
Reseni:
2 10010 100
-1 0 0
3 200 -1 200 s 3 4
A= = =(-D".1]-1 3 4|= =1
1 1 3 4 -1 1 3 4 3
4 2 3
2 -1 2 3 |4 -1 2 3
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Priklad 23. Pomoci inverzni matice feSte systém rovnic
Reseni:
2 1 1 4 X
A=(1 2 1|,b=|1|,x=|y
112 3 z
Ax=b

‘—1 -3

=4
1 —1‘

2x+z+z=4
Xx+2y+z=1
X+y+2z=3
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Systém linearnich rovnic.
DSO str.250-264.

Necht jsou dany systém linearnich rovic Ax=b a Cx=d.

Rekneme, Ze tyto dva systémy jsou ekvivalentni, jestliZe kazdé feseni systému prvniho

systému je i feSenim druhého systému a naopak také kazdé reSeni druhého systému je feSenim
prvniho systému.

Matici A nazyvdme nazyvame matici systému, matici (A|b) rozsifenou matici systému.

Podle Frobeniovy véty ma systém feSeni prave tehdy kdyZ hodnost matice systému a hodnost
roz8itené matice jsou si rovny. Je-li h spole¢nd hodnota obou hodnosti a n po¢et nezndmych,
potom plati: Je-li h = n, ma systém prave jedno feSeni, je-li h < n, mé systém nekone¢né¢ mnoho
feSeni, zavislych na (n-h) parametrech.

JestliZe matice (C|d) vznikne z matice (A|b) elementdrnimi fddkovymi transformacemi,

potom systémy Ax=b a Cx=d jsou ekvivalentni.

Priklad 24. Pfrevedenim rozsifené matice systému na schodovity tvar feste systém rovnic:
3, + X, —2x; + x, — x5=1

2x, = X, +7x; = 3x, + 5x,=2
X, +3x, — 2x; +5x, —7x5=3

3x,— 2x, +7x; —5x, — 8x,=3

Reseni: napiSeme rozsifenou matici systému a elementarnimi fddkovymi transformacemi ji
pievedeme na horni schodovity tvar. Pokud to 1ze, do prvniho fadku napiSeme
koeficienty rovnice, kterd méd u nezndmé x, koeficient 1 .

1 3 -2 5 =-73) (1 3 =2 5 =7 3) (1 3 =2 5 =7/ 3

3 1 -2 1 -1j1| [0 -8 4 -14 20-8 o -1 -7 -1 1-4
2 -1 7 -3 52|10 -7 11 -13 19-4 0 -7 11 -13 19|-4
3 -2 7 =5 83) (0 =11 13 -20 29|-6 0 —-11 13 =20 29|-6

1 3 -2 5 -7 3 1 3 -2 5 =73 1 3 -2 5 -7/ 3
0 -1 -7 -1 1-4 0 -1 -7 -1 -4 10 -1 =7 -1 1-4
0 0 60 -6 12|24 o o0 10 -1 24,10 0 10 -1 2 4
0 0

0 90 -9 18|38 0 9 -9 18/38) (0 O O O O 2

~

h(A) =3, h(AJb)=4, tedy systém rovnic nema fegeni
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Priklad 25. Pfevedenim rozsitené matice systému na schodovity tvar feSte systém rovnic:
3x,+ 2x, —x3; + x, + x5= 0

—-2X,— X, + X; + 2Xx, — 2Xs= =2

X;— 2X, +2x; — X, + xy,= 16

4x, - 2x, —2x; + 3x, — xy=-18
X, + 2Xx, — X3+ X, — Xs= —4
Resent:
1 -2 2 -1 1] 16 1 -2 2 -1 1] 16
3 2 -1 1 1 0} |0 8 -7 4 -2|-48
-2 -1 1 2 =2|-2|~0 =5 5 0 0 30}~
4 -2 -2 3 —-1-18( |0 6 —-10 7 -—5|-82
1 2 -1 1 -1-4){0 4 -3 2 -=-2/-20
1 -2 2 -1 1] 16 1 -2 2 -1 1] 16
0 -1 1 0 O 6|0 -1 1 O O 6
~0 8 -7 4 -2-48|~|0 O 1 4 -2/ 0|~
0 6 -10 7 -5/-82| |0 0 -4 7 -5|-46
0o 4 -3 2 -2~20){0 O 1 2 =2| 4
1 -2 2 -1 1| 16 1 -2 2 -1 1|16
0 -1 1 0 0 6/ ]0 -1 1 O 0| 6
~0 01 4 -2/ 0~0 01 4 =210
0 0 0 23 —-13-46( (0O 0 0 -1 0| 2
0 0 0 -2 0o 4) {0 0 0 O -13]0

Tato horni trojuhelnikovd matice je matici systému, ktery je ekvivalentni se zadanym systémem.
Jeji hodnost je 5, rozsifend matice systému ma také hodnost 5 a pocet nezndmych je rovnéz 5.
Systém ma tedy prave jedno feSeni.

NapiSme takto ziskany ekvivalentni systém rovnic.

X, — 2X, +2x; — X, + X5 = 16
-X, + X, =

6

X; +4x, — 2x5= 0
—X, = 2

0

—13x, =
ze kterého snadno vypocitime x5 =0,x,=-2,x;=8,x,=2,%x,=2
a prepsano vektorové X = (2,2,8,—2,0)T

Poznamenejme, Ze tato metoda feSeni systému n linedrnich rovnic o n neznamych, ktery
ma reguldrni matici pfevedenim matice systému na horni trojihelnikovou matici se nazyva
Gaussova elimina¢ni metoda. (viz DSO 264)
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Pokud matici systému pfevedeme na diagonalni matici, jedna se o Jordanovu elimina¢ni
metodu (viz DSO 266).

Piiklad 26. Predchozi piiklad nyni vyfesime Jordanovou elimina¢ni metodou.
Reseni: vyjdeme z horni trojihelnikové matice, ziskané pfi feSeni predchoziho pitikladu
a budeme ji déle upravovat.

1 -2 2 -1 1]16 1 -2 2 -1 1/16 1 -2 2 -1 016
0 -1 1 O o6,{0 -1 1 0 O0]6] |0 -1 1 0 06
o 01 4 -2(0|~0 O 1 4 -2{0|~|0 0 1 4 0/0]|~
0 0 0 -1 0o2,{0 0O -1 0[2]]0 0 0 -1 02
0O 00 0 -13(0) 0 OO0 O 10) {0 0 0 O 1]0
1 -2 2 0 014 1 -2 0 0 0]-2 1 0 0 0 0f 2
0O -1 1 02O06]|0 -1 0 O0O0-2{]0-10 0 0-2
~0 0 1 0 0/8~f0 O 1 0 0] 8~0 O 1 O O] 8|~
0O 00 -1202]|/0 O0O0-1202{]0 00 -1 0 2
o o000 o0 1340)t0 OO O 14 0) 0 0O O0 1/ 0

Tato rozsifend matice je matici systému
X, = 2
-X, =-2
X, = 8
—X, = 2
x; = 0
ze kterého ihned dostdvame vektor feSeni X = (2,2,8,-2 ,O)T
Priklad 27. Pfevedenim rozsifené matice systému na schodovity tvar feste systém rovnic:
3x,+ 5x, + 6x; — 4x, = 7
X, + 2x, +4x; —3x, = 2
4x,+ 5x, — 2x; +3x, =11
3x, + 8x, +24x,-19x, = 4
Reseni:

12 4 =32Y (1 2 4 -3 2) (12 4 -32
35 6 —47/]0 -1 -6 5 1]]0 1 6 —5-1
45 -2 3jit| jo =3 —18 15 3/ /0 0 0 0|0
38 24 —19/4)/ 0 2 12 —-10~2) 0o 0 0 0|0

h(A) = h(AJb) = 2, pocet nezndmych n = 4

Systém ma nekonecné mnoho feseni, zavislych na 4-2 = 2 parametrech.
Budeme tedy fesit ndsledujici ekvivalentni systém rovnic:
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X, + 2x, +4x; —3x, = 2

X, +6x; —5x, =-1

Nezndmé x, a x, volime za parametry, poloZime tedy x, =c, a x, =c, adosazenim
do systému rovnic dostaneme

X, +2x, = 2—4c, +3c,
X, ==1-6¢, +5c,
Odtud vypocteme x, =2—4c, +3c, +2+12c, —10c, =4 +8c, —7c,

tedy celkem
X, = 4+ 8c,—T7c,
X, =—1-—06¢c, + 5¢
? : > ,kde c¢,,c,eR
X; = c,
X, = c,
a ve vektorové notaci

X = (4,-1,0,0)" + ¢,(8,-6,1,0)" + ¢, (-7,5,0,1)"

Homogenni systém linearnich rovnic.

Pokud vektor pravych stran systému linedrnich rovnic je nulovy, mluvime o homogen-
nim systému. Je to tedy systém Ax=0.

Hodnost jeho matice systému a roz$ifené matice jsou vzdy stejné, homogenni systém
ma proto vZdy feSeni. Pii pfevodu matice systému na schodovity tvar nepiSeme vektor
pravych stran, protoZe ptiddnim sloupce nul k matici se jeji hodnost neméni.

2 -4 5 3
Piiklad 28. Reste systém rovnic Ax=0,kdeA=|3 -6 4 2
4 -8 17 11

Reseni:

2 -4 5 3y(-1 2 1 1) (-1 2 1 1) (-1 2 1 1
3 -6 4 2|~ 3 -6 4 2|~ 00 7 5|~ 00775
4 -8 17 11 4 -8 17 11 0 0 21 15 0 00O
Za parametry volime nezndmé x, = 7c, a X, =c, a odtud spocteme

X, =-5¢, a X, =2c, +2c,, ve vektorové notaci:

X=c¢(20,57)+¢,(2,1,0,0)"
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Jordanova metoda vypoctu inverzni matice
DSO str.268

Necht A je reguldrni matice. Matici A pfevedeme elementarnimi fadkovymi upravami
na jednotkovou matici E. Tytéz tpravy pfevedou jednotkovou matici E na matici A™".

Symbolicky zapsano: (A|E) ~ ..

Priklad 29. Jordanovou metodou najdéte matici inverzni k matici A =

Reseni:
12 3 410
23 1 20 1
11 1 -10 0
10 -2 —60 0
11 1 —1o
0o 1 2 51
o1 -1 4o
0 -1 -3 —50
11 1 =10
01 2 51
oo -1 -0] 1
00 -3 —1-1
11 1 o0 4
01 2 0}-19
oo -1 o 1
00 0 —1|-4
10 0o o 22
01 0 0417
oo -1 0 1
00 0 —1]-4
2 -6 -26
P
10
4 -1

-~ (Ea).

S = O O
—_— N = =
S W N =

1§
7\
S O O =

1]

O = O O = O O O/
N\

_ 0 O O O = O O

S O O~

411
210

-10 0 1

0 0
1 0

-6/0 0 O

|
—
|

|
p—
|

[
p—
O e R T N )

0 O

0 0-17

-1 0

S O = O

0 -1/ -4
0 0 22
0 0/-17

10
0 1

—_— = DN =
S = W N

- O O O

_ 0 O o © = O O

3
1
1
-2

4
2
1!
-6
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3 1 -2
Priklad 30. Jordanovou metodou najdéte matici inverzni k matici A= |4 2 1
3 -1 5

Reseni:

3 1 -=-2/{1 0 0) (-1 -1 =311 -1 O
4 2 110 1 0|~ 4 2 10 1 0|~ 0 -2 —-114 -3 0]~
3 -1 5|0 0 1 3 -1 50 0 1 0 -4 —-43 -3 1

-1 -1 =3[ 1 -1 0 —1—10% N Je

N L _ - _ 17/ =21/ 11/ |
0 -2 —11 4 =3 0 0 -2 o7/, %8 %8
0 0 18-5 3 1 0 0 18 ;

-1 -1 =3I -1 0

-5 1
2 2 o_% Y I PR 01%8 s As
-0 =2 oflde =2 Ufgl-|0 -2 ol %fe =2 gl
0 0 18 s A B I R s
10 0 We He Yo
-0 1 o714 Zae ~1
Co s As My

11 -3 5
A’I:L- -17 21 -11
-10 6 2

Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice.
DSO str.284

Necht A je ¢tvercova matice fddu n a M mnoZina vSech sloupcovych vektorli o n slozkach.
Je-li xe M, je téZ Axe M. Rikdame, Ze matice A zobrazuje mnoZinu M do sebe. Naskyta

se otazka, zda existuje vektor xe M, ktery se matici A zobrazi na vektor Ax pro néjaké

Le R, tedy zda plati Ax = Ax. Cislo X, vyhovujici této podmince se nazyva vlastnim

Cislem matice A a vektor X pro ktery plati AX = AX viastnim vektorem,piislu§nym k vlastni-
mu &islu X .

Vztah Ax = Ax upravime na tvar (A —AE)x = 0 . Tento homogenni systém rovnic ma nenu-
lové feSeni prave kdyz je jeho determinant roven O.
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Rovnice det(A - AE) =0, kde A je obecné komplexni proménnd , se nazyva charakteristickou
rovnici matice A . Cislo A je vlastnim &islem matice A, pravé kdy? je kofenem charakteristické
rovnice. Kazdy vektor X vyhovujici systému linearnich rovnic (A - kE)i =0 je vlastnim

vektorem matice A, pfisluSnym k vlastnimu éislu A .

0 3 3
Priklad 31. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A = | —1 8 6.
2 —-14 -10
Reseni: charakteristickd rovnice je
-A 3 3
-1 8-A 6 |=0 .Vypoctem determinantu dostavame:
2 —-14 -10-A
-A 3 3 -1 8-A 6 -1 8—A 6 2 _gha3 36
-1 8-A 6 |=—--A 3 3 |=—0 A -8A+3 3-6)\|= ‘
2 —14 -10-A |2 —14 -10-A] [0 2-20  2-A 272k 27k

(A2 —8A+3)2-0) - (3=6M)(2—=20) = 1> + 81> —3h+2A> 164+ 6— 121> + 6A +12A — 6 =

=N 20— A=A +1)

Resenim rovnice —A(A +1)* =0 dostdvame vlastni &slad, =0 a A, =—1.
Nyni vypocitame jim odpovidajici vlastni vektory.

Pro A, = 0 dostdvame homogenni systém rovnic o matici
0 3 3) (-1 8 6) (-1 8 6) (-1 8 6
-1 8 6~ O 3 3|1~ 0 1 1|~ 0 1 1|, ptisluSny ekvivalentni
2 -14 -10 2 -14 -10 0 2 2 0 00
systém rovnic je
-X, +8x, +6x,=0
zde volime x,; =c¢, avypoteme Xx, =-c, , X, =-8c, +6¢c, =-2c,
X, + x;=0
Vlastnimu ¢&islu A, =0 odpovidaji vlastni vektory c, (- 2,—1,1)T .

Pro A, =—1 dostdvdme homogenni systém rovnic o matici
1 3 3 1 3 3 1 33 1 3 3
-1 9 6|~/0 12 9(~0 4 3|~0 4 3],pfislusny ekvivalentni
2 —-14 -9 0 =20 -1I5 0 4 3 0 00

systém rovnice je

X, +3x, +3x;=0 i 5

) zde volime x, =4c, a vypoteme x, =-3c, a x, =9c,—-12c, =-3c,
4x, +3x, =0

Vlastnimu ¢&islu A, = —1 odpovidaji vlastni vektory c, (- 3,-3,4)" .
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1 2
Priklad 32. Najdéte vlastni Cisla a vlastni vektory matice A =(3 4] .

ResSeni: charakteristickd rovnice je

-2 2|
34—
+
N —dh-A+4-6=0 N -5hA-2=0 A, =-2¥2*8 V2548 5 33
’ 2 2 2
Pro A, = % + @ dostdvame homogenni systém rovnic
(—g—@}(] + 2x, =0
2 2

3 433 V33

) C . 3
3x, + 5T X, =0 prvni rovnici ndsobime vyrazem STy a dostaneme

- [% —3743})(] +(3- \/g)xz =0 ,tedy 6x, + (3 - @)}5 =0,coz je dvojndsobek druhé rovnice,

volime x, = (3—@)01

a vypocteme odtud x, =—6c,

5 33

Pro A, = ST, dostdvame homogenni systém rovnic

(_24—@}(1 + 2x, =0

2 2
3 433 V33

. o . 3
3x, + 5+T x, =0 prvni rovnici ndsobime vyrazem E+T a dostaneme

(—%+?jxl + (3+x/§)x2 =0 tedy 6x, + (3+x/§)x2 =0,coz je dvojnasobek druhé rovnice,

volime x, = (3+\/§)02

a vypocteme odtud x, =—6c,

Vlastnimu Cislu A, :%+§ odpovidaji vlastni vektory 01(3—\/5,—6)T,
Vlastnimu ¢&islu A, =§—@ odpovidaji vlastni vektory c2(3+x/§,—6)T :

[\
[\
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Poznamka k systémiim linearnich rovnice.

Necht' je dan systém m linedrnich rovnic o0 n nezndmych

(S) Ax =b
S timto systémem uvazujme i homogenni systém

(S*) Ax=0
Kazdé feSeni v systému (S) lze zapsat ve tvaru

v=p+u ,

kde p je libovolné feseni systému (S), tzv. partikuldrni ieSeni
a  u je obecné feseni pridruzeného systému (S*) .

Vrat'me se k piikladu 27na str. 29, to je k piikladu

Prevedenim rozsifené matice systému na schodovity tvar feste systém rovnic:
3x,+ 5x, + 6x; — 4x, = 7

X, + 2x, +4x; —3x, = 2
4x,+ 5x, — 2x; +3x, =11
3x, + 8x, +24x,-19x, = 4

Tento ptriklad mé feSeni
X = (4,-1,0,0)" + ¢,(8,-6,1,0)" + ¢, (-7,5,0,1)"

vektor p = (4,-1,0,0)" je partikuldrni fe§eni nehomogenniho systému,

kazdy z vektori u, =(8,-6,1,0)" a u, =(=7,5,0,)" je feSenim pridruZeného

homogenniho systému

a vektor u = c¢,(8,-6,1,0)" +¢,(~7,5,0,1)" je obecné feseni pridruzeného systému.

Stabilita reseni systémui linearnich rovnic.

Necht je ddn systém linedrnich rovnic Ax = b . ReSeni systému budeme povaZovat za
stabilni , kdyZz mald zména dat na vstupu ( to je mald zména prvkll matice A nebo mala

zména pravé strany b ) povede k malé zmén¢ dat na vystupu, to je k malé zmén¢ feSeni x.
V opacném piipadé fekneme, Ze feSeni je nestabilni. Ma-li soustava nestabilni fesent, Ti-

kame také zZe soustava, respektive jeji matice je Spatné podminénad.

Piiklad 33.

V jistém podniku jsou dvé odd¢leni. V prvnim pracuje 101 Zen a 10 muzii, ve druhém

10 Zen a 1 muzZ. Prvni odd¢€leni dostane za c¢asovou jednotku 111 k¢, druhé oddé€leni 11 K¢.

Ptame se, jakd je mzda Zeny a jakd je mzda muZe za Casovou jednotku.
Oznacime-li mzdu Zeny x a mzdu muze y, vede tdloha na systém rovnic
101x + 10y = 111
10x+ y= 11
ktery ma zieyjmé feSeni x=1,y=1.
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Vedouci se rozhodl druhému odd¢leni pfidat a zvysil ¢astku na 11,10 K¢.
Systém rovnic je nyni tvaru
101x + 10y = 111
10x+ y= 11,1
amaziejmé feSeni x=0, y=11,1.
Mala zména pravé strany vedla k velké zméné feSeni. Jedna se o Spatn€¢ podminénou soustavu.

Priklad 34.
UvaZzujme nyni soustavu  2Xx + y=2 (1)
2x + 1,001y = 1,8 (r,)
Tato soustava ma ziejmeé jediné feSeni x = 101 ,y =-200.
ZmenSenim koeficientu u y ve druhé rovnici 0 0,002 tj. o méné nez 0,2% dostaneme
soustavu
2X + y=2
2x +0,999y =1,8 ,
Tato soustava md jediné feSeni x =-99, y =200, které se naprosto 1isi od feSeni plivodni
soustavy. ReSent je tedy nestabiln{ a soustava je §patné podminén4.

Priklad 35.
Nahrad’me nyni soustavu (r,), (r,) z piikladu 34ekvivalentni soustavou
30101, - 3000t,
-9961, + 10001, . Dostaneme soustavu
20x + 7y = 620
8x + 5y =-192,
kterd m4 feSeni x = 101,y =-200.

ZmenSime-li koeficient u y ve druhé rovnici o 0,1, tj, 0 0,2%, dostaneme soustavu
20+ Ty= 620
8x +4,9y =-192.
Ta md feSeni x=104,3 ,y=-209,5 , které je stabiln¢jsi, neZ feSeni plivodni soustavy.
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Vzorova pisemna ¢ast zkousky z matematiky A.

Y L lx=2
1. Reste v R nerovnici <3.
X+1
2. Vypoctéte
T
30 -1 =2
-1 1 1 -1 1 2 -1
1 -1 0 1 1 -1 3 2 3
2 0 1 -1 2 1 1
-2 0 11 11-2 + 3 1 4
1 1 -1 0 1 1 -1 2
1 -2 01 -1 1 1 -3
0 2 1 1 2 -1 0
-1 1 3 0

3. Podprostor W ve V, je generovan vektory u=(1,2,4,-3), v=(2,3,2,-1)a w=(1,0,-8,7).
Urcete jeho dimenzi a n€kterou z jeho bazi. Rozhodnéte, zda vektor t=(3,8,24,-9)
patii do podprostoru W.

2 2 2 -1 =2

-1 1 1 2 1

4. Spocitejte determinant | 1 3 1 -2 -1
2 -1 5 3 -1

-1 -2 -1 1 1

X, + 3x,+4x;+ 3x,= 0
2x, + 5x, +5x;+ 8x,=-1
4x, +11x, +13x; +14x, =-1
3x, + 8x, + 9x, +11x, =-1

5. Gaussovou elimina¢ni metodou feSte systém rovnic

a

Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A =

N = W
—_ = O
N OO
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ReSeni pisemné ¢asti zkousky z matematiky A (KMMATA)

1. Reste v R nerovnici x=2 <3
x+1
ReSeni: podminka: x # -1
x—2
x+1|7 7 [[x+1>0
|X—2|S3‘|X+l|
Xx—2 - - +
x+1 - + +
| |
| |
-1 2
ax<-1: x+2<-3x+-3 = 2x<-5 = XS_—ZS
°
O
| |
| |
_5 ,
% 1
L xe(—oo;—§>
2
b) —1<x<2: —x+2<3x+3 © 4x2>2-1 < xz—i
[ ]
o o
| | |
| | |
_ _1
1 f 2
1
° o Xe<——32)
4

c) x=22: x-2<3x+3 © 2x2>-5 C)XZ—%

|
et
N 1o

X €< 2;00)

Zavér: xe (—<><=;—é > U< —l;°°)
2 4
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3

2
(1,0,-8,7).

30 -1 =2Y

-1 3

232,-1)aw

Urcete jeho dimenzi a né€kterou z jeho bazi. Rozhodnéte, zda vektor t = (3,8,24,-9)

patii do podprostoru W.

FeSeni

. ka -F

s,

= vzorova pisem

,

sent.

Seni:

Re
3. Podprostor W ve V, je generovan vektory u = (1,2,4,-3), v
Re

2. Vypoctéte

KMMATA — Matematika A

V,
=
£
<
=
Q
N
Ao]
e
o
1l
5 =
7~ N\
“on o 2z
[
7~ _\
<+ © o  n o
[
A= o
<+ © o
— O O
N—
1 oA — O
N\
c N
| ot — o o
1
<+ O o 7 N
= NN O
T I
21_2 ¥ o A
I
A —
— O O
Ne——
2 — o O
317 ~
N\
Pl N o
b
<+ O o
N
I\
AN O
A — o0
- N
{103
N—

-1 -2
1 -2 -1
-3 -2 -1

2

-1
0
-1

2
3

-2
-2

1

-1

-2
—1l=-
-3

-1
1

-2

2
1
-1
-1

2
3
-2
-2

w2

4. Spocitejte determinant

-1
-3

Seni:

Re

v
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X, + 3x,+4x;+ 3x,= 0
2x, + 5x, +5x,+ 8x,=-1
4x, +11x, +13x; +14x, =-1
3x, + 8x,+ 9x, +11x, =-1

S. Gaussovou elimina¢ni metodou feSte systém rovnic

Reseni:

1 3 4 3]0)(1 3 43[0)(1 3 430
2 5 5 8|=1] |0 -1 =3 2|=1] |0 =1 =3 2|-1
4 11 13 14 |-1] [0 =1 =3 2|=1] /o 0 0 0] 0
38 9 11|-1) 0 =1 =3 2|=1J (0 0 0 0] O

X;=r, X, =8, X,=1-3r+2s , X, =-3+9r—6s—4r—3s=-3+5r—-9s
zapsano vektorove:
x=(-31,0,0)" +1-(5-3,L0)" +s-(-9,2,0,)"

300
6.Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A=1 1 0
2 1 2
Reseni:
3-A 0 0
I 1-A 0 [=@-MHA-MH2-1)=0
2 I 2-A

Vlastni ¢islajsou A, =3, A, =1, A, =2 .

X, —2X, =0

Pro A, =3: = X,=C, X, =2c, X;=5¢C
2x,+ x, —x5=0
2x, =0

Pro A, =1: x, =0 = x,=0,x;=c, x,=-C
2X +x,+x,=0
X, =0

ProA,=2: Xx,-x,=0 = x,=0,x,=0, x,=c .
2x,+x, =0

Vlastnimu ¢éislu A, =3 piislusi vlastni vektor 2,157
vlastnimu ¢islu A, =1 piislusi vlastni vektor 0,-1,D)",

vlastnimu ¢islu A, =2 piislusi vlastni vektor 0,0)" .







