Poèetní základy ˛nanèní matematiky

sylabus 2. pøednáźky

(5.5) 26. 9. 2005

3.3 Úrok a lichva

Úrok od u-øéci umluviti, toti¿ umluvená èástka, ujednaná dávka, tj. lhùtový plat z nájmu a pod (nyní jen z penìz).

Pøíliź (stè. pøieliź) pøe- a lichý vl. nadbyteèný, tedy pùvodnì pøebyteèný odtud lichva, braní pøíliź vysokého úroku. Slovo je vźeslovanské vyjma slovenźtiny. Staroslovìnské lichojimati znamená bráti úrok pøíliź, nad sluźnou míru.

Václav Machek. Etymologický slovník jazyka èeského, nakladatelství lidových novin, praha 1997 Josef Holub, Stanislav Lyer: Struèný etymologický slovník jazyka èeského se zvláźtnímn zøetelem ke slovùm kulturním a cizím, Státní pedagogické nakladatelství praha, 1992 őivit se podvodem, lstí, triky, vìźtìním, lichvou a èímkoliv, co ubli¿uje jiným, je źpatný zpùsob ¿ivobytí. Sutta-Pitaka, Mad¿ad¿ihima-Nikája (sbírka støedních pouèení Budhostického kánónu) 117 úrok, stè. = daò; roèní plat, na pø. z pozemku nebo za ochranu, poplatek. To, co my nazýváme úrokem, oznaèovali Kraliètí staroèeským výrazem *lichva. Hebrejźtina má pro tyto obchodní zvyklosti dva výrazy: þneźekß pøekládané výrazem lichva, t.j. úrok z penìz, a þmarbítß, pøekládané výrazy úrok, zisk. První se týkal penì¿ní pùjèky, druhý poplatku v naturáliích, který èlovìk slíbil dáti tomu, kdo mu vypomohl v okam¿ité nouzi obilím, pokrmem, apod. *Pùjèiti, pùjèovati. Obojí bylo zakázáno v pomìru k chudým Izraelcùm

Ex (2. Moj.) 22,25: Jestli¿e pùjèíź støíbro nìkomu z mého lidu, zchudlému, který je s tebou, nebudeź se k nìmu chovat jako lichváø, neulo¿íź mu úrok.

Lv (3. Moj.) 25,35-37: Kdy¿ tvùj bratr zchudne a nebude moci vedle tebe obstát, ujmeź se ho jako hosta a pøistìhovalce a bude ¿ít s tebou. Nebudeź od nìho brát lichváøský úrok, ale budeź se bát svého Boha. Tvùj bratr bude ¿ít s tebou. Své støíbro mu nepújèuj lichváøsky, na poskytované potravì nechtìj vydìlávat.

ale sr.

Dt (5. Moj.) 23.20: Svému bratru nebudeź pùjèovat na úrok, na ¿ádný úrok ani za støíbro ani za pokrm ani za cokoli, co se pùjèuje na úrok.

Dt 15,7-11

Dt 15, 7-11: Bude-li u tebe potøebný nìkdo z tvých bratøí, v nìkteré u tvých bran v tvé zemi, kterou ti dává Hospodin, tvùj Bùh, nebude tvé srdce zpupné a nezavøeź svou ruku pøed svým potøebným bratrem. Ochotnì mu otvírej svou ruku a poskytni mu dostateènou pùjèku podle toho, kolik ve svém nedostatku potøebuje. Dej si pozor, aby v tvém srdci nevyvstala nièemná myźlenka, ¿e se blí¿í sedmý rok, rok promíjení dluhù; ¿e tedy budeź na svého potøebného bratra nevlídný a nedáź mu nic. On by kvùli tobì volal k Hospodinu a na tobì by byl høích. Dávej mu źtìdøe a nebuï skoupý, kdy¿ mu máź nìco dát, neboż kvùli tomu ti Hospodin, tvùj Bùh, po¿ehná ve vźem, co dìláź, ve vźem, k èemu pøílo¿íź ruku. Potøebný ze zemì nevymizí. Proto ti pøikazuji: Ve své zemi ochotnì otvírej ruku svému utiźtìnému a potøebnému bratru.

naøizuje, aby se nuznému pùjèovalo z lásky, tj. bez úroku (lichvy) a poplatkù. Mezi vlastnostmi spravedlivého (=zbo¿ného) je vypoèítáno i to, ¿e nedává na lichvu a nebere na úrok

Ez 18,8.17: /spravedlivý. . . ./ 8) nepùjèuje lichváøsky a nebere úrok, odvrací se od bezpráví,vykonává pravdivý soud mezi mu¿em a mu¿em,. . . 17) neodtáhne svou ruku od utiźtìného, nevezme lichvu ani úrok,. . .

kde¿to èlovìk, který èiní pravý opak, nemù¿e obstát pøed Bohem

Ez 18,13: /Pokud vźak zplodí syna rozvratníka, který bude . . . / 13) pùjèovat lichváøsky a brát na úrok, bude ¿ít? Nebude ¿ít; dopoźtìl se vźech tìchto ohavností, jistì zemøe, jeho krev bude na nìm. . .

Pø 28,8

Pø 28,8: Kdo shroma¿ïuje svùj statek lichvou a úrokem, shroma¿ïuje jej pro toho, kdo se smilovává nad nuznými.

praví, ¿e ten, kdo rozmno¿uje svùj statek lichvou (neźek) a úrokem (tarbít, odvozeno od tého¿ koøene jak marbít), shroma¿ïuje ne sobì, ale tomu, kdo bude lépe umìt hospodaøit s majetkem ve prospìch chudých

Pø 13,22: Dobrý zanechá dìdictví vnukùm, kde¿to jmìní høíźníka bývá uchováno pro spravedlivého. Jb 27,16-17: Kdyby nìkdo nakupil støíbra jak prachu a navrźil odìvù jak hlíny, co navrźí, to oblékne spravedlivý a støíbro pøipadne nevinnému.

L 19.24: Své dru¿inì pak øekl: þVezmìte mu tu høivnu a dejte ji tomu, kdo má deset høiven!ß (Podobenství o høivnách)

U Ezd 4,13

Ezd 4,13: Nu¿e, známo buï králi, bude-li toto mìsto vystavźno a jeho hradby dokonèeny, ¿e u¿ nebudou odvádìt danì, dávky z úrody ani jiné poplatky, tak¿e královská pokladna utrpí źkodu.

jde o tøi druhy poplatkù, které vybírali Perźané od podrobených zemí: þplatß tj. poplatky daòové, þcloß tj. naturální dávky a þúrokß tj. poplatky tìch, kteøí u¿ívali státních silnic. Podobnì

Ezd 7,24: Buï vám také známo, ¿e ¿ádnému knìzi ani levitovi, zpìvákovi, vrátnému, chrámovému nevolníkovi a slu¿ebníku Bo¿ího domu se nesmìjí vymìøit danì, dávky z úrod a jiné poplatky.

kde perský král Artaxerxes vyòal kultický personál ¿idovský z povinnosti daòové jakéhokoli druhu. Nejspíźe platilo toté¿ o knì¿ích v Persii.

Adolf Novotný: Biblický slovník, 1956, Ústøední církevní nakladatelství, edice Kalich, 2.vydání, heslo þúrokß88

3.3.1 Úroèení èástek v ustáleném stavu 3.3.1.1 Zatímco in‚ace je spontání jev, který mù¿eme pozorovat, úrok vzniká z naźí vùle, je to cena doby dr¿ení kapitálù a mù¿eme jej stanovit libovolnì tak jako cenu jakéhokoliv jiného zbo¿í ovźem v souladu se sdílenou vùlí, tedy podle nabídky a poptávky. Tak napøíklad banky stanovují úrokovou míru svévolnì, bez ohledu na podmínky za nich¿ uzavøeli smlouvy s klienty a stydlivì tuto skuteènost oznamují jako zmìnu obchodních podmínek.

3.3.1.2 De˛nice: Úrok je pøírùstek hodnoty kapitálu. Úroková míra je relativní hodnota tohoto pøírùstku k velikosti kapitálu na poèátku.

3.3.1.3 Uva¿ujme úèet, na nìj¿ neukládáme ani z nìj nevybíráme po celou dobu ⟨t_0, t_1⟩. Úrok za dobu ⟨t_0, t_1⟩ je rozdíl nominálního stavu tohoto úètu. Efektivní míra úroku za dobu ⟨t_0, t_1⟩ je podíl úroku a nominální hodnoty ùètu v èase t_1.

3.3.1.4 Poznámka: Pokud je efektivní úroková míra rovna v ka¿dém okam¿iku in‚aci, zùstává zachována reálná hodnota úètu. Pokud je efektivní ùroková míra 0 zùstává zachována nominální hodnota úètu.

3.3.1.5 Poznámka: Morální výtky pùjèování openìz na úrok (U Aristotela, v Koránu, v Bibli. . . ) mo¿ná nepoèítají s in‚ací a daly by se chápat jako výtky takové úrokové míøe, která je vy¿źí ne¿ míra in‚ace, proto¿e v dobì, kdy je formulovali byla míra in‚ace nula a tento stav se pova¿oval za samozøejmý a nemìnný.

3.3.1.6 Pøedpokládejme, ¿e x(t) je funkce, která udává nominální stav úètu v èase t. Pøedpokládejme, ¿e in‚ace má konstantní míru. Pokud má být zachován reálný stav úètu, musí být podle 3.2.2.12

x(t) = x_0 · (1 + ξ)^t,

kde ξ je efektivní úroková míra za èasovou jednotku. Tuto formuli mù¿eme pou¿ít jako de˛nici úroèení bez ohledu na in‚aci. Úrok a úroèení jsou pak pojmy týkající se nominální hodnoty. Proto se dobøe poèítají, ale nemají reálný význam, toti¿, otázku zda je úrok vysoký, nebo nízký, lze bez znalosti in‚ace zodpovìdìt jen komparací s jinými úroky a odpovìï bude mít jen relativní platnost.

3.3.1.7 Vztah 3.3.1.6 má i tento význam: Pokud je ξ úroková míra (nìjaké reálné èíslo) za jednotku èasu, a pokud je hodnota nìjakého kapitálu v èase t_0 rovna x je hodnota tého¿ kapitálu v èase t_1 rovna

x(t) = x_0 · (1 + ξ)^{t1−t0}

3.3.1.8 De˛nice: Je-li t_1 = 0 nazývá se x(t) v 3.3.1.7 souèasná hodnota. 3.3.1.9 De˛nice: Je-li t_1 > 0 nazývá se x(t) v 3.3.1.7 budoucí hodnota.

3.3.2 Úroèení 3.3.2.1 Uva¿ujem rovnici 3.3.1.6 v èase t = 1.

3.3.2.2 Buï v èase t = 0 stav úètu x(0) = x_0. Pro efektivní úrokovou míru ξ platí: stav úètu v èase t = 1 je

x(1) = x(0) · (1 + ξ) = x(0) · κ . 3.3.2.3 Pro úrok η platí: stav úètu v èase t = 1 x(1) = x(0) + η

. 3.3.2.4 Otázka je, jaký bude stav úètu v èase t ≠ 0, t ≠ 1. Nejprve se zabývejme okam¿iky èasu, které jsou celým èíslem

t ∈ N

3.3.2.5 Pokud budeme chtít, aby byl zachován vztah 3.3.2.3, tj. aby úrok zùstal konstantní, dostaneme: 3.3.2.5.1 • jednoduché úroèení: x_n = x_{n−1} + η η = ξ · x_0 (cena èasu dr¿ení kapitálu je lineární funkcí èasu.) Pokud budeme chtít, aby v byl zachován vztah 3.3.2.2 tj. aby efektivní úroková míra zùstala konstantní, dostaneme:

3.3.2.5.2 • slo¿ené úroèení: x_n = x_{n−1}.κ κ = 1 + ξ (cena èasu dr¿ení kapitálu je exponenciální funkcí èasu.)

3.3.2.6 Poznámka: Nìkdy se udává míra úroku ve zlomku, jeho¿ jmenovatel je 100, tedy procenty (z lat pro cento = ze sta).

3.3.3 Jednoduché úroèení. Úrok, se nepøipisuje k základu a neuroèí se dále. Pøíkladem jednoduchého úroèení jsou kupónové dluhopisy.

3.3.3.1 De˛nice: Celá èást je zobrázení znaèené obvykle hranatou závorkou (argument se píźe do ní) a de˛nované pøedpisem: [−]: � R −→ Z

x −→ n ∈ (x − 1; x⟩ 3.3.3.2 Rekursivní vztah: Jednoduché úroèení je monotóním øeźením rovnice 3.3.2.5.1 Tj., je-li úroková míra ξ, máme x_1 = x_0(1 + ξ) x_2 = x_0(1 + 2ξ) . . x_n = x_0(1 + nξ) . . Rovnice má øeźení napøíklad: x(t) = x_0 · (1 + tξ) nebo x(t) = x_0 · (1 + [t]ξ) 3.3.3.3 De˛nujeme:

3.3.3.4 De˛nice: Spojité jednoduché (polhùtní) úroèení s efektivní úrokovou mírou ξ je zobrazení

Ψ_1: � R × R × R −→ R

(x_0, ξ, t) −→ x_0 · (1 + tξ).

Diskrétní jednoduché (polhùtní) úroèení s efektivní úrokovou mírou ξ je zobrazení

Ψ_2: � R × R × R −→ R

(x_0, ξ, t) −→ x_0 · (1 + [t]ξ).

3.3.3.5 Nechż stav úètu x v èase t je urèen funkcí Ψ_1 tj. x = Ψ_1 a ξ je efektivní úroková míra v èase 1. Pak efektivní úroková míra v èase t je t · ξ.

3.3.3.6 De˛nice: Uva¿ujme nìjaké úroèení (jednoduché, spojité. . . ) a èas t, který nazveme interval pøipisování úrokù. Buï ξ(t) efektivní míra úroku v èase t. Nominální úrok v èase τ de˛nujeme jako efektivní úrok úroèením de˛novaným funkcí Ψ_1 v èase τ.

3.3.3.7 Tedy pojem nominální a efektivní úrok pøi úroèení Ψ_1 splývají. Je-li úroèení de˛nováno nìjakou jinou funkcí (napøíklad jde-li o slo¿ené úroèení), pak efektivní úrokobvá míra je de˛nována 3.3.1.3 a jako multiplikátor udává stav úètu, zatímco nominální úroková míra je èistì formální pojem, který souvisí se stavem úètu jen nìjakým pøepoètem.

3.3.3.8 De˛nice: (Obchodní neboli bankovní) diskont je jméno pro úrok v pøípadì, ¿e doba, ve které poèítáme stav je záporná.

Napøíklad pøevezme-li banka nìjakou pohledávku pøed dobou její splatnosti, nevyplatí celou její výźi, ale ponechá si diskont jako náhradu. Diskont se vyplácí pøi obchodování s krátkodobými cennými papíry.

3.3.3.9 Poznámka: o zaokrouhlování. . .

3.3.4 Slo¿ené úroèení 3.3.4.1 Slo¿ené úroèení je øeźením funkcionální rovnice 3.3.2.5.2. Jí jsou urèeny hodnoty v èase t ∈ N:

x_1 = x_0(1 + ξ) x_2 = x_0(1 + ξ)^2 x_3 = x_0(1 + ξ)^3 . . x_n = x_0(1 + ξ)^n . . n ∈ N (úroková míra je stále ξ, úrok je stále vìtźí.) Potøebujeme dode˛novat hodnoty v èase, který není celé èíslo.

Uva¿ujme tøi rùzná øeźení rovnice 3.3.2.5.2: 3.3.4.1.1 • po èástech konstantní napøíklad Φ_1: � R × R × R −→ R

(x_0, ξ, t) −→ x_0 · (1 + ξ)^{[t]} 3.3.4.1.2 • po èástech a˛nní Φ_2: � R × R × R −→ R

(x_0, ξ, t) −→ x_0 · (1 + ξ)^{[t]} � 1 + ξ(t − [t]) � 3.3.4.1.3 • exponenciální Φ_3: � R × R × R −→ R

(x_0, ξ, t) −→ x_0 · (1 + ξ)^t.

3.3.4.2 Poznámka: Φ_2 z 3.3.4.1.2 bývá nazýváno smíźené úroèení. Φ_3 z 3.3.4.1.3 je identické s 3.3.1.6.

Banky pou¿ívají nejèastìji úroèení 3.3.4.1.1 kde doba, po kterou zústává úrok konstantní je jeden den. Úrokovou míru vìtźínou uvádìjí pro volbu jednotky èasu jeden rok:

3.3.4.3 Poznámka: Jiným pøíkladem po èástech konstantního slo¿eného úroèení je funkce:

Φ^′_1: � R × R × R −→ R

(x_0, ξ, t) −→ x_0 · (1 + ξ)^1n^{·[t·n]}

n ∈ N. Je to slo¿ené úroèení s efektivní úrokovou mírou ξ v èase 1 s pøipisováním úrokù v èase 1/n.

Vhodnou aproximací (proto¿e den je doba v naźich úvahách vìtźinou velice krátká) úroèení 3.3.4.1.1 je a s funkcí Φ_3 se poèítá mnohem lépe, ne¿ s funkcí Φ_1.

3.3.4.4 Poznámka: V¿dy, kdy¿ nebude explicitnì ad hoc øeèeno (napsáno) nìco jiného, budeme pøedokládat, ¿e úroèení je s denním pøipisováním úrokù (délka èasu 1/n je jeden den) a ve výpoètech budeme funkci Φ^′_1 aproximovat funkcí Φ_3 z 3.3.4.3 Úroèení 3.3.4.1.2 Je dobrou poètáøkou aproximací pro instituce, které musí èasto poèítat úrok a nemají poèítaèe ani kalkulaèky, ale jen tabulky s pøedem vypoèítanými hodnotami. Provádìjí pak lineární interpolaci úroky mezi tabelovanými hodnotami. A pøesto¿e je ji¿ cena kalkulaøèek ni¿źí . ne¿ cena tabulek, najdou se ústavy, které poèítají úrok vztahem 3.3.4.1.2 i kdy¿ na to pou¿ívají programy, které by mnohem rychleji poèítali hodnoty podle vztahu .

3.3.4.5 Poznámka: Po èástech a˛nní úroèení je pro vkladatele výhodnìjźí, ne¿ spojité (exponennciální), proto¿e exponenciální funkce se základem vìtźím ne¿ 1 je konvexní a graf funkce Φ_2 tvoøí seèny grafu funkce Φ_3.

3.3.4.6 Pøíklad: 21. 1. máme na kontì 10. zlatých 16. 3. ulo¿íme dalźích 10 zlatých a 7. 9. jeźtì 20 zlatých. Jaký bude stav úètu pøi roèní úrokové míøe 1/20 1. 1. následujícího roku?

3.3.4.7 Øeźení: Denní úroková míra je

ζ = (1 + 5/100)^{1/365} − 1 = 1 20 21^{1/365} 20^{364365} − 1 .= 0.000133681

a stav úètu bude 1. 1.

10(1 + ζ)^{PocetDniDoKonceRoku(21,1)} + 10(1 + ζ)^{PocetDniDoKonceRoku(16,3)} +20(1 + ζ)^{PocetDniDoKonceRoku(7,9)} = = 10(1 + ζ)^{344} + 10(1 + ζ)^{290} + 20(1 + ζ)^{115} = = 41,17564629

3.3.4.8 Pøíklad: Za jak dlouhou dobu bude nominální stav vaźeho úètu 120 chechtákù, kdy¿ v na nìj èase 0 ulo¿íte 90 chechtákù a úroková míra je 0,05 po dobu, kdy je nomiinální stav úètu menźí ne¿ 100 chcetákù a 0,07 po dobu, kdy je vìtźí, ne¿ 100

3.3.4.9 Øeźení: Nejprve vypoèítáme, za jak dlouhou dobu bude na naźem úètu 100chechtákù. vyøeźíme rovnici 90 · 1,05^t = 100 její øeźení je T_1 := 2,159462208.

Potom vypoèítáme, za jak dlouhou dobu stav úètu naroste ze 100 na 120. Rovnice 100 · 1,07^t = 120 má øeźení T_2 := 2,694726556.

Nakonec obì doby seèteme. Stav úètu bude mít nominální hodnotu 100 chcetákù za dobu T_1 + T_2 = 4,854188764 Pøitom jednotka èasu je tá¿, v jaké je vyjádøena míra úroku. Pokud se napøíklad úroky pøipisují pouze v okam¿icích t =^1_{365} ,^2_{365} ,^3_{365} ,. . . mù¿eme øíci, ¿e nominální stav úètu nikdy 120 nebude. Ale první okam¿ik, kdy mù¿eme na úètu s èástkou 120chechtákù poèítat vypoèítáme takto. Nejprve urèíme oprvní okam¿ik (T̄_1), kdy stav úètu pøekroèil 100chechtákù T̄_1 ≥ T_1 Je to nejbli¿źí vìtźí celé èíslo k øeźení rovnice T_1x/365 s neznámou x. Je to celé èíslo T̄_1 = 789 a je to poèet dní, po kterých budeme mít na ùètu 100 chechtákù a nebo více. Pak spoèítáme, za jak dlouho by tato èástka narostla úroèením na 120chechtákù: 90 · 1,05^{—T1/365} · 1,07^t = 120 reálné øeźení této rovnice oznaèíme t_2 = 2,693153345 a najdeme nejblí¿źí vìtźí celoèíselný násobek èísla 1/365 k t_2, co¿ je nejbli¿źí vìtźí celé èíslo k øeźení rovnice: T_2 = x · 1/365 a je to èíslo T̄_2 := 984.

Poèet dní, po které musíme spoøit je T̄_1 + T̄_2 = 1773 co¿ je 4,857534247 let. V tu chvíli ovźem budeme na úètì mít u¿ 120,0222245chechtákù.

3.3.4.10 Pøíklad: Pøi jaké úrokové míøe za jenotku èasu je stav obou úètù po dobì T := 2 stejný, je-li na prvním na poèátku x1 = 1234 zlatých a jednoduché úroèení a na druhém na poèátku x2 := 1230 zaltých a slo¿eném úrèení?

3.3.4.11 Øeźení: Øeźení jsou koøeny rovnice: 1234 + 2468 ξ = 1230 (1 + ξ)^2.

jde o kvadratickou rovnici, která má dvì øeźení: ξ = 2 615 + 1 615 √ 1234, ξ = 2 615 − 1 615 √ 1234 ale jen jedno je kladné. Je to úroková míra ξ = 0,06037127828 tedy 6%.

3.3.5 Reálná úroková sazba a èistý výnos

Pøedpokládejme, ¿e vklad, zúroèený za urèité období (po èase t = 1) úrokem o míøe ξ je znehodnocen in‚ací o míøe ι. Jaký je reálný ùrok ζ?

3.3.5.1 Reálý stav úètu je X =^{X0·(1+ξ)}_{(1+ι)} a my hledáme takovou úrokovu sazbu ζ, pro kterou platí:

X_0 · (1 + ξ) (1 + ι)

= X_0 · (1 + ζ)

máme tedy ζ = 1 + ξ 1 + ι − 1 3.3.5.2 Pøedpokládejme, ¿e úrok, jako zisk, podléhá zdanìní δ (které je vlastnì úrokem ze zisku, pøedpokládejme, ¿e je poèítán za stejné období). Potom èistý výnos pøi úroku ξ z èástky x_0 v èase 1 je

x_0ξ − δx_0ξ

3.3.5.3 Tedy dohromady máme: Je-li míra in‚ace za nìjaké období ι, míra úroku za toto období ξ a daò δ je èistý reálný stav úètu na konci tohoto období X = X_0 ·

1 + ξ · (1 − δ) 1 + ι pokud na poèátku byla ulo¿ena èástka x_0 a pak ji¿ ¿ádná èástka nebyla ani ukládána ani vybírána.

3.4 Po èástech ustálený stav

3.4.0.1 De˛nice: Funkce je po èástech exponenciální (skoro vźude), jestli¿e ka¿dý bod (a¿ na koneènì mnoho výjímek) má okolí, na kterém je funkce exponenciální.

3.4.0.2 Pøíklad: Pøedpokládejme rok o 360 dnech s 12 mìsíci po 30 dnech. Ukládáte na úèet 100 kè. Úèet se úroèí a míra úroku je 0.05 p. a.. kolik bude na uètì na konci roku kdy¿ Ulo¿íte jen jednou a to 3.4.0.2.1 • na zaèátku roku 3.4.0.2.2 • v polovinì roku 3.4.0.2.3 • dvakrát a to • na zaèátku roku a v polovinì roku • v polovinì roku a na konci roku 3.4.0.2.4 • dvanáctkrát a a to • na zaèátku ka¿dého mìsíce • na konci ka¿dého mìsíce.

3.4.0.3 Souèasnou hodnotu úètu (present value) oznaèíme P V . Èas budeme poèítat ve dnech.

PV :=

360� t=1 (z(t) · (1 + xi)^{(360−t)/360}

kde z_t je postupnì jedna z funkcí

z_1 := � 100 t = 1 0 t ≠ 0 PresentValue_1 = 104,9857705

z_2 := � 100 t = 180 0 t ≠ 0 PresentValue_2 = 102,4695077

z_3 :=

� 100 t = 1 100 t = 180 0 otherwise PresentValue_3 = 207,4552782

z_4 :=

� 100 t = 180 100 t = 360 0 otherwise PresentValue_4 = 202,4695077

PresentValue_3 = PresentValue_2 + PresentValue_1, PresentValue_4 = PresentValue_2 + 100, proto¿e poslední úlo¿ka se u¿ neúroèí.

3.4.0.4 z_5 = � 1 (t − 1)/(30) ∈ N 0 otherwise Ve skuteènosti zde sèítáme øadu 12� i=1 100 (1 + ξ)^{1360 Doba(i)} =

= 100 (1 + ξ)^{1360 Doba(1)} + 100 (1 + ξ)^{1360 Doba(2)} + 100 (1 + ξ)^{1360 Doba(3)} + +100 (1 + ξ)^{1360 Doba(4)} + 100 (1 + ξ)^{1360 Doba(5)} + 100 (1 + ξ)^{1360 Doba(6)} + +100 (1 + ξ)^{1360 Doba(7)} + 100 (1 + ξ)^{1360 Doba(8)} + 100 (1 + ξ)^{1/30 Doba(9)} + +100 (1 + ξ)^{1360 Doba(10)} + 100 (1 + ξ)^{1360 Doba(11)} + 100 (1 + ξ)^{1360 Doba(12)} = = 1232,090758,

kde Doba: i → 389 − 30 i. Jedná se o geometrickou øadu s kvocientem

q = (1 + ξ)^{1360 Doba(i+1)} (1 + ξ)^{1360 Doba(i)} = 1,05^{359360 −i/12} � 1,05^{389360 −i/12}

�_{−1}

t = 0,9959424073 a a_1 = � 100 · (1 + xi)^{Doba(i)/360} � �_{i=1} = 104,9857705

a tu mù¿eme seèíst podle obecného vzorce

PresentValue_5 = a_1 � 1 − q^{12} � 1 − q

= 1232,090758

3.4.0.5 Pøípad, kdy spoøíme na konci mìsíce se liźí od pøedchozího pouze funkcí Doba a souèasnou hodnotou první úlo¿ky.

Kvocient je stejný jako v pøedchozím pøípadì a poèet èlenù øady také:

z_6 = � 1 (t)/(30) ∈ N 0 otherwise Doba: i → 360 − 30 i, a_1 = 104,5739528 PresentValue_6 = 1227,257753

Platí PresentValue_5 PresentValue_6

= (1 + ξ)^{29360} = 1,00393805

3.4.0.6 Budeme znovu pøedpokládat, ¿e se vklad v èase mìní. Pøedpokládejme, ¿e na úèet, jeho¿ stav je 0 postupnì ulo¿íme v okam¿icích t_0 < · · · < t_n èástky z_0,. . . z_n. Je-li z_i záporné, znamená to, ¿e jsme v okam¿íku t_i èástku −z_i vybrali. Jaký je stav úètu v èase t ≥ t_n pøi konstantní úrokové míøe?

3.4.0.7 Ka¿dá èástka z_i se úroèí po dobu t − t_i, tedy stav úètu v èase t je podle 3.3.1.6

x(t) = n� i=0 z_i · (ξ + 1)^{(t−ti)}

(ξ je míra úroku za dobu 1).

3.4.0.8 Pokud jsou vźechny úlo¿ky stejné ∀i: z_i = z okam¿iky ekvidistantní ∀i: t_{i+1} − t_i = Δt tak øada 3.4.0.7 je geometrická øada a je-li t_0 = 0, t = t_n má n + 1 èlenù, z nich¿ první je ten, který dostaneme pro i = n a je to z a kvocient øady je ξ + 1. Máme:

x(t) = n� i=0 z · (ξ + 1)^{(n−i)·´t j=i−n}= n� j=0 ·z · (ξ + 1)^{(j·´t) souèet geometrické øady} = z · ((ξ + 1)^{´(t)·(n+1)} − 1) (ξ + 1)^{´(t)} − 1

3.4.0.9 Podobný vzorec bychom mohli odvodit i pro jednoduché úroèení, zde by øada byla aritmetická. Naźím cílem je vźak odvodit obecnìjźí vzorec, který by zahrnoval vzorce pro pøedlhùtní i polhùtní spoøení, splácení dluhù a vyplácení dùchodù z uèebnic ˛nanèní matematiky. pojmy pøedlhùtní a polhùtní spoøení pou¿íváme jen jako relikt tradice. Vźecny problémy spoøení mù¿eme vyøeźit ji¿ provedenými úvahami nebo jejich modi˛kací.

3.4.0.10 Poznamenejme jen jeźtì, ¿e v okam¿iku, kdy nebudou intervaly úlo¿ek zcela ekvidistantní a nebo èástky konstantní, pak budeme muset seèíst øadu 3.4.0.7 bez vzoreèkù èlen po èlenu.

3.4.0.11 Pøíklad: Hypotéèní úvìr je úvìr, za který dlu¿ník ruèí nemovitostí. O hypotékách se vìtźinou hovoøí, jsou-li pùjèené peníze pøímo pou¿ity na nákup nemovitosti, o amerických hypotékách, jsou-li pou¿ity na nìco jiného. Proto¿e tato záruka je dosti jistá, úrokové míry jsou vìtźinou relativnì malé (v roce 2004 ξ = 0.04 { 0.03). Banka poskytne hypotéèní úvìr na dùm vìtźinou pouze je-li tento dùm pojiźtìn a má-li ¿ivotní pojistku i osoba, které pùjèku poskytuje, co¿ zvyźuje náklady na hypotéky pøibli¿nì o 2000 Kè mìsíènì (2004). Obvyklé obchodní triky bank spoèívají v tom, ¿e si osobuje právo po urèité dobì úrokovou sazbu svévolnì a libovolnì mìnit (tzv. doba garance úrokové sazby je menźí ne¿ doba splatnosti dluhu) a ¿e si poèítá rùzné poplatkly za zøízení hypotéky a její vedení.

Po odeètení vźech tìchto polo¿ek z èástky, kterou doufáme v budoucnu disponovat, se dostáváme k odhadu toho, jak velkou pùjèku si mù¿eme vzít.

Pøedpokládejme, ¿e vźechny splátky budou o stejné nominální výźi z.

Úrokové míry se udávají vìtźinou p. a., ceny nejlevnìjźích nemovitostí jsou v souèasné dobì kolem miliónu korun. maximální doba splátek je 15 { 20 let. V úvahu rovnì¿ pøichází i fakt, ¿e bydlíme-li ve vlastním domì, nemusíme platit nájem, tak¿e splácení hypotéky zatí¿í náź rozpoèet namísto placení nájmu. Souèasná hodnota dluhu je velikost úvìru, který u banky získáme.

Souèasná hodnota splátky o velikosti z uèinìné za n mìsícù tj. její hodnota v souèasnosti je z(1 + ξ)^{n/12} (první splátku splatíme mìsíc po té, co dostaneme hypotéku.)

Seèteme-li souèasnou hodnotu vźech 12n splátek, kde n je poèet let, které budeme splácet hypotéku, dostaneme

12 N� i=1 z (1 + ξ)^{−i/12} = − z � (1 + ξ)^{−N} − 1 � −1 + (1 + ξ)^{1/12}

co¿ je velikost pùjèky, kterou tìmito splátkami splatíme. Tak napøíklad pøi ùrokové míøe 3.5% splatíme za 15 let splátkami o velikosti 11000 dluh 1.59738·10^6 co¿ je v souèasnosti cena pìkného leè malého domku alespoò 50km od Brna, nebo garsonky v Brnì.

3.4.0.12 Pøíklad: Stavební spoøení. Stavební spoøení je název ˛nanèního produktu, který vznikl v polovinì devadesátých letech v dùsledku ustanovení zákona. Jeho myźlenka byla taková, ¿e stát (tedy vźichni daòoví poplatníci) bude pøispívat tìm lidem, kteøí si zalo¿í stavební spoøení. Poklud by si zalo¿ili stavební spoøení vźichni ve stejné výźi znamenalo by to pouze, ¿e se jim zmenźí danì a ¿e na tom zbohatnou banky. Pokud by si ovźem nìkdo stavební spoøení nezalo¿il, pøiplácel by svými danìmi ostatním (o znaènou èást by je ovźem pøipravila banka). Po pìti letech bylo mo¿no naspoøenou èástku pou¿ít na cokoliv. To zmenźilo skupinu zájemcù na ty, kteøí chtìli spoøit takto dlouhou dobu.

Pozdìjźí zákon sní¿il velikost státních pøíspìvkù. V pùvodní podobì, které vydr¿ela pøes deset let byl státní pøíspìvek minimem ze 1/4 naspoøené èástky (ulo¿ená èástka, úroky ze stavu z minulého roku a úrok ze státní podpory) a 4500 korun.

Proto¿e státní pøíspìvek byl velký, banky nabízeli celkem malý úrok. I tak celkový výnos byl vìtźí ne¿ u vìtźiny jiných spoøení.

Odhlédneme od mo¿ností èerpání úvìru, poplatkù za zøízení a vedení úètu, vìtźinou nehoráznì vysokých a stanovíme jaký je výnos tohoto spoøení.

V principu podobné jsou i systémy dùcodového spoøení, ovźem trvají vìtźinou delźí dobu. Za ka¿dý rok ukládáním naspoøíme èastku

rok = 12� i=1 (1 + ξ)^{i/12} .

Pøedpokládáme, ¿e zaèneme spoøit na zaèátku roku a ¿e ukládáme mìsíènì stále stejné èástky, i kdy¿ je výhodnìjźí ukládat je nìkam jinam a posílat je do stavební spoøitelny a¿ na konci roku. Pøedokládáme, ¿e ukládáme na zaèátku mìsíce a ¿e èástky jsou dosti malé, tak¿e státní podpora bude v¿dy 1/4 z naspoøené èástky. Proto¿e chceme poèítat výnosnost, mù¿eme si tuto èástku zvolit (výnosnost je na velikosti ukládane èástky nezávislá, pokud je tato dostateènì malá). Zvolme si ji rovnu jedné.

Pøedpokládejme dále, ¿e státní podpora se vyplácí na zaèátku roku, i kdy¿ tento pøedpoklad je hrubé pøecenìní schopnosti státních úøedníkù.

Státní podpora pøipsaná na zaèátku prvního roku se poèítá z èástky R_0 = 0 naspoøené v nultém roce a je

SP_1 = 0

a naspoøená èástka za první rok je Rok_1 = rok + Sp_0.

obecnì pro i od dvou do pìti platí:

Sp_i = 1/4 Rok_{i−1} − 1/4 Rok_{i−2} − 1/4 Sp_{i−1} Rok_i = rok + (1 + ξ) Rok_{i−1} + Sp_i (1 + ξ)

a źestý rok je u¿ jen pøipsána státní podpora za pátý rok:

Rok_6 = Rok_5 + SP_6

výpoèet provedeme postupnì, nebo jedním cyklem na poèítaèi. Dosazením 0.03 za úrokovou, míru postupnì dostaneme Sp_1 = 0Rok_1 = 12.194119, Sp_2 = 3.048529, Rok_2 = 27.894048, Sp_3 = 3.162849, Rok_3 = 44.182724, Sp_4 = 3.281456, Rok_4 = 61.082225, Sp_5 = 3.404511, Rok_5 = 78.615458, Sp_6 = 3.532180, Rok_6 = 82.147638 To je výnos po pìti letech ktrého dosáhneme ukládáním 1 koruny mìsíènì. Pokud ji chceme porovnat s výnosem z bì¿ného mìsíèního spoøení, hledáme úrokovou míru, která nám dá stejnou naspoøenou èástku, tj. øeźíme rovnici: 60� i=1 (1 + ζ)^{i/12} = Rok_6

Uvedená rovnice je rovnicí źestého stupnì a proto ji musíme øeźit numericky. její øeźení je

0.1251627596

tj. stavební spoøení s úrokem 3% a se státním pøíspìvkem 25% je stejnì výhodné jako spoøení bez státního pøíspìvku s úrokem 12% (zbylých 5% a patrnì i více nás zbaví poplatky za vedení úètu.)