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Pocetni zaklady finanCni matematiky
sylabus 3. predndsky

(5.7)
12. 10. 2005

Sporeni

Nyni odvodime jedinny vzorec, ktery v sobé zahrne predlhltni i polhitni spiofeni i vS§echna mozna mezilhttni
spofeni, splaceni dluhii a vypiladceni dichodu. Pro neuzite¢nou Gplnost odvodime tento vzorec i pro jednoduché
aroceni.

Sporeni pri sloZzeném troceni a ekvidistantnich alozkach

Predpokladejme, Ze ukladame v ekvidistantnich okamZicich, které jsou od sebe v Case vzdéleny 7, Ze prvni Glozka
se déje v okamziku &, druhd v okamzZiku € + 7, tfeti v okamZiku e + 2 - 7. .. a posledni v okamziku e + T'.
Ukldddme v ¢asen -7 +e,n=0...T

Kolik je tilozek v ¢ase t < T + €?

t —
pocetA := CelaCast ( E) +1
T
avcase I'+ ¢ < t je uloZeno
T
pocetB ;= — +1
T

tlozek, coz je celé ¢islo. Tedy obecné, ukldddme-liv ¢ase n - 7+ ¢, n = 0..7 mdme v Case ¢
. . t—e¢ T

pocet := min (pocetA, pocetB) = min | CelaCast | —— ) +1, — +1
T T

ulozek.
Ve kterém okamziku se uklada i-ta Glozkla?

okamzik ;=i +—i-7+¢
Jak dlouho se do okamZiku ttrodi i-td Glozka je-li okamzik (i) < ttj.i-7+e <t ?
doba :=i+—t —okamzik (i) =t —i-7 —¢

Jakd je soucasnd hodnota (tj. pivodni nomindlni hodnota a troky z ni) i-té Glozky v Case tpii trokové mife

&, je-li okamzik (i) < ta pokud byla v okamziku ukldddni jeji nomindlni hodnota z? hodnota := i +—
z (1+ f)dOba(l) ; hodnota (i)je tedy za predpokladu

1T+e<t

rovna _
hodnota (i) = z (1 + &) 7°

Chceme-li secist soucasné hodnoty vsech tloZek provedenych v Case predchidzejicim nobo rovném okamziku ¢.

Dostavame fadu
pocet—1

E hodnota (7)
1=0
Podil i-tého a i + 1-niho ¢lenu této fady nezavisi na ¢, muZeme jej oznacit kvocient, a je roven

hodnota (i + 1)

_ (=7)
hodnota (i) (1+¢)

kvocient :=

Jedna se tedy o geometrickou fadu.
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3.4.2.9 Pocet Clenu této fady je

- T
PocetClenu = min (CelaCast <t E) +1, — + 1)
T

T

nulty ¢len je
NultyClen := hodnota (0) = z (1 + 5)“76)

tedy soucet je:

2 (14" (((1 + g)“r))mi“(CelaCast(t:a)+1, Th) 1)

1+ -1

Definujme funkci

2 (1497 (((1 + g)<—7>>“’i“(CelaCast(‘:5)+1, ) 1)

1+ -1

1/} (T’€7£727T7t) =

Graf této funkce v zdvislosti na ¢ase je na obrazku

1 /
/
|

na

. . : .
05 i 1's 3 2’5

—

jednak pro hopdnoty parametra 7 = 1/3,e = 1/6,£ = 3/4, z = 5,T = 2 — 1/3, jednak pro spofeni, které skon¢i
o chvili dfive a kolecky (body) je namalovan soucet nomindlnich vysi tloZek.
3.4.2.10 Priklad: Predpoklddejme, Ze ukldidame 10. den kazdého mésice 250K¢. Zaéneme v bfeznu a skoc¢ime v kvétnu o
tfi roky pozdgji. Jaky bude stav G¢tu na konci onoho kvétna, je-li drokovd mira stéle 2/50 p. a.?
e vzdélenost sousednich dvou v Case je jeden mésic, to je 11—2roku (n&kdy je to 30 dni, nékdy 31 dni, nékdy
28 dni).
3.4.2.10.1 e Prvni (priblizné) feSeni:
e za pocatek vezmeme 1. brezen.
e 7a jednotku Casu bereme rok a tedy 7' = 3 + %, t=3+2/12
e pocitdme vSechny meésice tficetidenni a tedy € = %
e mésicu je 12 za rok
pak jde o mezilhltni spofeni a podle vzorce:

1 (1/12) 2 2 3
— =2 =34 = | =10404.32
w(u, 51 3g" 50,3+12,3+12) 0404.3298

3.4.2.10.2 e Druhé (pfiblizné) feSeni:
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e za pocatek vezmeme 10. 3. Pak je ¢ = Oa

et=1243 L

1 2 2 3 1
—,0,,2 - — = 10404.32
w<12,0,50, 50,3+12,3+12 36) 0404.3298

3.4.2.10.3 e Treti (priblizné) feseni:
e Spocitdme efektivni Grok za mésic.
e Za jednotku Casu bereme mésic

1
1+ 5 2612 2572 = (0.003273740

gmesic =

1
" (1, 5+ 6mesic; 250,3 1242312 + 3) = 10404.3298

e Presné feSeni zaleZi na tom, je-li rok pfestupny, predpokldadejme, Ze neni, nebo neni a po jakou dobu zUstavaji

3.4.2.10.4
troky konstantni, predpokladejme, Ze po jeden den. Pak doby, po kterou jsou Glozky Groceny jsou posupné:. . .

3.4.2.11 Poznamka: Uvedené ivahy miZeme zobecnit a pak vZdy vystaéime se vzorcem 3.4.0.8 tedy bez ¢, (zejména tedy
neni rozdil mezi pfedlhGtnim a polhtitnim spofeni).
3.4.2.12 Pokud navic pfedpokladdme, Ze v Case € byla uloZena ¢astka zg je stav uctu v Case ¢

ST )

AU Ch 9 (((1 + 5)<‘T>)mm(CelaCast(
1 <
ot 1+ —1

3.4.2.13 Poznamka: poznamenejme jesté, Ze pokud oznacime

it ozo - (1 t=co
it zo - (14 xi) + (1+§) 1

(1_'_551:771)
)
(1+
(-

( 1 N § mln(CelaCast( )+1 T+1) B 1)
3

NN tEo
pr:t— 20 (1+8) + (1+

—e)

1+ 1)

7_

NN teo
pa:t 2o (1+§) + (1+€)

pak plati pro vSechna 0 <t < T + ¢

d2 (1) < (t) < 1 (t)
¢ (nte) = ¢1 (n7e)
lim ¢ (t) =¢ (nTe)

t—(nte)”

CoZz ndm napfiklad umoziuje po dobu sporeni v okmZicich ukladani tiloZek pocitat stav actu funkci phiy, kterd je
jednoduzsi (zejména je analytickd), nez funkce 1, kterd je v okamZicich uklddani GloZek nespojitd. Graf vSech tii
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3.4.3
3.4.3.1

3.4.3.2

3.4.3.3

3.4.3.4

funkci je na néasledujicim obrazku:

N

e

hodnoty jsou: 7 =1/3,e =1/6,£ =3/4,2=5,T =5/3.

Sporeni pri jednoduchém troceni a ekvidistantnich dlozkach

Predpokladejme, Ze ukladame v ekvidistantnich okamZicich, které jsou od sebe v case vzdaleny 7, Ze prvni tiloZka
se déje v okamziku ca posledni v ¢ase T + epsilon

V ¢ase t < T + e mame pocetA := CelaCast (£=2) + 1 av Case T + & < tmdme pocetB := L + 1aloZek, tedy
v Case 0 < ¢t mdme pocet := min (pocetA, pocetB)ilozek, i-td GloZka se ukladd v okamZiku okamzik := 4 +—
1T+ €

t

okamzik ;=i — i1+ ¢
A do okamziku ¢ se Giro¢i po dobu
doba := i +— t — okamzik (i) ; doba (i) =t —iT —¢
Jeji hodnota v okamZiku ¢ je
hodnota := i +— z (1 + £doba (i) ; hodnota (i) =2z (1 +& (t —iT —¢€))

Mame secist souc¢asné hodnoty (jejich pivodni hodnoty a Groky) vSech tlozZek az do okamziku ¢. Rozdil hodnoty
i-té a ¢ + 1-ni tlozky je

diference := (hodnota (i + 1) — hodnota (i)) = —z-£ - 7
A tedy nezdvisi na t a tedy rada je aritmetickd. Nulty ¢len ma v ¢ase ¢ hodnotu
hodnota (0) = z- (1+&- (t—¢))

a posledni lozka md v ¢ase ¢ uz hodnotu hodnotu

hodnota (pocet — 1) = z - <1 +¢ <t — (min <CelaCast (t — E) +1, z + 1) _ 1) P 5))
T T

tedy soucet je:

1
3 (hodnota (0) + hodnota (pocet — 1)) - pocet =

T

-min (Z + 1, CelaCast ( —t E) + 1)
T T

1 T -
—5%" (—2—2-§-t+2-§-g+§-7min <—+1, CelaCast (— t+5> +1) —57')-
T
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3.4.3.5

3.4.3.6

3.4.3.7

3.4.4

3.4.4.1
3442
3.4.4.3

3.4.4.4

3.4.4.5

3.4.4.6
3.4.4.7
3.4.4.8

Pokud navic predpokladame, Ze v Case €g byla uloZena Castka zy je stav tictu v Case ¢

xo-(l—}—f-(t—so))—%z-<2-((5—t)-f—l)+£-r-min<§+l, CelaCast (—_t:5> +1) —£T>-

-min (Z + 1, CelaCast ( —t E) + 1)
T T

Poznamka: Nyni je$t€ uvazujme smiSené trodeni: rozdélime Cas t na [t] + (¢ — [t]). Po dobu [t] se uroéi podle

3.4.2.12. Naspotena ¢dstka je pak hodnotou xg v ¢ase t = [t] v, kterym se spori po dobu t — [¢]

Poznamka: Je-li ¢ = 0 jde o spofeni piedlhiitni, je-li € = % jde o sporeni polhiutni Je-1i t < 1 fika se sporeni
krdtkodobé, Je-1i t > 1 tika se spoteni dlouhodobé.

Duchod
Dichod je spofeni se zdpornymi Glozkami (a vétSinou s nenulovou pocateéni Glozkou a nezdpornym zistatkem).
Volime, bez jmy na obecnosti & = 1 (tj. budeme uvaZovat efektivni Grok pro odobi, v némz dochdzi k vyplatam).
Dtichod bezprostiedni, polhtitni (na konci kazdého trokového obdobi jsou vypldceny konstantni platby (anuity)):
V 3.4.2.12volime e = %, eo = 0.Zéaporné tlozky z predstavuji vyplacené castky —z. Stav konta se urci vzoreckem
3.4.2.12. Pro vyorecky, které nasleduji byl pouzit ovSiem pomocny vztah 3.4.2.13.
e Pocateéni Glozka, kterou je potfeba v Case g ucinit, aby mohl byt diichod o nominalni vysi —z vyplacen
v okamzicich nT + € po dobu ¢ pfi Grokové mife &;
e Okamzik, ve kterém je potieba ulozit pocédtecni Glozku zg, aby mohl byt dichod o nomindlni vysi —z
vypldcen v okamZicich nT + € po dobu ¢ pfi trokové mife &;
e doba, mezi dvéma vyplatami dichodu a
e nomindlni vySe jednotlivych vyplat (pfedpoklddame, Ze jsou vSechny stejhné) po dobu ¢ pri trokové
mife &. ..
jsou feSenim rovnice ¢ = 0:

2 (1482 <((1 +€)(_7))(¢) 3 1)

“ 1+ (1497
=~ (_1+ (1 +€)(t7€+7'))

R e Rl

0T h(1+9
(2 +9" + +g)leott=a)
_ 20 1+ +2 1+

T In(1+¢)

20 (— 1+& = 4114 §)(H°>)
=

1— ((1 + 5)(’”)

Jakd je doba, po kterou bude celd pocateéni tilozka 2o vyplacena jako dichod? Pro jednoduchost opfedpokladejme,
ze T = 1, tj. Ze Grokova mira & je spoCitdna pro dobu, kterd je vzdélenosti dvou po sobé jdoucich vyplat dichodu

v Case. Potom

z
| In(1
D(ZO£_+_ 2 € (1 + 5)(75+50) + 2z (1 + f)(75+50)) + Il( + f) €o

In(1 + ¢)

Dtichod odloZeny, je diichod s g < 0.

Dtichod véény je diichod pii kterém je vyplacend ¢astka —zp rovna troku.

Za splnéni vhodnych predpoklad budou vzorecky jednoduzsi. Tak tedy, predokladejme, Ze zndme uloZeny kapital
v okamziku ¢ = 0 a Ze se z néj zacne vypldcet od tohoto okamziku pravidelny dichod az do tGplného vycerpani
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3.4.5

3.4.5.1
3.4.6.2

3.45.3

3.4.5.4

3455

3.4.5.6

uctu v case T castkami —z v okamzicich n - 7, Ny a Ze efektivni Grok, jimz se Groci zastatek na ictu ma za dobu
7 miru €. Pak tyto veli¢iny musi podle 3.4.2.12 spliiovat rovnici:

c(4oT <<%£>(T+1)_1>

0=z 1+ + i
Tve !
ze které plyne:

In (72 )
T 20+ 26+ 2

In(1+¢)
1 \7

- (f(m) +1> z
20 = — f
20§

T
1
-] +1
e~ (rve)

Spléceni aveéru Spliceni tivéru je spofeni, pii zdporné polateéni GloZce, pii kterém chceme naspofit &asrku 0,
20 <0,z>0.

Anuita (=splatka) = Gmor + trok

Priklad: Pfedpoklddejme, Ze na ticet ukldddme v okamzZicich (¢;);=1...+ Castky (2;)i=1...+ a v okamZicich (7);=1. ¢

vybirdme Castky (w;);=1..... Pokud nds zajima stav G¢tu v ¢ase T' > t;, 7, musime secist budouci hodnotu vech
téchto Castek, pficemz vybirané castky jsou v souctu zaporné:

DA+ = gl (147

i

Priklad: Pfedpoklddejme, Ze se béhem spofeni zméni Grokovd mira. Stav G¢tu spocitdme tak, Ze seéteme budouci
hodnotu vsech tltozek, které se dély za prvni tirokové miry v okamZiku, kdy se Grokova mira méni. Pak k budouci
hodnoté této castky v okamziku, ve kterém pocitdme stav Gctu — jde o slozené tiroceni — pricteme budouci
hodnotu vSech dlozZek, které se déji za druhé trokové miry od zmény drokové miry az po okamzik, ve kterém
pocitdme stav Gctu.
T t; ti
1+6)TD (2 + &)+ ()1 + &)Y,
i J
T je doba, po kterou probihd druhd ¢4st spofeni.

Priklad: 12. den kazdého mésice ukldddme 100zlatych. 24. den 6. a 12. mésic vybirame 600zlatych. Jaky je stav
naseho Gctu 1. 1. 2010, pokud prvnich 5 let byla trokova mira 0.06 p. a. a zbylych 5 let 0.04 p. a. a pokud byl
zaloZen 1. 1. 2000? Pro jednoduchost uvazujte kazdy mésic 30denni a kazdy rok 12 mésicni.

ReSeni: Viimnéme si, Ze po 6 mé&sicich vybereme vzdy viechno, co jsme na t&et vlozili a zbydou ndém jenom
aroky. Stav uctu po deseti 1étech je

12 PocetLetA 2 PocetLetA s
PocetLetB PocetLetA—i/124+1/20 PocetLetA—i/2+ ==
(1+&) Yoo oa(+&) [0S 2 (14 &) /e
i=1 =1
12 PocetLetB 2 PocetLetB L
PocetLetB—i/12+1/20 PocetLetB—i/2+ ==
+ Y a(+&) SRR N (14 &) I3+

i=1 i=1

kde xi; = 3/50, xio = 1/25, 21 = 100, z_; = 60, PocetLetA = 5 a PocetLetB = 5. VSechny &tyfi fady jsou
geometrické, takZe je snadné je seCist. Souctem zjistime, Ze na uctu budeme mit 193,375167 zlatych.

Priklad: Kdy vznikl dluh. 1000 zlatych, ktery splatime 20 mési¢nimi splatkami o velikosti 100 zlatych pfi Grokové
mite 1/3 p. a.?
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3.4.5.7 ReSeni: Budouci hodnota dluhu a budouci hodnota splatek za 20 mésicti bude stejnd. Tedy

20

0 1+ =321+,

i=1

neboli
(14T = o q (1402 4 T4+ A THE+ R/ THE+2(1+OT +2/T+ &+
+2(1+OT +2(14+9 P 42040 421+ +20+9T + z(1+£)+z( 14+6)% 4

wlo

214+ 421+ 421+ +2(1+ 0T +2(1+6° +2(1+)
kde zp = 1000, z = 100, £ := 1/3 a t je nezndmé. Po dosazeni dostaneme exponencidlni rovnici

1000 - 1,33333333311:583333333 — 9535 604510,

kterou vyfesime logaritmovanim (feSenim rovnice AB“T* = Dje x = — In(B )C_lrlan(BD) )+In(4) ). Zjistime, Ze dluh
vznikl pred 1,6509 roky t. j. pred 19,81 mésici.

3.4.5.8 Priklad: Splécite dluh 12345 chechtaki pii trokové mife 12,3/100 (za splatkové odobi) splatkami 2345 chechtak.
Jak velkd bude posledni splétka.

3.4.5.9 ReSeni: Pocitame v jakém okamZiku by byl rozdil budouci hodnoty dluhu a splatek

t

Z(1+& =) z(1+¢)",

%

|
—

Il
=]

kde Z = 12345, ¢ := 123/1000 a z := 2345, nulovy, tedy fe$ime rovnici

t—1 t
1123 1123 826565 (1123 2345000
1234 — 4 =— =
345 (1000) ; 2345 (1000) 123 (1000) + 123
Jeji fesenti je

469000

_ In(F55518)

In({550)

s xs

coZ neni celé ¢islo. Dosadime tedy do prvniho vyrazu njbliz§i mensi celé Cislo (to je 8) a spocitame rozdil. Ten
pak jedno Grokové obdobi trocime a tak dostaneme ¢dastku, kterou v devatém splatkovém obdobi splatime dluh.
Dluh bude splacen 9. splatkami. Posledni splatka bude mit hodnotu 2320,753691 chechtaki coz je o 24,246309
chechtdkti méné, nez ostatni splatky.
3.4.5.10 Priklad: Kolik byste naspofili, kdybyste béhem svého Zivota pfi konstantni trokové mife 0.04p. a. uloZili v
ekvidistantnich okamzZicich (poprvé v den svého narozeni, naposledy dnes)
3.4.56.10.1 e 5krdt 1/5 z 10° korun a kolik byste uspofili, kdybyste uloZili ekvidistantnich okamZicich
3.4.56.10.2 e 108 krdt 1/108 z 105 korun?
3.4.5.11 Jakd je limita souasné hodnoty tohoto spofent, je-li velikost tloZek 1/n a pocet GloZzek n pro n — co? Dosadime
hodnoty:
Dnes := 7, 12, 2003
DatNar := 6, 11, 1982
1
§=13z

a definujeme funkce
1000000

zi=n—
n

DOBA ~°
n

doba:=n —
kde DOBA je vzdélenost mezi dneskem a datem narozeni. V nasem pripadé

DOBA :=17701
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345612

3.4.6.13

Reseni prvnich dvou prikladd je

Z(’I’L) . ((1 + g)i*doba(n)/?)ﬁs-
=0

coZjepron =5
2567 ;

107 7
25000 13140
—_— E ) = 1550052.583
=0

apron = 108

1825 ¢
) = 1430796.087

(5
200000 Z <

Dale plati

lim z(n) . Z((l + g)i*doba(n)/%s —
I 64
= 1im .
n—oo 363797880709171295166015625
(5181318712754446379608451317762 6365 25568 — 5684341886080801486968994140625) .

-1
- lim n- (26%" 25~ F 1—1) .

n—00

= 2257874.470

Vv

Priklad: Je vyhodnéjsi zaplatit ted 1/20 ceny a pak kazdy z ndsledujicich 11 mésict 1/10 ceny, nebo zaplatit ted
1/10 ceny a pak kazdy z nésledujicich 20 mésict 1/20 ceny?

ReSeni: Vybirdame projekt s mensi soudasnou hodnotou. (Penize mame zaplatit a tak chceme zaplatit co nejméng).
Reseni je zavislé na trokové mife: Hodnota prvni projektu v okamziku prvni splitky je:

11
P1=1/20+) 1/10 (1+¢)~"

=1

Hodnota druhého projektu v okamZiku prvni splatky je:

20
P2=1/10+) 1/20 (1+¢)~"

=1

Hleddme nejprve trokovou miru &, pro kterou se souc¢asné hodnoty rovnaji P1 = P2. Tato Grokova mira je
kofenem algebraické rovnice stupné 20. Polynom 20 stupné je spojitd funkce a tak na intervalech jejichZ krajni
body jsou jeho po sobé jdouci kofeny neméni znaménko. Zajimaji nés jen kladné kofeny. Takovy je jedinny a je
to & = 0,01130441950 Nyni dosazenim do projektti za Grokovou miru zjistime, ktery je vyhodnéjsi na intervalu

(0, &) a ktery je vyhodné&jsi na intervalu (£p, 00) (v bodé & jsou oba projekty stejné vyhodné). Pokud dosadime
body: 0 a 0,1 dostaneme

0 0.1
P1 1.05 0.6644567105
P2 1.1 0.5256781862

V prvnim sloupecku tabulky mame ¢isla, ktera si zdkaznici vétsinou spocitaji. Zjisti z nich o kolik zaplati nomindlné
vic, nez byla piivodni cena. A pfitom neberou v potaz Grokovou miru a fakt, Ze penize, které zaplati pozdéji maji
men$i hodnotu. JeSté¢ primitivnéjsi 1idé, jak je patrné z formulaci reklam, které jsou pro né psdny, si v§imaji
pouze velikosti jednptlivych splatek splatek a nebo pouze velikosti prvni splatky (Odneste si novou pracku hned
a zaplafte jen desetinu jeji ceny!). Z NaSeho, ¢ist€ obchodniho, zplisobu nazirdni se jevi, Ze pii tGrokové mife
mensi nez 0,01130441950, je vyhodnéjsi prvni splatkovy kalendar, pfi vétsi trokové mife druhy. Sokrates by se
asi smal a fekl by Ze novou pracku nepotiebuje. MozZna by ale kladl dosti hloupé otazky, které by obchodniky
kolem popuzovali.
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3.4.5.14 Priklad: Jaka je redlna hodnota kapitdlu troc¢eného konstantni trokovou mirou 0.04, po dobu jednoho roku, kdyz
index cen byl postupné ve dvanécti mésicich tohoto roku 100, 101.3, 102.5, 103, 103, 104.7, 104.5, 105.1, 106.7,
106.6, 106.7, 108?

3.4.5.15 ReSeni: Mira inflace za onen rok je:

108 2
"~ 100 25’
trokova mira je
¢ = 1
25
a realna hodnota kapitalu je
1+¢ 26
1+ 27

ndsobek ptivodni hodnoty.

3.4.5.16 Priklad: Predpoklddand ro¢ni mira inflace byla 0.02, skute¢na mira inflace byla 0.04. O kolik by se musela sniZzit
dan, aby zistal Cisty redlny vynos z tGrokd stejny jako byl ten, ktery jsme ptivodné o¢ekdvali?

3.4.5.17 Reseni: Rovnice
z(1+€(1-6) 2(1+&(1—-36+h)

1+ 04 14
ma pro
1
Ll_% , o = 1/25
rvar 50 25
5—1+—€( ):2—6+—§( —d+h)

a feSeni v zdvislosti na hodnotéch trokové miry a danové sazb¢:

114666
=G

tj.: Pokud byla ptivodni dafiové sazba ¢ musela by se zmenSit, pfi trokové mife o h = 1/51- (1 + £+ £ - 0) /€.

Tedy napriklad pii Grokové mife
1

52-0—1
je k udrzeni redlné hodnoty potieba sniZit dafiovou sazbu § na nulu.

3.4.5.18 Priklad: Pan Akihito si nechdava vyplacet od svych Sedesiti let dichod, 150chechtdkii ro¢né z G¢tu, na némz mél
v den svych 60. narozenin a tedy v den prvni vyplaty nahromadéno 1000chcechtdki. AZ bude Gcet vycerpan, pan
Akihito vykona sepuku (ritudlni sebevrazdu). Pohfeb mél naplanovany na své 73 narozeniny kdz utrati posledni
vyplaceny diichod. O kolik let se jeho Zivot zkrati, pokud trokova mira klesne na polovinu?
Hledame cas T', ve kterém bude hodnota vSech vypklat stejnd jako hodnota pocatecniho stavu Gctu Z

z ((1 +o)T - 1)
3

§:

1+§ z (

Mﬂ

=0
kde Zy := 1000 a z := 150. tedy feSime rovnici

1+&"™ -1
¢

Pan Akihito zfejmé predpoklddal, Ze posledni vyplaceny diichod dostane o svych 72. narozeninach, tedy, Ze mu
bude diichod vyplacesn po dobu T = 12 let. Pro tuto dobu ma rovnice feSeni

1000 (1+&)" =150

€ =0,1397434523

pokud je Grokova mira polovicni, je
& =0,06987172615
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a pro tuto hodnutu £ ma rovnice tvar
ZO 60.06753875904T — 2146791107 60.06753875904T+0.06753875904 _ 2146791107

a feSeni

T = 7.463586747

coz je 0 4.536413253 let méné, neZ puvodni planovand doba. Tedy posledni vyplatu diichodu dostane pan Akihito
pfi svych 68 narozenindch, ale bude uz mensi, nez byly ptivodni. TakZe sepuku vykond nejpozdéji pti svych 69
narozenindch.

3.4.5.19 Priklad: Jedne ze tii klasickych motivi poptavky po penézich podle Johna Maynarda Keynese je spekula¢ni motiv.
Keynes se zabyval otdzkou, pro¢ subékty drzi (poptavaji) vétsi mnozstvi penéz, neZ je objem penéz poptavany z
transak¢niho a opatrnostniho motivu. Soudil, Ze tyto penize jsou drZzeny v dusledku nejistoty o pohybu budoucich
trokovychsazeb a v disledku vztahu mezi Grokovou sazbou a trZnimi cenami obligaci. Dsledkem riistu trokovych
sazeb jsou kapitdlové ztraty z drzeni obligaci.
svému drziteli pevnou ro¢ni kupdnovou platbu. Nechf je investorem koupena tato obligace za trzni cenu 1000K¢,
a nechf jsou vynosy z kup6ni 100K¢ ro¢né. Jakou hodnotu md tato obligace pokud b&Znd trzni Grokova sazba
klesla na polovinu?
Drzeni obligace odpovida vécnému diichodu o pravidelnych vyplatach 100K¢ roéné pii uloZeném kapitalu 1000K¢.
Ro¢ni Grokova mira, odpovidajici roénimu uroku 100K¢ z 1000K¢ v okamziku, kdy investor obligaci koupil je

1000 &, = 100
& =1/10
nynyni je ale trokova mira polovi¢ni
& =1/20
a pfi ni je hodnota obligace
z-& =100
z = 2000

Tedy kapitdlovy zisk je 1000K¢&
3.4.5.20 Priklad: Kurs jen-min-piao (juan) je 36:37 k rupii je. O¢ekdvany kurs v ndsledujicim obdobi je 34:39. Jakou z

ey

téchto dvou mén je vyhodnéjsi podrzet. vyjadiete tuto vyhodu kvantitativné.

6 34
377 "7 39

Ro =

k¢ je hodnota rupie v jenech v Case t. Hodnota jenu v rupiich je pfevracend hodnota
Je-li kg > K1 pak kurs rupie klesd v opacném piipadé€ kurs rupie stoupd. tedy v naSem piipadé kurs rupie klesd.
Meérme zisk v této mife: podrzime-li rupie, nic neziskdme, ani neztratime. PodrZime-li misto rupii jeny, bude nas

(relativni) zisk v rupiich roven:

T @ruii—x @ruii
oy | PHT T Gog TP

2 rupii investujeme, « - ko /K1 rupii ziskdme zpdtky. Mira zisku je

Ko _ 13

K1 629

Pokud bychom ctéli méfit zisk v jenech, zisk bychom preskalovali tak, Ze drZeni jenu by pro nds znamenalo zisk
0 znamenalo by drzeni rupii ztrdtu, kterou vycislime takto: pokud investujeme do rupii x jenl, budeme mit v
ndsledujicim obdobi uz jen

1 e 629
T - Ky Kijenl = ~02 jent
a mira zisku by byla
-1 —73
Rg K1 — 1= 1—02
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Jak to, Ze ndm nevyslo ¢islo s toutéZ absolutni hodnotou, jako v pfedchozim pfipadé? ProtoZe jsme zvolili jinou
(vétsi) jednotku (pfijit o jen je vétsi ztratam nez prijit o rupii). Vhodné by tedy bylo pro podobné vypocty zvolit
néjakou pevnou ménu.

3.4.56.27 Cviceni: Kurz mén (1) jen-min-piao (2) ngultrum (bhiitdn) a (3) kyata (Barma) je k Danskd koruné v Case
k(i t) = 943 + |sin(1/6 itr)|

(. soucet absolutni hodnoty sinu Sestiny soucinu poradového ¢isla mény Casu a Cisla 7 s ¢islem devét déleno
potadové ¢islo mény je cena v danskych korunach). Méte k dispozici 100 danskych korun a pfesnou znalost vSech
kurzt predem. Sméidovat miZzete mény v aktualnich kurzech v ¢asech i = 1,2, 3,4, 5 bez poplatki. Jakou nejveétsi
¢astku muzete vyobchodovat?

3.4.5.22 Priklad: Podminka nekryté arokové parity (uncovered interest parity condition), mezinarodni virokova
arbitraz:
Uvazujme dvé mény, tfeba CZK a USD, jejich kurzy v ¢ase 0 a (skuteny) a v Case 1 (pfedpoklddany) E(0) a
E(1) (. E(%) je cena dolaru v korundch v ase 1)dvé€ Grokové sazby oz i a xiysp. Pokud investujeme v Case 0
koruny (o objemu z CZK) do dolarovych depozit, bude nas zisk v case 1 roven

Vynosys = « - E(O)_1 (14 &usp) - E(1) —z = z(1 +2‘U(%I))) E(1) .

Pii jaké trokové mife o Z K by tento vynos byl stejny, jako vynos z Ceskych depozit?

Vynosqz = z - {ozk
Resime rovnici
VynOSUS = VynOSCZ

z (14 &usp) E(1)
E(0)

—z=x§ozk

—E(1) — E(1)éusp + E£(0)
£(0)

Upravime. Ozna¢me o¢ekdavanou miru depreciace koruny proti dolaru Q:

Eozk = —

Vydélime {czk @, upravime a zase () vynasobime. Dostaneme:

§czx _ _E(1)Susp N E1)  E(0)
@  E(1)-E(0) E(1)-E@0) EQ)-EQ)

a tedy podminka rovnovéahy je

(E(1) — E(0)) fusp  —E(1) + E(0)
E(0) E(0)

éczk = &usp +

MiZeeme shrnout: v rovnovazném stavu je rozdil Grokovych mér roven zirocené ocekdvane mife depreciace:

(1+&usp) (=E(1) + E(0))
E(0)

éczk = usp —

3.4.5.23 Poznamka: Vyraz
(£(1) — E£(0)) §usp
E(0)

Je velmi maly (pokud je £&usp i mira oekdvané depreciace mald, nebof jej jejich sou¢inem).
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3.5

3.5.1
3.5.1.1

3.6.1.2
3.56.1.3

3.6.2

3.56.2.1

3.6.2.2

3.6.2.3

Je to moc nebo malo

Rozdily v arokovych sazbach

Priklad: na trhu jsou dvé banky, jedna nabizi hypotééni Grok s pevnou Grokovou mirou 4.1% a s komplikovanou
administrativou. Druhd s Grokovou mirou 4.4% a se snadno dostupnym dGvérem. Vypilati se ndm podstupovat
administrativni t€Zkosti, spojené s pfiznanim tivéru v prvni bance? jad by byla cena obejiti té€chto tézkosti ve druhé
bance.

Poku sme pozddani o radu, mame fikat, Ze ve druhé bance je Grokova mira o ,,0.3% niZ$i* nebo ,,jen 0 0.3%* nizsi?
Jak vhodné kvantifikovat dopad zmény Grokové sazby?

Relativni rozdil budoucich hodnot.

Relativni rozdil souc¢asnych hodnot.

Durace a konvexita Bud PV (CF, &) soucasnd hodnota zdvisld na toku penéz a tirokové mife. Zkoumame
relativni zménu PV v zdvislosti na zméné Grokové miry, tedy vyraz

PV(CF,¢ + A¢) — PV(CF,€)
PV(CF,¢)

funkci
PV(CF, £+ A) — PV(CF,¢)

A PV(CF, ¢)

Rozvineme do taylorovy fady:

D,(PV)(CF,§)
PV(CF,¢)

(D22) (PV)(CF, )
PV(CF,¢)
(D222) (PV)(CF, §)

PV(CF,¢)

0+ A+1/2 A+

(D2,2,2,2) (PV)(CF,§)
PV(CF,¢)
1 (D2p2p2,2) (PV)(CF,§)
120 PV(CF,¢)

+1/6 A% 4+1/24 A+

A%+ 0 (A°)

A definujeme:

Definice: Durace (v literatufe se tak nazyvaji i rizné jiné modifikace tohoto vyrazu) t je druhy ¢len vyse uvedené
taylorovy rady:
D5 (PV)(CF,§)
PV(CF,¢)

Definice: Konvexitat je az na numericky koeficient tfeti ¢len vyse uvedené taylorovy rady:

(D2,2) (PV)(CF, &)
PV(CF,¢)

Priklad: Uvazujme pét projekti:

CF; := (—1000, 300, 500, 200, 100)

CFs := (—1000, 47, 47,47, 1047)

CF; := (—851.18586, 281.0005, 170.39716, 300, 200)
CF, := (—600, —500, —300, 400, 500, 600)

CFs := (1200, —400, —300, —200, —400)

T Duration =discount mean term of the cash flow = elasticity of the net present value. Je vyjddfena v jednotkdch

casu.

i konvexnost(?) konvexity of a cash flow. Je vyjadrena ve ¢tvercich jednotek Casu.
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3.5.2.4 Projekty 1,2,3.,4 jsou prvniho druhu, projekt 5 je druhého druhu. Projekt 2 picedstavuje kupénovy dluhopis.
Soucasna hodnota zavisi na trokové mife:

=1 = 0,04706344221
=y = 0,04700000000
=3 = 0,04723874435
=4 = 0,02082688008
=5 = 0,03338619090

Tedy akceptujeme 1., 2., 3., 4., projekt je-li £ < 0.02082688008 akceptujeme 1., 2., a 3., projekt je-li £ €
(0.02082688008, 0.047) a akceptujrma pouze 5., je-1i 0.04723874435 < &

3.5.2.5 Porovndme nyni pouze 1. a 3. projekt. Rozdil soucasné hodnoty v okoli Grokové miry 0.02 je zanedbatelny. I
durace jsou priblizné stejné, ale rozdil konvexnosti je v okoli bodu 0.02 kladny, 3. projekt ma konexnost vétsi nez
druhy, to znamenad, Ze pti zméné rokové mirz poroste rychleji, proto ddme prednost 3. projektu.
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