Poèetní základy ˛nanèní matematiky

sylabus 3. pøednáźky

(5.7) 12. 10. 2005 3.4.1 Spoøení 3.4.1.1 Nyní odvodíme jedinný vzorec, který v sobì zahrne pøedlhùtní i polhútní spúoøení i vźechna mo¿ná mezilhùtní spoøení, splácení dluhù a vypúlácení dùchodù. Pro neu¿iteènou úplnost odvodíme tento vzorec i pro jednoduché úroèení.

3.4.2 Spoøení pøi slo¿eném úroèení a ekvidistantních úlo¿kách 3.4.2.1 Pøedpokládejme, ¿e ukládáme v ekvidistantních okam¿icích, které jsou od sebe v èase vzdáleny τ, ¿e první úlo¿ka se dìje v okam¿iku ε, druhá v okam¿iku ε + τ, tøetí v okam¿iku ε + 2 · τ. . . a poslední v okam¿iku ε + T .

3.4.2.2 Ukládáme v èase n · τ + ε, n = 0 . . . T 3.4.2.3 Kolik je úlo¿ek v èase t < T + ε?

pocetA := CelaCast � t − ε τ � + 1 a v èase T + ε < t je ulo¿eno pocetB := T τ + 1 úlo¿ek, co¿ je celé èíslo. Tedy obecnì, ukládáme-li v èase n · τ + ε, n = 0..T máme v èase t

pocet := min (pocetA, pocetB) = min � CelaCast � t − ε τ � + 1, T τ + 1 �

úlo¿ek.

3.4.2.4 Ve kterém okam¿iku se ukládá i-tá úlo¿kla?

okamzik := i → i · τ + ε

3.4.2.5 Jak dlouho se do okam¿iku túroèí i-tá úlo¿ka je-li okamzik (i) ≤ t tj. i · τ + ε ≤ t ?

doba := i → t − okamzik (i) = t − i · τ − ε

3.4.2.6 Jaká je souèasná hodnota (tj. pùvodní nominální hodnota a úroky z ní) i-té úlo¿ky v èase tpøí úrokové míøe ξ, je-li okamzik (i) ≤ ta pokud byla v okam¿iku ukládání její nominální hodnota z? hodnota := i → z (1 + ξ)^{doba(i)} ; hodnota (i)je tedy za pøedpokladu

i τ + ε ≤ t

rovna hodnota (i) = z (1 + ξ)^{(t−i τ−ε)}

3.4.2.7 Chceme-li seèíst souèasné hodnoty vźech úlo¿ek provedených v èase pøedcházejícím nobo rovném okam¿iku t.

Dostáváme øadu_{pocet−1} � i=0 hodnota (i)

3.4.2.8 Podíl i-tého a i + 1-ního èlenu této øady nezávisí na i, mù¿eme jej oznaèit kvocient, a je roven

kvocient := hodnota (i + 1) hodnota (i)

= (1 + ξ)^{(−τ )}

Jedná se tedy o geometrickou øadu.

3.4.2.9 Poèet èlenù této øady je PocetClenu = min � CelaCast � t − ε τ � + 1, T τ + 1 �

nultý èlen je NultyClen := hodnota (0) = z (1 + ξ)^{(t−ε)}

tedy souèet je:

z (1 + ξ)^{(t−ε)} � (1 + ξ)^{(−τ )}

�_{min}(_{CelaCast}( t−ε_τ )_{+1,} T_{τ +1}) − 1 �

(1 + ξ)^{(−τ )} − 1 De˛nujme funkci

ψ: (τ, ϵ, ξ, z, T, t) → z (1 + ξ)^{(t−ε)} � (1 + ξ)^{(−τ )}

�_{min}(_{CelaCast}( t−ε_τ )_{+1,} T_{τ +1}) − 1 �

(1 + ξ)^{(−τ )} − 1

Graf této funkce v závislosti na èase je na obrázku � �fffifl ffifflıȷ`´ˇ ˘¯˚¸ßæœ øÆŒØ!” #$%&’() *+,-./0

jednak pro hopdnoty parametrù τ = 1/3, ϵ = 1/6, ξ = 3/4, z = 5, T = 2 − 1/3, jednak pro spoøení, které skonèí o chvíli døíve a koleèky (body) je namalován souèet nominálních výźí úlo¿ek.

3.4.2.10 Pøíklad: Pøedpokládejme, ¿e ukládáme 10. den ka¿dého mìsíce 250Kè. Zaèneme v bøeznu a skoèíme v kvìtnu o tøi roky pozdìji. Jaký bude stav úètu na konci onoho kvìtna, je-li úroková míra stále 2/50 p. a.?

• vzdálenost sousedních dvou v èase je jeden mìsíc, to je^1_{12} roku (nìkdy je to 30 dní, nìkdy 31 dní, nìkdy 28 dní).

3.4.2.10.1 • První (pøibli¿né) øeźení: • za poèátek vezmeme 1. bøezen.

• za jednotku èasu bereme rok a tedy T = 3 +^3_{12} , t = 3 + 2/12 • poèítáme vźechny mìsíce tøicetidenní a tedy ε =^1_3 • mìsícù je 12 za rok pak jde o mezilhùtní spoøení a podle vzorce: ψ � 1 12 , (1/12) 3 , 2 50 , 250, 3 + 2 12 , 3 + 3 12 � = 10404.3298

3.4.2.10.2 • Druhé (pøibli¿né) øeźení:

• za poèátek vezmeme 10. 3. Pak je ε = 0a • t = 12 +^3_{12} −^1_{12·3}

ψ � 1 12 , 0, 2 50 , 250, 3 + 2 12 , 3 + 3 12 − 1 36 � = 10404.3298

3.4.2.10.3 • Tøetí (pøibli¿né) øeźení: • Spoèítáme efektivní úrok za mìsíc. • Za jednotku èasu bereme mìsíc

ξ_{mesic} := −1 + 1 25 26^{112} 25^{1112} = 0.003273740 ψ � 1, 1 3 , ξ_{mesic}, 250, 3 · 12 + 2, 3 · 12 + 3 � = 10404.3298

3.4.2.10.4 • Pøesné øeźení zále¿í na tom, je-li rok pøestupný, pøedpokládejme, ¿e není, nebo není a po jakou dobu zùstávájí úroky konstantní, pøedpokládejme,¿e po jeden den. Pak doby, po kterou jsou úlo¿ky úroèeny jsou posupnì:. . .

3.4.2.11 Poznámka: Uvedené úvahy mú¿eme zobecnit a pak v¿dy vystaèíme se vzorcem 3.4.0.8 tedy bez ε, (zejména tedy není rozdíl mezi pøedlhùtním a polhùtním spoøení).

3.4.2.12 Pokud navíc pøedpokládáme, ¿e v èase ϵ_0 byla ulo¿ena èástka z_0 je stav úètu v èase t

z_0 · (1 + xi)^{t−ϵ0} + z (1 + ξ)^{(t−ε)} � (1 + ξ)^{(−τ )}

�_{min}(_{CelaCast}( t−ε_τ )_{+1,} T_{τ +1}) − 1 �

(1 + ξ)^{(−τ )} − 1

3.4.2.13 Poznámka: poznamenejme jeźtì, ¿e pokud oznaèíme

ψ: t → z_0 · (1 + xi)^{t−ϵ0} + z (1 + ξ)^{(t−ε)} � (1 + ξ)^{(−τ )}

�_{min}(_{CelaCast}( t−ε_τ )_{+1,} T_{τ +1}) − 1 �

(1 + ξ)^{(−τ )} − 1

ϕ_1: t → z_0 (1 + ξ)^{(t−ε0)} + z (1 + ξ)^{(t−ε)} � (1 + ξ)^{(ε−t−τ)} − 1 � (1 + ξ)^{(−τ )} − 1

ϕ_2: t → z_0 (1 + ξ)^{(t−ε0)} + z (1 + ξ)^{(t−ε)} � (1 + ξ)^{(ε−t)} − 1 � (1 + ξ)^{(−τ )} − 1

pak platí pro vźechna 0 < t < T + ε

ϕ_2 (t) < ψ (t) < ϕ_1 (t) ψ (nτε) = ϕ_1 (nτε) lim t→(nτε)^−

ϕ_2 (t) =ψ (nτε)

Co¿ nám napøíklad umo¿òuje po dobu spoøení v okm¿icích ukládání úlo¿ek poèítat stav úètu funkcí phi_1, která je jednodu¿źí (zejména je analytická), ne¿ funkce ψ, která je v okam¿icích ukládání úlo¿ek nespojitá. Graf vźech tøí funkcí je na následujícím obrázku: � �fffifl ffifflıȷ`´ˇ ˘¯˚¸ßæœ øÆŒØ!” #$%&’() *+,-./0

hodnoty jsou: τ = 1/3, ϵ = 1/6, ξ = 3/4, z = 5, T = 5/3.

3.4.3 Spoøení pøi jednoduchém úroèení a ekvidistantních úlo¿kách 3.4.3.1 Pøedpokládejme, ¿e ukládáme v ekvidistantních okam¿icích, které jsou od sebe v èase vzdáleny τ, ¿e první úlo¿ka se dìje v okam¿iku εa poslední v èase T + epsilon 3.4.3.2 V èase t < T + ε máme pocetA := CelaCast

�_{t−ε} τ � + 1 a v èase T + ε < tmáme pocetB :=^T_τ + 1úlo¿ek, tedy v èase 0 < t máme pocet := min (pocetA, pocetB)úlo¿ek, i-tá úlo¿ka se ukládá v okam¿iku okamzik := i → i τ + ε okamzik := i → i τ + ε A do okam¿iku t se úroèí po dobu

doba := i → t − okamzik (i) ; doba (i) = t − i τ − ε

3.4.3.3 Její hodnota v okam¿iku t je

hodnota := i → z (1 + ξ doba (i)) ; hodnota (i) = z (1 + ξ (t − i τ − ε))

3.4.3.4 Máme seèíst souèasné hodnoty (jejích pùvodní hodnoty a úroky) vźech úlo¿ek a¿ do okam¿iku t. Rozdíl hodnoty i-té a i + 1-ní úlo¿ky je

diference := (hodnota (i + 1) − hodnota (i)) = −z · ξ · τ

A tedy nezávisí na t a tedy øada je aritmetická. Nultý èlen má v èase t hodnotu

hodnota (0) = z · (1 + ξ · (t − ε))

a poslední úlo¿ka má v èase t u¿ hodnotu hodnotu

hodnota (pocet − 1) = z · � 1 + ξ � t − � min � CelaCast � t − ε τ � + 1, · T τ + 1 � − 1 � τ − ε �

tedy souèet je: 1 2 (hodnota (0) + hodnota (pocet − 1)) · pocet = − 1 2 z · � −2 − 2 · ξ · t + 2 · ξ · ε + ξ · τ min � T τ + 1, CelaCast � − −t + ε τ � + 1 � − ξ τ � · ·min � T τ + 1, CelaCast � − −t + ε τ � + 1 �

3.4.3.5 Pokud navíc pøedpokládáme, ¿e v èase ϵ_0 byla ulo¿ena èástka z_0 je stav úètu v èase t

x_0 · (1 + ξ · (t − ε_o)) − 1 2 z · � 2 · ((ε − t) · ξ − 1) + ξ · τ · min � T τ + 1, CelaCast � − −t + ε τ � + 1 � − ξ τ � · ·min � T τ + 1, CelaCast � − −t + ε τ � + 1 �

3.4.3.6 Poznámka: Nyní jeźtì uva¿ujme smíźené úroèení: rozdìlíme èas t na [t] + (t − [t]). Po dobu [t] se uroèí podle 3.4.2.12. Naspoøená èástka je pak hodnotou x_0 v èase t = [t] v , kterým se spori po dobu t − [t] 3.4.3.7 Poznámka: Je-li ϵ = 0 jde o spoøení pøedlhùtní, je-li ϵ =^1_k jde o spoøení polhùtní Je-li t < 1 øíká se spoøení krátkodobé, Je-li t > 1 øíká se spoøení dlouhodobé.

3.4.4 Dùchod 3.4.4.1 Dùchod je spoøení se zápornými úlo¿kami (a vìtźinou s nenulovou poèáteèní úlo¿kou a nezáporným zùstatkem). 3.4.4.2 Volíme, bez újmy na obecnosti k = 1 (tj. budeme uva¿ovat efektivní úrok pro odobí, v nìm¿ dochází k výplatám). 3.4.4.3 Dùchod bezprostøední, polhùtní (na konci ka¿dého úrokového období jsou vypláceny konstantní platby (anuity)):

V 3.4.2.12 volíme ϵ =^1_k , ϵ_0 = 0. Záporné úlo¿ky z pøedstavují vyplácené èástky −z. Stav konta se urèí vzoreèkem 3.4.2.12. Pro vyoreèky, které následují byl pou¿it ovźem pomocný vztah 3.4.2.13.

• Poèáteèní úlo¿ka, kterou je potøeba v èase ε_0 uèinit, aby mohl být dùchod o nominální výźi −z vyplácen v okam¿icích nτ + ε po dobu t pøi úrokové míøe ξ;

• Okam¿ik, ve kterém je potøeba ulo¿it poèáteèní úlo¿ku z_0, aby mohl být dùchod o nominální výźi −z vyplácen v okam¿icích nτ + ε po dobu t pøi úrokové míøe ξ; • doba, mezi dvìma výplatami dùchodu a • nominální výźe jednotlivých výplat (pøedpokládáme, ¿e jsou vźechny stejhné) po dobu t pøi úrokové míøe ξ. . .

jsou øeźením rovnice ϕ = 0: 3.4.4.4

z_0 = z (1 + ξ)^{(τ +ε0−ε)} � (1 + ξ)^{(−τ )}

�( t−ε+τ_τ ) − 1 �

−1 + (1 + ξ)^τ

ε_0 = t ln (1 + ξ) − ln � �− z � −1 + (1 + ξ)^{(t−ε+τ )} � z_0 (−1 + (1 + ξ)^τ ) � � ln (1 + ξ)

τ = − ln � z_0 (1 + ξ)^t + (1 + ξ)^{(ε0+t−ε)} z z_0 (1 + ξ)^t + z (1 + ξ)^{ε0} �

ln (1 + ξ)

−z = z_0 � − (1 + ξ)^{(ε−ε0−τ )} + (1 + ξ)^{(ε−ε0)} �

1 − � (1 + ξ)^{(−τ )}

�( t−ε+τ_τ )

3.4.4.5 Jaká je doba, po kterou bude celá poèáteèní úlo¿ka z_0 vyplacena jako dùchod? Pro jednoduchost opøedpokládejme, ¿e τ = 1, tj. ¿e úroková míra ξ je spoèítána pro dobu, která je vzdáleností dvou po sobì jdoucích výplat dùchodu v èase. Potom t = ln( z z_0 ξ + z ξ (1 + ξ)^{(−ε+ε0)} + z (1 + ξ)^{(−ε+ε0)}

) + ln(1 + ξ) ε_0

ln(1 + ξ)

3.4.4.6 Dùchod odlo¿ený, je dùchod s ε_0 < 0.

3.4.4.7 Dùchod vìèný je dùchod pøi kterém je vyplácená èástka −z_0 rovna úroku.

3.4.4.8 Za splnìní vhodných pøedpokladù budou vzoreèky jednodu¿źí. Tak tedy, pøedokládejme, ¿e známe ulo¿ený kapitál v okam¿iku t = 0 a ¿e se z nìj zaène vyplácet od tohoto okam¿iku pravidelný dùchod a¿ do úplného vyèerpání úètu v èase T èástkami −z v okam¿icích n · τ, N_0 a ¿e efektivní úrok, jím¿ se úroèí zústatek na úètu má za dobu τ míru ξ. Pak tyto velièiny musí podle 3.4.2.12 splòovat rovnici:

0 = z_0 (1 + ξ)^T + z (1 + ξ)^T � 1 1 + ξ

�_{(T +1)} − 1 �

1 1 + ξ − 1 ze které plyne: T = ln � z z_0 ξ + z ξ + z �

ln (1 + ξ)

z_0 = −

� ξ − � 1 1 + ξ

�_T + 1 � z ξ −z = z_0 ξ ξ − � 1 1 + ξ

�_T + 1

3.4.5 Splácení úvìru Splácení úvìru je spoøení, pøi záporné poèáteèní úlo¿ce, pøi kterém chceme naspoøit èásrku 0, z_0 < 0, z > 0.

3.4.5.1 Anuita (=splátka) = úmor + úrok 3.4.5.2 Pøíklad: Pøedpokládejme, ¿e na ùèet ukládáme v okam¿icích (t_i)_{i=1...t} èástky (z_i)_{i=1...t} a v okam¿icích (τ)_{j=1...t} vybíráme èástky (w_j )_{j=1...t}. Pokud nás zajímá stav úètu v èase T > t_i, τ_i musíme seèíst budoucí hodnotu vźech tìchto èástek, pøíèem¿ vybírané èástky jsou v souètu záporné: � i (z_i)(1 + ξ)^{ti} − � j |w_j |(1 + ξ)^{τj}

3.4.5.3 Pøíklad: Pøedpokládejme, ¿e se bìhem spoøení zmìní úroková míra. Stav úètu spoèítáme tak, ¿e seèteme budoucí hodnotu vźech últo¿ek, které se dìly za první úrokové míry v okam¿iku, kdy se úroková míra mìní. Pak k budoucí hodnotì této èástky v okam¿iku, ve kterém poèítáme stav úètu | jde o slo¿ené úroèení | pøièteme budoucí hodnotu vźech úlo¿ek, které se dìjí za druhé úrokové míry od zmìny úrokové míry a¿ po okam¿ik, ve kterém poèítáme stav úètu. (1 + ξ_2)^T � i (z_i)(1 + ξ_1)^{ti} + � j (z_j )(1 + ξ_2)^{tj} ,

T je doba, po kterou probíhá druhá èást spoøení.

3.4.5.4 Pøíklad: 12. den ka¿dého mìsíce ukládáme 100zlatých. 24. den 6. a 12. mìsíc vybíráme 600zlatých. Jaký je stav naźeho ùètu 1. 1. 2010, pokud prvních 5 let byla úroková míra 0.06 p. a. a zbylých 5 let 0.04 p. a. a pokud byl zalo¿en 1. 1. 2000? Pro jednoduchost uva¿ujte ka¿dý mìsíc 30denní a ka¿dý rok 12 mìsíèní.

3.4.5.5 Øeźení: Vźimnìme si, ¿e po 6 mìsících vybereme v¿dy vźechno, co jsme na úèet vlo¿ili a zbydou nám jenom úroky. Stav úètu po deseti létech je

(1 + ξ_2)^{PocetLetB}

�_{12 PocetLetA} � i=1 z_1 (1 + ξ_1)^{PocetLetA−i/12+1/20} −

2 PocetLetA � i=1 z_{−1} (1 + ξ_1)^{PocetLetA−i/2+ 160} �

+ 12 PocetLetB � i=1 z_1 (1 + ξ_2)^{PocetLetB−i/12+1/20} −

2 PocetLetB � i=1 z_{−1} (1 + ξ_2)^{PocetLetB−i/2+ 160}

kde xi_1 = 3/50, xi_2 = 1/25, z_1 = 100, z_{−1} = 60, PocetLetA = 5 a PocetLetB = 5. Vźechny ètyøi øady jsou geometrické, tak¿e je snadné je seèíst. Souètem zjistíme, ¿e na úètu budeme mít 193,375167 zlatých.

3.4.5.6 Pøíklad: Kdy vznikl dluh. 1000 zlatých, který splatíme 20 mìsíèními splátkami o velikosti 100 zlatých pøí úrokové míøe 1/3 p. a.?

3.4.5.7 Øeźení: Budoucí hodnota dluhu a budoucí hodnota splátek za 20 mìsícù bude stejná. Tedy

z_0 (1 + ξ)^{t+ 1912} = 20� i=1 z (1 + ξ)^{i/121/12} ,

neboli

z_0 (1 + ξ)^{t+ 1912} = z + z (1 + ξ)^{1/12} + z^6 � 1 + ξ + z^4 � 1 + ξ + z^3 � 1 + ξ + z (1 + ξ)^{512} + z � 1 + ξ+ +z (1 + ξ)^{712} + z (1 + ξ)^{2/3} + z (1 + ξ)^{3/4} + z (1 + ξ)^{5/6} + z (1 + ξ)^{1112} + z (1 + ξ) + z (1 + ξ)^{1312} + +z (1 + ξ)^{7/6} + z (1 + ξ)^{5/4} + z (1 + ξ)^{4/3} + z (1 + ξ)^{1712} + z (1 + ξ)^{3/2} + z (1 + ξ)^{1912} ,

kde z_0 = 1000, z = 100, ξ := 1/3 a t je neznámé. Po dosazení dostaneme exponenciální rovnici

1000 · 1,333333333^{t+1,583333333} = 2535,604510,

kterou vyøeźíme logaritmováním � øeźením rovnice AB^{C+x} = D je x = −^{ln(B)C−ln(D)+ln(A)}_{ln(B)} � . Zjistíme, ¿e dluh vznikl pøed 1,6509 roky t. j. pøed 19,81 mìsíci.

3.4.5.8 Pøíklad: Splácíte dluh 12345 chechtákù pøi úrokové míøe 12,3/100 (za splátkové odobí) splátkami 2345 chechtákù.

Jak velká bude poslední splátka.

3.4.5.9 Øeźení: Poèítáme v jakém okam¿iku by byl rozdíl budoucí hodnoty dluhu a splátek

Z (1 + ξ)^t − t−1� i=0 z (1 + ξ)^i ,

kde Z = 12345, ξ := 123/1000 a z := 2345, nulový, tedy øeźíme rovnici

12345 � 1123 1000

�_t − t−1� i=0 2345 � 1123 1000

�_i = − 826565 123 � 1123 1000

�_t + 2345000 123 = 0 Její øeźení je t = ln(^{469000}

165313 )

ln(^{1123}_{1000} ) co¿ není celé èíslo. Dosadíme tedy do prvního výrazu njbli¿źí menźí celé èíslo (to je 8) a spoèítáme rozdíl. Ten pak jedno úrokové období úroèíme a tak dostaneme èástku, kterou v devátém splátkovém období splatíme dluh. Dluh bude splacen 9. splátkami. Poslední splátka bude mít hodnotu 2320,753691 chechtákù co¿ je o 24,246309 chechtákù ménì, ne¿ ostatní splátky.

3.4.5.10 Pøíklad: Kolik byste naspoøili, kdybyste bìhem svého ¿ivota pøi konstantní úrokové míøe 0.04p. a. ulo¿ili v ekvidistantních okam¿icích (poprvé v den svého narození, naposledy dnes) 3.4.5.10.1 • 5 krát 1/5 z 10^6 korun a kolik byste uspoøili, kdybyste ulo¿ili ekvidistantních okam¿icích 3.4.5.10.2 • 108 krát 1/108 z 10^6 korun?

3.4.5.11 Jaká je limita souèasné hodnoty tohoto spoøení, je-li velikost úlo¿ek 1/n a poèet úlo¿ek n pro n → ∞? Dosadíme hodnoty:

Dnes := 7, 12, 2003 DatNar := 6, 11, 1982

ξ := 1 25 a de˛nujeme funkce z := n →

1000000 n doba := n →

DOBA n ,

kde DOBA je vzdálenost mezi dneźkem a datem narození. V naźem pøípadì

DOBA := 7701

Øeźení prvních dvou pøíkladù je

z(n) · n� i=0 ((1 + ξ)^{i∗doba(n)/365}

co¿ je pro n = 5 250000 27 107� i=0 � 26 25 � 2567_{13140 i} = 1550052.583

a pro n = 108

200000 4� i=0 � 26 25 � 7701_{1825 i} = 1430796.087

Dále platí

lim_{n→∞} z(n) · � ((1 + ξ)^{i∗doba(n)/365} =

= lim_{n→∞} 64 363797880709171295166015625 · · � 518131871275444637960845131776 26^{36365} 25^{329365} − 5684341886080801486968994140625 � · · lim_{n→∞} n^{−1} � 26^{7701365 n−1} 25^{− 7701365 n−1} − 1

�_{−1} = = 2257874.470

3.4.5.12 Pøíklad: Je výhodnìjźí zaplatit teï 1/20 ceny a pak ka¿dý z následujících 11 mìsícù 1/10 ceny, nebo zaplatit teï 1/10 ceny a pak ka¿dý z následujících 20 mìsícù 1/20 ceny?

3.4.5.13 Øeźení: Vybíráme projekt s menźí souèasnou hodnotou. (Peníze máme zaplatit a tak chceme zaplatit co nejménì).

Øeźení je závislé na úrokové míøe: Hodnota první projektu v okam¿iku první splátky je:

P 1 = 1/20 + 11� i=1 1/10 (1 + ξ)^{−i}

Hodnota druhého projektu v okam¿iku první splátky je:

P 2 = 1/10 + 20� i=1 1/20 (1 + ξ)^{−i}

Hledáme nejprve úrokovou míru ξ, pro kterou se souèasné hodnoty rovnají P 1 = P 2. Tato úroková míra je koøenem algebraické rovnice stupnì 20. Polynom 20 stupnì je spojitá funkce a tak na intervalech jejich¿ krajní body jsou jeho po sobì jdoucí koøeny nemìní znaménko. Zajímají nás jen kladné koøeny. Takový je jedinný a je to ξ_0 = 0,01130441950 Nyní dosazením do projektù za úrokovou míru zjistíme, který je výhodnìjźí na intervalu ⟨0, ξ_0) a který je výhodnìjźí na intervalu (ξ_0, ∞) (v bodì ξ_0 jsou oba projekty stejnì výhodné). Pokud dosadíme body: 0 a 0,1 dostaneme

0 0.1 P1 1.05 0.6644567105 P2 1.1 0.5256781862

V prvním sloupeèku tabulky máme èísla, která si zákazníci vìtźinou spoèítají. Zjistí z nich o kolik zaplatí nominálnì víc, ne¿ byla pùvodní cena. A pøitom neberou v potaz úrokovou míru a fakt, ¿e peníze, které zaplatí pozdìji mají menźí hodnotu. Jeźtì primitivnìjźí lidé, jak je patrné z formulací reklam, které jsou pro nì psány, si vźímají pouze velikosti jednptlivých splátek splátek a nebo pouze velikosti první splátky (Odneste si novou praèku hned a zaplażte jen desetinu její ceny!). Z Naźeho, èistì obchodního, zpùsobu nazíráni se jeví, ¿e pøi úrokové míøe menźí ne¿ 0,01130441950, je výhodnìjźí první splátkový kalendáø, pøi vìtźí úrokové míøe druhý. Sokrates by se asi smál a øekl by ¿e novou praèku nepotøebuje. Mo¿ná by ale kladl dosti hloupé otázky, které by obchodníky kolem popuzovali.

3.4.5.14 Pøíklad: Jaká je reálná hodnota kapitálu úroèeného konstantní úrokovou mírou 0.04, po dobu jednoho roku, kdy¿ index cen byl postupnì ve dvanácti mìsících tohoto roku 100, 101.3, 102.5, 103, 103, 104.7, 104.5, 105.1, 106.7, 106.6, 106.7, 108?

3.4.5.15 Øeźení: Míra in‚ace za onen rok je: ι = 108 100 − 1 = 2 25 , úroková míra je ξ = 1 25 a reálná hodnota kapitálu je 1 + ξ 1 + ι = 26 27 násobek pùvodní hodnoty.

3.4.5.16 Pøíklad: Pøedpokládaná roèní míra in‚ace byla 0.02, skuteèná míra in‚ace byla 0.04. O kolik by se musela sní¿it daò, aby zústal èistý reálný výnos z úrokù stejný jako byl ten, který jsme pùvodnì oèekávali?

3.4.5.17 Øeźení: Rovnice x (1 + ξ (1 − δ)) 1 + ι_1 = x (1 + ξ (1 − δ + h)) 1 + ι_2 má pro ι_1 = 1 50 , ι_2 = 1/25

tvar 50 51 + 50 51 ξ (1 − δ) = 25 26 + 25 26 ξ (1 − δ + h)

a øeźení v závislosti na hodnotách úrokové míry a daòové sazbì: h = 1 51 1 + ξ − ξ δ ξ tj.: Pokud byla pùvodní daòová sazba δ musela by se zmenźit, pøi úrokové míøe ξ o h = 1/51 · (1 + ξ + ξ · δ)/ξ. Tedy napøíklad pøi úrokové míøe ξ = 1 52 · δ − 1 je k udr¿ení reálné hodnoty potøeba sní¿it daòovou sazbu δ na nulu.

3.4.5.18 Pøíklad: Pan Akihito si nechává vyplácet od svých źedesáti let dùchod, 150chechtákù roènì z úètu, na nìm¿ mìl v den svých 60. narozenin a tedy v den první výplaty nahromadìno 1000chcechtákù. A¿ bude úèet vyèerpán, pan Akihito vykoná sepuku (rituální sebevra¿du). Pohøeb mìl naplánovaný na své 73 narozeniny kdz utratí poslední vyplacený dùchod. O kolik let se jeho ¿ivot zkrátí, pokud úroková míra klesne na polovinu? Hledáme èas T , ve kterém bude hodnota vźech výpklat stejná jako hodnota poèáteèního stavu úètu Z_0

Z_0 (1 + ξ)^T = T� i=0 z (1 + ξ)^i = z � (1 + ξ)^{T +1} − 1 � ξ kde Z_0 := 1000 a z := 150. tedy øeźíme rovnici

1000 (1 + ξ)^T = 150

(1 + ξ)^{T +1} − 1 ξ Pan Akihito zøejmì pøedpokládal, ¿e poslední výplacený dùchod dostane o svých 72. narozeninách, tedy, ¿e mu bude dùchod vypláceźn po dobu T = 12 let. Pro tuto dobu má rovnice øeźení

ξ = 0,1397434523

pokud je úroková míra polovièní, je ξ = 0,06987172615 a pro tuto hodnutu ξ má rovnice tvar

Z_0 e^{0.06753875904 T} = 2146.791107 e^{0.06753875904 T +0.06753875904} − 2146.791107

a øeźení T = 7.463586747

co¿ je o 4.536413253 let ménì, ne¿ pùvodní plánovaná doba. Tedy poslední výplatu dùchodu dostane pan Akihito pøi svých 68 narozeninách, ale bude u¿ menźí, ne¿ byly pùvodní. Tak¿e sepuku vykoná nejpozdìji pøi svých 69 narozeninách.

3.4.5.19 Pøíklad: Jedne ze tøí klasických motivù poptávky po penìzích podle Johna Maynarda Keynese je spekulaèní motiv.

Keynes se zabýval otázkou, proè subìkty dr¿í (poptávají) vìtźí mno¿ství penìz, ne¿ je objem penìz poptávaný z transakèního a opatrnostního motivu. Soudil, ¿e tyto peníze jsou dr¿eny v dùsledku nejistoty o pohybu budoucích úrokovýchsazeb a v dùsledku vztahu mezi úrokovousazbou a tr¿ními cenami obligací. Dùsledkem rùstu úrokových sazeb jsou kapitálové ztráty z dr¿ení obligací.

Uva¿ujme perpetuitu, tj. obligaci, která není nikdy dospìlá (zralá) | její jistina nebude nikdy splacena ale pøináźí svému dr¿iteli pevnou roèní kupónovou platbu. Nechż je investorem koupena tato obligace za tr¿ní cenu 1000Kè, a nechż jsou výnosy z kupónù 100Kè roènì. Jakou hodnotu má tato obligace pokud bì¿ná tr¿ní úroková sazba klesla na polovinu?

Dr¿ení obligace odpovídá vìènému dùchodu o pravidelných výplatách 100Kè roènì pøi ulo¿eném kapitálu 1000Kè. Roèní úroková míra, odpovídající roènímu uroku 100Kè z 1000Kè v okam¿iku, kdy investor obligaci koupil je

1000 ξ_0 = 100

ξ_0 = 1/10

nynyní je ale úroková míra polovièní ξ_1 = 1/20

a pøi ní je hodnota obligace z · ξ_1 = 100 z = 2000

Tedy kapitálový zisk je 1000Kè 3.4.5.20 Pøíklad: Kurs jen-min-piao (juan) je 36:37 k rupii je. Oèekávaný kurs v následujícím období je 34:39. Jakou z tìchto dvou mìn je výhodnìjźí podr¿et. vyjádøete tuto výhodu kvantitativnì.

κ_0 = 36 37 , κ_1 = 34 39 κ_t je hodnota rupie v jenech v èase t. Hodnota jenu v rupiích je pøevrácená hodnota κ_t Je-li κ_0 > κ_1 pak kurs rupie klesá v opaèném pøípadì kurs rupie stoupá. tedy v naźem pøípadì kurs rupie klesá. Mìøme zisk v této míøe: podr¿íme-li rupie, nic nezískáme, ani neztratíme. Podr¿íme-li místo rupií jeny, bude náź (relativní) zisk v rupiích roven: x · κ_0 κ_1 rupií = x · 702 629 rupií

x rupií investujeme, x · κ_0/κ_1 rupií získáme zpátky. Míra zisku je

κ_0 κ_1

− 1 = 73 629 Pokud bychom ctìli mìøit zisk v jenech, zisk bychom pøeźkálovali tak, ¿e dr¿ení jenu by pro nás znamenalo zisk 0 znamenalo by dr¿ení rupií ztrátu, kterou vyèíslíme takto: pokud investujeme do rupii x jenù, budeme mít v následujícím období u¿ jen x · κ^{−1}_0 κ_1jenù = 629 702 jenù

a míra zisku by byla κ^{−1}_0 κ_1 − 1 = −73 102

Jak to, ¿e nám nevyźlo èíslo s touté¿ absolutní hodnotou, jako v pøedchozím pøípadì? Proto¿e jsme zvolili jinou (vìtźí) jednotku (pøijít o jen je vìtźí ztrátam ne¿ pøijít o rupii). Vhodné by tedy bylo pro podobné výpoèty zvolit nìjakou pevnou mìnu.

3.4.5.21 Cvièení: Kurz mìn (1) jen-min-piao (2) ngultrum (bhùtán) a (3) kyata (Barma) je k Dánská korunì v èase

κ(i, t) = 9 i^{−1} + |sin(1/6 itπ)|

(tj. souèet absolutni hodnoty sinu źestiny souèinu poøadového èísla mìny èasu a èísla π s èíslem devìt dìleno poøadové èíslo mìny je cena v dánských korunách). Máte k dispozici 100 dánských korun a pøesnou znalost vźech kurzù pøedem. Smìäovat mù¿ete mìny v aktualních kurzech v èasech i = 1, 2, 3, 4, 5 bez poplatkù. Jakou nejvìtźí èástku mù¿ete vyobchodovat?

3.4.5.22 Pøíklad: Podmínka nekryté úrokové parity (uncovered interest parity condition), mezinárodní úroková arbitrá¿:

Uva¿ujme dvì mìny, tøeba CZK a USD, jejich kurzy v èase 0 a (skuteèný) a v èase 1 (pøedpokládaný) E(0) a E(1) (tj. E(i) je cena dolaru v korunách v èase i)dvì úrokové sazby ξ_{CZK} a xi_{USD}. Pokud investujeme v èase 0 koruny (o objemu x CZK) do dolarových depozit, bude náź zisk v èase 1 roven

Vynos_{US} = x · E(0)^{−1} · (1 + ξ_{USD}) · E(1) − x = x (1 + ξ_{USD}) E(1) E(0) − x Pøi jaké úrokové míøe ξ_C ZK by tento výnos byl stejný, jako výnos z Èeských depozit?

Vynos_{CZ} = x · ξ_{CZK}

Øeźíme rovnici Vynos_{US} = Vynos_{CZ} x (1 + ξ_{USD}) E(1) E(0)

− x = x · ξ_{CZK}

ξ_{CZK} = −

−E(1) − E(1)ξ_{USD} + E(0) E(0) Upravíme. Oznaème oèekávanou míru depreciace koruny proti dolaru Q: Q = E(1) − E(0) E(0)

Vydìlíme ξ_{CZK} Q, upravíme a zase Q vynásobíme. Dostaneme:

ξ_{CZK} Q = E(1)ξ_{USD} E(1) − E(0) + E(1) E(1) − E(0) − E(0) E(1) − E(0)

a tedy podmínka rovnováhy je

ξ_{CZK} = ξ_{USD} +

(E(1) − E(0)) ξ_{USD} E(0) − −E(1) + E(0) E(0)

Mù¿eeme shrnout: v rovnová¿ném stavu je rozdíl úrokových mìr roven zúroèené oèekávane míøe depreciace:

ξ_{CZK} = ξ_{USD} −

(1 + ξ_{USD}) (−E(1) + E(0)) E(0)

3.4.5.23 Poznámka: Výraz (E(1) − E(0)) ξ_{USD} E(0) Je velmi malý (pokud je ξ_{USD} i míra oèekávané depreciace malá, neboż jej jejich souèinem).

3.5 Je to moc nebo málo

3.5.1 Rozdíly v úrokových sazbách 3.5.1.1 Pøíklad: na trhu jsou dvì banky, jedna nabízí hypotéèní úrok s pevnou úrokovou mírou 4.1% a s komplikovanou administrativou. Druhá s úrokovou mírou 4.4% a se snadno dostupným úvìrem. Vypúlatí se nám podstupovat administrativní tì¿kosti, spojené s pøiznáním úvìru v první bance? jaá by byla cena obejití tìchto tì¿kostí ve druhé bance.

Poku sme po¿ádání o radu, máme øíkat, ¿e ve druhé bance je úroková míra o þ0.3% ni¿źíß nebo þjen o 0.3%ß ni¿źí? Jak vhodnì kvanti˛kovat dopad zmìny úrokové sazby?

3.5.1.2 Relativní rozdíl budoucích hodnot. 3.5.1.3 Relativní rozdíl souèasných hodnot.

3.5.2 Durace a konvexita Buï P V (CF, ξ) souèasná hodnota závislá na toku penìz a úrokové míøe. Zkoumáme relativní zmìnu PV v závislosti na zmìnì úrokové míry, tedy výraz

PV(CF, ξ + Δ_ξ) − PV(CF, ξ) PV(CF, ξ)

funkci Δ → PV(CF, ξ + Δ) − PV(CF, ξ) PV(CF, ξ)

Rozvineme do taylorovy øady: 0 + D_2(PV)(CF, ξ) PV(CF, ξ)

Δ + 1/2

(D_{2,2}) (PV)(CF, ξ) PV(CF, ξ)

Δ^2+

+1/6

(D_{2,2,2}) (PV)(CF, ξ)

PV(CF, ξ)

Δ^3 + 1/24

(D_{2,2,2,2}) (PV)(CF, ξ) PV(CF, ξ)

Δ^4+ + 1 120 (D_{2,2,2,2,2}) (PV)(CF, ξ) PV(CF, ξ)

Δ^5 + O � Δ^6 �

A de˛nujeme:

3.5.2.1 De˛nice: Durace (v literatuøe se tak nazývají i rùzné jiné modi˛kace tohoto výrazu) † je druhý èlen výźe uvedené taylorovy øady: D_2(PV)(CF, ξ) PV(CF, ξ)

3.5.2.2 De˛nice: Konvexita‡ je a¿ na numerický koe˛cient tøetí èlen výźe uvedené taylorovy øady:

(D_{2,2}) (PV)(CF, ξ) PV(CF, ξ)

3.5.2.3 Pøíklad: Uva¿ujme pìt projektù:

CF_1 := (−1000, 300, 500, 200, 100) CF_2 := (−1000, 47, 47, 47, 1047) CF_3 := (−851.18586, 281.0005, 170.39716, 300, 200) CF_4 := (−600, −500, −300, 400, 500, 600) CF_5 := (1200, −400, −300, −200, −400)

† Duration =discount mean term of the cash ‚ow = elasticity of the net present value. Je vyjádøena v jednotkách èasu.

‡ konvexnost(?) konvexity of a cash ‚ow. Je vyjádøena ve ètvercích jednotek èasu.

3.5.2.4 Projekty 1,2,3,4 jsou prvního druhu, projekt 5 je druhého druhu. Projekt 2 pøèedstavuje kupónový dluhopis.

Souèasná hodnota závisí na úrokové míøe:

Ξ_1 = 0,04706344221 Ξ_2 = 0,04700000000 Ξ_3 = 0,04723874435 Ξ_4 = 0,02082688008 Ξ_5 = 0,03338619090

Tedy akceptujeme 1., 2., 3., 4., projekt je-li ξ < 0.02082688008 akceptujeme 1., 2., a 3., projekt je-li ξ ∈ (0.02082688008, 0.047) a akceptujrma pouze 5., je-li 0.04723874435 < ξ 3.5.2.5 Porovnáme nyní pouze 1. a 3. projekt. Rozdíl souèasné hodnoty v okolí úrokové míry 0.02 je zanedbatelný. I durace jsou pøibli¿nì stejné, ale rozdíl konvexností je v okolí bodu 0.02 kladný, 3. projekt má konexnost vìtźí ne¿ druhý, to znamená, ¿e pøi zmìnì rokové mírz poroste rychleji, proto dáme pøednost 3. projektu.