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Pruméry
1. Obecna rozvaha a definice:
Investi¢nni fondy rady uvadéji primérnou miru vynosu za nékolik poslednich let. Mysli tim aritmeticky pramér z
vynost. Je ale jen velmi mdlo Givah, ve kterych by nahrazeni skute¢nych hodnot mér vynosu jejich aritmetickym
pramérem nevedlo k chybé.
Predpokladejme, Ze aritmeticky primér mér vynosi &1, &s,. . ., &,, za poslednich N let je K. Jakd je skuteCnd
vynosnost tohoto fondu za poslednich N let? Pokud zndme pouze aritmeticky primér, dovedeme ji pouze ohranicit
shora. MuiZeme fici, Ze vynosnost fondu byla mensi nebo rovna (1 + K )N —1.
1.1. Proof: Pro N = 2, pokud jsou &; a & miry vynosu za dvé po sobé jdouci obdobi a { mira vynosu za obé tato
obdobi. Pokud je K aritmeticky pramér &; a £& mame:

(1+§1)'(1+52):1+C

1
Sati=K W

odtud
&= -& +2K 2)
(=2K-&6%+24 K
a o
—(=-24+2K=0= & =K (3)
&1
pfitom
62
— _(=-2 4
8&24 (4)
Takze

¢ nabyvdmaxima( = 2 K + K2, je-li& = & = K.
Jelié = 0,jeés =2Kal =2K.
Je-lig = —-lje&s=1+2Ka(=-1

addle lim & = —oo, lim (= —00, lim & =00, lim (=-o0
&1—00 §1—00 §1—(—00) §1—(—00)
Zavislost vysledné miry vynosu na velikosti jedné ze dvou Grokovych mér pfi konstantnim aritmetickém praméru:
Pt
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3.5.3.10 Obriazek je proveden pro tuto volbu parametri:

3.5.3.14 pocet obdobi N = 2,

3.5.3.1#@ aritmeticky pramér vynosu K =1

3.5.3.13 Maximalni miry vynosu je dosaZeno, pokud jsou ob& miry vynost stejné a jsou rovny 1. Zdola neni mira vynosu
ohranicena.

3.5.3.14 Podobna situace nastane i v pripadé€, kdy je obdobi vice. Pokud zndme aritmeticky praimér K mér vynosu, mira

vynosu za N obdobi je
N-1 N-1
<1+NK<Z&>> (H(H&)):HC (5)
=1

=1

a funkce (, jejimz argumentem je N — 1 vynost & ma opét maximum a to
E+1=(01+K/N)Y -1 (6)

a neni zdola ohranicena.

3.5.3.1® Soucasna hodnota kapitdlu miZe byt 0 pfi libovolném aritmetickém primeéru vynost. K tomu je nutno a staci, aby
jedna mira vynosu byly rovna —1.

3.5.3.1® Kdyz m4 jeden fond vétsi prmérnou miru vynosu, nez druhy, neznamend to, Ze by zhodnoceni u tohoto fondu
muselo byt nutné vyssi.

3.6.8.17:

3.5.3.18 Z toho je patrno, Ze ndm takovyto primér vynostu nedava zadnou podstatnou informaci.

3.5.3.19 Lze fici, Ze jsme pouZili nespravny pramér. Ze pouziti geometrického priméru by ndm dalo lepsi vysledky.
Kdybychom poditali primér podle vzorce:

N (%)
¢ = (H (H@-)) —1 (7)

i=1

namisto

N .
(= 2=mb ®

n

dostali bychom piimo N -tou odmocninu miry celkového vynosu. Zejména fondy s vyS$$im primérnym vynosem
by mély i vyssi skutecny vynos.

3.5.3.20 Geometricky pramér, stejné jako exponencidlni primér, ktery hraje vyznamnou roli ve finanéni matematice téz,
Ize nazirat jako jisté zobecnéni aritmetického priméru pro vhodné zvolenou funkci £ ve tvaru:

voy=(o.5) = (k) (k@) + 550)) )

obecné vlastnosti tohoto priméru jsou popsany v [Azzel str. 229]

3.5.3.21 THEOREM: there exists a continuous and strictly monotonic function which gives a value of a mean (9) holds if,
and only if, o: I? — I is continuous and strictly increasing in booth variables, idempotent, commutative (symetric)
and medial (bysimetric) which means:

(roy)o(z0w) = (wo2)o(you) (10)

in the Book P. S. Bullen, D. S. Mitrinovi¢ P. M. Vasi¢; means and Their Inequalities, D. Reidel publishing
Company, Dordecht, Boston., Lancaster, Tokyo, 1988, ISBN 90-277-2629-9, p. 372 je pokus o axiomatickou
definici praméru:

3.5.3.2# je symetricky, is symetric,

3.5.3.28 homogenni (stupné 1), homogenous of degree 1,

3.5.3.24 reflexivni, reflexive

3.5.3.2® asociativni, associative, (primér n ¢isel ma tutéZ hodnotu, jako by mél, kdyby p < n z nich bylo nahrazeno svym
pramérem): f (a1, ...,an) = (f(a1,...,ap),...,f(a1,...,ap), Gps1,...,an)

3.5.3.2® arostouci ve vSech proménnych, icreasing in each variable.

3.5.3.27 Tato definice ndm nevyhovuje, protoZe napiiklad primérnd Grokova mira spofeni neni symetrickd (a symetrie neni
naruSena pohym pfidanim vah).
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3.5.3.28 Nevyhodou téchto koncepci je, Ze se pramér vztahuje k hodnotdm, ze kterych je pocitan, ale nikoliv k jejich
vyznamu, ¢ili k tomu, co s nimi chceme délat. (Tak napfiklad aritmeticky primér md smysl jen pro aditivni
veliciny, tj. pro veliCiny, které chceme scitat, ale obvykla definice aritmetického primeéru tuto restricky nezahrnuje).

Nabizime koncepci, kterd je jednoduZzsi, obecnéjsi a tuto nevyhodu nemd. Povaha primérovanych hodnot je zde
vyjadiena Gcelovou funkci, do které maji byt hodnoty dosazovény:

3.5.3.29 1.2. Definition: Z je priméma hodnota hodnot (z;);"; vzhledem k funkci F:]],c; X" — Y pokud n € I a
F((20)0y) = F((Z))) (G F (21,2, 20) = F (2,2, 2)).

3.56.3.30 Pokud je F prostd, je primér urCen jednozna¢éné, pokud existuje. Je-li Im (f) = Im (f|a), kde A je diagonala:
A = {(x)!_, € X}, primér existuje vZdy.

3.5.3.31 1.3. Example: Je-li F s¢itani, dosaneme aritmeticky primér. Je-li F nasobeni, dostaneme geometricky prumér.

3.5.3.32 Pfi volbach se hlasy scitaji. Aritmeticky primér hlasti odevzdanych pro tu kterou volebni stranu odpovida pomér-
nému zastoupeni strany v parlamentu.

3.5.3.33 Mira inflace se ndsobi. Je-li

L= [.01, .03, .02, .01, .03] (11)

mira inflace za pét po sobé jdoucich obdobi je mira inflace za celou tuto dobu

5
[T (+¢) | —1=".10386857 (12)

j=1
A pokud by byla inflace po vSechna obdobi stejnd a byla by rovna

. 1/5
k= J] A+4) —1=.019960783 (13)
7j=1

s ov

byla by mira inflace za 5 obdobi taz:

(1+k) | —1=.10386857 (14)

5

J

—_

Tedy pokud bude tcelova funkce
L H(]_—i—Lj) -1 (15)
J
Bude primér vzhledem k této funkci geometricky primér z hodnot 1 + ¢; a nebo jisty nepojmenovany primeér z
hodnot ¢;.

3.5.3.34 2. Pramérné vynosy penzijnich fondu:

3.5.3.35 Predpoklddejme, Ze zndme rocni vynosy penzijnich fondl. Hleddme néjaky primérny vynos, ktery by ndm umoznil
fondy porovnat.

3.5.3.36 Predpokladejme, Ze prispévky spofitele penzijnimu fondu jsou dlouhodobé stejné, (i pfes snahu fondt donutit
prispévatele ke stale vétsim prispévkum), mizeme ocekdvat, Ze pokud byly rocni pfispévky Gcastnika vCetné
statnich prispévka x a pokud byla mira jejich zlroc¢eni vznikld rozdélenim zisku v roce i rovna &; spofitel by
naspofil za dobu N:

N [
T Z (H (1 +€N—z‘+1)> (16)

Pro spofitele je tedy dulezity praimérny vynos fondu vzhledem k funkci

N J
O — | > (H (1+ &MH)) (17)

7j=1 =1
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by podle nasi definice byl takovy vynos (, ktery by spliioval rovnici:

N J _ (N+1)
=Z<H +5Ni+1>>=Z<H<1+<>>= Gre Iy

=1 7j=1 =1

Jde o algebraickou rovnici stupné N.

3.5.3.37 Pokud by obdobi bylo jenom jedno, byla by Grokova mira za toto obdobi rovna svému priméru:

(=-1+K (19)

s v 2

Pokud by obdobi byla dvé, méla by rovnice obecné dvé feSeni . V pripad€, Ze by nasporend Castka byla vétsi nez Z

spofené ¢astky by byla tato feSeni redlnd . V ptipadé, ktery povaZzujeme za rozumny, Ze by nasporend ¢astka byla
vétsi nez dvojndsobek sporené Castky by jedno feSeni bylo kladné a bylo by rovno

c:f—+ L TT IR (20)

V piipadé, Ze by obdobi byla tfi existovala by jedinna redlnd primérnd tirokovad mira a to:

28+ 108K + 1201 2K +81K?)"° —8 - 8328 + 108K + 120 + 12K + 81 K

Y28 + 108 K + 129 + 42 K + 81 K2

c=1/6! (21)

3.5.3.38 Pokud by bylo obdobi vice nez Ctyfi, nedovedeme fesit rovnici (18) algebraicky a musime ji fesit numericky.

3.5.3.39 2.4. Example: Za poslednich pét let v Ceské republice fungovalo n&kolik penzijnich fonda. Budeme sledovat tyto

fondy:

3.5.3.40 (1) CSOB Progres, (2) Zemsky PF, (3) PF KB, (4) ING, (5) Credit Suisse, (6) PF CP, (7) Allianz, (8) Generali, (9)

3.5.3.41

Novy CP, (10) CSOB Stabilita, (11) PF CS, (12) Hornicky PF;

Fondy mira vynosu (v %)

1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003
CSOB Progres 7.7 5.6 3.9 43 4.3
Zemsky PF 7.0 5.0 4.6 4.1 4.01
PF KB 72 4.9 4.4 4.6 3.4
ING 6 4.4 4.8 4 4
Credit Suisse 6.5 4.1 4.3 3.4 34
PF CP 6.6 45 3.8 3.2 3.1
Allianz 6 3.8 4.4 3.7 3
Generali 53 3.6 4.6 4.1 3
Novy CP 5.6 3.8 4.1 3.5 3.34
CSOB Stabilita || 6.1 42 3.2 3.0 2.34
PE CS 4.4 42 3.8 3.5 2.64
Hornicky PF 4.4 2 2.8 3.2 2.44 (22)

Ceskomoravskd stavebni spofitelna vydala pro zprostiedkovatele penzijniho pripojiiténi informaéni p¥irucku, ve
které usporadala fondy podle aritmetickych primért jejich miry vynosu které jsou ovSem irelevantni (druhy
sloupec ndsl. tabulky, hodnoty jsou uvedené v setinach). Pokud spocitame priméry vzhledem k tcelové funkci

5 J
é.kzl’—)z<l_[ 1+§5 'L+1> (23)

=1 \i=1
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(tfeti sloupec nésl. tabulky, hodnoty jsou uvedené v setindch) zjistime, Ze se v nékolika ptipadech stalo, Ze fondy
s vzz$imm vynosem byly zarazeny az za fondy s nizZ§im vynosem:

Fondy pruméry miry vynosu
aritmeticky vzhledem Kk funkci ®
(nevhodny) (vhodny)
CSOB Progres 5.16 4.638
Zemsky PF 4.94 4.501
PF KB 4.90 4.394
ING 4.64 4358
Credit Suisse 4.34 3.895
PF CP 4.24 13.704
Allianz 4.18 13.787
Generali 4.12 13.857
Novy CP 4.06 3.757
CSOB Stabilita 3.76 13.203
PF CS 3.70 13.438
Hornicky PF 2.96 2.789

(24)

3.5.342 Vidime, Ze fond Allianz, uvadény na 7. misté mél skutecné primérné zhodnoceni a tedy i skutecné celkové
zhodnocent lepsi PF CP uvadény na 6. misté a jesté lepsi zhodnoceni mél fond Generrali, uvadény aZ za ob&éma
predchozimi. Oba jsou ve zminiovanych materidlech uvadény jako fondy se stejnym primérnym zhodnocenim 4.2.

3.5.343 Navic fond CSOB Stabilita, k jehoZ propagaci mélo toto srovnani rovn&Z slouZit, je uvadén jako fond s vyZ§im
pramé&rnym zhodnocenim (aritmeticky pramér 3.8), neZ fond PF CS (aritmeticky primér 3.7) a p¥itom by mé&l byt

uvddén (s praimérem 3.2) a7 za fondem PF CS (pramér 3.4)!

3.5.3.44 Pokud chceme spravné interpetovat vysledky, musime stanovit, citlivost nasporené ¢astky na zménu tirokové sazby.
S vyhodou miizeme nahradit vynosy fonda primérnymi vynosy, které jsme vypocitali. Relativni zména nasporené
Castky za dobu T pfi zméné prumérné trokové miry z £ na ¢, (j. mira zisku nebo ztraty na celkové nasporené

Castce pfi volbé jiného fondu) je

(1+9" ¢-¢-(1+9" ¢+¢
(a+9"-1)¢

V nasem ptipadé je T' = 5 a hdnoty pro jednotlivé fondy uvadeéné ve stejném poradi jako v pfedchozich tabulkach

jsou v setindch uvedeny v tabulce nésledujici:

0 -027 -049 -056 -15 -—-18 —-1.7 -1, —-1.7 —2.8
0.27 0 -021 -029 -12 -—-16 -—-14 —-1.3 —1.5 —-2.6
049 0.21 0 -0.072 -099 -14 -—-1.2 -1.1 -1.3 —24
0.56 0.29 0.072 0 -092 -13 -1.1 —1.0 —1.2 —2.3
1.5 1.2 1.0 0.93 0 —-0.38 —-0.21 —-0.075 —-0.27 —14
1.9 1.6 14 1.3 0.38 0 0.17 0.31 0.11 —-1.0
1.7 14 1.2 1.1 0.21 -0.17 0 0.14 —-0.061 —1.2
1.6 1.3 1.1 1.0 0.075 —-0.31 -0.14 0 -0.20 -1.3
1.8 1.5 1.3 1.2 0.28 —0.11 0.061 0.20 0 —1.1
2.9 2.6 24 2.3 14 1.0 1.2 1.3 1.1 0
24 21 1.9 1.9 0.92 0.53 0.70 0.84 0.64 —047
3.8 3.5 3.3 3.2 2.2 1.8 2.0 2.2 2.0 0.83

—-24
—-2.1
-19
-1.8
—-0.91
—0.53
—0.70
—0.83
—0.64
0.47
0
1.3

-3.6
-34
-3.2
-3.1
—2.2
-1.8
-2.0
-2.1
-19

(25)

—0.83

-1.3
0

(26)

V i. fadku j. sloupci je napsano, o kolik procent by byla vyssi celkova naspofend castka, kdybychom misto do
1. fondu investovali do j. fondu. A tedy pfi spravné volob¢ fondu jsme za pét let mohli mit priblizné aZ o Ctyfi

procenta naspofeno vice, nez pii nespravné volbé.
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3.5.3.45 3. Prumérna trokova mira soubéznych sporeni:
3.5.3.46 Predpokladejme, Ze mdme dvé konta, kazdé Grocené jinou Grokovou mirou &; a &». Kapital o obému x; + x»
mezi né rozdélime tak, Ze na jednom kont€ budeme mit kapitdl o obému x; a na druhém kapitdl o obému x.
Ucelové funkce je funkce, jejiz hodnota je stav naSeho kapitalu za dobu ¢. Je to funkce Uy ot (&1,8) —
21 (1+&)" + 22 (1 + &) a zdvisi na tiech parametrech. Primémé trokovd mira vzhledem k této funkei je
feSenim ( rovnice:
21 (14+ &) + 22 (14 &) = (21 +22) (1+5) (27)

tedy

t NG
‘. <$1 (re)'+o: (1+52>> o (28)

A je to zobecnény exponencidlni primér. Zajimava je jeho zdvislost na ¢. Zejména limita ¢ — oo.

t—o00 T —00

1 + T2

t e\ (1) ln(wl(1+§1)t+w2(1+£2)t)(%)
. <x1(1+51> + 2 (1+ &) ) - lm e o

In (Il (1 + 61)15 + x2 (1 + 52)15) —1In (.1‘1 + .1‘2)
= lim e t -1 (29)

T—00

s pouzitim L’Hospitalova pravidla

In (l‘l (]. + fl)t + X9 (]. + 52)t> —1In (:L'l + 1'2)

t—o0 t
~ i O (1+&) In(1+&) +2 (1+6) In(14+86)
= lim ; - (30)
t—o0 v (14+6) + 22 (1+&)
a po vydéleni Citatele i jmenovatele zlomku vyrazem (1 + §2)tdostaneme:
1+&\"
I 1H(1+£1) gl +1’211’1(1+£2)
. 1+ &
lim - (31)
T—00 1+ 51
x x
1 +6 2
za predpokladu: & < & je
ry (14 fl)t + 2 (1+ fQ)t (®)
lim —-1=& (32)
t—o0 r1 + 2o
3.5.3.47 Oproti tomu
lim ¢ =t (1+ &) 777 (14 &)797 —1 (33)

coZ je zobecnény geometricky pramér.
3.5.3.48 Stejny vysledek dostaneme i pokud bude kont vice. Budou-li tirokové miry (&;) a poCateéni stavy aétd (z;) bude
ucelova funkce

(&) r— D= (1+&) (34)

a primérnd hodnota (§;) vzhledem k této funkci bude feSeni ¢ rovnice

n n n
doai(1+&) =) 2 (1+Q =1+ (35)
i=1

i=1 =1

38



a tedy

a stejné muzeme ukdzat, pokud &,, = max; (&), Ze

(1. (Z: s n(14€;) ( +ei )')+wn ln(1+&n)>
lim ( =e (Zl: i (11:&&77) )“ —1=¢, =max (&) (37)

t—o0o

lim ¢ = 1;[1 (14 &) 2ms ™ (38)

3.5.3.49 Princip konvergence k maximu: Pokud mame uloZeny riizné ¢astky na Gctech s riznymi rokovymi mirami, je
po dostatecné dobé soucet stavu na naSich tGctech skoro stejny, jako bychom méli vSechny penize uloZeny na Gcétu
s nejvyssi trokovou mirou.

3.5.3.60 Z toho plyne, Ze pti dlouhodobych investcich je dalezité diverzifikovat kapital.

3.5.3.51 Podobné je tomu prii spofeni konstatnich ¢astek v ekvidistantnich okamzicic:

3.5.3.52 4. Prumérna arokova mira sporeni:
3.5.3.53 Predpokladdme na trhu spofeni o pravidelnychtlozkach velikosti x; v okamzicich¢ € N s konstantnimi drokovymi
mirami &; Ucelova funkce je soucet budoucich hodnot spofeni s riiznymi Grokovymi mirami:

ko (NZd , Foa (L+6)Y -1
= (@) =2 [ Lo +e) | =X ( c ) (39)
i=1 \ j=0 i=1 v

spofené &dstky, (:Ez)k | apocet sporenl s riznymi Grokovymi mirami & jsou parametry ®.
3.5.3.54 Primérnd drokovd mira spofeni = = = ((x;) , V) vzhledem k funkci @ 2:)k_, v Je Tesenim rovnice:

k
(Zx) ((1+5)N_1) bow ((Lre) 1
— _\i=l _Z ( )

= s &i

i=1

3.5.3.55 Budeme zkoumat zavislost na parametru [V, tj. na poctu GlozZek. Plati opét princip maxima:

thm = max (&) (41)
3.5.3.56 4.5. Proof: Bud
- 77(§ia T, N, T) (42)

prumérnd Grokova mira vzhledem k funkci

‘I’::f—>z ZJCJ +€J (43)

T=1

tj. feSeni rovnice

n

k n
Z ij 146)7 = ij (Z (1+77)(T_T)> (44)

T=1 T=1

abud
C(g’ia T, T, T) (45)
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prumérnd Grokova mira vzhledem k funkci

\P—£—>ij +€J

tj. feSeni rovnice

k k
Yo a+e) T =1+ 0" (3 ay
J=1 j=1

3.5.3.57 Ziejmé plati (je zfejmé, Ze plati)

Podle (37)

tedy i

a proto

Q.e.d.

min (¢ (&, i, 7, 7))y <0 (&, x5, n, T) <max ({ (&, zi, 7, T)1_,)

Tlim min (( (..., 7, T)I'_,) = Tlim max (( (..., 7, T)I'_,) = max ()

lim 7 (&, x;, n, T)
T—oo

hm n (&, z;, T, T)= lim lim n(&, 2, n, T) = lim max (&) = max (&)

—00 T'— 00 n—oo 1

asymptote = max

0.19—

0.17—

0.16—

0.15—

geometrical mean

5}0 1(‘50 1%0 2(‘50 2%0 3(‘50

t

3%0

3.5.3.58 Primérna trokova mira spofeni v zdavislosti na Case ¢ je mensi, neZ prumérnd Grokova mira Groceni, ale ma stejnou
limitu t — 0 at — oco. Na obrazku je graf zdvislosti pruimérné Grokové miry spofeni a troceni na Case, kdyz
trokovd mira prvniho spofeni za jednotku Casu je 0.1 a Grokova mira druhého spofeni za jednotku casu je 0.2.
Limita obou praméri v nule je v/1.1- 1.2 = 1.148912529 a v nekone¢nu je max (0.1,0.2) = 0.2.

3.5.3.59 4.6. Example: Preklenovaci Gvér. Obecné je problém tento: VSimnéme si jeSt€ na chvili produktu, ktery nabizi
napriklad stavebni spofitelny, jako ekvivalent obvyklého hypotééniho Gvéru. Pij¢ime si penize a splacime je
anuitnimi splatkami pfi smluvené trokové mire &;. Soucasné sporime pfi jiné Grokové mife ¢ a ¢ast dluhu pozdéji
splatime nasporenou ¢astkou. (U stavebnich spofitelen jsou splatky stanoveny ve vysi Groku z dluhu, plati se
mésicné.) Po naspofeni 0.4 ndsobku pljcené Castky se ¢ast dluhu zaplati nasporenou ¢dstkou a zbytek dluhu se
splaci pfi Grokové mire &, kterd je pfiblizné stené velkd, jako byla &;). Porovndme tento produkt s béZnymi
hypotékami tak, Ze stanovime primérnouo Grokovou miru trokovych mér ¢ a & a &.

3.5.3.60 Zadany jsou trokové miry & a & a €

3.5.3.61 :

3.5.3.62 Zbytek je D. U.
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