Poèetní základy ˛nanèní matematiky

sylabus 4. pøednáźky

(5.8) 16. 10. 2005 3.5.3 Prùmìry 3.5.3.1 1. Obecná rozvaha a de˛nice:

3.5.3.2 Investiènní fondy rády uvádìjí prùmìrnou míru výnosu za nìkolik posledních let. Myslí tím aritmetický prùmìr z výnosù. Je ale jen velmi málo úvah, ve kterých by nahrazení skuteèných hodnot mìr výnosù jejich aritmetickým prùmìrem nevedlo k chybì.

3.5.3.3 Pøedpokládejme, ¿e aritmetický prùmìr mìr výnosù ξ_1, ξ_2,. . . , ξ_n, za posledních N let je K. Jaká je skuteèná výnosnost tohoto fondu za posledních N let? Pokud známe pouze aritmetický prùmìr, dovedeme ji pouze ohranièit shora. Mù¿eme øíci, ¿e výnosnost fondu byla menźí nebo rovna (1 + K)^N − 1.

3.5.3.4 1.1. Proof: Pro N = 2, pokud jsou ξ_1 a ξ_2 míry výnosu za dvì po sobì jdoucí období a ζ míra výnosu za obì tato období. Pokud je K aritmetický prùmìr ξ_1 a ξ_2 máme: (1 + ξ_1) · (1 + ξ_2) = 1 + ζ 1 2 ξ_1 + 1 2 ξ_2 = K (1) odtud ξ_2 = −ξ_1 + 2 K

ζ = 2 K − ξ_1^2 + 2 ξ_1 K (2) a ∂ ∂ξ_1 ζ = −2 ξ_1 + 2 K = 0 ⇐⇒ ξ_1 = K (3)

pøitom ∂^2 ∂ξ_1^2 ζ = −2 (4)

Tak¿e 3.5.3.5• ζ nabývá maxima ζ = 2 K + K^2, je-li ξ_1 = ξ_2 = K. 3.5.3.6• Je-li ξ_1 = 0, je ξ_2 = 2 K a ζ = 2 K. 3.5.3.7• Je-li ξ_1 = −1 je ξ_2 = 1 + 2 K a ζ = −1 3.5.3.8• a dále lim_{ξ1 →∞} ξ_2 = −∞, lim_{ξ1→∞} ζ = −∞, lim_{ξ1 →(−∞)} ξ_2 = ∞, lim_{ξ1→(−∞)} ζ = −∞

3.5.3.9 Závislost výsledné míry výnosu na velikosti jedné ze dvou úrokových mìr pøi konstantním aritmetickém prùmìru: �ff fiflffifflıȷ`´ˇ˘¯˚ ¸ßæœøÆŒØ!”# $%&’()*+,-./ 0123456789:; ¡=¿?@ABCDEFG HIJKLMNOPQRS

3.5.3.10 Obrázek je proveden pro tuto volbu parametrù: 3.5.3.11• poèet období N = 2, 3.5.3.12• aritmetický prùmìr výnosù K = 1 3.5.3.13 Maximální míry výnosu je dosa¿eno, pokud jsou obì míry výnosù stejné a jsou rovny 1. Zdola není míra výnosu ohranièená.

3.5.3.14 Podobná situace nastane i v pøípadì, kdy je období více. Pokud známe aritmetický prùmìr K mìr výnosù, míra výnosu za N období je �

1 + N K −

�_{N−1} � i=1 ξ_i

� �_{N−1} � i=1 (1 + ξ_i) � = 1 + ζ (5)

a funkce ζ, jejím¿ argumentem je N − 1 výnosù ξ_i má opìt maximum a to

ξ + 1 = (1 + K/N)^N − 1 (6)

a není zdola ohranièená.

3.5.3.15• Souèasná hodnota kapitálu mù¿e být 0 pøi libovolném aritmetickém prùmìru výnosù. K tomu je nutno a staèí, aby jedna míra výnosù byly rovna −1.

3.5.3.16• Kdy¿ má jeden fond vìtźí prmìrnou míru výnosu, ne¿ druhý, neznamená to, ¿e by zhodnocení u tohoto fondu muselo být nutnì vyźźí.

3.5.3.17 . . 3.5.3.18 Z toho je patrno, ¿e nám takovýto prùmìr výnosù nedává ¿ádnou podstatnou informaci. 3.5.3.19 Lze øíci, ¿e jsme pou¿ili nesprávný prùmìr. őe pou¿ití geometrického prùmìru by nám dalo lepźí výsledky.

Kdybychom poèítali prùmìr podle vzorce:

ζ = �_N � i=1 (1 + ξ_i)

�(^1_N )

− 1 (7)

namísto ζ = �_N i=1 ξ_i n (8) dostali bychom pøímo N-tou odmocninu míry celkového výnosu. Zejména fondy s vyźźím prùmìrným výnosem by mìly i vyźźí skuteèný výnos.

3.5.3.20 Geometrický prùmìr, stejnì jako exponenciální prùmìr, který hraje významnou roli ve ˛nanèní matematice té¿, lze nazírat jako jisté zobecnìní aritmetického prùmìru pro vhodnì zvolenou funkci k ve tvaru:

x ∘ y = (x, y) → � k^{(−1)}

� � 1 2 k (x) + 1 2 k (y) � (9) obecné vlastnosti tohoto prùmìru jsou popsány v [Azzel str. 229] 3.5.3.21 THEOREM: there exists a continuous and strictly monotonic function which gives a value of a mean (9) holds if, and only if, ∘: I^2 → I is continuous and strictly increasing in booth variables, idempotent, commutative (symetric) and medial (bysimetric) which means:

(x ∘ y) ∘ (z ∘ w) = (x ∘ z) ∘ (y ∘ w) (10)

in the Book P. S. Bullen, D. S. Mitrinovi«c P. M. Vasi«c; means and Their Inequalities, D. Reidel publishing Company, Dordecht, Boston., Lancaster, Tokyo, 1988, ISBN 90{277{2629{9, p. 372 je pokus o axiomatickou de˛nici prùmìru:

3.5.3.22• je symetrický, is symetric, 3.5.3.23• homogenní (stupnì 1), homogenous of degree 1, 3.5.3.24• re‚exivní, re‚exive 3.5.3.25• asociativní, associative, (prùmìr n èísel má tuté¿ hodnotu, jako by mìl, kdyby p ≤ n z nich bylo nahrazeno svým prùmìrem): f (a_1, . . . , a_n) = f (f (a_1, . . . , a_p) , . . . , f (a_1, . . . , a_p) , a_{p+1}, . . . , a_n) 3.5.3.26• a rostoucí ve vźech promìnných, icreasing in each variable.

3.5.3.27 Tato de˛nice nám nevyhovuje, proto¿e napøíklad prùmìrná úroková míra spoøení není symetrická (a symetrie není naruźena pohým pøidáním vah).

3.5.3.28 Nevýhodou tìchto koncepcí je, ¿e se prùmìr vztahuje k hodnotám, ze kterých je poèítán, ale nikoliv k jejich významu, èili k tomu, co s nimi chceme dìlat. (Tak napøíklad aritmetický prùmìr má smysl jen pro aditivní velièiny, tj. pro velièiny, které chceme sèítat, ale obvyklá de˛nice aritmetického prùmìru tuto restricky nezahrnuje). Nabízíme koncepci, která je jednodu¿źí, obecnìjźí a tuto nevýhodu nemá. Povaha prùmìrovaných hodnot je zde vyjádøena úèelovou funkcí, do které mají být hodnoty dosazovány:

3.5.3.29 1.2. De˛nition: Z je prùmìrná hodnota hodnot (z_i)^n_{i=1} vzhledem k funkci F: � i∈I X^i → Y pokud n ∈ I a F ((z_i)^n_{i=1}) = F ((Z)^n_{i=1}) (tj. F (z_1, z_2, . . . , z_n) = F (z, z, . . . , z)).

3.5.3.30 Pokud je F prostá, je prùmìr urèen jednoznaènì, pokud existuje. Je-li Im (f) = Im (f|_Δ), kde Δ je diagonála:

Δ = {(x)^n_{i=1} ∈ X}, prùmìr existuje v¿dy.

3.5.3.31 1.3. Example: Je-li F sèítání, dosaneme aritmetický prùmìr. Je-li F násobení, dostaneme geometrický prùmìr. 3.5.3.32 Pøi volbách se hlasy sèítají. Aritmetický prùmìr hlasù odevzdaných pro tu kterou volební stranu odpovídá pomìrnému zastoupení strany v parlamentu.

3.5.3.33 Míra in‚ace se násobí. Je-li ι := [.01, .03, .02, .01, .03] (11)

míra in‚ace za pìt po sobì jdoucích období je míra in‚ace za celou tuto dobu � � 5� j=1 (1 + ι_j ) � � − 1 = .10386857 (12)

A pokud by byla in‚ace po vźechna období stejná a byla by rovna

κ := � � 5� j=1 (1 + ι_j ) � � 1/5 − 1 = .019960783 (13)

byla by míra in‚ace za 5 období tá¿: � � 5� j=1 (1 + κ) � � − 1 = .10386857 (14)

Tedy pokud bude úèelová funkce ι → � � � j (1 + ι_j ) � � − 1 (15)

Bude prùmìr vzhledem k této funkci geometrický prùmìr z hodnot 1 + ι_j a nebo jistý nepojmenovaný prùmìr z hodnot ι_j .

3.5.3.34 2. Prùmìrné výnosy penzijních fondù:

3.5.3.35 Pøedpokládejme, ¿e známe roèní výnosy penzijních fondù. Hledáme nìjaký prùmìrný výnos, který by nám umo¿nil fondy porovnat.

3.5.3.36 Pøedpokládejme, ¿e pøíspìvky spoøitele penzijnímu fondu jsou dlouhodobì stejné, (i pøes snahu fondù donutit pøispìvatele ke stále vìtźím pøíspìvkùm), mù¿eme oèekávat, ¿e pokud byly roèní pøíspìvky úèastníka vèetnì státních pøíspìvkù x a pokud byla míra jejich zùroèení vzniklá rozdìlením zisku v roce i rovna ξ_i spoøitel by naspoøil za dobu N: x � � N� j=1 �_j � i=1 (1 + ξ_{N−i+1}) � � (16)

Pro spoøitele je tedy dùle¿itý prùmìrný výnos fondu vzhledem k funkci

(ξ)^T_{i=1} → � � N� j=1 �_j � i=1 (1 + ξ_{N−i+1}) � � (17) by podle naźí de˛nice byl takový výnos ζ, který by splòoval rovnici:

K = N� j=1 �_j � i=1 (1 + ξ_{N−i+1}) � = N� j=1 �_j � i=1 (1 + ζ) � = − − (1 + ζ)^{(N+1)} + 1 + ζ ζ (18)

Jde o algebraickou rovnici stupnì N.

3.5.3.37 Pokud by období bylo jenom jedno, byla by úroková míra za toto období rovna svému prùmìru:

ζ = −1 + K (19)

Pokud by období byla dvì, mìla by rovnice obecnì dvì øeźení . V pøípadì, ¿e by naspoøená èástka byla vìtźí ne¿^1_4 spoøené èástky by byla tato øeźení reálná . V pøípadì, který pova¿ujeme za rozumný, ¿e by naspoøená èástka byla vìtźí ne¿ dvojnásobek spoøené èástky by jedno øeźení bylo kladné a bylo by rovno

ζ = − 3 2 + 1 2 √ 1 + 4 K (20)

V pøípadì, ¿e by období byla tøi existovala by jedinná reálná prùmìrná ùroková míra a to:

ζ = 1/6 � 28 + 108 K + 12 √ 9 + 42 K + 81 K^2

�_{2/3}

− 8 − 8^3 � 28 + 108 K + 12 √ 9 + 42 K + 81 K^2 3 � 28 + 108 K + 12 √ 9 + 42 K + 81 K^2

(21)

3.5.3.38 Pokud by bylo období více ne¿ ètyøi, nedovedeme øeźit rovnici (18) algebraicky a musíme ji øeźit numericky. 3.5.3.39 2.4. Example: Za posledních pìt let v Èeské republice fungovalo nìkolik penzijních fondù. Budeme sledovat tyto fondy:

3.5.3.40 (1) ÈSOB Progres, (2) Zemský PF, (3) PF KB, (4) ING, (5) Credit Suisse, (6) PF ÈP, (7) Allianz, (8) Generali, (9) Nový ÈP, (10) ÈSOB Stabilita, (11) PF ÈS, (12) Hornický PF;

3.5.3.41 míra výnosu (v %) Fondy 1999 2000 2001 2002 2003

ÈSOB Progres 7.7 5.6 3.9 4.3 4.3 Zemský PF 7.0 5.0 4.6 4.1 4.01 PF KB 7.2 4.9 4.4 4.6 3.4 ING 6 4.4 4.8 4 4 Credit Suisse 6.5 4.1 4.3 3.4 3.4 PF ÈP 6.6 4.5 3.8 3.2 3.1 Allianz 6 3.8 4.4 3.7 3 Generali 5.3 3.6 4.6 4.1 3 Nový ÈP 5.6 3.8 4.1 3.5 3.34 ÈSOB Stabilita 6.1 4.2 3.2 3.0 2.34 PF ÈS 4.4 4.2 3.8 3.5 2.64 Hornický PF 4.4 2 2.8 3.2 2.44 (22)

Èeskomoravská stavební spoøitelna vydala pro zprostøedkovatele penzijního pøipojiźtìní informaèní pøíruèku, ve které uspoøádala fondy podle aritmetických prùmìrù jejich míry výnosù které jsou ovźem irelevantní (druhý sloupec násl. tabulky, hodnoty jsou uvedené v setinách). Pokud spoèítáme prùmìry vzhledem k úèelové funkci

Φ: � ξ^k

�_5 i=1 −→ 5� j=1 �_j � i=1 � 1 + ξ^k_{5−i+1} � � (23)

(tøetí sloupec násl. tabulky, hodnoty jsou uvedené v setinách) zjistíme, ¿e se v nìkolika pøípadech stalo, ¿e fondy s vz¿źímm výnosem byly zaøazeny a¿ za fondy s ni¿źím výnosem:

prùmìry míry výnosù Fondy aritmetický vzhledem k funkci Φ (nevhodný) (vhodný)

ÈSOB Progres 5.16 4.638

Zemský PF 4.94 4.501

PF KB 4.90 4.394

ING 4.64 4.358

Credit Suisse 4.34 3.895

PF ÈP 4.24 † 3.704

Allianz 4.18 † 3.787

Generali 4.12 † 3.857

Nový ÈP 4.06 3.757

ÈSOB Stabilita 3.76 ‡ 3.203

PF ÈS 3.70 ‡ 3.438

Hornický PF 2.96 2.789 (24)

3.5.3.42(†) Vidíme, ¿e fond Allianz, uvádìný na 7. místì mìl skuteèné prùmìrné zhodnocení a tedy i skuteèné celkové zhodnocení lepźí PF ÈP uvádìný na 6. místì a jeźtì lepźí zhodnocení mìl fond Generrali, uvádìný a¿ za obìma pøedchozími. Oba jsou ve zmiòovaných materiálech uvádìny jako fondy se stejným prùmìrným zhodnocením 4.2.

3.5.3.43(‡) Navíc fond ÈSOB Stabilita, k jeho¿ propagaci mìlo toto srovnání rovnì¿ slou¿it, je uvádìn jako fond s vy¿źím prùmìrným zhodnocením (aritmetický prùmìr 3.8), ne¿ fond PF ÈS (aritmetický prùmìr 3.7) a pøitom by mìl být uvádìn (s prùmìrem 3.2) a¿ za fondem PF ÈS (prùmìr 3.4)!

3.5.3.44 Pokud chceme správnì interpetovat výsledky, musíme stanovit, citlivost naspoøené èástky na zmìnu úrokové sazby.

S výhodou mù¿eme nahradit výnosy fondù prùmìrnými výnosy, které jsme vypoèítali. Relativní zmìna naspoøené èástky za dobu T pøi zmìnì prùmìrné úrokové míry z ξ na ζ, (tj. míra zisku nebo ztráty na celkové naspoøené èastce pøi volbì jiného fondu) je (1 + ζ)^T ξ − ξ − (1 + ξ)^T ζ + ζ � (1 + ξ)^T − 1 � ζ . (25)

V naźem pøípadì je T = 5 a hdnoty pro jednotlivé fondy uvádìné ve stejném poøadí jako v pøedchozích tabulkách jsou v setinách uvedeny v tabulce následující:

0 −0.27 −0.49 −0.56 −1.5 −1.8 −1.7 −1.5 −1.7 −2.8 −2.4 −3.6 0.27 0 −0.21 −0.29 −1.2 −1.6 −1.4 −1.3 −1.5 −2.6 −2.1 −3.4 0.49 0.21 0 −0.072 −0.99 −1.4 −1.2 −1.1 −1.3 −2.4 −1.9 −3.2 0.56 0.29 0.072 0 −0.92 −1.3 −1.1 −1.0 −1.2 −2.3 −1.8 −3.1 1.5 1.2 1.0 0.93 0 −0.38 −0.21 −0.075 −0.27 −1.4 −0.91 −2.2 1.9 1.6 1.4 1.3 0.38 0 0.17 0.31 0.11 −1.0 −0.53 −1.8 1.7 1.4 1.2 1.1 0.21 −0.17 0 0.14 −0.061 −1.2 −0.70 −2.0 1.6 1.3 1.1 1.0 0.075 −0.31 −0.14 0 −0.20 −1.3 −0.83 −2.1 1.8 1.5 1.3 1.2 0.28 −0.11 0.061 0.20 0 −1.1 −0.64 −1.9 2.9 2.6 2.4 2.3 1.4 1.0 1.2 1.3 1.1 0 0.47 −0.83 2.4 2.1 1.9 1.9 0.92 0.53 0.70 0.84 0.64 −0.47 0 −1.3 3.8 3.5 3.3 3.2 2.2 1.8 2.0 2.2 2.0 0.83 1.3 0 (26) V i. øádku j. sloupci je napsáno, o kolik procent by byla vyźźí celková naspoøená èástka, kdybychom místo do i. fondu investovali do j. fondu. A tedy pøi správné volobì fondu jsme za pìt let mohli mít pøibli¿nì a¿ o ètyøi procenta naspoøeno více, ne¿ pøi nesprávné volbì.

3.5.3.45 3. Prùmìrná úrokova míra soubì¿ných spoøeni:

3.5.3.46 Pøedpokládejme, ¿e máme dvì konta, ka¿dé úroèené jinou úrokovou mírou ξ_1 a ξ_2. Kapitál o obìmu x_1 + x_2 mezi nì rozdìlíme tak, ¿e na jednom kontì budeme mít kapitál o obìmu x_1 a na druhém kapitál o obìmu x_2. Úèelová funkce je funkce, její¿ hodnota je stav naźeho kapitálu za dobu t. Je to funkce Ψ_{x1,x2,t}: (ξ_1, ξ_2) → x_1 (1 + ξ_1)^t + x_2 (1 + ξ_2)^t a závisí na tøech parametrech. Prùmìrná úroková míra vzhledem k této funkci je øeźením ζ rovnice:

x_1 (1 + ξ_1)^t + x_2 (1 + ξ_2)^t = (x_1 + x_2) (1 + Ξ)^t (27)

tedy ζ = � x_1 (1 + ξ_1)^t + x_2 (1 + ξ_2)^t x_1 + x_2

�( 1_t ) − 1 (28)

A je to zobecnìný exponenciální prùmìr. Zajímavá je jeho závislost na t. Zejména limita t → ∞.

lim_{t→∞} � x_1 (1 + ξ_1)^t + x_2 (1 + ξ_2)^t x_1 + x_2

�( 1_t )

− 1 = lim_{x→∞} e^{ln}

�_{x1 (1+ξ1)t +x2 (1+ξ2)t}

x1+x2

�( 1_t )

− 1 =

= lim_{x→∞} e ln � x_1 (1 + ξ_1)^t + x_2 (1 + ξ_2)^t � − ln (x_1 + x_2) t − 1 (29)

s pou¿itím L’Hospitalova pravidla

lim_{t→∞} ln � x_1 (1 + ξ_1)^t + x_2 (1 + ξ_2)^t � − ln (x_1 + x_2) t = = lim_{t→∞} x_1 (1 + ξ_1)^t ln (1 + ξ_1) + x_2 (1 + ξ_2)^t ln (1 + ξ_2) x_1 (1 + ξ_1)^t + x_2 (1 + ξ_2)^t

(30)

a po vydìlení èitatele i jmenovatele zlomku výrazem (1 + ξ_2)^tdostaneme:

lim_{x→∞} x_1 ln (1 + ξ_1) � 1 + ξ_1 1 + ξ_2

�_t + x_2 ln (1 + ξ_2)

x_1 � 1 + ξ_1 1 + ξ_2

�_t + x_2

(31)

za pøedpokladu: ξ_1 < ξ_2 je

lim_{t→∞} � x_1 (1 + ξ_1)^t + x_2 (1 + ξ_2)^t x_1 + x_2

�( 1_t ) − 1 = ξ_2 (32)

3.5.3.47 Oproti tomu lim_{t→0} ζ = t (1 + ξ_1)^{x1x1+x2} (1 + ξ_2)^{x2x1 +x2} − 1 (33)

co¿ je zobecnìný geometrický prùmìr.

3.5.3.48 Stejný výsledek dostaneme i pokud bude kont více. Budou-li úrokové míry (ξ_i) a poèáteèní stavy úètù (x_i) bude úèelová funkce (ξ_i) −→ n� i=1 x_i (1 + ξ_i)^t (34)

a prùmìrná hodnota (ξ_i) vzhledem k této funkci bude øeźení ζ rovnice n� i=1 x_i (1 + ξ_i)^t = n� i=1 x_i (1 + ζ)^t = (1 + ζ)^t n� i=1 x_i (35) a tedy ζ = �_n i=1 x_i (1 + ξ_i)^t

�_n i=1 x_i

� 1_t − 1 (36)

a stejnì mù¿eme ukázat, pokud ξ_n = max_i (ξ_i), ¿e

lim_{t→∞} ζ = e � lim_{t→∞}

�_{n−1} i=1 xi ln(1+ξi)

�_{1+ξi1+ξ} n �_t�_{+xn ln(1+ξn)} �_{n−1} i=1 xi �_{1+ξi1+ξ} n �_t�_{+xn} � − 1 = ξ_n = max_i (ξ_i) (37) a lim_{t→0} ζ = n� i=1 (1 + ξ_i) xi �_n j=1 xj (38)

3.5.3.49 Princip konvergence k maximu: Pokud máme ulo¿eny rùzné èástky na úètech s rùznými úrokovými mírami, je po dostateèné dobì souèet stavu na naźich úètech skoro stejný, jako bychom mìli vźechny peníze ulo¿eny na úètu s nejvyźźí úrokovou mírou.

3.5.3.50 Z toho plyne, ¿e pøi dlouhodobých investcích je dùle¿ité diverzi˛kovat kapitál. 3.5.3.51 Podobnì je tomu pøi spoøení konstatních èástek v ekvidistantních okam¿icíc: 3.5.3.52 4. Prùmìrná úroková míra spoøení:

3.5.3.53 Pøedpokládáme na trhu spoøení o pravidelných úlo¿kách velikosti x_i v okam¿icích t ∈ N s konstantními úrokovými mírami ξ_i Úèelová funkce je souèet budoucích hodnot spoøení s rùznými úrokovými mírami:

Φ_{(xi)}k_{i=1,N} := � (ξ_i)^k_{i=1} � −→ k� i=1 � � N−1� j=0 x_i (1 + ξ_i)^j � � = k� i=1 x_i � (1 + ξ_i)^N − 1 � ξ_i

(39)

spoøené èástky, (x_i)^k_{i=1} a poèet spoøení s rùznýmí úrokovými mírami k jsou parametry Φ. 3.5.3.54 Prùmìrná úroková míra spoøení Ξ = Ξ ((x_i) , N) vzhledem k funkci Φ_{(xi)}k_{i=1,N} je øeźením rovnice:

xxx :=

�_k � i=1 x_i � � (1 + Ξ)^N − 1 �

Ξ = k� i=1 x_i � (1 + ξ_i)^N − 1 � ξ_i

(40)

3.5.3.55 Budeme zkoumat závislost na parametru N, tj. na poètu úlo¿ek. Platí opìt princip maxima:

lim_{t→∞} = max_i (ξ_i) (41)

3.5.3.56 4.5. Proof: Buï η = η (ξ_i, x_i, n, T ) (42) prùmìrná úroková míra vzhledem k funkci

Φ := ξ → n� τ =1 � � k� j=1 x_j (1 + ξ_j )^{(T −τ )} � � (43)

tj. øeźení rovnice n� τ =1 � � k� j=1 x_j (1 + ξ_j )^{(T −τ )} � � = � � k� j=1 x_j � � �_n � τ =1

(1 + η)^{(T −τ )} � (44)

a buï ζ (ξ_i, x_i, τ, T ) (45) prùmìrná úroková míra vzhledem k funkci

Ψ := ξ → k� j=1 x_j (1 + ξ_j )^{(T −τ )} (46)

tj. øeźení rovnice k� j=1 x_j (1 + ξ_j )^{(T −τ )} = (1 + ζ)^{(T −τ )} � � k� j=1 x_j � � (47)

3.5.3.57 Zøejmì platí (je zøejmé, ¿e platí)

min (ζ (ξ_i, x_i, τ, T ))^n_{τ =1} ≤ η (ξ_i, x_i, n, T ) ≤ max (ζ (ξ_i, x_i, τ, T )^n_{τ =1}) (48)

Podle (37) lim_{T →∞} min (ζ (. . . , τ, T )^n_{τ =1}) = lim_{T →∞} max (ζ (. . . , τ, T )^n_{τ =1}) = max_i (ξ) (49)

tedy i lim_{T →∞} η (ξ_i, x_i, n, T ) (50)

a proto lim_{T →∞} η (ξ_i, x_i, T, T ) = lim_{n→∞} lim_{T →∞} η (ξ_i, x_i, n, T ) = lim_{n→∞} max_i (ξ_i) = max_i (ξ_i) (51)

Q. e. d.�ff

fiflffifflıȷ`´ˇ˘¯˚ ¸ßæœøÆŒØ!”# $%&’()*+,-./ 0123456789:; ¡=¿?@ABCDEFG HIJKLMNOPQRS TUVWXYZ[“]^˙

3.5.3.58 Prùmìrná úroková míra spoøení v závislosti na èase t je menźí, ne¿ prùmìrná úroková míra úroèení, ale má stejnou limitu t → 0 a t → ∞. Na obrázku je graf závislosti prùmìrné úrokové míry spoøení a úroèení na èase, kdy¿ úroková míra prvního spoøení za jednotku èasu je 0.1 a úroková míra druhého spoøení za jednotku èasu je 0.2. Limita obou prùmìrù v nule je √ 1.1 · 1.2 = 1.148912529 a v nekoneènu je max (0.1, 0.2) = 0.2.

3.5.3.59 4.6. Example: Pøeklenovací úvìr. Obecnì je problém tento: Vźimnìme si jeźtì na chvíli produktu, který nabízí napøíklad stavební spoøitelny, jako ekvivalent obvyklého hypotéèního úvìru. Pùjèíme si peníze a splácíme je anuitními splátkami pøi smluvené úrokové míøe ξ_1. Souèasnì spoøíme pøi jiné úrokové míøe ζ a èást dluhu pozdìji splatíme naspoøenou èástkou. (U stavebních spoøitelen jsou splátky stanoveny ve výźi úroku z dluhu, platí se mìsíènì.) Po naspoøení 0.4 násobku pùjèené èástky se èást dluhu zaplatí naspoøenou èástkou a zbytek dluhu se splácí pøi úrokové míøe ξ_2, která je pøibli¿nì stenì velká, jako byla ξ_1). Porovnáme tento produkt s bì¿nými hypotékami tak, ¿e stanovíme prùmìrnouo úrokovou míru úrokových mìr ζ a ξ_1 a ξ_2.

3.5.3.60 Zadány jsou úrokové míry ξ_1 a ξ_2 a ζ

3.5.3.61 . . 3.5.3.62 Zbytek je D. Ú.