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Pojem
matice

Cil kapitoly
Cilem studia této kapitoly je

B osvojit si provadéni téchto operaci s maticemi: nasobeni matice cislem,
secitani dvou matic, nasobeni dvou matic

B osvojit si pojmy: relace ,<, >, <, > =" mezi maticemi

B osvojit si pojmy: jednotkova matice, nulova matice, diagonalni matice,
horni a dolni trojihelnikova matice, horni schodovita matice

B naucit se zapsat systém linearnich rovnic uzitim maticové notace a umeét
rozhodnout, zda néjaky vektor je nebo neni fesenim daného systému
linedrnich algebraickych rovnic

1.1 Uvod do maticového poétu

V dennim zivoté se casto setkdvame s ruznymi tabulkami ¢isel. Jednd se
vlastné o skupinu ¢isel zapsanych do nékolika radku a nékolika (tfeba jiného
poctu) sloupcu.

Prikladem je napt. tabulka, v niz je uvedena spotieba surovin, oznacme je Sq,
..., Sm, pottebna pii vyrobé vyrobku, které oznacime Vi,...,V,,. Spotieba
je uvedena v néjakych v uloze specifikovanych jednotkach.

Nasledujici tabulka charakterizuje vyrobu v ¢okoladovné pti vyrobé 5 druhu
vyrobku, oznacenych jako Vi, Vs, V3, V4, V5. V nasem piikladé se uvadi spotie-
ba surovin Sy, S, S3, to jest po fadé tuku, kakaa a cukru v kg na 1 kg kazdého
z vyrobku Vi, ..., V5. Napt. pti vyrobé 1kg vyrobku V5 spotiebujeme 0,4 kg
tuku.

Vi Va Vs Vi Vs
tuk 0,00 0,4 0,3 0,6 0,6
kakao 0,05 0,2 0,1 0,1 0,0
cukr 0,10 0,2 0,2 0,1 0,2

Tabulka 1.1: Tabulka pro vyrobu v ¢okoladovné

Vynechame-li zahlavi v tabulce, jedna se o usporadanou skupinu 15 ¢éisel,
zapsanych do tii radku a péti sloupcu. Pro takové usporadané skupiny cisel
si zavedeme nasledujici definici pojem matice.

Definice 1.1. Matici typu (m,n) budeme rozumét kazdou usporadanou
skupinu m - n realnych ¢éisel zapsanych do m tadku a n sloupcu. Kazdé
z téchto ¢isel budeme nazyvat prvkem matice. Abychom vyznacili, ze tato
¢isla vytvareji matici, budeme tuto skupinu ¢isel davat do kulatych zavorek.

Matice typu (m, 1) je tedy uspordadand skupina m redlnych ¢isel zapsanych
do jednoho sloupce. Budeme ji nazyvat sloupcovym vektorem. Prvky této
matice nazyvame téz slozkami vektoru.

Matice typu (1,n) je tedy usporadand skupina n realnych ¢isel zapsanych do
jednoho tadku. Budeme ji nazyvat radkovym vektorem. Prvky této matice



nazyvame téz slozkami vektoru.

Réadky matice typu (m,n) jsou fadkovymi vektory a sloupce matice jsou
sloupcovymi vektory.

Oznacovani. Matice budeme oznacovat vétsinou velkymi tucné vytisténymi
pismeny, napi. A. Prvek matice , umistény v jejim i—tém tadku a v j—
tém sloupci, budeme vétsinou oznacovat malym pismenem, odpovidajicimu
oznaceni matice, s indexy ¢, j, umisténymi u jeho dolniho pravého rohu. Tedy
a; j bude znacit prvek matice A v jejim i—tém radku a v j—tém sloupci. Pokud
nemuze dojit k chybé, lze ¢arku mezi indexy vynechat.

Piiklad 1.1. Vyse uvedenou tabulku vyznacime tedy jako matici typu (3, 5)

nasledovné:
0,00 0,4 0,3 0,6 0,6

A=| 005 0,2 0,1 0,1 0,0 [. (1.1)
0,10 0,2 0,2 0,1 0,2

Piiklad 1.2. V nésledujicim piikladé je A matici typu (2,3), vektor b je
radkovy vektor se 4 slozkami, ¢ je sloupcovy vektor se 4 slozkami.

1

15 3 -2
A:< ) b=(1654), c=

4 5 7 3

5

Je tedy napft. ag3 = 7.

Oznacovani. Matici A typu (m,n) muZeme tedy zapsat takto

ai Q12 ... 415 ... Alp—1 a1n
A= A1 Q2 ... Qjj ... Ajp-1 Ain . (12)
m,1 Am2 . Apj .. Amn-1 Amn

Jestlize matice A je typu (1,n) , to jest, jestlize
A= ((1171 ar2 ... (an), (13)

potom ji nazyvame téz radkovym vektorem, jak bylo jiz uvedeno. Budeme
jej vétsinou oznacovat tucné vytisténym malym pismenem. Ponévadz u vSech
prvku je prvni index stejny, roven 1, lze jej vétsinou vypoustét. Misto nahote
uvedené matice (1.3) muzeme tedy psét

a=(a;ay ... a,).




Podobné, jestlize matice A je typu (m, 1) , to jest, jestlize

ay1

a21

am,l

potom ji muzeme nazyvat téz sloupcovym vektorem, jak jiz bylo uvedeno. Bu-
deme jej vétsinou oznacovat tucné vytisténym malym pismenem. Ponévadz
u vsech prvku je druhy index stejny, roven 1, budeme jej vétsinou vypousteét.
Misto (1.4), muzeme tedy psat

ai

a2

Priklad 1.3. Matice

10 4 23 16 6
A=| 5 7 19 3 0 (1.6)
2 20 22 14 18

je typu (3,5)

Piiklad 1.4. Ozna¢me Dy, D, mista, z nichz se provadi rozvoz do mist
Z1, Zy, Z3. Oznacme c;; naklady v K¢ na dopravu 1 tuny zbozi z mista D; do
mista Z; proi =1,2; j =1,2,3. Z cisel ¢;; utvorime matici, napf.

2000 1500 1800
C = . (1.7)
800 50000 1000

Jde o matici typu (2,3). V této matici je napt. c;3 = 1800, to znamend, ze
naklady na dopravu jedné tuny zbozi z mista D; do mista Z3 jsou 1800 K¢.



Piiklad 1.5. Uvedme matici popisujici cenu v $ ti{ druhti zbozi Vi, Vs, V3
ve ¢tytech ruznych zemich 7y, Zy, Z3, Z4.

230 450 100
200 420 90

C = (1.8)
210 430 80
235 435 95

Zde c¢;; znaci cenu zbozi V; v § v zemi Z;. Ponévadz cy3 = 90, je cena zbozi
V3 v zemi Z5 rovna 90 $.

Uved'me jesté piiklady matic, které obsahuji jenom jeden fadek, tedy piiklady
radkovych vektoru.

Piiklad 1.6. Uvazujme vyrobni zavod, v jehoz dvou provozovnach se vyra-
béji stejné ¢tyti ruzné vyrobky, oznacme je Vi, Vs, Vs, Vi, Oznacme a; pocet
vyrobku V;, které se maji denné vyrobit v prvni provozovné a b; pocet
vyrobku V;, které se maji denné vyrobit v druhé provozovné. Potom vek-
tor @ = (ay ay as a4) charakterizuje denni vyrobni plan prvni provozovny a
vektor b = (by by b3 by) charakterizuje denni vyrobni plén druhé provozovny.
Je-li tedy napft.

a=(1586), b=(4612), (1.9)

potom napi. as = 5 znamend, ze prvni provozovna ma denné vyrobit podle
planu 5 vyrobku V5. Druhd provozovna méa podle planu vyrobit téchto vy-
robku by = 6.

Zatim jsme pouze uvedli zpusob zapisu usporadané skupiny ¢isel, se kterymi
je vhodné v dalsim pracovat jako s celkem. V dalsim budeme vétsinou odhlizet

od vécného vyznamu jednotlivych prvku matic a ukdzeme moznosti, jak lze
s maticemi pracovat.

1.1.1 Relace mezi maticemi

Mezi maticemi téhoZ typu si zavedeme ndsledujici relace. Necht A, B jsou
matice téhoz typu (m,n).

Rekneme, ze matice A je mens nebo rovna matici B, a piseme A < B,
jestlize a;; < b;; pro vSechna ¢t =1,2,...,m, j=1,2,...,n.

Rekneme, ze matice A je mensi nez matici B, a piseme A < B, jestlize
a;j < bj; pro vsechna ¢ =1,2,...,m, j=1,2,...,n.

Rekneme, Ze matice A je vétsf nebo rovna matici B, a piseme A > B,
jestlize a;; > b;; pro vSechna ¢t =1,2,...,m, j=1,2,...,n.

Rekneme, Ze matice A je vétsi nez matice B, a piseme A > B, jestlize
a;j > bj; pro vsechna ¢ =1,2,...,m, j=1,2,...,n.

Rekneme, ze matice A je rovna matici B, a piseme A = B, jestlize a;j = bj;
pro vSechna ¢t =1,2,....,m, j=1,2,...,n.




Soucet
matic

Piiklad 1.7. Necht

12 -3 8 2 -2
A=|20 3|, B=|30 3
2 2 -5 2.2 0

Presvédcte se, ze A < B.

Priklad 1.8. Presvédcte se, ze mezi maticemi A, B , kde

12 -3 2 0 —3
A=|20 3|, B=1|228 3
2 2 -5 00 0

neplati zadna z relaci <, <, >, >, =.

1.1.2 Zakladni operace s maticemi

Zavedme si tyto operace s maticemi.

Secitani dvou matic. Zacnéme s nékolika motivaénimi piiklady. Nahote
v piikladé 1.6 jsme uvazovali vektory a a b, dané vztahy (1.9). Vektor
a predstavuje denni vyrobni plan prvni provozovny a b predstavuje denni
vyrobni plan druhé provozovny. Jestlize se ve vyrobnim zavodé vyrabéji uve-
dené vyrobky pouze v téchto dvou provozovnach, pak denni plan vyroby
vyrobku Vi, Vs, V3, Vy celého zavodu je ziejmé

c=(51198),

kde ¢; = a; +b;, proe =1, 2, 3, 4. Jevi se proto uzitecnym oznacit vektor ¢
jako soucet vektoru a a b.

Priklad 1.9. Necht podnik vyrabi vyrobky Vi, Vs, V3 ve dvou provozovnéch.
Plan vyroby vyrobku Vi, V5, V3 v prvni provozovné podniku je pro jednotlivé
kvartaly charakterizovan matici A a vyroba ve druhé provozovneé je pro jed-
notlivé kvartaly charakterizovana matici B. Obé matice jsou typu (4, 3).
Necht prvek a;; matice A uddvé pldnovany pocet vyrobku V; v i—tém kvar-
talu v prvni provozovné. Analogicky vyznam mé prvek b; ; matice B. Tedy

Q11 Air2 Aa13 bl,l b1,2 bl,3

Q21 A22 23 bQ,l b2,2 bQ,3
A= , B=

31 Aaz2 AdA33 b3,1 b3,2 b3,3

Qg1 Q42 A43 b4,1 b4,2 b4,3

)

Pokud zavod vyrabi uvedené vyrobky pouze v téchto dvou provozovnach, lze
charakterizovat plan vyroby vyrobku Vi, V5, V3 celého podniku pro jednotlivé



kvartdly matici C, jejiz prvek ¢; ; = a; ;40b; ; pfedstavuje plan vyroby vyrobku
V; v i—tém kvartalu celého podniku. Tedy

a1 +biy aio+bia arz+bis

as1 +ba1 azo+bao asz+ by

az1+bs1 azs+bzs ass+bss

ag1+bay aso+bio asz+bas

7 téchto prikladu je patrno, ze ma smysl definovat soucet dvou matic A, B
téhoz typu podle nasledujici definice.

Definice 1.2. (Soucet dvou matic) Necht matice A, B jsou téhoz typu
(m,n). Souctem matic A a B budeme rozumét matici C typu (m,n), pro
jejiz prvky ¢; 5, i =1,...,m, g =1,...,n, plati

Ci,j = ai,j + b@j.
Pro operaci sec¢itani matic budeme pouzivat symbolu ,,+ . Piseme pak C =
A+ B.
Priklad 1.10. Necht A, B jsou matice typu (3,3)

1 0 =3 7 2 -1
A= 6 1 3 B=]35 0
-2 0 =3 15 2

Potom matice C = A + B je

1 0 =3 7 2 -1 8§ 2 —4
C = 61 3 [|+|35 0 = 9 6 3
-2 0 =3 15 2 -1 5 -1

Nasobeni matice &islem. V pifklade 1.5 jsme uvedli matici C. Cislo ¢;
v ni zna¢i cenu v $§ vyrobku V; v zemi Z;. Chceme-li vyjadiit cenu jed-
notlivych vyrobku v uvazovanych zemich v K¢, staci nasobit kazdy prvek
matice C stejnym ¢islem, danym kurzem dolaru. Vzniklou matici oznacime
D. Pocitame-li 35 K¢ za jeden $, dostdvame matici

8050 15750 3500
7000 14700 3150

D= (1.10)
7350 15050 2800

8225 15225 3325

udavajici cenu jednotlivych vyrobku v uvazovanych zemich v Keé.

To nés motivuje k zavedeni definice soucinu ¢isla a matice takto:

Nasobeni
matice
&islem
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Soudin
dvou matic
— motivace

Definice 1.3. (Soucin &isla a matice) Necht A je matice typu (m,n) a
« je realné cislo. Potom souc¢inem matice A a ¢isla o rozumime matici C,
pro jejiz prvky c; ; plati

cij=a-a;; pro 1=1,....m, 3=1,...,n

Pro nasobeni matice ¢islem budeme pouzivat symbol - “. PisSeme pak C =
a - A. Symbol ,-“ Ize vynechat.

Piiklad 1.11. Necht a = 3 a necht A je matice typu (3, 3)

10 =3
A= 6 1 3
-2 0 =3
Potom
10 -3 3 0 -9
C=a-A=3- 6 1 3 |= 18 3 9
-2 0 =3 -6 0 -9

Definice 1.4. Necht A, B jsou matice téhoz typu. Potom definujme A — B
jako matici A + (—1) - B.

Soucin dvou matic. Zavedme si jesté definici souc¢inu dvou matic. Zacneme
s prikladem. Uvazujme matici
0,00 0,4 0,3 0,6 0,6
A= 0,05 0,2 0,1 0,1 0,0 [. (1.11)
0,10 0,2 0,2 0,1 0,2
V ni a; j znaci spotiebu v kg i—té suroviny S; na vyrobu jednoho kilogramu

j—tého vyrobku V;, ¢« = 1,2,3, j = 1,2,3,4,5. Zapisme tuto matici
obecné.

ayy; Aair2 Aapsz aia ais
A= Q21 Q22 A23 A24 QA25 . (112)

azi aAzz Aaz3 az4a a3s
Ma-li se vyrobit z; kg vyrobku Vj, spotiebuje se pfi jeho vyrobé a; ; - ; kg
suroviny S;. Uvazujme ptipad, Ze chceme vyrobit vyrobky Vi, Vo, V3, Vy, Vs
v mnozstvich x1, 2o, x3, 4, x5 v kg a ze chceme urcit spotiebu suroviny .S;

pro nékteré ¢ = 1, 2, 3. Oznacme ji y;. Potom y; je souctem cisel a;; - x5,
7=1,2,3,4,5. Tedy

Yi = Q121+ Q2 To+ Q;3- T3+ Qja- Ty + Q5 Ts.



Oznacme tedy x sloupcovy vektor o péti slozkach, v némz x; uddva pozado-
vané mnozstvi vyrobku V; v kg.Oznac¢me y sloupcovy vektor o tiech slozkach,
v némz y; vyjadiuje mnozstvi suroviny S; v kg potfebné k vyrobé vyrobku
Vi, 7 = 1,2,3,4,5 v pozadovanych mnozstvich z;. Nazveme jej vektorem
spotteby. Tedy

€
T2 Y1
z=\| 23 |, y=1 v |. (1.13)
Ty Y3
s

Oznacme
Yi= Qi1 T1+ Qo To+ a3 Ts+ a4 Ta+a;5 -5, ©=1,23 (1.14)
Budeme tikat, ze vektor y je souc¢inem matice A a vektoru x a budeme psat

y=A-x.

Pro vektor
250

120
150
85
80

8
I

a matici
0,00 0,40 0,3 0,6 0,60

A=| 0,05 0,20 0,10 0,10 0,00
0,10 0,20 0,20 0,10 0,20

dostavame

yi = 0,00-250+0,4-120+0,3- 150 +0,6 - 85+ 0,6 - 80,
ys = 0,05-25040,2-120+0,1-150 +0,1 -85+ 0,0 - 80,
y3 = 0,10-25040,2-120+0,2-150 + 0,1 - 85+ 0,2 - 80.

Vyéislenim obdrzime y; = 192, yo = 60, y3 = 103. Tedy

192.0
y=1| 600
103.5

11



12

Tento priklad nés inspiruje k zavedeni pojmu sou¢inu dvou matic A, B touto
definici.

Definice 1.5. (Souc¢in matic) Necht A je matice typu (m, k) a B je matice
typu (k,n). Potom sou¢inem matic A a B v tomto poradi je matice C typu
(m,n) pro jejiz prvky ¢;;,i =1,...,m, j=1,...,n, plati

Cij = Q41 -b1j+ai2-b2j...+aik-bkj. (115)
Piseme pak

C=A B.

Poznamka 1. Ze vztahu (1.15) je patrno, ze pro vypocet prvku ¢;; matice C
(tj. prvku v i—tém tddku a v j—tém sloupci matice C pouzivame i—ty fadek

(ai,l a;o ... ai,kz) (116)

matice A a j—ty sloupec matice B

(1.17)

bk j

Rikdme, e ¢; ; je skalarnim soucinem fadkového vektoru (1.16) a sloupcového
vektoru (1.17).

Poznamka 2. Vztah (1.15) lze zapsat takto

k
Cij = E Wiy« by j.
r=1

k P e sris o1 ,
Zde symbol ) °_, znamend, ze se provadi secitani ¢lenu, které dostaneme
tak, ze do vyrazu za symbolem ) dosazujeme postupné r =1,... k.

13

Poznamka 3. Pro sou¢in dvou matic budeme pouzivat opét symbolu ,,-*“.
To neni na zdvadu, nebot ze souvislost{ je vZdy patrno o jaké ndsobeni se
jedna. Budeme tedy psat

C=AB.

Poznamka 4. Vsimnéme si, ze pocet sloupcu v matici A je stejny jako je
pocet radku v matici B. Kdyby tomu tak nebylo, nebylo by mozno aplikovat
vzorec (1.15).

Priiklad 1.12. Urcete matici C = A - B, jestlize

1 -3
123 4
2 -5
A=|078 5|, B=
8 3
4329
1 1

Soudin matic
— definice



Ponévadz A je matice typu (3,4) a B je matice typu (4,2), lze vypocist
sou¢in C = A - B. Podle (1.15) dostavame

25 0
C=| 7 -6
17 —12

Napft. prvek cg; dostaneme jako skaldrni soucin druhého radku matice A, to
jest fadkového vektoru

(07 8 5)
a prvniho sloupce matice B, to jest sloupcového vektoru
1
2
8
-1

Vypoctem dostavame

1 =0-14+7-2+8-8+5-(—1) =73

Poznamka 5. Obecné matice A - B neni rovna matici B+ A. Dokonce muze
nastat pripad, ze A - B existuje, avsak B - A neexistuje. Jestlize pro néjaké
matice A, B plati

A-B=B-A,

potom matice A, B se nazyvaji zaménitelné.

Piiklad 1.13. Je-li napt. matice A typu (3,4) a matice B je typu (4,3),
potom A - B je matice typu (3,3). Avsak B - A je matice typu (4,4). Jsou
tedy matice A - B, B - A ruznych typu a tedy, aniz bychom jejich souciny
pocitali, vidime, ze jsou navzajem ruzné. Matice A, B nejsou tedy v tomto
pripadé zaménitelné.

Piiklad 1.14. Necht

1 2 -1 3
3 4 10
1 3 8 10
A-B= , B-A= :
19 1 2
Vidime, ze A- B # B - A, takze tyto matice A, B nejsou zaménitelné.
Piiklad 1.15. Necht

A:<8 10) B:< 1/3 —5/3>'
1 2 —1/6  4/3

Potom

13
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Submatice

Pro tyto matice plati

10
A-B:B-A:< )
0 1

Dané matice A, B jsou tedy zaménitelné.
Matice transponovana.

Definice 1.6. (Matice transponovana)Necht A je matice typu (m,n). Po-
tom matici, jejiz i—ty fadek je roven i—tému sloupci matice A,i =1,2,...,m,
nazyvame matici transponovanou k matici A a budeme ji znacit AT. Matice
AT je tedy typu (n,m).

Piiklad 1.16. Necht

Potom

O transponované matici sou¢inu dvou matic plati tato véta.

Véta 1.1. (Transponovand matice souc¢inu matic) Necht A, B jsou
takové matice, ze existuje A - B. Potom plati

(A-B)T = BT . AT,

Dukaz: Dukaz prenechavam ¢tenari. O
Submatice. Zavedme si pojem submatice nésledujici definici.

Definice 1.7. (Submatice) Necht A je matice typu (m,n) a necht u =
(i1,...,1p) je takovy vektor, ze 1 < iy < iy < --+ < i, < m. Ddle necht v =
(J1s--.,Jr) je takovy vektor, ze 1 < j; < jo < -+ < j, < n. Potom matici,
ktera vznikne z matice A vypusténim radku s fadkovymi indexy, které jsou
slozkami vektoru w a vypusténim sloupcu matice A se sloupcovymi indexy,
které jsou slozkami vektoru v, nazyvame submatici matice A a znacime ji
Ay Jestlize néktery z vektori w, v md jenom jednu slozku, staci uvést
tuto slozku bez zavorek. Napiiklad, jestlize u = (i) a v = (j), lze zavorky
vypustit a psat pouze A, ;. (Tedy A, ; znaci submatici, kterd vznikne z matice
A vypusténim i-tého rddku a j-tého sloupce.)

Piiklad 1.17. Necht

1 2 4 5
A=1| 5 7 2 -1
41 0 2



Polozme u = (2), v = (2,4). Potom vypusténim druhého fadku a druhého a
ctvrtého sloupce matice A dostaneme submatici B = Ay (2 4). Je tedy

o (1)

1.1.3 Specialni matice a pravidla pro pocitani s maticemi

Ctvercova matice. Matici A typu (n, n) budeme nazyvat ctvercovou matici
radu n. Misto ¢tvercova matice fadu n staci fikat matice radu n, ponévadz
o tadu matice mluvime jen u ¢tvercovych matic.

Napi. matice
1 2 3

A=| 4 5 6
7 89
je ctvercova matice radu 3.

Nulova matice. Matici typu (m,n) budeme nazyvat nulovou matici typu
(m,n), jestlize vSechny jeji prvky jsou rovny nule. Budeme ji znacit 0.

Piiklad 1.18. Matice
00 0O

0=]100 0O
00 0O
je nulova matice typu (3,4).

Hlavni a vedlejsi diagondla v matici. Necht A je matice typu (m,n).
Budeme fikat, ze jeji prvky a; lezi na hlavni diagondle a jeji prvky a;;, pro
nez je ¢ + 7 = n + 1, lezi na vedlejsi diagonéle.

Piiklad 1.19. Necht

1 =2 3 1
A= 0 -3 8 5
-5 04 2

Potom prvky (1, —3,4) lezi na hlavni diagonale a prvky (1,8,0) lezi na ved-
lejsi diagonéle.
Jednotkova matice. Rekneme, ze ¢tvercova matice E fadu n je jednotkova,

jestlize vsechny prvky na hlavni diagonale jsou rovny ¢islu 1 a vSechny ostatni
jeji prvky jsou rovny 0. Chceme-li zduraznit jeji tad n, oznacime ji E,,.

Priklad 1.20. Matice
1 00

010
0 01

15



16

je jednotkova matice fadu 3.

Diagonalni matice. Rekneme, 7e ¢tvercova matice A je diagonalni, jestlize
vSechny jeji nenulové prvky lezi na hlavni diagonale.

Priklad 1.21. Matice
1 00
A = 0 20
00 3

je diagonalni matici.
Horni trojihelnikova matice. Rekneme, ze ¢tverova matice A tadu n

je horni trojuhelnikovou matici, jestlize vSechny jeji prvky pod hlavni dia-
gonélou jsou rovny 0.

Dolni trojihelnikovd matice. Rekneme, ze ¢tvercovd matice A fadu n
je dolni trojuhelnikovou matici, jestlize vSechny jeji prvky nad hlavni dia-
gonéalou jsou rovny 0.

Pravidla pro pocitani s maticemi. Pro zavedené operace s maticemi plati
vztahy uvedené v nasledujici vété.

Véta 1.2. (Poéitani s maticemi) Necht A, B,C,0 jsou matice téhoz
typu, kde 0 je matice nulova, a necht «, 3 € R. Potom plat{

A+B = B+ A, (1.18)
(A+B)+C = A+ (B+C), (1.19)
A+0 = A, (1.20)

A-A = 0, (1.21)

1-A = A, (1.22)
a-(6-A) = (a-0)- A, (1.23)
(a+p0)-A = a-A+[-A, (1.24)
a-(A+B) = a-A+a-B. (1.25)

Dukaz: Provedeme pouze dukaz vztahu (1.18). Ostatni vztahy se dokazuji
analogicky.

Prvek v i—tém fadku a j—tém sloupci matice na levé strané vztahu (1.18) je
roven a;; + b;; a prvek v i-tém radku a j-tém sloupci matice na pravé strané
vztahu (1.18) je roven b;; + a;; pro vsechna i, j. Plati tedy (1.18). O

Véta 1.3. (Pocitani s maticemi) Necht typy matic A, B, C, 0 (nulovd
matice), E (jednotkova ¢tvercovd matice) jsou takové, Ze operace ve vztazich



(1.26)—(1.31) maji vyznam. Potom plati

0-A = 0, A-0=0, (1.26)
E-A = A, (1.27)
A-E = A, (1.28)
(A-B)-C = A-(B-C), (1.29)
(A+B)-C = A-C+B-C, (1.30)
C-(A+B) = C-A+C-B. (1.31)

Poznamka. Jestlize pro matice A, B plati A - B = 0, nemusi byt zaddna
z matic A, B nulovou matici. Napf.

10 00) (00
oo/ \32/) \oo)/
1.2 Systémy linearnich algebraickych rovnic, uvod

Uvazujme vyrobu ¢tyt vyrobku Vi, Vo, V3, Vy. K jejich vyrobé jsou pottebné
suroviny S7, 5%, S3. Jejich mnozstvi v kg potiebné pii vyrobé jednoho ki-
logramu kazdého z vyrobku Vi, Vs, V3, V) je uvedeno v nasledujici tabulce.
Ve sloupci oznaceném pismenem Z jsou uvedena mnozstvi 2y, Zo, Z3 jed-
notlivych surovin Si,Ss, S5, kterd se maji spotiebovat. Budeme se zabyvat
ulohou uré¢it mnozstvi jednotlivych vyrobku Vi, Vo, V3, V4 v kg tak, abychom
zcela spotiebovali suroviny S, So, S3, jejichz mnozstvi jsou uvedena v tabulce
ve sloupci Z.

| L v [ » [ w | v || z |
S, 0,0 0,4 0,3 0,6 5
Sy 0,2 0,2 0,1 0,1 2
Sy 0,1 0,2 0,2 0,1 3

Oznacme postupné zq, s, r3, r4 hledand mnozstvi v kg vyrobku Vi, Vo, Vs, V.
K jejich vyrobé by se potiebovalo
0,4$2 + 0,3.1'3 + 0,6$4
kg surovin 57,
0,221+ 0,229+ 0,123+ 0,124

kg surovin S; a
0,1I1+0,2$2+O,21’3+0,1l‘4

kg surovin Sj.
Jestli se maji suroviny Sy, Ss, S3 plné spotiebovat, musi se vyrobky Vi, Vs, V3,
Vy vyrabét v mnozstvich xq, x9, x3, x4, kterd splnuji tyto podminky:
0,4294+0,3234+ 0,624 = 5
0,221 +0,2204+0,123+0,124 = 2 (1.32)
0,121 +0,229+0,223+0,124 =

17
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Kazdé z téchto podminek predstavuje rovnici pro neznamé veli¢iny 'y, xo, x3,
x4. Kazda z nich je tvaru

a; Ty +ay-T9+...+a, x, =0>b (1.33)

V rovnici (1.33) xq, 29, ..., x, jsou nezndmé a ai, as, ..., a, jsou (vétsinou)
znama ¢isla, nazyvame je koeficienty rovnice. Koeficient a; je koeficient u ne-
zméamé ;. Cislo b nazjvame pravou stranou. Rovnici (1.33) nazyvame linedrni
algebraickou rovnici o neznamych xq,...,xz,. Ponévadz v linearni algebrie,
kterou probirame, pojednavame jenom o algebraickych rovnicich, budeme
uzivat zkraceného pojmenovani , linearni rovnice“.

Pii feSeni tloh vétsinou se pracuje s vice rovnicemi. Jestlize koeficienty
v téchto rovnicich jsou obecna ¢isla, muzeme je odlisit od sebe tak, ze v i—té
rovnici oznacime koeficient u z; napi. a; ;.

Potom systém (misto systém muzeme fikat téz soustava) m linedrnich alge-

braickych rovnic o n neznamych 1, xs, ..., x, lze zapsat takto:
am Ty + air2 + - 4+ aiar, = by
a2 1T1  + QT2 + - 4 AT, = by
. . (1.34)
Am, 121 + Am,2T2 + o+ AmnTn = bm'
Zde a;j, i = 1,...,m, j = 1,...,n, znaci koeficient u nezndmé z; v i

té rovnici (prvni index i tedy znaci pofadové ¢islo rovnice, druhy index j
oznacuje slozku nezndmého vektoru x). Cislo b; nazyvame pravou stranou
1—té rovnice.

Oznacme A matici

aii 1,2 T aq,n
az a2 92 s a2 n

A= ] . . (1.35)
Apm,1 Qm,2 e Am,n

Nazyvame ji matici soustavy systému (1.34). Vektor

|
T2

Tn
nazyvame vektorem nezndmgch a vektor

by
by

b



nazyvame vektorem praviych stran.

Lehce nahlédneme, ze systém linedarnich algebraickych rovnic (1.34) 1ze zapsat
uzitim tohoto oznaceni jako

A-x=b. (1.36)
Skutecné, matice A je typu (m,n), @ je typu (n,1), takze A - je ma-
tice typu (m,1). Rovnice (1.36) znamend, ze kazd4d slozka vektoru A - x je
rovna odpovidajici slozce vektoru b. Porovnanim i—tych slozek téchto vektoru
dostavame i-tou rovnici systému (1.34).

Matice, ktera vznikne z matice A pridanim vektoru b jako dalsiho sloupce,
se nazyva rozsirenou matici systému rovnic (1.34). Znacime ji (A|b). Je tedy

ai ay2 te a1n ’ by

az a2 2 te a2 n ’ by
(A|b) = .

Am 1 A2 e Am.n | bm

Priiklad 1.22. Uvazujme systém linearnich algebraickych rovnic

r1 + 3xy — 3wz = —12,

4xy + dry + 223 = —06. (1.37)

Ozna¢éme-li A matici soustavy tohoto systému rovnic, b vektor pravych stran
a @ vektor neznamych tohoto systému rovnic, je

X

1 3 =3 —12
A= , b= , =] X9
4 5 2 —6

Z3
Matice rozsitena je rovna
1 3 =3 | —12
(Alb) = :
45 2| -6

Dany systém rovnic lze tedy zapsat jako

A-x=0b.

Zavedme si nyni pojem feseni systému linearnich rovnic.

Definice 1.8. Vektor % nazveme feSenim systému linedrnich rovnic
A-x=0>,

jestlize A - % = b. (To jest, jestlize vektor % vyhovuje rovnici A - & = b).
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Vratme se k pifkladu 1.22. Oznaéme

3 0 3
e=| 4|, =] -2 |, =] 0
1 2 1

Ziejmé

0
A-'lx=b, A %x=0, A-Sw:<14>7éb.

Jsou tedy vektory 'z, % fesenim uvazovaného systému (1.37), avSak *r nenf
jeho Tesenim.

Lehce se presvedcime, ze vektor

6—3-¢
x = —-6+2-¢
c

je fesenim uvazovaného systému rovnic (1.37) pro kazdé reélné c.

Piiklad 1.23. Uvazujme systém linearnich rovnic

x1—2x2 = 3, (138)

Tento systém rovnic nemad feSeni. Skutecné, predpokladejme, ze «, (3 jsou
takova cisla, ze r1 = a, xo = [ vyhovovuji prvni rovnici, tedy, ze plati

a—2-04=3.

Potom by bylo
2-a—4-=6

ane2-a—4-0 =25, takze r1 = a, x9 =  nevyhovuje druhé rovnici.

Poznamka. Pozdéji budeme tesit obecné otazku, kdy systém linearnich rov-
nic ma jedno reseni, kdy ma nekoneé¢né mnoho feseni a kdy nemda vubec
zadné teseni.

1.3 Zavedeni pojmu inverzni matice

V linearni algebte ma velky vyznam pojem inverzni matice k dané matici.
Tento pojem si nyni zavedeme nasledujici definici. Pozdéji si fekneme néco
o existenci inverzni matice k dané matici a seznamime se s fadou vlastnosti
inverznich matic a nauc¢ime se nalézt k dané matici matici inverzni.

Definice 1.9. (Inverzni matice) Neradu n. Potom étvercovou matici B
se pro niz plati

B-A=A-B=E. (1.40)



nazyvame inverzni matici k matici A; budeme ji znacit A"

Véta 1.4. (Vlastnosti inverzni matice) Necht je ddna matice A a necht
k nf existuje matice inverzni A~'. Potom plati

a) Inverzni matice A™' je jednoznacné urcena.
b) K matici A~ existuje matice inverzni a plati (A™')™' = A.
c) Jestlize A, B jsou ¢tvercové matice téhoz radu n a jestli k nim existuji
matice inverzni A~', B™', potom k matici A-B existuje matice inverzni
Dutkaz:plati (A-B)™' =B A"
a) Necht B, C jsou inverzni k A. Potom

A-B=B-A=E, A-C=C-A=E.
Odtud
C=E-C=(B-A)-C=B-(A-C)=B -E=B.

Tedy B=C.
b) Toto tvrzeni je bezprosttednim dusledkem definice inverzni matice.
c) Podle vét 1.2, 1.3 plati

(B'A™) - (AB)=B'(A'A)B.
Ponévadz A™' A = E, dostdvame odtud
(B'A™Y.(AB)=B ' E-B=B 'B=E.
Podobné dokazeme, ze
(AB) - (B'A™) =E.

Je tedy B~*A™! inverzni matici k matici AB. O

Uvedme si zde vétu o feSitelnosti a jednoznacnosti feseni systému linedrnich
rovnic, za predpokladu, ze k matici soustavy existuje matice inverzni.

Véta 1.5. (Reseni systému A - x = b) Necht
A-z=b (1.41)

je systém n linearnich rovnic o n neznamych, kde A je ¢tvercova matice
soustavy fddu n a b je vektor pravych stran typu (n,1). Necht k matici A
existuje matice inverzni A~'. Potom systém rovnic (1.41) m& pravé jedno
feseni x dané vztahem

x=A"'b (1.42)
Dukaz: Jak jiz bylo diive dokazano, inverzni matice A je urcena jedno-
znacné. Vynasobime-li (1.41) matici A™" zleva, dostavame

Al (A z)=A"b (1.43)
Vzhledem k vété 1.3 plati

(A1 A)-z=A""b
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Ponévadz (A™'- A) = E a E - ¢ = x, dostavame odtud (1.42).

Dokazme jesté jednoznacnost feSeni. Predpokladejme, ze existuji dvé feseni
'z ? x systému (1.41). Potom

A-lz=b A zx=0.
Odectenim téchto vztahu dostavame
A (‘z—-*z)=0.
Vynésobenim tohoto vztahu matici A~ zleva dostavame
g — 22 =0,

takze
e = 2.
Ma tedy systém A - x = b pravé jedno feseni. 0

Priklad 1.24. Naleznéte feSeni systému linedarnich rovnic

A-x=0b, (1.44)
jestlize
1 5 2 26
A=1]13 41|, b= 39
01 4 78
a znate-1i k matici A matici inverzni
_5 6 1
13 13 13
-1 4 4 5
AT = B T3 39
_1 1 11
13 30 39

5 on o1\ [ 20
T = £ % - 39
5 m w /) \78
Vypocétem dostavame
14
z=| —6
21

V této kapitole popsany aparat maticového poc¢tu pouzijeme nyni k mate-
matické formulaci nasledujici ulohy, kterda patii do tuloh linearniho progra-
movani. Tyto ulohy jsou velice vyznamnou aplikaci linedrni algebry. Ulohy



tohoto typu se fesi vétsinou pomoci pocitacu a k jejich Teseni jsou vypra-
covany specialni programy. My se nebudeme zde zabyvat otazkou jak se tesi,
ale jenom otazkou, jak se da tloha matematicky formulovat a jak se pripravi
data pro vstupni hodnoty téchto programu.

Piiklad 1.25. Cokolddovna vyrdbi 5 druha vyrobku. Jsou to vyrobky,
které oznacime Vi, Vs, V3, Vy, V5. K vyrobé potiebujeme suroviny tuk, kakao
a cukr. Tyto suroviny jsou k dispozici v omezenych mnozstvich, v uvedném
poradi 1500 kg, 300 kg, 450 kg na jeden den. Spotieba surovin v kilogramech
na 1kg vyrobku je dédna tabulkou 1.1 na strané 4. Odbytové ceny jednot-
livych vyrobka v uvedném poradi jsou 20 K¢, 120 Keé, 100 Ké, 140 Ke,
40 Ké. Ukolem je stanovit takovy denni vyrobni plan, aby hodnota vyroby
byla maximéalni. Vyrobky jsou vyrabény technologicky nezavisle na sobé
navzajem. Vyroba se tedy uskutec¢nuje ve formeé péti vyrobnich procesu, které
vak nejsou navzéjem zcela izolované, nebot spoleéné spotiebovavaji vyrobni
zdroje, jeden proces na tukor druhého.

Matematickad formulace tulohy. Pro ucely matematické formulace za-
vedme 5 nezdvisle promeénnych: z; necht oznacuje mnozstvi vyrobku V;
v kg, jez bude vyrabéno za den, kde 57 = 1,2, 3,4, 5. Hledame tedy hodnoty
x; >0, 7=1,2,3,4,5, vyhovujici nerovnostem

0,42y + 0,323 + 0,6x4 + 0,65 < 1500

0,052; + 0,229 + 0,1xz3 + 0,14 < 300

0,102y + 0,229 + 0,223 + 0,1x4 + 0,225 < 450
(1.45)

Vime, Ze pii vyrobé z; vyrobku V;, j = 1,2,3,4,5, bude odbytovd cena
vyroby rovna

z = 20x1 + 12025 + 100x3 + 14024 + 40x5. (1.46)

Nasi ilohu muzeme tedy formulovat takto : Naleznéte takova nezaporna cisla
xj, j =1,2,3,4,5, kterd vyhovuji nerovnostem (1.45) a pro néz funkce (1.46)
nabyva svého maxima.

Tato uloha je tedy popsdna matici A, vektorem m mnozstvi surovin a vek-
torem b odbytovych cen vyrobku a vektorem @ poctu vyrobku

20
0,00 0,4 0,3 0,6 0,6 1500 190

A= 00502 0,1 0,1 00 |, m=1| 30|, s7=] 100 |,
0,10 0,2 0,2 0,1 0,2 450 118

X
X2

Xy
X5
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Potom (1.45) lze zapsat jako jako

Ax <m (1.47)
a funkce (1.46) lze zapsat jako

z2=b-x. (1.48)

Nasi tlohu muzeme vyslovit takto: Naleznéte vektor & > 0 vyhovujici (1.47),
ktery minimalizuje funkei (1.48).

Matice A, vektory m, b a pozadavek, ze vektor

T
r = ($17I2,$3,$4,x5) Z 07

jsou vstupnimi udaji programu, kterym se vypocet realizuje. Dostdavame

1 =0, 29 =0, 3 = 1000, x4 = 2000, x5 = 0.

1.4 Zakladni poznatky z kapitoly 1 a ulohy k procviceni

B Zavedeni pojmu matice, typ matice, znaceni prvku matic, prvky na
hlavni a na vedlejsi diagonale.

Relace <, <, >, >, = mezi maticemi.

Operace s maticem : se¢itani matic, nasobeni matice realnym cislem.
Soucin dvou matic.

Zaménitelné matice.

Matice transponovana. Matice transponovana souc¢inu dvou matic.
Submatice. Vytvareni submatic. Oznacovani submatic.

Specidlni matice. Matice ¢tvercova, matice nulova, matice jednotkové,
horni a dolni trojihelnikova matice, horni schodovita matice.
Pravidla pro pocitani s maticemi.

Zapis systému linearnich rovnic v maticové notaci. Co je to matice
soustavy, co je to matice rozsitend, co je to vektor pravych stran. Co
se rozumi pod pojmem feSeni systému linearnich rovnic? Priklady, kdy
systém ma jedno teseni, kdy nema zadné feSeni, kdy ma vice reSeni.

B (Co je to inverzni matice? Vlastnosti inverznich matic.

Resenf systému linedrnich rovnic, jestlize zndme matici inverzni k ma-
tici soustavy.

Ulohy
1. Necht A je matice

1 -3 2 4
A=|1 0 7 =2
0o 1 -2 5

Urcete a) jeji typ, b) matici k ni transponovanou AT, urcete matice
F=A A" D=A".-A, ¢)zjistéte, zda matice A, AT jsou zaménitelné.



W eana—| . 0 |lp-|
S 2 7 -2 | 9
4 =2 5 2
30 7 13
F = 7 54 —24 |, ¢) nejsou zaménitelné.|
13 =24 30

2. Zapiste v maticové notaci systém linearnich rovnic

2x1+3x2—x3 = 4,
3.1'1—5.1'2+$3 = —1,
ZL’1—35E2+$3 = —1.

Napiste matici soustavy a matici rozsitenou.
[Ozna¢me

2 3 -1 4
A=|3 =5 1|, b=]| -1
1 -3 1 ~1
2 3 -1 | 4
Ab)=|3 -5 1] -1 | , ==
1 -3 1] -1

-3 9 2
10 -8 -7
-8 57 —16 |
—7 —16 45

xy

T2

T3

Potom dany systém rovnic lze psat v maticové notaci takto: A-x = b, A je

matice soustavy a (A|b) je matice rozsitend.]

3. Necht
1 2 3

A=1] 456
789

a necht E3 je jednotkova matice a A je proménnd. Napiste matici

B =A - )\E;.
1—A
(B = 4
7
4. Zjistéte, zda vektory
1 0
=11, Z=|1
1 2
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jsou TeSenim systému linearnich rovnic z tlohy 2.

4 1
[A -1z = -1 1, A-& = -3 |, tedy 'z je a % neni feSenim
—1 —1
uvazovaného systému linearnich rovnic. |
5. Necht
1 2 3 —1 2 3 0
A=| 4 10|, B = 4 -7 —12 |, b= |1
-2 01 -2 4 7 2

a) Dokazte, z2e B- A= E, A-B = E. Jak nazyvame matici B?

b) Naleznéte feseni rovnice A-x = b uzitim matice B. (Obe strany daného
systému rovnic nésobte zleva matici B.)

[a) B je inverzni k matici A, b) B-(A-x) = B-b, (B-A)-x = B-b, E-x =
B-b takiex=B-b= (8 —31 18)"]

6. Zapiste nasledujici systém nerovnic uzitim maticové notace

X1 + P S 37
—T1 + T2 S O,
i) Z 0.

Znézornéte graficky mnozinu bodu [x1, 25|, které témto nerovnicim vyhovuji.

[Polozme
1
Ty
, T = .
T2
0 —1 0

Potom dany systém nerovnic lze zapsat takto: A - x < b. Hledana mnozina
je Seda oblast na obr.1.1.]

ok

3N 71

Obrazek 1.1: Hledand mnozina bodu

7. Urcete vektory f, x tak, aby funkce
Yy =211+ 319 + 4235+ 24



se dala pomoci nich zapsat ve tvaru

frox.

[f - (27 37 47 1)T7 T = (xla Zo, T3, x4)T]

27
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= Linearni prostor, zavedeni pojmu
= Linearni kombinace vektoru
= Baze vektorového prostoru

Vektorovy prostor
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Cilem studia této kapitoly je
B osvojit si pojem ,aritmeticky vektorovy prostor V,,
B osvojit si pojmy ,linearni kombinace vektoru, linedrni nezavislost vek-
toru“
B osvojit si pojem , hodnost matice*

2.1 Linearni prostor, zavedeni pojmu

Vektorovy prostor volnych vektora. V predchazejicim studiu na gym-
naziu jste pracovali s volnymi vektory. Zopakujme si napied bez podrobnosti
pojem volného vektoru a operace s volnymi vektory a to tak, jak se tyto
pojmy zavadéji na gymnaziich.

Volné vektory. Mnozinu vSech nenulovych orientovanych tsecek, které maji
stejny smér a stejnou velikost, jste nazvali nenulovym volnym wvektorem a
mnozinu vSech nulovych orientovanych tsecek nulovym wvolnym vektorem.
Kazda orientovana usecka je pak umisténim prislusného volného vektoru a re-
prezentUJe jej. Volné vektory budeme oznacovat pismenem se 81pk0u nahofte,
napi. @ . Nulovy volny vektor budeme oznacovat symbolem 0. Délku kazdé
orientované tsecky, kterd reprezentuje volny vektor @, budeme nazyvat ve-
likosti volného vektoru @ a budeme ji znacit |a’|.

Symbolem ,,+* jste znacili operaci, nazvali jste ji se¢itanim, kterou ke kazdym
dvéma volnym vektorim @, b je piifazen volny vektor, oznac¢me jej ¢,
ktery dostaneme takto: Zvolme hbovolny bod A. Necht AB je orlentovana
tisecka, ktera reprezentuje volny vektor @. Necht orlentovana usecka BC’ re-
prezentuje volny vektor ?, potom orientovand usecka AC’ reprezentuje volny

=
vektor ¢ . Piseme pak @ + b = ¢.

Na obr. 2.1 je znazornéno secitani dvou volnych vektort @, 7 Vektor @
je reprezentovany orientovanou tuseckou @ a volny vektor ? je reprezento-
vany orientovanou useckou }TgY . Jejich souc¢tem je volny vektor ¢ = @ + Y
reprezentovany orientovanou useckou AC,

R S

Q C

A B

Obrazek 2.1: Secitani volnych vektoru

Symbolem ,,-“ jste znacili operaci, nazvali jste ji nasobenim, kterou ke kaz-
7 7 — . 7 7 7 v/ .
dému volnému vektoru @ € U a libovolnému redlnému ¢islu a € R je
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piifazen volny vektor, oznacme jej d, ktery dostaneme takto: Necht ori-
—

entovang tsecka AB reprezentuje volny vektor @ . Oznaéme D takovy bod

. =
orientované tsecky AD je

na pifmce urc¢ené body A, B , ze velikost ’@
—
al - ‘AB )

=g e . = . . . . .
a smér AD je stejny jako smér «, je-li @ > 0 a opac¢ny, je-li a < 0.

Na obr. 2.2 je znazornéno nasobeni volného Vektoru a’ redlnym Clslem Volny
vektor @ je reprezentovan orientovanou useckou PQ Volny vektor d =2, 5
@ je reprezentovan orientovanou tiseckou AB a volny vektor € = —2,5-

je reprezentovan orientovanou useckou C—)D

I
1

D C
P Q
A ' B

Obréazek 2.2: Nésobeni volného vektoru ¢islem

Volné vektory v kartézském souradném systému v roviné. V pred-
chazejicim pojednani jsme uvazovali volné vektory nezavisle na souradném
systému. Byly uvazovany v tzv. invariantnim tvaru.

Pojednegme nyni o volnych vektorech v roviné, v niz je zaveden kartézsky
souradny systém. Necht z,, x5 jsou soufadné osy kartézského souiadného
systému v uvazované rovine.

Jak je dobfe zndmo, ke kazdému bodu P v kartézském souradném systému ro-
viny, je ptirazena usporadand dvojice redlnych ¢éisel [py, ps]. Cislo p; nazyvame
jeho prvni souradnici a ¢islo ps nazyvame jeho druhou souradnici. Naopak,
kazdou usporadanou dvojici redlnych ¢isel [py, ps] 1ze povazovat za souradnice
pravé jednoho bodu P v roviné. Neni tedy nutno striktné rozliSovat mezi bo-
dem v roviné a uspofadanou dvojici realnych cisel. Ozna¢me U, mnozinu
vsech volnych vektoru v této roviné s uvedenymi operacemi se¢itani volnych
vektoru v roviné a nasobeni volnych vektoru v roviné realnymi cisly.

—_— —
Uvazujme dvé orientované usecky PQ), RU (viz. obr. 2.3), kde

P:P[p17p2]7 Q:Q[QL%L R:R[T17T2]7 U:U[UDUQ]'

Kazda z téchto orientovanych tsecek reprezentuje tentyz volny vektor
— - . N~
a € Usy, kdyz a jenom kdyz

1 —p1r=uy —1r1 N\ Q2 — P2 = Uy —Ta. (2.1)

—_— —
Na obr. 2.3 jsou zobrazeny dvé orientované usecky PQ), RS kazda z nich
reprezentuje tentyz volny vektor.
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T2
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b2
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T

a1 ay
b1 q1 T1 U

Obrazek 2.3: Reprezentace volného vektoru

Necht @ je volny vektor, reprezentovany orientovanou tseckou P—Cj, kde P =
[p1,p2], @ = [q1, ¢2). K volnému vektoru @ pfifadme uspofddanou dvojici
redlnych ¢isel, ay,as, kde a; = ¢ — p1 je prvni a as = ¢ — po je druhé
¢islo této usporadané dvojice. Tuto usporadanou dvojici zapiSme napf. jako
(aq,ay). Plati téz obracené. Jestlize (aq,as) je libovolna uspotradand dvojice
realnych cisel, potom k ni je p_fi}fazen volny vektor, ktery je reprezentovan
kazdou orientovanou tseckou PQ), pro niz plati: Je-li P = [p1, ps], @ = [q1, ¢2]
potom q; — p1 = ai,qa — p2 = as. Lze tedy ke kazdému volnému vektoru
@ jednojednoznacné prifadit usporddanou dvojici (ay,as). Mnozinu vsech
uspotrddanych dvojic redlnych éisel oznacime R2.

Lehce nahlédneme, ze plati nasledujici tvrzeni. Necht @, 7 jsou dva volné
vektory. Necht nahoie popsanym zptisobem je k volnému Vektog @ piifazena
usporddand dvojice redlnych ¢isel (a1, az) a k volnému vektoru b je piirazena
usporddand dvojice redlnych ¢isel (b, be). Potom ziejmeé plati

TH+b = 7, kde ci=ai+biAcy=as+ by (2.2)
—
. a

« = E}, kde dy=a.a; Ady=a.a3 pro a€R. (2.3)

Mezi uspofddanymi dvojicemi redlnych ¢isel z R? si zavedme operace se¢iténi,
oznacené ,, + “ a ndsobeni, oznacené ,, . “ takto: Necht (ay,by), (az,by) €
R2, o € R. Polozme

(ay,b1) + (az, ba) = (ay + by, az + bo)

a.(ay, b)) = (a.ay, a.by)

Mnozinu R? spole¢né s operacemi ,,+, . “ nazveme dvojrozmérnym aritme-
tickym vektorovym prostorem a oznacime jej Vy. Jeho prvky nazveme (arit-
metickymi) vektory a budeme je oznacovat vétsinou malymi tucné zapsanymi
pismeny. Analogicky bychom mohli definovat trojrozmérny aritmeticky vek-
torovy prostor na mnoziné R?® uspoiddanych trojic redlnych ¢isel. Znaéf se

pak Vg.



Vzhledem k (2.2) si muzeme piedstavit dvojrozmérny aritmeticky vektor
jako volny vektor v roviné. Podobné je tomu v trojrozmérnych aritmetickych
vektorovych prostorech.

V dalsim podame analogickou definici n-rozmérného aritmetického vekto-
rového prostoru V,,.

Definice 2.1. Necht n je libovolné piirozené ¢islo a necht R™ je mnozina
vsech uspofddanych n—tic redlnych éfsel. Necht na mnoziné R” jsou zavedeny
operace secitani, oznacené ,, + “, a nasobeni, oznacené ,, . “, takto:

Necht (ai,as, -+ ,a,), (b1,ba, -+ ,b,) € R, a € R. Polozme

(a17a27”' 7an)+(b17b27”' 7bn) — (a1+b17a2+b27”' 7an+bn)(24)

a.(ay,ag, -+ a,) = (a.ap,a.ag, -+ o.ay) 2.5)

Mnozinu R" spoleéné s operacemi ,,+, . “ nazveme n—rozmérnym aritme-

tickym vektorovym prostorem a oznacime jej V,,. Usporadané n—tice budeme
zapisovat do fadku, nebo do sloupcu. Budeme je nazyvat (aritmetickymi)
vektory a budeme je oznacovat vétSinou malymi tucné zapsanymi pismeny.
Pii zdpisu této usporddané n—tice do tddku (sloupce), budeme mluvit o
radkovém (sloupcovém) aritmetickém vektoru (struéné jen o vektoru).

S pojmem vektorového prostoru tzce souvisi pojem vektorového podpro-
storu. Uvedme si jeho definici.

Definice 2.2. [(Vektorovy podprostor)] Necht P C R™ a necht pro vsechna
x,y € P,a € R plati
r+yeP, a-xeP. (2.6)

Potom mnozinu P s témito operacemi ,,+, -“ nazyvame vektorovym podpro-
storem prostoru R". Budeme jej znacit P.

Poznamka. Jestlize nepracujem s vektorovym prostorem R™ muzeme misto
nazvu ,,vektorovy podprostor“ pouzivat nazvu ,,vektorovy prostor .

Piiklad 2.1. Necht P je takovd mnozina uspofddanych ¢tvefic redlnych
cisel @ = (ay, as, as, ay), 7e ay = ay. Ziejmé P C R Necht a = (ay, ¢, az, ¢),
b = (by,d, bs,d), kde ¢,d € R jsou pevné zvolend ¢isla a necht o € R. Potom
a,be P. Polozme € =a+b=(a; +b,c+d,a3+bs,c+d), y=a-a=
(a-ay,a-c,a-ag, a-c). Zde operace ,+“ | - “ jsou operace secitani a nasobeni
v prostoru V4. Je ziejmé, ze x, y patii do mnoziny P. Proto mnozina P
s témito operacemi ,,+“ , ,,-* tvori vektorovy podprostor P prostoru Vjy.

Ukazme si nékteré zakladni vlastnosti vektorového prostoru V,,.
Véta 2.1. Necht P je podprostorem vektorového prostoru V,. Jestlize
a,b,ceP,, potom
a+b = b+a,
a+((b+c) = (a+b)+e

—~~
oo

Co je to
vektorovy
podprostor
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Existuje prvek 0 € V,, tak, Ze pro vSechna x € P, plati
x+0=ux. (2.9)

Nazyvame jej nulovym vektorem.
Ke kazdému x € V,, existuje vektor v prostoru IP,,, oznacme jej (-x), tak, ze

x+ (—xz)=0. (2.10)

Pro vsechna x,y € P,, a pro vSechna «, 3 € R plati

le = =z, (2.11)
a-(f-x) = (af)- =, (2.12)
(a+p)x = a-x+ -, (2.13)
a-(x+y) = a-x+a-y. (2.14)

Poznamka. Symbol ,,-“ pro ndsobeni lze vynechat.

Disledek 1. Ze vztahi (2.7), (2.8) vyplyva, ze
a+(b+c)=a+(c+b)=b+(a+c)=b+(c+a)=
=c+(a+b)=c+(b+a)=(a+b)+c=(b+a)+c=
=(a+c)+b=(c+a)+b=(b+c)+a=(c+b)+a

Neni proto nutno psat zavorky a staci psat a + b + c.

Dokazme napi., ze a + (b+c¢) = (b+ a) + c. Podle (2.8) jea+ (b+¢c) =
(a+b)+c. Podle (2.7) jea+b=0b+a, takze (a+b) +c= (b+a)+c.
Jetedya+ (b+c)=(b+a)+ec.

Podobné budeme psét ¢; -+ ... +¢c,-"@ , kde 'z,....,"c € Pacy,...,c,
jsou libovolné konstanty, aniz bychom psali zavorky.

Poznamka. Jestlize vektor z prostoru P, zapiSeme do sloupce, budeme vek-
tor nazyvat sloupcovym vektorem. Jednd se tedy o matici typu (n, 1).

Podobné, jestlize vektor zapiSeme do radku, budeme jej nazyvat radkovym
vektorem. Jde tedy o matici typu typu (1,n).

Zapisujeme-li tedy vsechny vektory v prostoru IP,, do sloupcu (tddku), potom
operace ,,+, - “ v prostoru P,, splyvaji s odpovidajicimi operacemi pro pocitani
s maticemi.

Poznamka. Symbol ,-“ pro nasobeni lze vynechat.

Oznaceni. Misto a € P lze psat a € P. Misto a + (—b) lze psat a — b.

2.2 Linearni kombinace vektoru

Uvazujme systém linearnich algebraickych rovnic

ai,lxl—l—...—i—ai,n:vn :bi, 1= 1,...,71. (215)

Pii jeho analyze je zapotiebi zjistovat, zda



B nékterd z rovnic systému neni v rozporu s jinymi rovnicemi tohoto
systému

B zda kazda z rovnic dava nové pozadavky na hledany vektor x1, ..., x,,

m zda pozadavek, nékterou rovnici vyjadreny, je nebo neni jiz obsazen
v jinych rovnicich systému.

Tuto problematiku budeme fesit podrobné v kapitole ?7.

Jestlize i-té rovnici systému (2.15) pritadime vektor (a;i,...,a;,,0;),1 =
1,2,---,n, pak toto pritazeni je jednojednoznacné. K souc¢tu dvou rovnic
odpovida soucet odpovidajicich vektoru a k soucinu ¢isla a rovnice odpovida
soucin tohoto ¢isla a odpovidajici rovnice.

K teseni nahote uvedeného problému pouzijeme déle zavadéné pojmy: linearni
kombinace vektort, linearni nezavislost a linearni zavislost vektoru. S témito
pojmy se setkame i v jinych uvahach.

Definice 2.3. (Linedrni kombinace vektort) Necht 'z, ..., "z jsou vek-
tory z vektorového prostoru P a ¢4, ..., c, jsou realna cisla. Potom vektor

r=clz+.. .+,

nazveme linedrni kombinaci vektori 'z, . .., "x.

Piiklad 2.2. Necht

'r=(2,3,-1), % =(5,2,6), & = (9,8,4)
jsou vektory z prostoru V3. Ukazme, Ze vektor % je linedrni kombinaci vek-
tort 'z, %x.

Ponévadz
2.+ =2-(2,3,-1)+(52,6) = (4,6, —2) + (5,2,6) = (9,8, 4) = *,

je vektor %z skutecné linedarni kombinaci vektori ‘z, %r.

Definice 2.4. (Lin. nezavislost a zavislost vektori) Necht z,... "z
jsou vektory z vektorovém prostoru P. Rekneme, zZe tyto vektory jsou linedarné
nezdvislé, jestlize

alz+.. . +e,"r=0 <= ¢=c=...=c¢, =0. (2.16)

Jestlize vektory 'z, ..., ® nejsou linedrné nezavislé, jsou linedrné zdvislé.
Linearni zavislost vektoru lze vyjadrit téz takto.

Poznamka. Vektory z, ..., "z z vektorovém prostoru P jsou linedrné zavis-
1é, jestlize existuji takova cisla ¢, cs, ..., ¢,, z nichz alespon jedno je rizné
od0,7e c;'e+ ... +¢c,"xr =0.

Priklad 2.3. Ukazme, 7ze vektory 'z = (1,4,—-4), & = (1,2,0),

3z = (1,5, —2) z prostoru V3 jsou linedrné nezdvislé. Skutecne, ze vztahu

-+t =0

Linearni
kombinace
vektort

Linearni
nezavislost
vektor(
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dostavame
cr- (1,4, —4) 4+ ¢ - (1,2,0) + ¢3- (1,5, —2) = (0,0,0),
to jest
(1 + co + ¢3,4¢1 + 209 + Hez, —4ey + 0 — 2¢3) = (0,0,0).

Aby rovnost mezi témito vektory platila, musi koeficienty c1, co, c3 vyhovovat
systému linearnich rovnic

Cc1 + co + C3 = 0, (217)
461 + 262 -+ 503 = 0, (218)
—401 + OCQ - 203 = 0. (219)

Jak se lehce presvedcime, mé systém rovnic (2.17)—(2.19) jediné feseni ¢; =
co = c3 = 0. Jsou tedy dané vektory linedarné nezavislé.

Poznamka. Linearni nezavislost a linearni zavislost vektoru se da vyslovit
téz takto:
a)  Vektor 0 je linedrné z4visly, nebot a0 = 0 pro kazdé a € R.

b)  Vektory 'z,...,"®, n > 1, jsou linedrné zdvislé, kdyz a jenom kdyz
alespon jeden z nich lze vyjadtit jako linearni kombinaci ostatnich z nich.
(Dokazte!)

Priiklad 2.4. Vektory
(1,2,3), (=1,2,0), (1,6,6)
jsou linearné zavislé. Lehce nahlédneme, ze
2.(1,2,3) + (—1,2,0) = (1,6,6).
Vektor (1,6,6) jsme vyjadiili jako linedrni kombinaci zbyvajicich dvou vek-
toru.

Zavedme si nyni pojem hodnosti skupiny m— vektort.

Definice 2.5. Rekneme, ze skupina m—vektort ma hodnost A, jestlize ma-
ximalni pocet linedrné nezavislych vektoru v této skupiné je h.

Kazdou matici typu (m,n) lze povazovat za skupinu m—iddkovych vektoru,
resp. za skupinu n— sloupcovych vektoru. Hodnost skupiny m— tadkovych
vektoru nazyvame tadkovou hodnosti matice. Hodnost skupiny n— sloup-
covych vektoru nazyvame sloupcovou hodnosti matice.

Priklad 2.5. Urcete radkovou hodnost matice

1 2 3 4
A=| 56 7 8
6 8 10 12



Oznaéme 'z, %¢, >z postupné prvni, druhy a tieti fddek matice A. Tedy

't = (123 4), (2.20)
x = (56 7 8), (2.21)
¢ = (6 8 10 12). (2.22)

Ziejmé vektor % je linedrné zavisly na vektorech ', %, nebot

S — lp 1 %
a vektory z, % jsou linedrné nezdvislé. Skutecné, kdyby tyto vektory byly
linearné zavislé, byl by jeden z nich nasobkem druhého. To znamena, existo-
valo by takové ¢islo «r, Ze by % = o'z to jest, platilo by

(56 78)=a(l1 2 3 4).

Takové ¢islo o vSak evidentné neexistuje. Vektory 'z, %r jsou tedy linedrné
nezévislé. Tedy mezi vektory x, %, % jsou pravé dva linedrné nezdvislé
vektory. Radkova hodnost matice A je tedy rovna 2.

Hledani hodnosti matice piimo z definice je zdlouhavé. Proto se dana matice
prevadi dale popsanymi ipravami (transformacemi) na matici, kterd ma stej-
nou hodnost jako dana matice a jejiz hodnost je zifejma. V dalsim budeme
resit tuto ulohu transformaci dané matice na tak zvanou schodovitou matici.
Zavedme si nynf pojem schodovité matice.

Definice 2.6. Matici A typu (m,n) nazveme schodovitou matici, jestlize
pro kazdé dva radkové indexy p, g matice A plati:
B Necht p-ty fadek matice A je nenulovy a ¢ty fddek matice A je nu-
lovy, potom p < gq.
m Necht p-ty a ¢ty fadek matice A jsou nenulové a necht a, s, je prvni
nenulovy prvek matice A v p-tém fddku a a, s, je prvni nenulovy prvek
v ¢-tém tadku matice A. Jestlize p < ¢, potom je s, < s,.

126 795
000597
Priklad 2.6. MaticeA= [0 0 0 0 5 8| jeschododvitd matice.
00 0O0O0O
00 0O0O0O

Ukol. Dokazte si, ze horni schodovita matice méa rddkovou hodnost rovnu
poctu jejich nenulovych radku.

2.3 Baze vektorového prostoru

Zavedme si nyni{ pojem bdze. V nékterych vektorovych prostorech existuji
vektory, které maji tu vlastnost, ze kazdy vektor tohoto prostoru lze vyjadrit
jako jejich vhodnou linedarni kombinaci. To nas vede k této definici.

Definice 2.7. (Baze vektorového prostoru) Necht P je vektorovy pro-
stor. 'e, ..., " jsou vektory z P s témito vlastnostmi:

Definice
baze
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1. jsou linearné nezavislé
2. kazdy vektor prostoru P se da vyjadrit jako jejich linearni kombinace,
to jest, ke kazdému vektoru a € P existuji takova cisla ¢y, ..., c,, Ze

a=clet...+¢,"%.

Potom ifkdme, Ze vektory e, ..., "% z IP tvoii jeho bazi.

Priklad 2.7. Dokazte ze vektory
'e = (1,0,0), % = (0,1,0), % = (0,0,1)

tvoti bazi vektorového prostoru Vs.

Diukaz. Dokazme piredevsim, ze vektory

jsou linedrné nezavislé. Abychom to dokézali, hledejme koeficienty ¢, co, c3,
pro néz je
C1 1€+CQ2€+633€ = 0,

to jest, pro néz je
¢+ (1,0,0) +¢o- (0,1,0) +¢3- (0,0,1) = (0,0,0).

To ziejmé plati kdyz a jenom kdyz ¢; = ¢o = ¢3 = 0. Jsou tedy vektory
le = (1,0,0), % =(0,1,0), % = (0,0,1) skutecné linedrné nezdvislé.

Necht nyni @ = (ay,as,a3) je libovolny vektor z V3 a hledejme koeficienty
c1,Cy, C3, PTO NEZ je
cile+ %+ 3% =a,

to jest, pro néz plati
c1-(1,0,0) +¢2-(0,1,0) + ¢35 - (0,0,1) = (as, as, as).
Odtud dostavame c¢; = aq, co = as, c3 = az. Vektory
'e = (1,0,0),% = (0,1,0),% = (0,0, 1)

maji vlastnosti uvedené v definici 2.7, takze tvori bazi vektorového prostoru
V3.

Priklad 2.8. Dokazte, ze vektory

'f = (1,1,0), *f = (0,1,0), 3f = (1,1,1)



tvofi bazi vektorového prostoru Vj.

Budeme postupovat podobné jako v minulém piikladé. Napied dokazeme, Ze
vektory

ffCf
jsou linearné nezavislé. Hledejme koeficienty ci, ¢a, ¢3, pro néz je
a'f +e’f +e’f =0,
to jest, pro néz je

¢1-(1,1,0) + ¢2- (0,1,0) + ¢5- (1,1,1) = (0,0,0).

To ztejmeé plati kdyz a jenom kdyz

c1 + 0- Co+c3 = O, (223)
Cc1+ cy + C3 = O, (224)
O'Cl +O'CQ+C3 = O (225)

Tento systém rovnic ma pravé jedno feseni a to ¢; = co = c3 = 0. Jsou tedy
vektory If = (1,1,0), 2f = (0,1,0), 3f = (1,1,1) linedrné nezdvislé.

Abychom dokézali, ze tyto vektory tvoii bazi vektorového prostoru Vs, mu-
sime jesté dokazat, ze kazdy vektor a € V3 se d& vyjadrit jako linearni
kombinace vektori Lf, 2f, 3f. Nechf tedy a € P. Hledejme nyni koeficienty
C1,C2,C3, Pro néZ je ¢ \f + c2 3f + c33f = a, to jest, Ze

C1- (17 17()) +c2 - (07 170) +c3- (17 17 1) = (a17a27a3)'

To ztejmeé plati kdyz a jenom kdyz

c1+ 0- Co + c3 = dai, (226)
c1+cy+c3 = as, (227)
0- c1 + 0- Co+c3 = as. (228)

Odtud dostavame ¢; = ay — ag, co = as — a1, c3 = az. Vektory

'f = (1,1,0), %)f = (0,1,0), °f = (1,1,1)

maji vlastnosti uvedené v definici 2.7, takze tvoii bazi vektorového prostoru
Vs.

Vsimnémeé si blize obou téchto prikladu. V obou prikladech jsme uvazovali
tentyz vektorovy prostor. Ukazali jsme, ze jak vektory

'e = (1,0,0), % = (0,1,0), %e = (0,0,1)
tvoti bazi vektorového prostoru Vg, tak i vektory

'f = (1,1,0), *f = (0,1,0), 3F = (1,1,1)
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tvoti bazi vektorového prostoru Vj.

Béze vektorového prostoru V3 neni tedy urcena jednoznacné. V nahote uve-
deném ptikladé byl pocet vektoru tvoricich bazi téhoz vektorového prostoru
V3 v obou pripadech stejny. Otazkou je, zda se jedna o nahodilost, anebo zda
se jedna o néjakou zakonitost. V pripadé, ze pocet vektoru tvoricich bazi by
byl stejny pro kazdou bazi, potom tento pocet by charakterizoval prislusny
vektorovy prostor. Uvedme si tedy nésledujici vétu, kterd odpovidé na tuto
otazku.

Véta 2.2. Necht P je vektorovy prostor a e, ..., " je jeho baze, tvorena n
vektory. Potom plati:
m Jestlize 'f,...,™f je skupina m vektorii z P, kde m > n, potom v nf je
nejvyse n linearné nezavislych vektorti.
B Kazda skupina n linearné nezavislych vektori z P je jeho baze.
m Cislo n nazyvdme dimenzi vektorového prostoru P. Piseme dimP = n.
Dikaz: Bez dukazu. O

Dokazte si platnost tohoto tvrzeni

Aritmeticky vektorovy prostor V,, ma dimenzi rovnu n, tj. dimV,, = n. Jedna
z jeho bazi je tvotena vektory

Uvedme si nyn{ pojem vektorového podprostoru vektorového prostoru P.

V definici (2.2 )jsme si uvedli pojem vektorového podprostoru. Uvedme si
nyni pojem vektorového prostoru generovaného systémem vektori. Tyto vek-
tory nemusi byt linearné nezavislé.

Definice 2.8. (Linedrni obal mnoziny) Necht P je vektorovy prostor a
necht M C P. Potom mnozinu Q vsech linedrnich kombinaci vektori z M
nazyvame linearnim obalem mnoziny M. Mnozina Q s operacemi ,,+“ a -
tvoi{ vektorovy podprostor Q prostoru P. Rikdme, ze prostor Q je generovan
mnozinou M. Jestlize mnozina M obsahuje jenom linedrné nezavislé vektory,
tvoii tyto vektory bazi vektorového prostoru Q.

Piiklad 2.9. Necht @ je mnoZina téch vektori z Vs, jejichz prvni a tieti
slozka je stejna. Potom mnozina () s operacemi ,,+“ a -, definovanymi
v prostoru Vs, je vektorovym podprostorem Q prostoru Vs. Vektory

(1,0,1,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1) (2.29)
tvoii jeho bazi.
Skutecné. Necht

a = (S,CLQ,S,CL4,CL5), b= (Ta b27T7 b47b5)



a a,r,s jsou libovolna ¢isla. Potom
a+b=(s+ray+by,s+r as+ by, as+bs),

takze prvni a treti slozka tohoto souctu je stejna, takze tento soucet patii do
mnoziny ). Podobné

a-a=(a-s,a-ay, s, a4 a-as),

takze prvni a treti slozka tohoto soucinu je stejna, takze soucin « - a patii
do mnoziny (). Tato mnozina () s operacemi ,,+“ a -, definovanymi v Vj,
je vektorovym podprostorem Q prostoru Vs.

Ukazme jesté, ze vektory (2.29) tvoii jeho béazi. Dokazme napted, ze jsou
linearné nezavislé. Skutecné, hledejme takova ci, co, c3, ¢4 pro néz je

¢1+(1,0,1,0,0)+¢2:(0,1,0,0,0)+¢5+(0,0,0, 1,0)+c4-(0,0,0,0,1) = (0,0,0,0,0).

Odtud dostdavame
(c1,¢2,c3,¢4) = (0,0,0,0).

Tento vztah je splnén ziejmé jenom v pripadé, ze
01202203204:0.

Jsou tedy vektory (2.29) linedrné nezavislé.
Necht nyni

a = (87 az, S, a4, @5)

je libovolny vektor z Q. Potom
s-(1,0,1,0,0) 4+ as - (0,1,0,0,0) + a4 - (0,0,0,1,0) + a5 - (0,0,0,0,1) =

= (s, as,$, a4, as)
Lze tedy vektor a = (s, as, s, ay, as) vyjadrit jako linedrni kombinaci vektoru
(2.29). Tim je dukaz proveden.

Zaroven lze konstatovat, ze vektorovy prostor Q je generovén vektory (2.29).

Vratme se k systému rovnic (1.34)
Az = b, (2.30)

kde A je matice typu (m,n), b je vektor (m, 1) a nezndmy vektor x je typu
(n,1).

Oznatme
ay1 1.2 A1,n
g — 2,1 7 % — a2,2 ’ . ng — a2',n 7
am,l Am,2 Am.n
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Zavedeni
pojmu
elementarni
transformace

by
b= .
b
Potom systém (1.34) lze zapsat jako
a1,1 ay,2 a1n by
ag 1 2.2 a2.n b
T + x> . +--t+ax, . = )
am,l am,2 am,n bm
tj.
nla+a+---+x,"a=hb. (2.31)

Piiklad 2.10. Systém linedarnich rovnic

l‘1+3l‘1—3l‘3 = —12
4l‘1+5l‘2+2$3 = 6

lze zapsat jako
1 n 3 n -3\ [ —12
g )72 s )T 2 )T 6

Poznamka. Pro kazdou uspotradanou n-tici realnych cisel je leva strana
(2.31), tj. vektor

r'a + x’a + -+ 1,"a
vektorem z vektorového prostoru GG generovaného sloupcovymi vektory ma-

tice A, tj. vektory 'a,%a,...,"a. Systém rovnic Az = b ma feSeni kdyz a
jenom kdyz b € G.

Elementarni transformace

Definice 2.9. (Zakladni elementarni transformace) Necht z,..., "z
jsou Faddkové vektory z prostoru V,,. Necht X je matice typu (m, n). Oznacme
ke k=1,2,---,m, jeji k—ty fddek. Dale budeme definovat nékolik zobrazeni
(transformaci), kterym se k matici X pfitadi matice Y, typu (m,n), jejiz
fadky jsou rovnéz z prostoru V,,. Jeji i—ty fddek ozna¢me y, i =1,2,--- ,m.
Uved'me si tyto transformace, které maji vyznam napt. pii feseni téchto tiloh

e Hledani hodnosti matice
e Hledani hodnoty determinantu

e ResSeni systému linearnich algebraickych rovnic



Transformace H1(i, ). Transformaci
Y = H1(i,a) X, coz lze zapsat téz jako X —,i—0 Y. (2.32)

se k matici X pftifadi matice Y typu (m,n), jejiz fadky fy, k = 1,2,--- ,m
jsou :

y=a-r, a fy="r pro k#i. (2.33)

(To znamend, Ze fddek ‘z ndsobime ¢&fslem « a ostatni fddky ponechdme bez
zmeény. )

Piiklad 2.11. Necht

1 2 3 4
A=|5 6 7 8 |. (2.34)
9 10 11 12

Z matice A utvorme nyni matici B typu (3,4), jejiz druhy radek je roven
druhému fadku matice A ndsobenému ¢islem (—3) a ostatni fadky matice B
jsou rovny odpovidajicim radkum matice A. Takto vznikla matice je matice

1 2 3 4
B=| —-15 —-18 21 —-24
9 10 11 12

Matice B vznikla z matice A transformaci H1(2, —3). Budeme psat

B = H1(2, —3)A, nebo A ——r2—=—3.r2 B.

Transformace H2(i, j) Transformaci
Y =H2(i,j) X, cozlze zapsat téz jako X —,j_ritr; Y, (2.35)

se k matici X typu (m,n) pritadi matice Y téhoz typu (m, n), pro jejiz radky
kya k= 1727”' 7mje

hy=de+c aprok #jjery="r. (2.36)

To Znamené, ze k j—tému radku ja: se pfléte -ty radek ia: a ostatni radk
J Y y
se ponechajl' bez zmény.)

Piiklad 2.12. Necht

1 2 3 4
A=|5 6 7 8 |. (2.37)
9 10 11 12

43




44

Utvorme nyni matici C typu (3,4) tak, ze jeji tfeti fadek je roven souctu
prvniho a tretitho fadku matice A a ostatni radky matice C' jsou rovny od-
povidajicim radkum matice A. Piseme

C = H2(1, 3)A, nebo A —r3=r3+rl C

Dostavame
1 2 3 4
C = 5 6 7 8
10 12 14 16

Postupnym aplikovanim téchto zakladnich elementarnich transformaci H1(i, o),
H2(i,j) dostavame tak zvané odvozené elementarni transformace. Ukazme
si nasledujici priklad.

Vratme se opét k matici (2.34) a vytvorme z ni matici elementérni transfor-
maci postupnym aplikovanim transformaci H2(1,2), H1(2,—3). Necht tedy

1 2 3 4
A=| 5 6 7 8
9 10 11 12

Oznac¢me F = H2(1,2)A. Dostavame

1 2 3 4
F=| 6 8 10 12
9 10 11 12

Na takto vzniklou matici F' aplikujme transformaci H1(2, —3). Polozme G =
H1(2,—3)F. Dostavame

1 2 3 4

G=| —-18 —-24 —-30 -36

9 10 11 12
Matice G vznikla postupnym aplikovanim transformaci
H2(1,2), H1(2,—3). (Jde o slozené zobrazeni).
Neékteré vyznamné odvozené elementarni transformace

Transformace H3(i, j). Transformaci

Y =H3(i,7) X, i#j, cozlzezapsat téz jako X —i—_,j,j=ri Y
(2.38)
se k matici X pfifadf matice Y, jejiz tadky My, k = 1,2, ,m, jsou

7

y =z, y =g, ly.="r pro k #i,j. (2.39)



(To znamend, ze matice Y vznikne z matice X vyndasobenim i—tého radku
¢islem (-1) a néaslednou vymeénou i-tého a j-tého radku.)

Piiklad 2.13. Necht

1 2 3 4
A=| 5 6 7 8
9 10 11 12

Vypocitejte matici B = H3(1,3)A,

Reseni Matici B obdrzime z matice A tak, Ze jejl prvn{ fadek ndsobime (-1)
a pak nasledné vzajemné vyménime prvni a tieti radek. Obdrzime

9 10 11 12
B = 5 6 7 8
-1 -2 -3 -4

Transformace ﬁ?)(i, 7). Transformaci
Y = H3(i,j)X, i+ j,con lze psat t67 jakoX —picpipjm Y (2.40)
se k matici X prifadi matice Y, jejiz fadky fy, k =1,2,--- ,m jsou
k

w=Jx, y =% fy.=F pro k #i,j (2.41)

(To znamend, ze skupina vektoru Y vznikne ze skupiny vektoru X vymeénou
i—tého a j—tého vektoru.)

Transformace H4(i, a, j,3), i #j, a # 0, [ # 0. Transformaci

Y =HA(i, 0,5, 8) X, i#j, [#0, cozlze psat jako X —,j—gritari Y,
(2.42)
se k matici X ptifadi matice Y, jejiz fadky fy, k =1,2,--- ,m, jsou
=o'z +pBx, a fy=F, k#j

(To znamend, ze matice Y vznikne ze z maatice X tak, ze k f-ndsobku j—
tého radku se pripocte a-nasobek i—tého vektoru a radek radky se ponechaji
bez zmény.)

Piiklad 2.14. Necht

1 2 3 4
A=|5 6 7 8
9 10 11 12

Urcete transformaci matice A na matici B, kterd ma prvek bs; roven 0. K
eliminaci pouzijte druhy radek matice A.
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Reseni Je ziejmé, 7e stacf tiet! fadek matice A nahradime souctem druhého
fadku ndsobeného ¢islem (-9) a tietiho rddku nasobeného cislem 5. Tedy

B = H4(2, —9, 3, 5), neboli A —r3=5.r3—-9.72 B.

Dostavame
1 2 3 4

B=|5 6 7 8
0 -4 -8 —12

Véta 2.3. Necht X ,Y jsou matice typu (m,n). Necht matice Y vznikla z
matice X postupnymi elementarnimi transformacemi. Potom matice X, Y
maji stejnou radkovou hodnost.

Dukaz Detailni dukaz nebudeme uvadét. Lze ukazat, ze matice Y, ktera
vznikne zakladnimi elementarnimi transformacemi z matce X ma stejnou
hodnost jako matice X. Dale se dokaze, ze dale uvedené odvozené ele-
mentarni transformace vzniknou slozenim zékladnich elementarnich trans-
formaci.

Uvedli jsme si, ze matice Y, ktera vznikne z matice X elementarnimi trans-
formacemi, ma stejnou hodnost jako matice X. Popisme tedy vypoctovy po-
stup jak elementarnimi transformacemi transformovat danou matici X # 0
na schodovitou matici.

Transformace matice X na schodovitou matici

Necht X je nenulovd matice typu (m,n), kterd nenf ve schodovitém tvaru.
Budeme ji postupné transformovat, pti kazdé transformatici budeme znacit
opét X.

Postup vypoctu
1:=1

B1. Budeme vytvaret i-ty fadek hledané schodovité matice.

B2. K dislu ¢ ur¢ime nejmensi poradové ¢islo sloupce matice X, v jehoz
radcich 7,7+ 1,...,m je alespon jeden nenulovy prvek. Toto poradoveé
¢islo sloupce oznacme s;.

B3. Zvolme p € {i,...,m}, pro nez je z,,, # 0. (je-li takovych p vice,
zvolime jedno z nich). Takto zvoleny p-ty fadek matice X nazveme
hlavnim radkem.

B4. Je-li p # i, vyménime navzajem p-ty a i-ty fddek metice X. Po této
vyméne je i-ty radek hlavnim tadkem. Je-li p = 1, je jiz -ty tadek
hlavnim radkem.

B5. Provedeme nyni takové elementarni transformace, aby po jejich reali-

zaci byly prvky Zitis,,...,%ms rovny 0. Toho dosdéhneme napt. ele-
mentarnimi transformacemi
X = HA(i, —2js;, 7, Tisi) X (2.43)



B6.

pro ty indexy j =i+ 1,...,m pro néz x;; £ 0.
Jestlize matice X neni jesté ve schodovitém tvaru, polozme

t:=1+1
a prejdeme zpét na B1.

Je-li X ve schodovitém tvaru, je transformace ukonc¢ena. Hodnost dané
matice je pak rovna poc¢tu nenulovych radku schodovité matice.

Priklad 2.15. Urcete radkovou hodnost matice

3 2
6 4
0 1
3 2

-~ N = W

1
2
0
1

P
Il
o o o o

uzitim jeji transformace na schodovitou matici.

Reseni. Polozme

P

I
o o o o
_ O N
w O o w
O — RO
BN = W

V popisu postupu vypoctu budeme B1-z,...,B6-2 znamenat ikony B1-B6
pro dané 7.

B1-1
B2-1

B3-1

B4-1

B5-1

Zacatek
1:=1

Budeme vytvaret i-ty (prvni) fddek hledané schodovité matice.

K éislu @ (to jest k ¢islu ¢ = 1) uréime nejmensi poradové ¢islo sloupce,
v jehoz tadcich 4,...,m (to jest v jehoz fadcich 1,2,3,4) je nenulovy
prvek. Je to druhy sloupec. Polozime tedy s; := 2 (s1 = 2).

Zvolime hlavni téadek. V s;~tém sloupci (to jest ve 2. sloupci) jsou
nenulové prvky v radcich 1,2,4. Z nich zvolime jeden. Jeho poradové
¢islo oznac¢ime p. Rozhodneme se pro radek p = 1, ktery zvolime jako
hlavni.

Ponévadz jsme zvolili za hlavni fadek p—ty tadek, kde p = i, ne-
provadime vyménu fadku p s fadkem q.

Provedeme nyni takové elementarni tranformace matice X, aby po je-
jich realizaci byly v s;-tém sloupci (to jest ve druhém sloupci) v fadcich
i+1,...,m (tojest v fadcich 2, 3, 4) nulové prvky. (Prvky z29, 32, T4
eliminujeme). Toho dosdhneme napf. elementarnimi transformacemi

X :=H4(i, —2j4,, 7, 7is,) X, proj=i+1,....,m, jelixz;, #0.
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Ponévadz ¢ = 1, s; = 2, m = 4, eliminaci provedeme elementarnimi
transformacemi

X = H4(1, —l'j72,j, $1’2>X, pro j = 2, 3,4

To znamena, ze prvek z;, pro kazdé j € {2,3,4} eliminujeme tak, ze
hlavni fadek (to jest prvni fadek) vyndsobime ¢islem (—x;2) a piicteme
jej k j-tému fadku vynasobeného cislem z 5.

e Polozme j : =i+ 1 (tedy pro j = 2) dostavame

X = H4(1, —Q22, 2, CLLQ)X.
Po této transformaci je druhy radek matice X roven
X(2,)=-2-(01323)+1-(02641)=(0000 —5)
a ostatni fadky matice X se neméni.

e Polozme j := j + 1. Je tedy j = 3. Ponévadz z;,, = 0, (to jest
x32 = 0), eliminaci neni tfeba provadét a prejdeme k dalsimu
radku.

e Polozme j := j+ 1. Je tedy j = 4. Ponévadz z;5, = 1 # 0, (to
jest x40 # 0,) provedeme elementarni transformaci

X = H4(1, —Q4,2, 4, CLLQ)X.
Po této transformaci je ctvrty radek matice X roven

X(4,:)=—=1-(01323)+1-(01324)=(00001).

Ostatni tadky matice X se neméni.

01 3 2 3

0000 =5
X —

00 01 2

00 00 1

B6-1 Ponévadz obdrzena matice X jesté neni horni schodovitou matici, po-

lozime
a prejdeme na bod B1.
B1-2 Je tedy 1 = 2. Budeme vytvaret druhy radek horni schodovité matice.
B2-2 K cislu i (to jest k ¢islu ¢ = 2) uréime nejmensi poradové ¢islo s; (to
jest s9) sloupce, v jehoz tadcich i,. .., m (to jest v jehoz tédcich 2, 3,4)
je nenulovy prvek. Je to ¢tvrty sloupec. Polozime tedy s; := 4 (s9 = 4).
B3-2 Zvolime hlavni fadek. V s;-tém sloupci (to jest ve 4. sloupci) je v tad-
cich 2, 3,4 nenulovy prvek jen v fadku 3. Jeho potadové ¢islo oznacime
p. Tento tadek zvolime za hlavni tadek. Je tedy p := 3.



B4-2

B5-2

B6-2

B1-3

B2-3

B3-3

B4-3

B5-3

Ponévadz jsme zvolili za hlavni tadek tadek p, kde p # i, provedeme
v matici X vyménu fadku p s tddkem i. (Tedy vyménu druhého a
trettho tadku.) Dostavdme tak matici

01 3 2 3

0 0 01 2
X —

0 00 0 =5

00 0O 1

Provedeme nyni takové elementarni transformace matice X, aby po je-
jich realizaci byly v s;-tém sloupci (to jest ve ¢tvrtém sloupci) v tadcich
i+1,...,m (to jest v fadcich 3, 4) nulové prvky. (Prvky 54,244 eli-
minujeme.) Avsak v tomto piipadé jsou prvky xs4, 44 rovny 0, takze
eliminaci neni tfeba provadét. Je tedy vysledna matice v tomto kroku

0132 3

0001 2
X =

0000 =5

000¢O0 1

Obdrzend matice X jesté neni horni schodovitou matici, proto polozime

a prejdeme na bod B1.

Je tedy ¢ = 3. To znamené, ze budeme vytvaret tieti radek hledané
schodovité matice.

K ¢islu i (to jest k ¢islu ¢ = 3) uréime nejmensi poradové ¢islo s; (to jest
s3), v jehoz tadcich i,...,m (to jest v jehoz Fadcich 3,4) je nenulovy
prvek. Je to paty sloupec. Polozme tedy s; := 5 (s3 = 5).

Zvolime hlavni fadek. V s;-tém sloupci (to jest v 5. sloupci) jsou ne-
nulové prvky v fadcich 3, 4. Z nich zvolime jeden. Jeho potadové cislo
oznacime p. Rozhodneme se pro tadek p = 4, ktery zvolime jako hlavni.
Ponévadz jsme zvolili za hlavni radek p-ty radek, kde p # i, provadime
vyménu radku p s radkem 7. Po této vymeéneé je

0132 3

0001 2
X =

0000 1

0000 -5

Provedeme nyni takové elementarni transformace matice X, aby po
jejich realizaci byly v s;-tém sloupci (to jest v patém sloupci) v fadcich
i+1,...,m (to jest v fadku 4) nulové prvky. (Prvek z4 5 eliminujeme.)
Toho lze dosdhnout napt. elementarni transformaci

X = H4(3, —T45, 4, $375)X.
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Vypoctem dostavame

X(4,)=5-(00001)+1-(0000 —5)=(00000).

Je tedy
013 23
0001 2
X =
00001
000O0O0

B6-3 Ponévadz obdrzena matice je jiz horni schodovitou matici, je transfor-
mace dané matice na horni schodovitou matici jiz ukoncen.

Ponévadz obdrzena schodovita matice ma celkem tii nenulové tadky, je jeji
hodnost a tedy i hodnost zadané matice rovna 3. Tedy h(X) = 3.

Priklad 2.16. Urcete hodnost skupiny vektoru

la=(10 —12), a=(012 —1), a=(013 —6).

Reseni. Uloha je ekvivalentni s tilohou nalezeni fadkové hodnosti matice

10 -1 2
A=]101 2 -1
01 3 -6

Tuto hodnost hledejme transformaci matice A na horni schodovitou matici
diive popsanym postupem.

Polozme

B1-1 Budeme vytvaret i-ty fadek (1. tadek) schodovité matice.

B2-1 K cislu ¢ = 1 uréime nejmensi poradové cislo sloupce matice A, v jehoz
radcich 1, 2, 3 je alespon jeden prvek ruzny od 0. Je to v prvnim sloupci.
Pokladame tedy s := 1.

B3-1 Hleddme nyni fddek matice A, v jehoz sloupci s poradovym ¢islem
s1 = 1 je nenulovy prvek. To jest, hledame p € {1,2,3}, pro néz je
aps, 7 0. Je to pro p = 1. Polozme tedy p := 1. Ré4dek p = 1 volime za
hlavni.

B4-1 Ponévadz p = i, neprovadime vyménu p-tého a i-tého radku. Prvni
radek je hlavnim.

B5-1 Ponévadz vSechny prvky v prvnim sloupci poc¢inaje druhym tadkem,
jsou nulové (tj. prvky a;q = 0 pro j = 2,3), piejdeme k B6-1.

B6-1 Matice A neni horni schodovitou matici, proto polozime

a jdeme zpét k bodu B1.

B1-2 Je tedy ¢ = 2. Budeme vytvaret 2. tadek schodovité matice.



B2-2

B3-2

B4-2

B5-2

B6-2

K éislu 7 (tj. k éislu i = 2) urc¢ime nejmensi poradové ¢islo sloupce s;
(to jest s9), v jehoz Fadcich 2, 3 je nenulovy prvek. Je to druhy sloupec.
Polozime tedy sy := 2.

Zvolime hlavni fadek. Ve sloupci s poradovym ¢islem sy (tj. ve druhém
sloupci) hleddme index j, j > i, tak, aby a4, # 0. Je to pro j =2 a
pro j = 3. Zvolme jedno z nich. Rozhodneme se pro 7 = 2. Polozime
p := 2. Bude tedy p-ty tddek hlavnim radkem.

Ponévadz jsme zvolili za hlavni fadek p-ty tadek, kde p = ¢, nepro-
vadime vzajemnou vyménu p-tého a i-tého tadku. Je tedy i-ty tadek
hlavnim radkem.

Provedeme nyni takové elementarni transformace, aby po jejich reali-
zaci byly v s;-tém sloupci (ve druhém sloupci) v fadcich i + 1,...,m
(to jest v fadku 3) nulové prvky. Toho dosdhneme napft. elementarni
transformaci

A= H4(2, —a3,2, 3, a,272)A.

Vypoctem dostavame
A3,:))=-1(012 —1)+1(013 —=6)=(001 —5).

Celkem dostavame

10 -1 2
A=]101 2 -1
00 1 -5

Dosazena matice A je horni schodovitd matice. Ponévadz ma tii nenu-
lové tadky, je jeji hodnost rovna 3, je tedy h(A) = 3.

Dané vektory ‘a,%a, *a jsou linedrné nezavislé.

Priklad 2.17. Urcete hodnost matice

0 0

[T U NC R
S 00 i N
o © w ow

0 2
0 2
0 0

Reseni. V tomto piikladé naznaéime pouze vysledky jednotlivych tprav bez

komentéafe.
02243 02243
00123 00123 02243
X:02489N00246N<00123>'
00246 00246

M4 tedy matice X hodnost 2.
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