MODELY s ROZLOZENYMI ZPOZDENIMI

V nasledujici ¢asti popiSeme zakladni charakteristiky ekonomickomatematickych modelli , jejichz
zakladni vlastnosti je, Ze operuji se zpozdénymi hodnotami ekonomickych veli€in. Takové modely se
vyskytuji velmi frekventované v mnoha oblastech formalizovatelné ekonomickeé teorie, zpoZdéne veliiny
se objevuji zejména u spotiebnich a investiénich funkci, dale u vztah(i popisujicich napf. vyvoj
nezaméstnanosti, stavu zasob apod. Je tedy nesporné uZiteCné vylozit alespor zakladni poznatky o
tom, ¢im se pfitomnost zpozdénych proménnych vyznacuje a jake specifické rysy s sebou pfinasi.

Omezime se pfitom jen na nejcharakteristi¢téjsi specifikace vztaht obsahujicich zpozdéné proménné,
aniz si budeme vsimat dopadl vyskytu zpozdénych proménnych na statistické vlastnosti (zejména pfi
odhadu modelovych parametr). Ty jsou ostatné prfedmétem &asto velmi podrobnych analyz
provadénych ekonometrickymi prostiedky, kde, jak znamo, pfitomnost zejména zpozdénych
endogennich proménnych vyZaduje aplikaci specifickych postupl (u vicerovnicovych modelii napf.
nasazeni metod simultanniho odhadu modelovych parametrd, jako 2SLS, 3SLS, LIML apod. )

V' nasledujicim vykladu budeme predpokladat obecny linearné aditivni vztah mezi zavisle
proménnou skalarni veli¢inou Y a nezavisle proménnou (rovnéz skalarni veli¢inou) X, tj. vztah

(1) Y =a+bX.

K rozliSeni toho, zda z hlediska vyvoje ekonomickych proménnych budeme povazovat ¢as piifazeny
pribéhu obou veli¢in (shodné) za diskrétni &i spojity, budeme v prvém pripadé psat :

(1a) Y: =a +bX; , ve druhém pak

(1b) Y(t)=a +bX(t)

Pro oba tyto pfipady vyloZime nize zakladni poznatky vztahujici se k pfitomnosti zpozdénych
ekonomickych veli€in v linearnim kauzalnim modelu.

V dalim se ukaZe se uCelnym zavést pojem potencialni hodnota zavisle proménné. K tomu ucelu
zavedeme vztah

(2) Zi=a+bX
jako veli€inu, ktera popisuje linearni (nezpozdény) vztah mezi zavisle proménnou Y a nezavisle

proménnou X. Na vztah tento Ize pohlizet jako na urcitou aproximaci vysvétlované veli¢iny Z
pomoci linearni transformace zalozené na vysvétlujici veliciné X..

1. Situace s diskrétnim ¢asem
1A - Pripad odkladu o pevnou dobu r

Nejprve se zabyvejme situaci, kdy vliv plisobeni nezavisle proménné X na zavisle proménnou Y je
jednorazovy se zpozdénim rovnym pevné hodnoté r. Tento pfipad zapiSeme jako

(3) Yi=a+bXtr | kde

r je pevna délka zpozdéni (odkladu), s nimz veli¢ina X ovliviuje zavisle proménnou Y.
Nejcéastéjsim pripadem (v ekonomickych aplikacich vychazejicich rovnéZz z obvyklych hodnot
zpozdéni) je zpozdéni o 1 obdobi odpovidajici vztahu Yi=a + b.X ¢4, tedy pror=1.

Ve vztahu k potencialni hodnoté zavisle proménné ziskavame pro pfipad odkladu o pevnou dobu
okamzité vztah

(33) Yt = Zt-r=a+bxt-r y



1B - Pripad obecného rozlozeného zpozdéni

Pripad uvedeny v 1A roz8ifime o moznost, ze hodnota veli¢ina Y v ¢ase t nemusi zaviset toliko na
jediné zpozdéné hodnoté veliCiny X, nybrz obecné na celé posloupnosti (tfeba nekonetné) takovych
hodnot. Znamena to tedy pfipustit platnost vztahu

(4) Yi=a+biXt.qtho X2t bs X3t bXr. ... atd.

s tim, ze pro pfipad nekone¢né posloupnosti musime doplnit pfedpoklad (aby zavisle proménna byla
konec€na veliCina) , ze soucet X b1 +h +hs +...... je konecny.

Pokud bychom timto vztahem popsali napf. zavislost mezi spotfebou C a diichodem Y, tzn.
() Ci=a+biYea+tbaYiatbsYest.....
( zde dichod Y vystupuije v roli nezavisle proménné )

mohli bychom pfirozené pfislusnym parametrim pfisoudit ekonomicky interpretovatelny vyznam. Tak
bychom parametry bi mohli nazvat parcialnimi meznimi sklony ke spotiebé, zatimco souCtova
hodnota b by vyjadiovala celkovy sklon ke spotiebé.

V obecném pfipadé se souéinitele bk nazyvaji vahovymi koeficienty (bez ohledu na to, zda je jich

koneény nebo nekonetny podet). Dosti ¢asto (ne v§ak nutné) se predpoklada, ze soudet koeficientli u

vSech zpozdénych nezavisle proménnych je jedniCkovy neboli, Ze tyto koeficienty jsou normované, tzn.
> b1+by +bs +...... =1, jindy pouze, Ze soucet je koneény, tzn.

2 b1+ by +bs +.....=b. Normovani na |ze ostatné snadno provést.
Vahové koeficienty vsak nemusi byt nutné vsechny kladné.
Ucinme nyni nékolik poznamek :
a) je ziejme, ze pfipad zpozdéni o pevnou dobu je specialnim pripadem modelu rozlozeného
zpozdéni, pro ktery plati bx =1 a souéasné b j= 0 pro vSechna j = k.
b) pokud by vSechny veli¢iny Xk.r = ¢ (realna konstanta), potomtéz Y =c.
Pro obecné rozloZené zpozdéni pak dostaneme vztah
(6) Ye =MZiathaZiatAsZezt........ ,
kde souCet koeficientd A ; dava dohromady 1, §j. A1+ A2+ As+.... =1.
Ovéreni: Abychom to ukazali, dosadme z transformace (2 ) Z: = a + bX;

zpétné za X = (Z¢- a)lb . Po dosazeni za X1, X2, X3 v (4) atd. obdrzime :

(7) Ye=a+ bi(Ze1- a)lb +bz(Z2- a)lb + bs(Zts-a)b +... .. atd.

neboli po pfeskupeni ¢lent

() Yi=ba(Zea)lb +ba(Ze2)lb + b3(Zes)b +....+ a - by.alb - b.alb- bs.alb

nebo téZ jinak zapsano

(8) Yi= MZea ¥hoZea + A3Zes +... .. +a.(1- ba/b - balb- balb + ....... )

kde - ponévadz b1 +bo +bz +.... = b, je obsah zavorky na pravé strané roven nule. a.



1C - Pfipad geometricky rozlozeného zpozdéni

Zvlastnim ( a patrné i nejddlezitéjsim) typem rozlozeného zpozdéni je pripad, kdy koeficienty b1, bz,
bs predstavuji jednotlivé, po sobé jdouci éleny geometrické posloupnosti (tj. podil b1 [ bk je
roven konstantni hodnoté-kvocientu) Potom Ize zavisle proménnou zapsat jako

9) Ye=atd(1-¢)(Xt1+cXt2 + 2 X3 +....),

kde vahové koeficienty prislusné jednotlivym zpozdénym proménnym s rostouci hodnotou zpoZdéni
klesaji. Kvocient je predstavovan hodnotou ¢ s podminkou c<1 nutnou pro konvergenci
geometrické fady. Mame tedy zaruCeno, Ze plati 3. b1tbatbs +... = d, v pfipadé d =1 pak jedni¢kovy.
Konstanta a (pouze) ovliviiuje stfedni hodnotu zavisle proménné Yz.

Soucet koeficienti u zpozdénych proménnych je totiz
1
d(1-c)(1+c+c2+c3+..)=d(1-c) ----- =d.
1-c
Konegné geometricky rozlozené zpozdéni miizeme charakterizovat podobnou zavislosti meziY aZ :

(10) Yi =(1-¢c) (Zt1tcZi2+c2Z¢.3 +....) atd., coZopét mizeme ovéfit takto :

Vyjdeme ze zépisu (9), v némz dosadime za Xt=(Z- a)/ d a obdobné za zpoZdéné hodnoty
Xt1=(Zw-a)ld , Xt2=(Z+2-a)ld atd. Dostaneme

Ye=a+d(1-¢)[(Zt1-a)ld +c(Zt2-a)ld+c2(Ze3-a)ld+... ],
neboli po vykraceni vSech vyrazu v hranaté zavorce konstantou d
(11) Ye=a+(1-¢)(Zw1-a +cZt2-c.a +c.Zt3-clat ... ),
az kone€né po preskupeni ¢lent
Ye=(1-¢)(Zt1+cZatc2Zi3t...)+a[1-(1-c)-c.(1-c)- c2(1-c)-.... ],

Soucet prvkl v hranaté zavorce je vSak nulovy, nebot soucet vech zapornych ¢lenl uvnitt zavorky je
roven 1. Odtud tedy obdrZime hledany vztah

(10) Yi=(1-¢) (Ze1#CZia* C2Zis# ...)

Tento posledni pfipad mizeme dale upravit do vztahu popisujiciho pfirtistkovou relaci pro Y :
Zavedme nejprve zménu veliiny Y jako prvni diferenci AY ¢ = Yt+1- Y: @ uplatnéme vyraz (10)

AY ¢
(1) =eeeee = (Zy+cZiatc?Ziat... )-(ZtatcZiat €223t ... ) =
1-c
=Zi-(1-c)(Zta+cZi2t C2Z¢.3 +........ )= Z: - Y.

Polozme nyni A =1-c,kde 0 < A <1.Potom ziiejmeé plati
(12) AYe=-A (Yt -Zy) , kde Zi=a+bh X

JestliZe si dale uvédomime, Ze jsme tento vztah odvodili pro pevnou délku obdobi A ¢ = 1, nebrani nam



nic v tom, abychom uvazovali libovolnou hodnotu A ¢ misto jednicky. Vyplyva to z toho, Ze bychom
mohli definovat jako AY: = Yuat - Yt a nasledné uvazovat prlimérnou zménu Y¢ mezi ¢asovymi
okamziky t at+ At. Potom plati

AY ¢
(13) eeeee = A (Y - Zt)
At

s nasledujici vécnou interpretaci : Marginalni rychlost riistu (nebo priimérna za obdobi A ) je tmérna
zaporné vzatemu rozdilu skuteCné a potencialni hodnoty zavisle proménné. Koeficient teto imérnosti A
se nazyva rychlost reakce (a je pfirozené ovlivnén hodnotou parametru c)

Uvedeny vztah tedy popisuje adaptaci /pfizplisobovani zavisle proménné k jeji potencialni hodnotg,

pfiCemz (pfi pevné rychlosti reakce) je pfizplisobeni Umérné rozdilu mezi skutenou a potencialni
hodnotou této veliiny.

2. Situace se spojitym ¢asem

Zde predpokladame, Ze veli¢ina X, ktera je funkci Casu t, ovliviiuje jinou veliCinu Y (jeZ je také funkci
¢asu) prostrednictvim vztahu

(14) Y(t) =f(X(t)), kde fje funkce vhodnych vlastnosti (napf. spojita).

V dalSim budeme predpokladat, Zze funkce f je linearni , takZe vztah mezi obéma veli¢inami XY lze
zapsat jako Y(t) = a + b.X (t), kde a, b jsou koeficienty linedrni funkce (a uroviiova konstanta, b
parametr sklonu). Pokud bude v tomto vztahu existovat zpozdéni, oznaCime "aproximovanou" hodnotu

veli¢iny Y pomoci veli¢iny X jako Z(t) = a + b.X(t) , kde Z opét hraje roli potencialni hodnoty veliCiny Y.
Skute¢na hodnota Y se tedy bude opozdovat za svou potencialni hodnotou Z , hodnota zpozdéni jer.

2A - Pripad odkladu o pevnou dobu r

Obdobné vy$e uvedenému diskrétnimu pfipadu zapiSeme pro linearni vztah veli¢in X,Y a pro hodnotu
zpozdéni r vztah

(15) Y(t) =Z(t-r)=a+bX(t-r)
pro pevnou délku odkladu r, s nimz veli¢ina X ovliviiuje zavisle proménnou Y.
Potencialni hodnotu zavisle proménné Z(t) zavedeme analogicky jako v diskrétnim piipadé

(16) Z(t) = a+ b.X(t)



2B - Pripad obecného spojitého rozlozeného zpozdéni

Misto nekonegné posloupnosti koeficientl b1, by, ..., bs, se kterou jsme pracovali v nespojitém pfipadé,
budeme uvazovat spojitou mnoZzinu hodnot néjaké funkce f(t) spojité se méniciho argumentu t. Soucet
(kone€ny nebo nekonecny) se podobné nahradi integralem . Dostaneme tedy

(17) Y(t) =a+b [f(t) X (t-7) dt, pficemzZ funkce f musi splfiovat
0

podminku (obdobnou jako u hustoty spojitého pravdépodobnostniho rozdéleni definovaného na celém
oboru nezapornych hodnot)

o0

[f(z)dT=1.

0

Omezeni se na nezaporny definini obor vyplyva z toho, ze zpozdéni uvazujeme jako kladné (v pfipadé
zaporné hodnoty by $lo o predstih). Konkrétni tvar funkce f(t) udava (spojité vyjadfené) Easové
rozlozeni zpozdéni, jinymi slovy zavislost hodnoty proménné Y v libovolném Case t na hodnoté
proménné X v ¢ase (t-t), 1. o dobu t dfive. Pfejdeme-li od proménné Y k jeji potencialni hodnoté Z,
nabude vyraz (17 ) tvaru

Q0

(18) Y(t) =a+b[f(t)Z(t-t)dt se stejnymi viastnostmi funkce f jako dfive.
0

Poznamka : Odklad o pevnou dobu r by byl jistym specialnim pfipadem vztahi ( 17 ), resp. ( 18 ),
pokud bychom za f( t ) vzali "degenerovanou" vahovou funkci tvaruf(t)=1prot=r af(t)=0v
jinych pripadech. ( Jde o obdobu situace, kdy "nahodna veli€ina" s nulovym rozptylem piechazi s
jednotkovou pravdépodobnosti v nenahodnou-konstantni veliinu a kdy je jeji hustota degenerovana do
jediného bodu s jednitkovou hodnotou). DalSi, matematicky problém ovSem vyvstava v tom, Ze
prislusna "distribuni" funkce F(t) jako primitivni funkce k f(t) neni v bodé t = r spojita a Ze tedy by bylo
misto f(t) dt nutno psat d F(t) a uzit (misto Newtonova) Stieltiesova integralu.

2C - Pripad exponencialné rozlozeného zpozdéni

Jde o vyznamny pfipad spojittho zpozdéni analogicky geometricky rozdéleného zpozdéni u nespojité
situace. V tomto pfipadé je vahova funkce predstavovana hustotou exponencialniho rozdéleni, ktera ma
tvar

(19) f(t) = A.exp (-A1), kde A je kladna konstanta.

Lze snadno oveéit, Ze jde skute¢né o hustotu , nebot integral pfes kladny obor hodnot je roven 1.
Ovéreni: Zavedeme-li do vzorce (18),vnémzZje Z =a+ bX, hustotu exponencialné rozdéleného
zpozdéni, dostaneme

Q0

(20) Y(t) =AJexp (-At) Z (t-7)dT
0

Pfi pouziti jednoduché substituce integracni proménné x =t - t, obdrZime



t t

(21) Y(t) = A Jexp (-A(t-x)) Z (x) dx = A exp (-At) | exp (Ax).Z(x) dx
Plati tedy - -

t
(22) Y(t) exp(At) = A [ exp (Ax) Z(x) dx

a derivujeme-li obé strany podle ¢asu t (mj. horni meze integralu), dostaneme

dY(t) t
A.Y(t).exp(At) # ===eee exp(At) =A.{ [exp (-Ax) Z(x) dx } = A .exp (Af). Z(t)
dt - 00

Zkratime-li nyni obé strany vyrazem exp(At), dostaneme

dY(t)
@) e = - M(Y(t) - Z(t)
dt
coz je tvar akceleratoru pii exponencialné rozdéleném zpozdéni. a.

Vlysledny vyraz je analogicky vztahu ( 12 ) pro pfipad exponencialné rozdéleného zpozdéni. Rychlost
zmeény veliCiny Z je vZdy umérna hodnoté -A.[ Y(t) - Z(t) ], tj. zaporné vzatému rozdilu mezi skute¢nou
a potencialni hodnotou proménné Y. Koeficient imérnosti A je rychlost reakce (akceleratoru), jeho
pievracena hodnota T =1/A se nazyva ¢asova konstanta zpozdéni.

Pojmenovani Ize vztahnout jak k exponencialng, tak k geometricky rozloZzenym zpozdénim.



