TRISTUPNOVA METODA NEJMENSICH CTVERCu
3SLS (3-stage least squares)
v soustavé simultannich regresnich rovnic
autori metody : Henri Theil , Arnold Zellner [ 1962 ]

Tristupriova metoda nejmensich c¢tvercu je jednodussi ze dvou odhadovych
metod poskytujicich konzistentni a asymptoticky vydatné odhady strukturnich
parametrl v interdependentnich soustavach simultannich regresnich rovnic.

Nazev metody vsak nevyjadfuje pfesné vypocetni "algoritmus" metody. Metoda
sestava sice ze tfi krokl, avsak nejde o trojnasobné nasazeni metody LS-
nejmensich ¢tvercd. Vztah 3SLS k 2SLS je analogicky vztahu GLS k OLS -
presnéjsi nazev by tedy byl Aitkenovo zobecnéni 2SLS. Algoritmus metody Ize
formalné zapsat jednim explicitnim vzorcem, takze k vypoctu parametrll neni tfeba
pouzit numericke iteracni metody.

Rozdil oproti 2SLS i jinym metodam s omezenou informaci je mj. to, ze vypocet se
uskute€niuje paralelné pro vSechny rovnice soustavy. Nejdfive se odhadnou
pomoci 2SLS strukturni parametry vSech modelovych rovnic. Poté se z 2SLS-
rezidui odhadne souhrnna kovarianéni matice 3SLS odhadové funkce a
zplUsobem podobnym GLS se spoc¢tou nejprve 3SLS-odhady parametrti a poté
3SLS-asymptoticka kovarianéni matice.

Formalni popis metody (uvazujeme libovolnou i-tou regresni rovnic):
Pri zapisu libovolné i-té rovnice ve tvaru
(1) Yi=YiBi+ Xy +E
muzeme psat celou soustavu m rovnic v souhrnném tvaru :
(1) w=Q.0+r , kde
w=(W,,W,,..,W_") je (.M-rozmémy vektor tvoieny ( M-rozmérnymi
vektory W;=R7X'y. transformovanych pozorovani vysvétlovanych
proménnych i — ¢ rovnice
0=(0,,0,",..,0,,') je Z(M, +q;) - rozmérny vektor parametrii véech
m regresnich rovnic, &;=8;",y,')-
r=(ry,fy'5.,f,) je (.M-rozmémy vektor tvofeny ( M-rozmé&rnymi
vektory transformovanych nahodnych slozek I; =R™'X'g; i—térovnice.
Q =diag(Q,,Q,,...,Q,,) je blokové diagonaini matice slozena z m matic

rozméru [q,mi + qi] transformovanych pozorovani vysvétlujicich ( béznych
endogennich i predeterminovanych ) proménnych i—térovnice.

2) Q, =(R'X'Y,,RX'X,).



Vztah mezi vektory puvodnich nadhodnych slozek €; a transformovanych nahodnych

sloZek I; Ize vyjadfit souhrnné jako
(3) r=(,®R'X)e,
kde I, je jednotkova matice fadu m a symbol ® oznaéuje Kroneckeruv souéin matic .

Souhrnny vyraz pro 3SLS-odhadovou funkci (dany jako Aitkeniv estimator v
soustavé rovnic) je pri zapisu modelu ve tvaru o m stochastickych rovnicich

ve tvaru
w=Q.5+r
dan vyrazem
(4) 1550 =(Q'07'Q) Q"0 "\w , Vnémz

o= Zm () |e| je kovarianéni matice transformovanych nahodnych slozek r.
Pokud by matice ® ( nebo, cozZ je totéZ, matice X ) byla znama, mohli bychom

vyraz ( 4 ) jiz pfimo prevzit jako vyraz pro 0 a mit tak 3SLS-odhadovou funkci.
Situace, kdy zname X, jsou ovSem vyjimecné a tak je zpravidla nutné pfi

praktickém uplatnéni 3SLS-estimatoru nahradit 2 néjakym jejim konzistentnim
odhadem. Misto vzorce (3) se proto zpravidla uplatriuje vyraz

(4) 50 =(Q'0'Q)".Q' 0w . vnémz

() je prislusny konzistentni odhad matice ®. Zaodhad = se zpravidla vezme
estimator ,¢; ¢ 2., uréeny dvoustupriovou metodou nejmensich &tverci, tj.
estimator dany vybérovou kovarianéni matici rezidui z 2SLS, tedy

= PN e_i'e_,- = . .

Zm = { o-ij} = T ° kde €;=Y; - ‘Nizs|_36.i pro i, j=1,2,....m

Shrnuti Prvni stuperi 3SLS odhadové metody tedy predstavuje (stejné jako u 2SLS)
ocisténi (vsech) vysvétiujicich bézinych endogennich proménnych od jejich
stochastickych komponent (jejich nahradou matici X171 ). Druhy krok predstavuje
ziskani konzistentniho odhadu kovarian¢ni matice X' pomoci nahrazeni matici zsmﬁ
ziskanou navazné na prvni krok. Hledané 3SLS odhady parametrd jsou ziskany ve
tFetim kroku dosazenim X resp. & do vyrazu (4°).

Poznamka Bez ohledu na nazev lze 3SLS-odhady parametrd vSech m rovnic
poridit pomoci jediné operace (znamena to ovéem nahradit prvky v X veli¢inami
vyjadrenymi v transformovanych pozorovanych proménnych). Kazdé 0j; lze

totiz zapsat jako 0 ij = w
Ai=[l- W(Q'Q)"Q'R™X]" [l —Wi(Q'Q)'Q'R'X']
pricemz W =(Y;,X:) Q=(R™'X'Y;;R'X'X) , kde X'X =R.R".

kde A; je matice



Pripomenme, Ze matice R rozméra [q;q] je regularni a plati X’X = R.R" ( X ma rozméry
[ T; q] a nemulze byt tedy — az na ojedinély pfipad, kdy T = q — regularni).

Kovarianéni matice transformovanych nahodnych slozek ma tvar
— —Ty —{yry
Cov(r)= (I, ®R'X').(Z®k).(,®R'X') =E®I,

Tato matice ( ani E(r) ) nezavisi na matici predeterminovanych proménnych X ),
transformace snizuje dimenzi kovarianéni matice celé soustavy z mT na mq Lze se
tedy divodné domnivat, Zze aplikace Aitkenova pristupu poskytne ve srovnani s 2SLS
vydatnéjsi odhad.

Vlastnosti 3SLS -odhadové funkce
Lze ukazat, ze 3SLS-odhadova funkce ma tyto vlastnosti :

1) Odhady parametri 3SLSB|,3SL ? i=1,2,.., mjsoukonzistentni, tj. plati
plim ssisP B,
ssts Vi Yi

~

2) Odhady parametru asLs B.i }35LS Y
2SLS, ILS, LIML, IV a téz OLS)

nejsou nestranné (podobné jako u

3) Odhady parametri jsou vydatné i v ramci metod s uplnou

3SLS 'B I’38LS 7
informaci (asymptoticka rozdéleni 3SLS a FIML jsou totoZna)

Rozdéleni 3SLS-odhadové funkce pro koneény rozsah vybéru je sice (opét diky P.C.B.
Phillipsovi) znamo (cca od roku 1984), ale je priliS komplikované, nez aby ho bylo
mozno prakticky pouzit pro testovaci ucely. V ulohach, které jsou spojeny
s konstrukci intervalu spolehlivosti a postupy testovani hypotéz se proto omezujeme
na rozdéleni asymptotické ( tj. rozdéleni, které ma 3SLS-odhadova funkce pfi
neomezené rostoucim rozsahu vybéru T — ).

4) Dale Ize ukazat, ze za pomérné predpokladu totoznych jako byly zavedeny u 2SLS-
odhadové funkce je rozdéleni 3SLS-odhadové funkce normalni. Plati

CoV(sg s0) =T Lplim{W'[Z~" ® X(XX) ' X'TW}
Tow
Za podminek (e) - (h) plati, ze asymptotické rozdéleni 3SLS-estimatoru je

normalni se stfedni hodnotou & a kovarianéni matici plim(Q'®~'Q)™" .
Tow

Obvykly zapis tohoto rozdéleni je

VT (35150 —8) ~ N[0, plim (=) ]

Statistické testy budou tedy zalozeny na normalnim N (0,1) — rozdéleni.

Q<D1Q



Poznamka Ve dvou situacich dochazi ke shodé 3SLS a 2SLS odhadovych funkci.
Témito situacemi jsou :

a) Pripad, kdy jsou nahodné slozky riznych rovnic vzajemné nekorelovany,
tzn., kdy plati : ¢;; = 0 pro véechna i # j a X je tedy diagonalni matice.! Pak

diagQ,'6, "...Q '6_~"lw=(Q'Q)".Q'w

Tuto okolnost Ize za urCitych okolnosti vyuzit takto: Pokud je mozné analyzovany
ekonometricky model rozlozit do nékolika submodelli takovych, Zze nahodné
slozky jednoho submodelu jsou nekorelované s nahodnymi slozkami ostatnich
submodeld, sta¢i se nasadit 3SLS proceduru vzdy jen na individualni
submodel (rozSifeni na cely model jiz neznamena zadny prinos ve vydatnosti ).

b) Pripad, kdy jsou vSechny rovnice modelu presné identifikované, tzn. plati
m, + q; = q pro vSechna i=1,2,..,m. Pak jsou totiz v§echny matice Q;
¢tvercové matice radu (i hodnosti) g alze tedy provést invertovani vsech
matic ve vzorci pro 3SLS estimator nasledovné :

5=(Qd'Q)"'Qd'w=Q'PQ"QP'w=Q'w

3SLS

rovnéz tak pro 2SLS estimator

5s0=(QQ"Qw =Q7'Q".Qw=Q""w

V tomto pripadé maji obé odhadové funkce zjednoduseny tvar Q_1W. Tuto
okolnost lIze také vyuzit pro pripad, kdy by model obsahoval vice presné
identifikovanych rovnic. V takovém pfipadé staci pouzit 3SLS-estimator pouze
na preidentifikované rovnice, zatimco (stejné kvalitni) odhad presné
identifikovanych rovnic zajistime nasazenim jednodussi 2SLS - metody.
Obvykle ovéem v bé&Znych modelech prevazuiji preidentifikované rovnice.?> Ze by

model sestaval jen z pfesné identifikovanych rovnic

V jinych pfipadech bude rozdil asymptotickych kovarianénich matic 2SLS- a
3SLS-odhadovych funkci pozitivné definitni matice. Plati vztah

van-1 /7 A v -1 vm—1a ) !
plim [(—Q Qj (—Q Qj (—Q Qj ]=plim —Q ¢Q + DOD'
T T T T

T > T

' Vimnéme si rozdilu oproti jednorovnicovému modelu: Zobecnéné metoda nejmensich ¢tverci GLS
ztraci vidi OLS prednost (ve vydatnosti) pouze tehdy, jsou-li nahodné slozky homoskedastické a
neautokorelované. Prednost 3SLS oproti 2SLS se ztraci jiz tehdy, jsou-li ndhodné slozky
,neautokorelované“. Zde véak nema smysl uvazovat o ,nhomoskedasticité“, protoZze neni zadny ddvod
predpokladat, Zze by nahodné slozky ridznych rovnic mély mit stejny rozptyl (zavisle proménné rovnic
nemaji k sobé velikosti svych hodnot viibec Zadny vztah).

27e by model obsahoval jen pfesné identifikované rovnice, Ize snad v realité pfipustit jen u velmi

malych model( (cca do poétu 3-4 rovnic).



Vsimnéme si, ze odhad parametrid metodou 3SLS predstavuje vzdy simultanni vypocet
vSech > M, + (; parametru soucasné, zatimco metodou 2SLS odhadujeme zpravidla

parametry jednotlivych rovnic oddélené. *

Pripojime jesté souhrnné vyjadieni 3SLS - odhadové funkce :
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Q =R XY, RX'X);

, kde jak vime

Wi = (¥, X;)

o' je prvek lezici na v i-tém fadku a j-tém sloupci matice 3

X je matice véech predeterminovanych proménnych soustavy .

* Ovéem také metodou 2SLS miizeme — pokud je model zapsan v kompaktnim tvaru - spodist
odhady v8ech parametrd vSech rovnic najednou.



