Vlastnosti uzitkoveé funkce, geometrické znazornéni

Pro uzitkovou funkci u(x) zavedenou vyse pomoci relace ,, >,, pfijmeme nyni nékteré

vlastnosti, které jsou odvoditelné z viastnosti preferencni relace ,, >~ ,,a soucasné se

ukazuji jako opodstatnéné témér ve vsSech situacich spojenych s rozhodovanim
spotrebitele na zakladé svych preferencnich kriteérii.

Definice 1 Jestlize funkce u(x) proménnych x,,x,,....,x, matyto vlastnosti

(U1) u(x) je realna konec¢na funkce a plati pro ni u(O) =0..

(U2) u(x) je neklesajici ve vSech proménnych, tzn. plati :
Jestlize x<z,x # z, pak u(x) < u(z) nebo:

(U2$)u(x) je rostouci ve vsech proménnych, tzn. plati : Jestlize x<z,x %z,
Jestlize x < z,x % z, pak u(x)<u(z).

(U3) u(x) je spojita v celém definiénim oboru.

(U4) u(x) je kvazikonkavni funkce.

(U5) u(x) je uréena az na ryze monotonni(rostouci) spojitou transformaci (u)

potom o takové funkci u(x) fekneme, Zze ma vlastnosti uzitkové funkce.
Presny vyznam viastnosti (U4) a (U5) nyni vyloZime formulaci pfislusnych definici.

Definice 2 Funkce 7 proménnych G(x) se nazyva konkavni, jestlize pro kterékoliv dva
body/vektory Xx, z z definiéniho oboru Dr (G(x)) plati nerovnost:

Glxla+(1-2)12)2AG(x)+(1-1)G(z)

pro libovolné realné gislo A [ (0,1). Konkavnost tedy znamena, Ze pfi prib&hu argumentu
useckou spojujici body X, z komoditniho prostoru nesmi hodnota funkce G('y ) v zadném

bodé y této usecCky klesnout pod (prostorovou) usecku spojujici body G(x) a G(Z).

Definice 3 Funkce 7 proménnych G(x) se nazyva kvazikonkavni, jestlize pro kterékoliv
dva body x, z z defini¢niho oboru D, (G(x)) plati nerovnost:

GxtA+(71-1)1z)= Min [G(x); G(z)]

pro libovolné realné dislo /ID(O,I). Kvazikonkavnost tedy obrazné znamena, Ze pfi
pribéhu argumentu Useckou spojujici body x, z (v komoditnim prostoru) nesmi hodnota
funkce G('y) v zadném bodé y na této Use&ce klesnout pod mensi z hodnot obou krajnich

bodu této usecky G(x), resp. G(Z).

Kvazikonkavnost je zde definovana bez ohledu na existenci derivaci (resp. i spojitost) funkce n
proménnych. Pozdéji ukaZeme, jak Ize tuto vlastnost formulovat u funkci, které jsou
diferencovatelné. Poznamenejme, Ze konkavni funkce je vidy kvazikonkavni, zatimco
kvazikonkavni funkce nemusi byt nutné konkavni. Prostorova usecka spojujici body G(x) a

G(z) totiZ v zadném pripadé nemtizZe ,,propadnout® pod minimum vzaté ze svych krajnich hodnot.



Viastnost (U5) konstatuje, Ze uzitkova funkce neni uréena jednoznac¢né, ale Zze za ,v
podstaté tutéz funkci”, resp. funkci patfici do .téZze tridy jako je vychozi u(x) “ Ize
povaZzovat i libovolnou transformovanou funkci (u (x)), pokud je transformace ¢ ( )
spojita a rostouci. Znamena to tedy, Ze uZitkovou funkci uvazZujeme ,jen“ v ordinalnim
smyslu, tzn., Ze pfi porovnani uZitku, ktery prinasi dvé komoditni kombinace X a z,
nerozhoduje, jaké jsou konkrétni Ciselné velikosti uZitku u(x) a u(z) nybrz jen to, zda vZdy
plati u(x)>u(z) Ci u(z)>u(x) nebo zda u(x)ZM(Z). Zatimco pro kterékoliv dvé
komodity Ize rozhodnout, ktera z nich je pro spotiebitele z hlediska prinaseného uzitku lepsi
(popr. jsou-li indiferentni), nelze rozdil mezi dvéma rlznymi uzitky (nejsou-li komodity
indiferentni), kvantitativné vycislit tj. zmérit. Kazda transformace ¢ s sebou pfinasi obecné
jJinou ,mezihladinovou® $kalu pro méfeni rozdild.

Poznamka 1 Nejednoznacnost uréeni uzitkové funkce ve smyslu (U5) ma dusledek v tom, Zze

funkce u(x) 2[u(x),w/10g u(x)+4,20/u(x)+3 vyjadiuji v podstats tutéz situaci ve

spotfebitelové hodnoceni, které uplatfiuje vici nékolika komoditnim kombinacich, které mu
pfinaseji uzitek.

V pfipadé, Ze chceme pojem uzitkové funkce vyuZit k hlubsSi analyze spotrebitelova
chovani (napr. ve vztahu k cenam komodit a pfijmu spotfebitele) a potfebujeme uplatnit
poznatky diferencialniho poctu, pfijimame pro uzZitkovou funkci jesté dalsi vlastnosti :

Ou(x
(U6) Existuji spojité 1.parcialni derivace u, = L (tj. podle vSech proménnych) .
‘xl"
P e 0%ulx)
(U6*) Existuji spojité 2.parcialni derivace u,, = ——— (4. pro r, s = 1,2,....,n).
Ox,.0x

Vyznam uvazovanych vilastnosti (P1), (P2), (P3), (P5) preferencni relace ,,>,, bude
zietelngjSi ve svétle nasledujiciho tvrzeni :

Véta 1 ( Debreu, Eilenberg, Rader )

Jestlize preferenéni relace ,, > ,, spliuje viastnosti (P1), (P2), (P3, (P5) v komoditnim
prostoru generovaném spocetnou bazi otevienych mnozin, potom lze v tomto
prostoru zkonstruovat spojitou uzitkovou funkci u(x)

Duikaz
a) existence necht M, M, je posloupnost otevienych mnozin ve spocetné bazi X . Pro jakékoliv

X uvaZujme mnozinu N(x) = {n| z > x pro vSechna z DMn} a definujme funkci v(x) vztahem

v(x)= 22_"

nON(X)
Jestlize y = x, potom N(x) U N(y), takze v(x) < v(y). Na druhé strang, jestlize y x, pak existuje
nl N(y) takové, ze x 1M, ale nikoliv n ] N(x). Tedy N(x)DN(y) a v(y) > v(x). Tedy v je
uzitkova funkce.
b) spojitost Necht .S oznacuje libovolnou mnozinu na rozsifené realné piimce, ktera pozdéji bude

brana jako V(X). S stejné jako jeji dopinék #S mulze sestdvat z nedegenerovanych a

degenerovanych intervall. Za ,mezeru“ S oznacime maximalni nedegenerovany interval dopliiku
#S , ktery ma horni a dolni hranici v S . Podle véty vyvozené G.Debreuem (1964) plati, Ze jestlize S



je podmnozina rozsifené realné pfimky R, pak existuje rostouci funkce g z § do R takova, ze
vSechny mezery g(S) jsou oteviené mnoziny .
Geometricka interpretace: Uzitkova funkce je predstavovana nadplochou v n+1-
rozmérném prostoru R, ., v ramci néhoz komoditni prostor X generuje n dimenznich
slozek a hodnotu uzitku v posledni n +1 dimenzi. V této n +1-dimenzi ,méfime*“ uzitek, ktery
spotebiteli pfinasi kterakoliv komoditni kombinace (xl*,x;,....,x:)DX. Geometricka mista
bodt (komoditnich kombinaci), ktera poskytuji stejny uzitek (na urgité konstantni trovni u")
vytvareji (obrazné feceno) urdité ,vrstevnice®, pficemz vySka kazdé vrstevnice udava
hodnotu uZitku pro danou kombinaci komodit.Tyto vrstevnice budeme nazyvat indiferencni
kfivky (ve vztahu k uzitku).

PFi této interpretaci Ize o soustavé vrstevnic mluvit jako o tzv. indiferenéni mapé tvofené
témito vrstevnicemi pro vS8echny mozné hladiny uzitku. S ohledem na vlastnost (U5) je

indiferenéni mapa nezavisla na volbé transformacni funkce ¢(u) neboli fe€eno jinymi slovy :
pruméty vrstevnic do n-rozmérného komoditniho prostoru zlstavaji pfi zméné ¢ beze
zmeén. Je tomu tak proto, Ze se zménou ¢ se sice mize zménit nominalni hodnota uzitku,
ale preferen¢ni srovnani libovolnych dvou komodit se zachovava.

Poznamka 2 Lze také ukazat, Ze také naopak ze znalosti indiferenéni mapy tj. vrstevnic
u(x],xz,....,xn) = w pro libovolné @ lezici na nékteré vrstevnici, Ize odvodit (opét az na

transformujici funkci @) tvar uzitkové funkce u(x) V tomto sméru je tedy znalost uzitkové
funkce a znalost indiferenéni mapy rovnocenna.

*) Ne ze vSech hledisek je ovSsem srovnani indiferenéni mapy se skuteénou (geografickou)
mapou plnohodnotné : Vrstevnice indiferenéni mapy - jak ukazuje obrazek €. ... - nemohou byt
uzaviené krivky vzhledem k vlastnosti (U2) uzitkové funkce a v dusledku (U4) musi vytvaret
konvexni utvary : tzn. iseckové spojnice propojujici dva body na téze indiferenéni kfivce nesmi
protnout zadny bod s nizsi hladinou uzitku. Spotrebitel pohlizejici na mapu smérem ,,od poéatku
souradnic” tedy ,vrstevnice“ vidi pouze smérem ,do kopce“, aniz by se v této mapé mohlo
vyskytnout za vrcholem ¢i hiebenem kopce (tj. pfi zvySenych mnozstvich dosazovanych
komodit) opét klesani smérem dold.

Ekonomicka historie znd mnoho polemik o opravnénosti toho, zda Ize na kvantifikaci uZitku
pohlizet i klasickym, tj. kardinalnim zplsobem. Pfestoze existuje fada (i nekomplikovanych)
zpusobu, jak pfechod na kardinalni vyjadfovani provést, ukazuje ekonomicka praxe, ze
disledné kardinalni pojeti méfeni uzitku vyzaduje zpravidla vzdy takové informace
kvantitativni povahy, jejichz (tfeba jen subjektivné posuzovanou) urlitelnost ¢&i
odhadnutelnost zajistit nelze. Zkuste napf. ohodnotit, zda - tfeba na odlehlém misté a v
zimnim &ase - jsou pro nas teplé rukavice o 20%, 40% ¢&i 70% méné uziteéné, nez tepla
zimni obuv, mame-li se rukavicemi chranit pfed omrznutim rukou a teplymi botami pfed
promrznutim nohou. Pfitom uz samotné ordinalni srovnani maze byt urCitym problémem.
Ostatné provést uvahu s kardinalni kvantifikaci nejraznéjSich uzitkovych preferencnich
srovnani a nasledné vyslovit svij nazor ¢i zavér mize kazdy ¢tenar sam.



Definice 5 Prvni parcialni derivace uzitkové funkce podle libovolné r-té komodity

vyCislena v pevném bodé (x?,xg ,....,x,(,f

r -té komodity v tomto bodé (kombinaci komodit). Mezni uzitek znac¢ime

i, (x2)= 2k

0x,

) je nazyvana meznim (marginalnim) uzitkem

Podle predpokiadu o ryzi monoténnosti uzitkové funkce u(x) je mezni uzitek vzdy kladny.

Pozadavek je dost restriktivni, nebot’ nepripousti (v realité snadno myslitelné) ivahy o
dosazeni urcité saturaéni urovné ,uziteénosti“ nékterych komodit, po jejimz
prekroceni se uzitek pocit'ovany spotrebitelem jiz nezvySuje. Lze uvést fadu pripadd,
kdy po nabyti jisté urovné dané komodity uZitek dokonce klesa.

Definice 6 Podil dvou meznich uzitk( (pfisluSnych riznym komoditam), vycisleny v
nékterém bodé x” komoditniho prostoru X se nazyva mezni (margindlni) mira
substituce mezi r -tou a s -tou komoditou. Zna¢ime ji m,; a definujeme tedy jako

u,(x")
u,(x")

Mezni mira substituce je ve vztahu k poradi komodit reciproka. Obratime-li poradi
komodit v substituénim vztahu, obdrzime prevracenou hodnotu pulvodni

mrs (xo) -

1
m,, =——. Hodnota m s silné zavisi na tom, kde ji vyCislujeme.
m
rs

dx
Tvrzeni 1 Pro mezni miru substituce Ize snadno odvodit vztah: m,s = —— 2

dx,

ovéreni Vyjdeme z vyjadieni totalniho diferencialu funkce a jeho rozkladu na dvé aditivni
komponenty u funkce dvou (substitucnich) proménnych.

Oulx’ Oulx?’

dx, + d.
ox, r ox, s

du(x”)Z
*
Protoze pii pohybu po indiferenéni kiivce u =konst se uroven uzitku neméni (méni

se vSak vzajemny pomér faktord X, a X ), plati pro totalni diferencial du(xo)— 0.

Odtud ziejmé plyne - u,dx, = usdxs a dale
u, _ _dx
U dx,

Mezni mira substituce mezi dvéma komoditami (p/i neménicich se komoditach ostatnich)
vyjadfuje mnozstvi zvySeni jedné komodity (pfi sniZzeni druhé komodity o jednotku
mnozstvi) potiebné k tomu, aby nové vytvoifena komoditni kombinace poskytovala
stejny uzitek jako kombinace puvodni. Mezni mira substituce zlistane nezaporna :
Jeden z diferencialii dx, nebo dx, bude zaporny, nebot pfiristek v mnozstvi jedné

komodity musi byt kompenzovan ubytkem druhé a vice versa.



Véta2 Zakon klesajici mezni miry substituce Pfi pohybu po indiferen¢ni kfivce plati
m,, (xl,xz) >m, (x;,x;) prox; < x; , Xy > x; takova,ze u(xl,xz) = u(x;,x;)
pravé tehdy, kdyz je uzitkova funkce u(x) kvazikonkavni.

Dikaz Ze zapornosti diferencialu veli¢iny dmrs (xr,xs) pfi pohybu po indiferenéni
kFivce vyvodime pomoci véty o rozkladu totalniho diferencialu (Youngova véta ), ze

Om Om
dm, =—"dx, + —"dx, <0
ox, ox,
Po upravé Ize klesajici tendenci mezni miry substituce vyjadrit vztahem :
Om Om
rs __ mrs rs <0
0x 0x

r N

u
PiepiSeme-li tento vyraz v definiénim vyjadieni m =—L a provedeme-li vypoéty
u
N

parcialnich derivaci, dostavame ekvivalentni vyjadieni

o ¥ o ¥r
us ur us e v _ . , ,
— =2 -1 [J~22<(, které piejde po Gpravach do podoby

axr g Xs
ugu, —u s _u, d’su’s _ U U az po tvar
2 2
us us us
2 2
ugu,, —2uu, +u ug <0
u3

N
Zapiseme-li Citatel pomoci kvadratické formy s proménnymi u,, u a koeficienty u,,,

U, Uy dostaneme (s védomim toho, ze uf je dle predpokladu > 0 ) nerovnost

U, U Ug
o w17 <0
T Uy Uy u,

Jinym zapisem téze podminky je vyjadreni

0 u, u
ur urr urs > 0
uS ul‘S uSS

Podminka pro klesajici mezni miru substituce je tedy totozna s podminkou pro
kvazikonkavnost vychozi uzitkové funkce ( je-li tato dvakrat spojité diferencovatelna ).



Jinymi slovy: Jestlize predpokladame pro uzitkovou funkci vlastnost kvazikonkavnosti,
budeme mit zaru€eno, ze prislusnd mezni mira substituce bude mit pfi pohybu po
indiferencni kfivce zleva/shora = doprava/dolu klesajici tendenci.

Uvedené Ize ilustrovat na obrazku 2 : Pfipustné podoby indiferen¢ni kfivky vymezujici

hladinu uZzitku uo nalezneme na obrazku [2a], kde je patrné, Ze pfi pohybu ve sméru
d
Zleva/shora = doprava/doll se vzdy zachovava klesajici tendence poméru ﬁ. Naopak na
Xy
obrazku [2b] je tato relace porusena mezi (,inflexnimi“) body B a C, kde je indiferencni kfivka
vyklenuta smérem ,0d pocatku soufadnic”. (Povdimnéme si vSak, Ze i v téchto pfipadech
prvni soufadnice bodu pohybujiciho se v uvedeném sméru po indiferenéni kfivce roste,
zatimco druha klesa). Klesajici mezni mira substituce je tedy silnéjSi vlastnosti, nez pouhé
konstatovani, ze m, >0. Jak je patrné, v pfipadech 2c,2d neni mnozina L uo konvexni.
Pozdéji ukazeme (na prikladu produkcni funkce), ze kvazikonkavnost ma pfimy vztah ke

. . 0
konvexnosti mnozin L\u" .

Zavedené predpoklady (U1)-(U5),(U6*) umoznuji zavést velmi uziteChou Etvercovou
matici U Fddu n+1 sestdvajici z prvnich a druhych parcialnich derivaci uZitkové funkce
u, a ug, konkrétné tvaru

0 w, wu, wu; - u,

Uy uj;p Uup U Uin

U= U up Uy Uy Uzp
Uz ujz Uz Uss Usy,

u, Uy Uy Uz Uyn

Matice U je vzhledem k vlastnosti (U6*) symetricka (obsahuje tedy nanejvys

(n+l)(n+2)
2

ulohu ve vice situacich.

-1 rdznych nenulovych prvku). Jak uvidime, tato matice bude hrat dulezitou



Monotonni transformace uzitkoveé funkce

Uzitkova funkce je uréena az na spojitou monoténni (rostouci) transformaci g(u). Vv

dalSim ukazeme, do jaké miry volba transformace (majici za nasledek nejednoznacnost
u) ovliviuje veliéiny jako je mezni uzitek a mezni mira substituce.

a) mezni uZitek (transformované) uzitkové funkce g(u(x)) se snhadno odvodi z pravidla

pro derivovani slozené funkce :

Og(u(x))

8r =

Ox

r

=g'(u)lit,, kde u, =

ou(x)
ox,

Hodnota mezniho uZitku pri transformaci je zavisla na volbé transformujici funkce.
ProtozZe vsak g(u) je rostouci funkce, bude ,,transformovany“ mezni uZitek kladny.

b) mezni mira substituce (transformované) uZitkové funkce g(u(x)) se odvodi podobné

mg,g

_ g, (ulx)) _

g (ulx)) Oglulx))

ag(u(x))

Hodnota mezni miry substituce je na volbé transformujici funkce nezavisla.

Jinymi_slovy: kvantitativni vyjadfeni vzdjemného vztahu mezi dvéma substitu¢nimi
komoditami neni volbou transformujici funkce dotéeno. PFi transformaci se zachovava
vzajemna poloha ,,vrstevnic” uréujicich indiferen¢ni kfivky : transformace neméni nic

na substituénim vztahu obou komodit pfi pohybu po indiferenéni kfivce.

c) druhé parcialni derivace (transformované) uzitkové funkce g(u(x)) se zméni takto:

s(ulx)) _0(g'(ulx)) i) _

)y g ()5~

Ox,0x ox

N

& Oox

N

6u( )
[,
Ox A

s

) Catyy + (o) Gt Ca

d) matice U a jeji determinant se zméni provedenim rostouci spojité transformace takto

O

o
o
o

g'(u)t,

(de
a,  g'(u)
a; g'(u)

3

e\ ;N\ ,

g'(u) Ly
v g () Gy, + g )y
g'(u) Gy + g (u)auyuy
g \u)ly; + g (o0 a5

2

g'(u) i, + g”(u)-ulun

a pfislusny determinant matice G ma tvar

G|=[g' ()" QU

r



Abychom uréili hodnotu tohoto determinantu, resp. pokusili se ho porovnat s

determinantem

|G| pomoci znamého souétového pravidla. To Fika, Ze

pokud je napf. prvni sloupec ¢étvercové matice A4 ={aij} a, souétem dvou vektord a a

f, pak je determinant |A| roven souc¢tu dvou determinantii étvercovych matic se

sloupci (a,az I ) a (ﬂ,az s 5 yenney @

sloupec matice G rozlozit na souctové ¢leny, dostavame :

‘al’al B0y +PBy,05 + B30,
‘ahal’az +By,05 B30, + Bn‘ + ‘alaﬁlsaz +By,05 B30, + Bn‘ =
‘al’al’a29a3 B3ty + Bn‘ + ‘31#11,'32,‘13 B30y + Bn‘ +
‘alsﬁl,a29a3 tP3oeensly +Bn‘ +‘31,B1,B2,a3 tB3oeenstly +Bn‘ atd.

+Bal=

,,). Aplikovano na nas pripad, kdy Ize 2. az » -ty

Obdrzime tak 2n—1 determinantd, které vSak az na jeden neovlivni vysledny vyraz.
Pouze prvni z nich, ktery ma tvar

|G1| -

je nenulovy a ma hodnotu [g'(u)]

0 g'(u) L
g'(u) L g'(u)ﬂt“
g'(u)ﬁtz g’(”)mlz

)@3 g'(u)ﬁtw

W), g, g ¢l

"' U|. V8echny ostatni determinanty se vyznaéuji

g'(u)ﬂtz g (u) Ll
g’(”)mzl g (u) 5,
g'(“)mzz g (“)Elsz
g'(u) Giyy g (”)El‘w

=

3n

vlastnosti, ze aspon dva jejich sloupce jsou linearné zavislé a jejich hodnota je tedy
nulova. Pfiblizime to na rozkladu do &tyf souétovych élenu |G| =|G,|+|G,|+|G,|+|G,],

0
g'(u) (i,
g'(”)mz

)

g'(u

g'@)%

|G2| =

3

g’(u)ml 0

g’(u)mll '(”)” u,
g’(”)l——mlz '(u)ﬂt U,
g'(”)mm '(u)ﬂt Us

g'(”) , g (”) (e, uy

g'(u) @,
'(”) i3 g ( )
'(”) s ( )

(”) (5 j"g ( ) 32

g’(u) mrﬂ ’+g, ’(u)‘unu3

g'(u),
g'(”) [, +g" u)'ulun
- g),, + g (u)usu,
g'(”)mﬁ + g”(”)-”3”n

g'w)w,, +g (u,’

v disledku linearni zavislosti 1. a 3. sloupce: ty jsou nasobky vektoru (0,u1 Uy ey U, ),

0

|G3| - m}

g'(ujﬂtn

0 g'Wu,
(”)B’ U g (“)”2

g ¢
(”)Ehz g (u)ﬂt U, g’( ) (e,
W)t g

(”)‘B‘ Us g'(”? G 5

&), g(e) i,

g'(”) e
(”) G5 +g”( )-”1”3
(”) [y +g’ ( )

(“) G :"g () 32

g'(u) Btrﬁ ,+g”(u)‘unu3

g
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v disledku linearni zavislosti 1. a 2. sloupce: ty jsou nasobky vektoru (0,u1 Uy, ),




0 0 0 g'(u), g'u)a,
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tentokrat v disledku linearni zavislosti 1., 2. i 3. sloupce (kazdy z téchto sloupct je
opét nasobkem vektoru (O,ul,uz,....,un).

Z predchoziho tedy vyplyva, Ze mizeme psat
6] =gl U,

Odtud je patrné, Ze i kdyZ jsou obecné hodnoty determinanti |U| a |G| razné,
zachovava po transformaci (spojitou rostouci funkci) determinant |G| znaménko

souhlasné s pavodnim |U|.

Poznadmka 3 - linedrni transformace uZitkové funkce

Zvolme nejjednodussi spojitou rostouci transformaéni funkci, kterou je linearni funkce
(s kladnym koeficientem u linearniho é&lenu), tedy g(u) —au+b, kde a>0,

b libovolné . Pak plati

2
0’glu) _ -

resp.
0x,0x

rs

Znamena to tedy, ze jak mezni uzitek, tak prvky matice 2. parcialnich derivaci se od
pavodnich prvki matice U liSi pouze vynasobenim kladnou konstantou « . Prislusny

determinant |G| je pak a""! . nasobkem pavodniho|U]|.

Definice 7 Jestlize ve tfidé ordinalnich uzitkovych funkci g(u(x)), které jsou

ekvivalentni s u(x) po linearni transformaci g, existuje uzitkova funkce v(x) takova,
ze plati

pak fikame, ze u(x) je aditivné rozlozitelna uzitkova funkce.

V takovémto pripadé lze vyjadrit individualni pfinosy k celkovému uzitku samostatné
pro kazdou komoditu, jinymi slovy, celkovy uzitek je pak souétem téchto
individualnich pfinosu.



