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4 Obecny problém dekompozice - Divisiliv pristup a reSeni

Odlisny zptsob k feseni problému indexnich ¢isel uplatnil v poloviné 20.let naSeho stoleti
francouzsky matematik Francois Divisia', ktery formuloval ulohu nalezeni agregatniho
indexu zcela obecné v tom smyslu, Ze hledal - pro libovolné ¢asové obdobi t - multiplikativni
rozklad ,,makroagregatu‘ P(t)[Q(t) reprezentujiciho soucin agregatniho cenového
a kvantového indexniho ¢isla do tvaru

(4.1)

tj. tak , aby ve vSech okamzZicich spojité uvazovaného casu platila aditivni dekompozice
agregatu na dil¢i souciny pfislusné cenové a kvantové ,,mikrofunkce” vSech uvazovanych
komodit. Funkce P(t) jako indikator vSeobecné cenové urovné ma ptitom co nejlépe

vystihovat pohyb cenové hladiny, podobné¢ funkce Q(t) jako reprezentant souhrnného

fyzického objemu vyvoj mnozZstevniho indexu. Obé tyto ,makrofunkce” jsou kladné se
spojitou derivaci na <0,7 > podle ¢asu.

O ,,mikrofunkcich* cen a kvantit p, (t), resp. q; (t) Divisia pedpokladal, ze maji:

- spojité prvni derivace (podle ¢asu),
- kladné hodnoty na celém uvazovaném intervalu <0,7 > ,
- kone¢nou variaci na kazdém podintervalu <¢ -1, ¢ > spadajiciho do <0,7 >.

Takto obecné formulovana uloha vSak neni bez dalSich pfedpokladli jednoznacné feSitelna,
coz snizuje jeji uplatnitelnost pro realné potieby. Je napt. ziejmé, ze vedle funkci P(t) a Q(t),

o(r)

je feSenim ulohy také kazda dvojice tvaru ¢ [P(t) a —* pro n¢jakou kladnou konstantu c.
¢

Divisia samostatné uvazoval dekompozici (4.1) pro spojity a diskrétni piipad.
4.1 Situace se spojitym ¢asem

Jelikoz jsme predpokladali derivovatelnost u funkci P(t) a Q(t), miZeme derivaci vyrazu
(4.1) zapsat

4 o) P25 ) z@pgt(fhg o)l
> p.(1) 0, (0) > p,(0), ¢)

Piedpokladame-li kladnost funkci P(¢) a Q(f) na celém intervalu < 0,7 >, mizeme d&lit
sou¢inem P(t) [Q(t) > 0. Dostaneme

“3) Pl(t)ial;(m L9005 al) 20, 5 z.)k(r)i Equt(r)_

Dale samostatné uvazujeme moznost aditivniho rozkladu cenové zmény v (4.3) na

! Divisia, F.: L'indice monétaire et la Theorie de la monnaie-revue d’Economie politique (1925)
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(4.4B) 1( E@Q(t):i pk(t) [?Qk(t) _

Nésledn¢ aditivnim rozkladem zmény cenové a kvantové situace a dale upravami
vyuzivajicimi aparatu Stieltjesova integralu (pro funkce s konecnou variaci) lze dospét
z pivodni formulace problému k aproximativnimu tvaru

(4.5) F(t_)[ﬂP t_ )] ng( )[ﬂpk(t)_pk(t_l)]

pro n&jaké body ¢,¢, lezici v intervalu <t —1,# >a n&jakou rozumnou véhovou funkci g, .
jmenovité napf. tvaru

(4.6A) g li)=—20

3 1,(0),()

i=1
Pokud za oba tyto body vezmeme levy krajni bod intervalu, tj.z" =¢, =¢—1 a podobné
dosadime za funkci g, (tk ) =g, (t-1) vyraz

(4.6B) o)z ale=) ,

S p,(=1),(-1)

i=1

obdrZime po malé upravé vztah

oy 2 |
P S -1 -1)

i=1

(4.7)

coz je Laspeyresovo cenové indexni Cislo vztazené k bodim 7-—1, ¢ déliciho intervalu.
Cenové¢ indexni ¢islo pro celé uvazované obdobi< 0,7 > pak ziskame prostym zietézenim,
tedy

(4.8) Py =Ry = By Py CL.IP ;-

Jinou volbou, tentokrat nahrazenim ¢* a ¢ + pravym krajnim bodem intervalu, tj. ¢ =7, =1

a dosazenim za funkci g, (t;:) =g, (t) vyrazu

9.()
N
> r,(0) (1)

i=1

4.9) g (t)=—"+—
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odvodime podle Divisiova postupu zietézené Paascheho cenové indexni &islo P”oi. Podobné
lze dalSimi specidlnimi volbami ziskat i jind (zfetézend) cenova indexni Ccisla, napf.
Edgeworthovo.

Kvantova indexni ¢isla bychom ziskali obdobné z rozkladu kvantové zmény v (4.4B).
V ptipadé dosazenit” =¢, =¢—1 obdrzime Q" 1 @Jiz popsanym naslednym ziet€zenim o .
4.2 Situace s diskrétnim ¢asem

Uvedeny postup lze obdobné pouzit také na diskrétni ptipad, kdy v intervalu<O0,7 >
uvazujeme mnozinu ekvidistantnich izolovanych bodd ¢=0,1,2,....,7 piedstavujicich
okamziky méfeni cen a kvantit. Opé&t uvazujeme rozklad agregatu

(4.10) P()0(r) = Zpi (). (¢) 1=0,1,2,...,T

v T +1 okamzicich.

Nejprve vyjadiime levou stranu zmény agregitu mezi obdobimiz—1 a ¢ (libovolnymi

nasledujicimi): P(r)10(¢)- P(t =1)1Q(¢ —1) v podilovém vyjadieni

win [PO= P00+ o) ol 1] ple=1) _[PL)- -1, Tob)- 0l 1)
P(r-1)0() P(r-1) olr)

Tomu odpovidajici souhrnnou zménu N jednotlivych dil¢ich zmén cen a kvantit na pravé

strané€ (4.11) lze vyjadrit jako

(412) ZN:[pk (t)_pk (t_l)][qk (t) + - [qk (t)_Qk (t_l)]

= .
pi( —I)Q][(I) kzlzpi(t_l)gli(t)

i=1
Vezmeme-li za pfijatelné, Ze se cenovd a mnozstevni zména hodnotového komplexu

odehravaji relativné nezavisle na sob¢, mizeme porovnat "stejnolehlé" cenové a kvantové
slozky samostatné.

k=1

M-

1

Pro relativni cenovou zménovou slozku dostaneme rozklad tvaru
N
)—P(t—l) Z[pk(t)_pk(t_l)]g]k(t)
— i=l
pPi-1) &
0 S0

i=1

P(t

(4.13) =P, -1,

kde P:L, predstavuje Paascheho cenové indexni ¢islo pro zménové obdobi ¢ —1,¢.

Zcela obdobné odvodime pro relativni kvantovou zménovou komponentu vyjadieni

(4.14) Q(f)—Q(t —1) _ ;[qk (t)_qk (t _1)] Lp, (t _1)

o) z p.(t-1),()

kde tentokrat Q' .. zastupuje Laspeyresovo kvantové indexni Cislo pro zménové obdobi
t—1,¢.

=1-(o-, )" .
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Obé¢ predchozi rovnosti upravime odstranénim —1 na obou stranach, ¢imz dostaneme

Pl) _ o) _
(4.15A,B) P( _1) 1=l a podobn¢ Q( _1) =Lt

Jestlize nyni dale sestavime konec¢nou posloupnost fetézovych indexti
P1) P(2) p(r-1) P(1)

a tyto vzajemn¢ vynasobime, dostaneme pomoci (4.15A)

P(0) P(1)” " P(r-2) P(T-1)
vyjadieni
(4.16) % =pP"PLO.LPY,, (P, =Py,

~ 7 : b r w ~ W r r . 4 wr *P W
coz neni nic jin¢ho, nez zietézené Paascheho cenové indexni Cislo P or. Podobné bychom

. T . .
z (4.15B) ziskali pro podil g((O)) zietézené Laspeyresovo kvantové indexni ¢islo Q or .
Zvoleny zpusob rozkladu podle (4.11) vede tedy ke dvéma specidlnim situacim, které
predstavuji diive znama dvé zietézena "klasicka" indexni ¢isla.

Pozndmka 4.1 Pokud bychom vychdzeli z dekompozice hodnotového makroagregatu
zpusobem

4.17) [P()- Pt -1)]to(e —1) +[0() - 0 - 1)] 1 P(e)

v 1. . e e v v , . , wr xL *P
obdrzeli bychom analogickou cestou dvojici zietézenych indexnich ¢isel P or, Q or .

Postupem podle Divisiova schématu obdrzime pro spojity i diskrétni pfipad zfetézené indexni
Cislo spliujici axiom zdmény faktord. Nevyhneme se vSak jiz zminéné nejednoznacnosti
uréeni v disledku neurcitosti volby multiplikativniho rozkladu (diskrétni piipad), resp.
odhadu aproximujiciho Stieltjesova integralu (spojity ptipad). Urcitd zpresnéni ziskanych
hodnot jsou nicméné mozna v ptipadech, kdy mame k dispozici dodatecné idaje 0 mnozinach
bodu popisujicich vyvoj individualnich cen a kvantit.

Zakladni a zavazny problém spojeny s praktickou aplikaci Divisiova pfistupu je ten, Ze ceny
a kvantity nemtzeme méfit kontinualng, ale vzdy jen v urcitych odstupech. Takze pro
jakékoliv praktické pouziti by musely byt Divisiovy indexy se spojitym ¢asem aproximovany
diskrétnimi, pficemz existuje mnoho moznosti jak takovou diskrétni aproximaci provést.
Diewert [1980] ukdzal, ze nejen Laspeyresiv a Paascheho index mohou byt vzaty jako
specialni aproximace podilu P(1)/ P(0), ale Zze tomu tak mize byt i u Térnquistova indexu
(exaktniho pro TRANSLOG uzitkovou funkci, jak zmiflujeme nize v kapitole [7] ), pokud
definujeme

pz(l) , kde ﬁéastl Si(t): Npt(t)qz(t)

lnPOlT=1/2.i(si(0)+si(l)).ln( 0
b 7,04,
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Za zminku stoji, ze postup, ktery pouzil Divisia v ptipad¢ indexi se spojitym ¢asem, uplatnil
jiz o n&co dfive anglicky statistik T.L.Bennet® aZ na to, Ze neuplatnil na (4.1) d&leni vyrazem
p(1)4q().

Bennet [1920] navrhl nasledujici diskrétni aproximaci k méfeni diferenci (nikoliv tedy podilt
jako Divisia) na agregatnich cenovych a mnozstevnich urovnich:

(4.18) AP = P(1) = P(0) =1/2.3 (q,(0) +¢,(1).(p, ()~ p,(0))

i=1

(4.19) A0 =0(0)-0(0) = 1/2-2 (p;(0)+ p,(D)-(¢;(D) = ¢;(0)) .

Bennet pfitom také ukéazal, Ze rozdil ve wvydajich mezi dvéma obdobimi

N N
> p,(Dg, (1) =D p,(0)g;(0) dava presné vyraz rovny AP+AQ, kde APa AQ jsou
i=1 i=1

definovany pravymi stranami (4.18), (4.19).

Pozndamka 4.2 Obecna definice Divisiova spojitého indexu je Cisté matematickou konstrukci
a nemusi mit zddnou bezprostiedni souvislost s rozklady zasazenymi do prostiedi indexnich
¢isel, dokonce ani nemusi mit viibec zadny vztah k ekonomickému prostredi. Teprve pozdéji,
Jean Villé [1951-52]° a C.R.Hulten v [19] analyzovali Divisiovy indexy v prostiedi cen
a spotfebovanych mnozstvi za ptfedpokladu, Zze spotiebitel optimalizuje své chovani
(z hlediska minimalizace nékladil) a ze pfislusna uzitkova funkce je linedrné¢ homogenni ‘

v . r . L P T R P st o e
ProtoZe se, jak znamo, indexy P, ,F, ,F, mohou zna¢né lisit, DivisiGv pfistup nevede
k praktickému jednozna¢nému navodu, jak fesSit problém méfeni cen. Alternativni navrhy, jak

aproximovat Divisiliv index se spojitym ¢asem pomoci diskrétnich dat podali Paul Samuelson
a Subramanian Swamy v [25].

2 Bennet,T.L.: The Theory of Measurement of Changes in Cost of Living. Journal of the Royal Statistical Socierty
83/1920 s.455-462

3 ville, J.:

* Linearn& homogenni funkce N — proménnych x = (xi,..., Xn) splfiuje vlastnost F(A x) = A.F(x) pro libovolné
skalarni A > 0.
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