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6 Neostatisticka koncepce — Theilova indexni €isla

Nizozemsky matematik a ekonometr 50. - 70. let Henri Theil pouzil pro navrh indexnich c¢isel
postup, ktery vychazi ze statistické (regresni) koncepce. Jednotlivé kroky tohoto postupu zde
vyloZime.

Predpokladejme, shodné jako diive, ze pracujeme se souborem N =2 komodit, o kterych
registrujeme informace o cenach a kvantitach v pribéhu néjakého casového obdobi délky
T=2. V ptipadé¢ cen dostupna pozorovani vytvareji maticovou strukturu v podobé
(kladnych) 7 x N prvkl matice P,,, ve tvaru

p() p@) pB) - p(V)
Pz(l) p2(2) pz(?’; pz(N)

pP= p3.(1) p3.(2) p3.(3

pT.(l) pT'(z) pT.(3) pT.(N)

Obdobny pozadavek klademe na dostupnost informaci o kvantitich, které pozadujeme
v analogickém tvaru matice Q o rozmérech 7 xN. Kazdy tfddek matic P a Q tedy

predstavuje informaci o cenach resp. kvantitdich celého komoditniho souboru v néjakém
pevném Case t (t* =12,....T ) Smyslem konstrukce hledaného indexniho ¢isla je pak nalézt
(agregaci ptes soubor komoditnich cen resp. kvantit) vektory cen p a kvantit ¢ pro kazdy

casovy okamzik r=12,...,T, tedy sestrojit vektory p:(pl,pz,p3,....,pT)

aq=(q,,9,,q5,qy) tak, aby kazdy z nich (dle zvoleného kritéria) vystihoval vyvoj

celkové cenové resp. mnozstevni irovné v daném obdobi.

6.1 Odvozeni neostatistickych indexnich Cisel

Nejprve popiseme postup, ktery povede ke konstrukci vektoru generujiciho cenova indexni
¢isla p pro dany okruh obdobi (popf. uzemnich jednotek) zalozeny na informacich, které
mame k dispozici v podob€ matic pozorovani cen P a kvantit Q.

vvvvvv

p a P. Budeme tedy hledat vektor p (fddkovy o délce T') jako linedrni kombinaci fadka
matice P

(6.1) p=Pla,

kde a’=(a’1,az,....,aN) je (dosud neznamy, sloupcovy) vektor délkyN. Jestlize

interpretujeme ¢ -ty fadek matice P jako bod v N —rozmérném Eukleidovském prostoru (jde
o vektor cen komodit v ¢ase ¢), pak hledanim vektoru a usilujeme o nalezeni nadroviny
v E,, kterd prochazi pocatkem a (v dale definovaném smyslu) aproximuje jednotlivé radkové

vektory matice P . Poté sestrojime projekce vSech 7' takovych N —rozmérnych bodu (fadka
matice P ) na tuto nadrovinu. Za vektor cenovych indexnich ¢isel p pak vezmeme délky

takto projektovanych bodl/vektort od pocatku soutadnic.

Parametrickym vyjadfenim vyrovnavajici nadroviny budou vztahy (pro £ =1,2,.....,N)

(6.2) P =B lp ( B, kladné).
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Odchylky ,,pozorovanych® cen p, (t) od jejich linearni aproximace [, [ p(t) oznacime jako

(6.3) u, (6)= p, (6)= B T plt).

Tyto dohromady vytvéafeji matici cenovych diferenci U, kterd je rovnéz typu T XN.
V maticovém zapisu s vyjadienim dimenzi

(6.4) Upav = Pray = Proa [Biey

(pfipomenme, ze p je sloupcovy vektor typu 7'x1 a [ sloupcovy vektor typu N X1).
Jednoduchou substituci z (6.1) pak dostavame

(6.5) Upy =P-Plalf =PI, -alp),

kde 7, je jednotkova matice fadu N .

Ulohou, ktera bude dale feSena, je minimalizace matice U (v n¢jakém maticovém smyslu)
v zavislosti na parametrech [ a a. Ze vztahu (6.5) je soucasné ziejmé, ze takovéto feSeni

nebude jednoznacné, nybrz bude uréeno az na multiplikativni konstantu ¢ >0, nebot’ zfejmé
_ . 1 1 .
pfenasobené vektory c[f a —[&r (resp. —[F a cla) budou stejné tak vyhovovat
c c
minimaliza¢ni podmince jako ptivodni vektory £, a.

Nyni pfistoupime k vyuziti informace o kvantitich obsazenych v matici Q: Nejprve
vytvotime matici H =Q'[Q, ktera je zfejm& rozmérdi N XN . Tato matice je ziejmé
symetrickd a pozitivné¢ semidefinitni a pfislus$i k ni kvadratickd forma x'Q'QOx pro
n¢jaky N —slozkovy vektor x, ne identicky nulovy. Prvky matice H jsou nezdporné, nebot’
prvky QO (jde o kvantity) jsou rovnéZ nezaporné.

Za minimalizac¢ni kritérium nyni zvolime vyraz
N N T

66) Min TH{HU'D) = MinZZ[hij[Z:ui (0, (t)ﬂ - Fla. 5).
i=l j=1 t=1

tedy stopu matice HU'U . Minimalizaci provadime podminéné vzhledem k prvkim vektord
a, [5. Pfedmétem dalSich tivah bude tedy ur¢eni podminek pro a, 3, za kterych je vyraz
(6.6) minimalni. Postup rozdélime do nékolika krokd:

1) Nejprve upravime vyraz pro U'U na zakladé znalosti generujicich prvkd. Postupné
dostaneme:

(6.7)

UU =[P -Bla'IP]I[P-Plalf]=PP-Bla' [P P-P(Plalf +fBla' [P (Plalf,
kde posledni ¢len miizeme zapsat jako (a' [P'[PLa)[(B[B'), nebot (o' [P'[Pa) je skalarni
hodnota.

Vynasobime-li vztah (6.7) zleva matici H a vyjadiime-li stopu souc¢inové matice, dostaneme
6.8) Tr(HIWU'W)=Tr[H (P P|-2(T[H[Bla' (P [P]+(a' [P [PLa)TAB (HS].
Dale, s prihlédnutim k tomu, ze plati T+[(H [ 8)[(a’ [P P)] = Tr{(a’ [P (P)[(H [ B)], pricemz

vyraz na pravé strané této rovnosti je skalar, a proto, Zze rovnéz stopa T r[,B [H[ ,B'] je skalar,
upravime (6.8) na
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(6.8A) Tr(HWU'WU)=TAHIP (P]-2[alP[PIHIB+(a' [P [Pla)l(B HS).

2) Dale vysettime, kdy tento vyraz nabyva (v zavislosti na o a [3) svého minima. Jak znamo,
nutnou podminkou extrému je, aby obé parcialni derivace (vektoroveé zapsané) byly nulové, tj.
platnost relaci

(6.9A) Wz—zmcpmwnw'mw)@'@m:o a podobné
(6.9B) aT”(Ha[ﬁU'[U):—2mD3'D)m+2EQa'DJ'D)m)mDB:o.

Tuto soustavu 2N rovnic pro 2N neznamych a a [ upravime zkracenim dvéma, pfi¢emz

dale prvni rovnici vynasobime zleva matici H a druhou rovnici zleva matici— P'P . Po téchto
upravach obdrzime

(6.10A) ~HIP'[PIH[B+H(B HIB)IP[Pla=0 apodobns
(6.10B) P'IPIHIP [Pla-P (Pl a' [P (Pla)lHIB=0.

Z (6.9A) viak dale plyne, ze (B'[H[B)[P'Pla=PPIHILf, &hoZ vyuzijeme tak, Ze do
druhého ¢lenu (6.10B) dosadime za P'PIH [ zminény vyraz. (To lze beztrestné provést,
nebot’ (a" [P'[P [a) je skalar.) Rovnice (6.10B) tak picjde na tvar

(6.10B¥) PPIHIPPla—-(a' P (Pla)l(B HIB)IP[Pla=0,
resp. dale na

(6.11) PPHP(P-(a'(PPLa)(BHLIB),]la=0,
nebot’ také ['[H [ S je skalar.

3) Nyni provedeme obdobnou substituci ve vztahu k (6.10A). Z (6.9B) totiz plyne, ze
(a'[P’[P[a)[H[,BzH[P’[P[a. Nahradime tedy v druhém ¢lenu levé strany (6.10A)

vyraz H [P'[Pla a dostaneme

(6.10A%) HIPPIHIS-(BIH(B)(a' [PIPla)H[S=0,neboli

(6.12) HIPPIH-(a'(P'Pla)(BHIB)I,]IA=0.

Skalarni vyraz (a'[P'[Pla)l(B' [H[B) vyskytujici se jak v (6.11), tak v (6.12) nyni

ozna¢ime jako A* a (6.11) miizeme vyjadiit bud’ ve tvaru

(6.13A) P'EPI:ﬁHEP’D’—A2 DN]BIZO, nebo také jako
(6.13B) PPQH-¥0,|P Par=o0.

Tytéz upravy u€inime s vyrazem (6.12) a dostaneme obdobné dvojici vztahii:
(6.14A) HIP'PH-F 0, |0B=0, resp.

(6.14B) HPP-X0,|HPB=0.

4) Nyni jesté¢ jednou uzijeme vztah (6.9A), ktery po zkraceni 2 vynasobimea' zleva.
Dostaneme:

(6.15) (B1H(B)(@' [P IPla)=a'[P'IPIHLS.
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Odtud vidime, Zze minimum vyrazu 7} r(H 't ) Ize vyjadfit jako
(6.16)  Min T[H W' W] =1r(1 P P) - (o' LP' P ) ({8 tH [B) = Tr(H P IP) - 1*.

5) Nyni rozebereme moznosti, kdy plati podminka (6.13B): Aby platila, musi byt
P'[Pla =0 anebo P'[Pla je vlastni vektor matice P'[P[H a soucasné A’ je vlastni &islo
této matice.

Z hlubsich poznatkl teorie matic (konkrétné z Perronovy véty) vyplyva, Ze maximalni vlastni
Cislo matice, ktera ma pouze kladné prvky, je vzdy kladné a slozky k nému ptislusného
vlastniho vektoru jsou rovnéz kladné. (Pro nezapornou a nerozloZitelnou matici plati obdobné
Frobeniovo zobecnéni.) Ve vztahu k hledanému vektoru p tak mame zaruceno, ze P'[P[a

muze byt interpretovan jako vektor indexnich Cisel.

Uvedené véty a vlastnosti aplikujeme na matice PHP',P'PH a HP'P. Matice PHP' je

symetricka (v dusledku symetrie H) a je pozitivné semidefinitni, protoze P = 0. VSechny
tyto tfi matice maji nezaporna vlastni Cisla, pficemz nejvétsi z nich (co do absolutni hodnoty)
je jednoduchym kladnym kofenem charakteristického polynomu, ktery je stejny pro vSechny
tf1 matice. K tomuto vlastnimu ¢islu pfislusné (u riznych matic) vlastni vektory jsou riizné,
avSak vSechny maji kladné vSechny slozky.

6) Vratime-li se k vyrazu pro stopu matice [H Uu'u ] , dostaneme
(6.17) r[HU'U]| =T [HP'P]- 2.

Aby tedy byl vyraz T r[H U'u ] minimalni, musi byt A* maximalni (stopa T’ r(HP'P) je pevna
hodnota nezavisld na a,f3). Volime tedy A° jako nejvétsi vlastni ¢islo matice P'PH resp.

HP'P a P'Pa je vlastni vektor (nezapornych slozek) pfislusny A° . Poznamenejme vsak, Ze
minima Tr[HU'U] v (6.16) nedocilime, kdyz platiP’'Pa =HB =0 - viz (6.13B) resp.
(6.14B).

Oznacime-li (HP'P -XI N)[]Y =d , pak plati P'Pd =0 a plati dv€ moznosti
a) bud d=0 nebo b) matice P'P je singularni.

Nastéva-li piipad a), potom @ je vlastnim vektorem matice HP'P piislugnym kofeni A* .
Nastane-li naopak ptipad b), je mozné volit ¢ i jinak. Pokud je P'P je singularni, zvolime a
tak, Ze odpovida charakteristickému ¢islu matice HP'P .

Postacujici podminkou minimalizace je platnost vztahu (aP’Pa) [ﬂﬂ'H,B) =A%, kde vektory
a.f soucasn¢ vyhovuji nutnym podminkam (6.13A-B) i (6.14A-B).

Tim plati i v tomto pfipadé podminka (6.15), stejné¢ jako nutnd podminka (6.10A-B) pro
existenci extrému. Ur€eni a tedy neni jednoznacéné, ale kazdé takové a je optimalni.

Obdobn¢ z podminky (6.14A) zvolime vektor [ tak, aby byl vlastnim vektorem

matice P'PH a odpovidal témuz vlastnimu A°. Tim je splnén pozadavek na minimalizaci
kvadratické formy cenovych odchylek i pro piipad, kdy P'P je singularni.

Vektor p = Pa je uréen jednozna¢né az na multiplikativni skalar. Ze vztahu P'Pd =0 plyne,
ze

(6.18) d'P'Pd =0 atedy, ze Pd =0.

Jestlize za d poloZime d = [HP’P - NI N] Lér , dostaneme
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(6.19) PlaPP- 21, | =0.
To Ize vyjadrit ekvivalentné jako
(6.20) PP - X1, |cPa =[PHP - ¥1, | =0.

Vektor generujici cenova indexni Cisla (ureny zatim az na multiplikativni konstantu) tak
dostavame jako vlastni vektor matice PHP' = P'Q'QP odpovidajici nejvétsimu vlastnimu

Cislu této matice (které je, jak jiz bylo fe€eno, kladné). Jednoznac¢nost urc¢eni tohoto vektoru
vSak neni zaru€ena ve smyslu diive u¢inénych poznamek o vlastnostech matic s nezapornymi
prvky.

7) Nyni se budeme zabyvat problémem urceni kvantovych indexnich cisel obsazenych ve
vektorug. Budeme pfitom postupovat analogickou cestou jako pii odvozeni cenovych

indexnich ¢isel. Symetricky k (6.1) budeme tedy pozadovat platnost

(6.21) q=0ly,

kde y je vektor typu N Xx1. Parametrické vyjadieni vyrovnavajici nadroviny bude pro
k=12,....,N vypadat takto

(6.22) q, =19 (n, s kladnymi slozkami)

a matice odchylek W s prvky w, (t) =q, (t) -, [q(t) sestavena obdobné jako U v (6.3) bude

(6.23) w=0(-yin),
kde 77 je vektor ,,odhadt‘ slozek vektoru y typu N X1.
S obdobnym cilem jako v pfipad¢ vektoru generujiciho cenovd indexni ¢isla zavedeme

pozitivn¢ semidefinitni matici G = P'P a postupujeme cestou minimalizace kvadratické
formy

(6.24) Min Tr(GW'W ) = Minii{gy(é w, () Gy, (t)ﬂ =F(y.n).

=1 j=l1
Postup vede k ziskani ¢tvetice vztahli analogickych k (6.13A) - (6.14B) a k dovozeni toho, ze
hledany vektor ¢ generujiciho kvantova indexni ¢isla je ur€en jako vlastni vektor matice
OGQ' = Q'P'PQ odpovidajici nejvétsimu vlastnimu &islu této matice, kterym je opét A* .
Nutné podminky pro minimalizaci matice odchylek (6.24) a matici odchylek (6.6) jsou

vyjadieny nasledujici soustavou podminek (sloucenim (6.13A) - (6.14B) a jejich analogiemi
pro vektor generujici kvantova indexni ¢isla):

[PPO'O-(aPPa)l(BO0B), | IPPa=0 (A)
0'0[P'PQ'0-(a'P'Pa) (B0 0B), ] B=0 (B)
[PPO'0-(n'P'P)(yO'0y)I,]1PPR =0 (©)
0'o[PPO'O-(nPPy)(yooy),]ly=0 (D)
(6.25)
[ooPP-(aPPa)l(B00B),]I00B=0 (E)
P'Plo'oP'P-(a'P'Pa)l(BO'0B)I,|la =0 (F)
looPP-(7PPR) (Yo Oy, ]100y =0 (G)
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PPlooPP-(rPPy)i(yQ oy, |in=0 (H)
Z t&chto vztahi plyne, - stejné jako v predchozim piipadé vektoru generujiciho cenova IC - Ze
vektory P'Pa,3,P'Pn ay jsou vlastnimi vektory matice P'PQ'Q a podobné vektory
0'0B,a,0'0y a n jsou vlastnimi vektory matice Q'OP'P, pficemz vSechny tyto vlastni
vektory piislusi nejvétsimu vlastnimu &islu matic P'PQ'Q resp.Q'OP'P (ta jsou shodna) A°.
Vsechny uvedené vlastni vektory jsou urCeny az na kladné multiplikativni konstanty

a odpovidajici si vektory v kazdé z obou c¢tvefic vztahi se mohou v této multiplikativni
konstanté lisit. Nic pfitom nebrani zvolit S =y, pii kterézto volbé se prvni a tieti rovnost

v obou soustavach ztotozni. Vzhledem k (6.25A,D) a k (6.25F,G) mZeme psat
(6.26) P'Pa =ky a podobné 0'0y =k,a,

nebot’ jde o vlastni vektory pfisluiné k nejvétsimu vlastnimu &islu A* matic P'PQ'Q resp.
Q'QOP'P. Tyto vektory se mohou li§it nanejvy§ ve zminéné multiplikativni konstanté.
Slou¢enim obou vztahli v (6.26) obdrzime dale

(6.27) Q'OP'Pa =k Q'Qy =k, lk,a.

V (6.27) vidime, Ze souin konstant £k, [k, zde reprezentuje maximalni vlastni cislo
matice Q'QP'P, tedy A® (pficemza je k nému piislusny vlastni vektor). Miizeme tedy
vyjadiit

(6:28) n O, =X = (aPPa){BQ'0B) = (aPPa)lyQ'0y)= Pr s,

pfi¢emz pro urceni 7, a », mame jeden stupen vile (druhy z obou skalérd je vazan vztahem

2

r, = 7). Zvolime-li bez (jmy na obecnostir, =A (s kladnym A), dostaneme ziejmé také
1

r, = A (jako odmocninu z nejvétsiho vlastniho ¢isla matic P'PQ'Q resp. Q'QP'P). Vztahy
(6.26) se ,,zesymetrizuji“ na

(6.29) P'Pa = Ay resp. 0'0y =Aa.

Tvrzeni 6.1 Pro vektory p a g generujici indexni ¢isla cenova a kvantova plati vztahy:
(6.30) pPr=qq=A4,

kde A je odmocnina z nejvétsiho vlastniho ¢isla matic P'PQ'Q resp. Q'OP'P .

Ovéreni: Uzijeme postupné vztahi (6.1): p=Pa, (6.21): g=Qy a vztahu (6.29)
a dostaneme:

(6.31A) q'OP'p =q'OP'Pa = Aq'Qy = Aq'q a podobné

(6.31B) p'PO'q=p'PO'Qy =Ap'Py =Ap'p.

Ponévadz z rovnosti ¢'QP'p = p'PQ’'q (vyraz je skalar) plyne, Ze p'p = ¢'q a podle vztahu
(6.28) plati p'p[§'q = A, mame p'p=q'q=A. 0
Dale plati

Tvrzeni 6.2 Pro vektory @ a y urcujici generujici vektory p a ¢ indexnich ¢isel plati:

(6.32) a'y=1.
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Ovéreni: 7 (6.29) vime, ze P'Pa = Ay, coz po vynasobeni a' zleva davd a'P'Pa =Aa'y.
Vyraz a'’P'Pa=A, nebot p=Pa,p'=a'P,p'p=A (dle Tvrzeni 6.1) a tedy musi platit
a'y=1. O
Pro dalsi uéely oznacime soucin matic P a Q (Q v transpozici) zkracené jako R = P[Q',
kde R je matice typu7 xT sestavend z prvki

N
r, =Y p0)0g,(j) ij=12,...T.
k=1

Nyni ukazeme, Ze plati

Tvrzeni 6.3 Pro hledané generujici vektory indexnich ¢isel p,g a pro matici R = P[Q" plati
vztahy

(6.33A,B) R'p=Alq Rlg=Alp.

Ovéreni: Z piedchoziho vime, Ze plati P'Pa = Aly. Vynasobime-li tento vztah zleva matici
0, dostaneme

OP'Pa =A1Qy
a protoze dale platiQP' =R',Qy =q a Pa = p, dostavame dokazovany vztah (6.33A). Pro

druhou &ast tvrzeni vyuzijeme analogicky rovnostQ'Qy = Aa, kterou nasobime zleva matici
P s vysledkem

PO'Qy =AlPa
aprotoze PQ' =R, Qy =q a Pa = p, mizeme konstatovat platnost vztahu (6.33B). 0

Tvrzeni 6.4 Pro generujici vektory indexnich ¢isel p a ¢, matici R = P[Q" a skalar A >0
plati:

(6.34) P'RRg=Ap'q.

Ovéfeni: Vynasobenim vztahu (6.33B) matici R’ zleva dostaneme

(6.35) R'Rg=A[Rp=A0Pp.

Vynasobeni (6.35) vektorem p'zleva pak vede k dokazovanému vztahu
P'R'Rq=Ap'OPp=Xp'q,

nebot’ dle (6.33A) plati QP'p = Aq . O

Definice 6.1

Vektory p a g zkonstruované ptfedchozim postupem, minimalizujici kvadratickou formu
(6.24) a spliujici (6.26) a (6.29) se nazyvaji (podle H. Theila) vektory generujici ,,Theilova
symetricka nejlepsi linedrni cenova (resp. kvantova) indexni ¢isla“ (zkracené¢ SBLIN).

Jestlize v predchozi definici uvolnime pozadavek na ,symetrii" reprezentovanou vztahy
(6.26) a obdobn¢ formulovanych vztahti propojujicich £ a £, muzeme formulovat tzv.

nejlepsi linedrni cenova indexni ¢isla (BLIN).
Definice 6.2

(a) Mé&me matici P, slozenou (po fadcich) z T pozorovani cenovych vektori p, dale
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libovolnou pozitivng definitni matici H~ typu N XN takovou, Ze sou¢in PH P' neni nulova
matice. Necht' daleA ? je nejvétsi (kladné) vlastni &islo matice PH P'. Potom feSeni
(vektor p”) maticové rovnice

(6.36) lpr" P - 21,0 =0

nazveme vektor generujici nejlepsi linearni cenové indexni ¢islo (BLPIN).

(b) Mé&me matici Q,,, slozenou (po fadcich) z T pozorovani vektorti kvantit g, dale
libovolnou pozitivné definitni matici G~ typu N x N takovou, Ze sou¢in QG Q' neni nulova

matice. Necht dale 1* je nejvétsi (kladné) vlastni &islo matice QG Q' . Potom feseni (vektor

* . , .
g ) maticové rovnice

(6.37) 060 -1 | =0

nazveme vektor generujici nejlepsi linearni kvantové indexni ¢islo (BLQIN).

Jak je z pfedchozi definice patrné, v pifipadé (nesymetrickych) BLIN indexnich cisel jsou
hledané vektory cen p~ a kvantit ¢” uréeny nezavisle na sobé& (coz vyplyva z obecné moznosti

volby pozitivné definitnich matic H™ a G).

Jednotliva cenova indexni ¢isla P, a kvantova indexni ¢isla Q) (s,t =12,....,T ) dostaneme
jako podily ¢-t¢ho a s-tého ¢lenu (slozky) konecného fetézce (vektoru) p, nebot mame
zaruceno, zZe tyto ¢leny jsou vesmés kladna ¢isla. Definujeme tedy

Definice 6.3

(a) Theilovym cenovym indexnim c¢islem (SBLIN) vyjadiujicim globalni cenovou zménu
komplexu mezi obdobim s a ¢ (S,t =12,...,.T ) nazveme podil

(6.38) Pl = (1)

pls)’
kde p(t) a p(s) oznacuje f-tou, resp. s-tou slozku vektoru p odvozeného piedchozim
postupem.

(b) Theilovym kvantovym indexnim Ccislem vyjadfujicim globalni mnozstevni zménu
komplexu mezi obdobim s a ¢ (s,t =12,...,.T ) nazveme podil

(639) 0r =4,
a(s)

kde q(t) a q(s) oznacuje t-tou, resp. s -tou slozku vektoru ¢ odvozeného v (6.21).

Poznamka 6.1 Jak vyplyva z vySe vyslovené definice, cenové ani kvantové Theilovo indexni
¢islo neni zavislé na normovani vektort p a ¢.

Nyni uz jen piehledné shrneme zékladni kroky algoritmu, ktery vede k ziskani symetrickych
nejlepSich nestrannych linedrnich ¢isel (SBLIN). Modifikace postupu pro BLIN vzhledem

k zavedené definici 6.2 (s nutnosti specifikace matic H™ a G ) je ziejma.

Krok 1: Sestavime matici R'R = PQ'QP' a nalezneme (pomoci vhodné vypocetni metody) jeji

cow v rowr 2 r e v o r
nejveétsi vlastni ¢islo A%, o kterém vime, Ze je kladné.
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Krok 2: Resime soustavu homogennich linearnich rovnic (6.20), tj.
(6.40) |po'oP - X1, |tPa =|Po'oP -GX1,|tp =0

(jde o T rovnic pro T neznamych, jimiz jsou slozky vektoru p ) a uréime tak vektor p azna
multiplikativni konstantu.

Krok 3: Nespliiuje-li hledany vektor p podminku (6.30), tj. p'p # A, normujeme jeho slozky
takto

1 1
(6.41) p =——=0=0p,.
Jrp VA
Krok 4: Ziskame-li podle kroku 3 (normovany) vektor generujici cenova indexni ¢isla p, pak
ze vztahu (6.33A), tj. PQ'p = A[q dostaneme vektor generujici nejlepsi nestranna kvantova
indexni ¢isla g jako

(6.42) g= % PO p.

6.3 Vlastnosti nejlepsich linearnich indexnich €isel (BLIN)

Stejn¢ jako u klasickych indexnich ¢isel podrobme nyni Theilova indexni ¢isla zavedena
definici 6.3 vySetieni, které z axiomi zavedenych v Casti [2.3] tato indexni Cisla spliuji.
Omezime se pritom na prvnich Fisherovych 8 testti.Vzhledem k tomu, zZe zde mame co Cinit
s T obdobimi (nejen se dvéma obdobimi ,,0“ a ,,1%), provedeme ovéteni vici kterékoliv
dvojici obdobi (popt. Gzemi) s,¢ D{1,2,....,T } Vysetieni provedeme ve sledu, ktery umozni
vyuzit dosazené mezivysledky.

Poznamka k déle pouzitému znaéeni Vzhledem k tomu, Ze v této Casti budeme potiebovat
bliZe popsat vnitini strukturu matic R, P a Q, pouZijeme pro jejich prvky oznaceni &,71a 0,

nebot’ symboly p a ¢ jsme jiz vyhradili pro jiny ucel. Oznacime tedy P :{n ﬁ},Q ={E ﬂ}
(/=127 i=1,2,..,7) ,R={p,}.(/,k=12,...,T). Dale:j-ty ftidek maticeP
oznacime 71, , i-ty fadek matice P oznaCime 71, a stejnou konvenci uplatnime u matic P

a Q. Vlastni ¢isla matice R budeme znacit L, Ly ,...., iy .
(F1) axiom identity (Psﬁr = 1) je splnén.

Ovéreni: Ztotoznime-li obé obdobi (tedy s =1¢), znamend to stejnou situaci v cendach
1 v mnozstvich pro vektory cen a kvantit ptislusné témto obdobim, jinymi slovy shodu prvki
v s -tém a ¢ -tém fadku matice cen P a stejné tak v s -tém fadku a 7-tém fadku matice kvantit
0. Odtud nasledné vyvodime shodu pfislusnych prvka s -tého a ¢-tého sloupce matice Q',

ktera se uplatiiuje v matici R = PQ".

Pro s-ty a 7-ty fadek matice R to dile znamend (oznacime-li P, prvek na misté (s, j)

matice R), ze
N N
Py = Z”ﬂ'gki = Zn;igki = Py >
i=1 i=1

tzn., ze s -ty a ¢ -ty fadek matice R se sob¢ rovnaji.

Podobné bychom dostali pro prvky ve sloupcich matice R
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N N
P = zﬂjifcsi = Z”iigti =P
i=1 i=1

tzn., ze také s -ty a ¢ -ty sloupec matice R maji shodné prvky.

(Ve plati pro libovolné j,k a s =t v rozsahu 1,....,T.) Matice R = PQ" ma tedy stejny s -ty
a t-ty radek a stejné tak stejny s -ty a ¢ -ty sloupec.

Pro hledané vektory p (: Pj) aq (: QSTI) tedy plati

(6.43) OP'p = Aq a podobné PO'q=Ap.

Oznacime-li fadky matice R jako r, (i =12,....,T ) a sloupce téZe matice jako r;
( j=12,..T ), muzeme ,,defini¢ni* vztahy (6.31A,B) zapsat jako

6.44)  rip=204()) resp. r.q = Ap(k) jk=12,..T.

Jestlize plati podle predpokladur, =7, (stejné jako r. =r"), potom téz musi platit p(s)= p(r)
a obdobn¢ q(s) = q(t) pri s,t D{I,Z,....,T}. Jinymi slovy p, =p,aq, =q,. 0
Obdobny postup Ize uplatnit pro ovétreni (F7):

(F7) axiom umérnosti - proporéni zména vSech cen ( p, =c [ p,,pro vSechna ;) resp. kvantit -
je splnén.

Ovéreni: Z piedpokladu p, =clp; (pro n¢jaké kladné c, které piedstavuje pomerovou

zménu cen) vyvodime snadno, ze
N N
Pu = zn;ifki = ZC Ur, l§,, =c.Py»
i=1 i=1

tzn, ze prvky ¢-t€¢ho fadku R jsou c¢-nasobky prvkl s -tého fadku R.

Podobné dostaneme pro prvky ve sloupcich matice R
N N
pjt = Zmlgti = Zﬂﬂ [¢ gs[ = Ebjt >
i=1 i=1

tzn, Ze také ¢ — ty sloupec R ma prvky c¢ —nasobky s —tého sloupce R .

K ovéfeni (F7) pottebujeme prokéazat, ze P! =c, resp., ze také Q! =c.

Z rovnic (6.42) vyvodime, Ze jestlize r, =clr, (stejné jako 7, =r,), potom plati
p(t) =c [p(s) pii s,¢ D{1,2,....,T}, tzn. p, =clp,.Obdobn¢ - mutatis mutandis - dostaneme,
ze q, =clq,. 0
(F2) axiom zamény faktort (Pstr *Ql = 1) neni splnén.

Oduvodnéni:

Pokud by tento axiom byl splnén, muselo by to znamenat, ze vyraz (skalarni soucin)
p(t)*q(t) presn¢ vystihuje agregatni hodnotu v obdobich ¢=12,...,T, tzn. Ze

p(t)*q(t)=i )2 (t)l]]l.(t) (sCitame pifes vSech N komodit). Potom by musela platit
i=1
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pfinejmensim rovnost prvkl na hlavni diagonale matice pg' a matice PQ'=R. Toto vSak
obecné nijak zaruit nelze. RozepiSeme-li prvky na hlavni diagondle matice pg'
(p =Pa,q= Qy) dostavame:

645 | 2o 00| S0 00 0]=X3ay B0 =120,

i=l j=l1

kde a,,y, jsou piislusné slozky N -Clennych vektorG a,)y. V pfipad¢ platnosti (F2) by
muselo platit

(646) > ay, ), ()= 2,0, ().

i=l j=1 i=1

coz vSak neni obecné zajistitelné, nebot’ rovnic v (6.44), kterych je celkem 7', je (az na

vyjimecny ptipad, kdy 7 = 2N ) vzdy vice nez neznamych ( prvka vektoria, v, jichz je 2N ).
0

Pted vysetfenim axiomii (F3) a (F4) se zabyvejme vlivem dopadu zamény dvou komodit

a zamény dvou obdobi (izemi) na Theilova indexni Cisla. Jak ukdzeme v nasledujicich dvou

tvrzenich, indexni ¢isla SBLIN jsou vii¢i obéma takovym zménam invariantni:

Tvrzeni 6.5 Vektory p a ¢ generujici Indexni ¢isla SBLIN zavedené Definici 6.1 jsou

invariantni vici jakékoliv zdméné potradi komodit (tj. vii¢i simultdnni permutaci sloupct

matic P a Q).

Ovéreni: Pro prvky matice R zfejmé plati
N

(6.47) Py =2, & [k =12,...7)
i=1

a vubec tedy nezalezi na potadi komodit vstupujicich do téchto skalarnich soucinii. Vypocet
vlastnich Cisel 4, (i =12,..,T ) matice RR neni zménou poradi komodit nijak dotcen. Podle

(6.33A,B) to zajist'uje invarianci vektorit p,q vici precislovani komodit. O
Tvrzeni 6.6 Vektory p a g generujici Indexni Cisla SBLIN zavedené Definici 6.1 jsou
invariantni vu¢i jakékoliv zaméné poradi dvou obdobi (tj. vii¢i simultanni permutaci fadka
matic P a Q).

Ovéreni: Prohozeni dvou obdobi (vyména s -t€ho za 7-ty fadek a naopak v P a tatdz vyména
v Q) znamen4, 7e v matici R se prohodi fadek 7, s 7, a soutasné sloupec 7, se sloupcem 7, .
TotéZ plati pro soucin R'R a také pro matici R'R- ], , protoze prvky této matice, které
obsahuji 4 (tj. diagondlni prvky) budou i poté opét diagonalnimi prvky. Jak znamo,
determinant (¢tvercové) matice je invariantni vacéi soucasné vyméné dvou fadka a tychz
sloupct, takze bude i potom platit

det[R'R = T] =0 pro tytéz hodnoty f a nebude tedy nijak zaviset na potadi jednotlivych
obdobi. Plati-li to obecné pro vSechnay;; j=1,2,....,T, musi to platit ztejme i pro nejvetsi
vlastni ¢islo A* (k némuz se vaze hledany vektor indexnich ¢&isel). 0
Provedend permutace fadkii s a ¢ a souCasné analogickd permutace sloupcii s a ¢ vede
toliko k tomu, Ze matice R'R — i, bude mit na diagonale obecné jinak sefazena vlastni ¢isla
(pokud netrvame striktné na jejich sestupném fazeni). Hodnoty téchto ¢isel budou ovSem
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shodné jako v pivodnim ptipadé). To nic neméni na uréeni maximalniho vlastniho &isla A%,
jehoz hodnota se nezméni. Stejné tak se zachova vlastni vektor tomuto vlastnimu cislu
pfisluSny.

(F3) axiom zdmény obdobi (4zemi) P! * P/ =1 je splnén.

Ovéreni: S ohledem na defini¢ni podilovy vztah (6.38) je ihned ziejmé, Ze bude platit

ropr = Plt) pls) _
(6.48) PP = ;’(S)%_L

(F4) axiom okruznosti je splnén.
Ovéreni: V nasem T — dimenznim kontextu to znamend prokazat, ze plati
Pl Pl =P! (nezavisle na zvoleném meziobdobi ,,v ).

To je ovSem s ohledem na defini¢ni vztah (6.38) okamzité ziejmé:

(6.49) PP = P(V) Dp(t) - p(t) 0

pls) pv)  pb)

(F5) axiom ur¢enosti (pfi neptitomnosti nékteré komodity v nékterém obdobi) je splnén.

v v ,. v o S ;e rowr T r 7 7 v 2 4
Ovéreni: Je zfejmé, ze cenova indexni ¢isla P, definovana definici 6.1 tvoii ve vSech slozkach

kone¢ny, ne identicky nulovy vektor (vlastni vektor ptislusny kladnému vlastnimu ¢islu) a ze
v piipad¢ absence nékteré komodity se tento konstrukt nezhrouti. TotéZ plati i pro kvantova

indexni ¢isla Q. O
(F6) axiom souméfitelnosti je splnén.

Ovéreni: Nezavislost vektoru (cenovych) indexnich ¢isel na mérovych jednotkach komodit Ize
vyvodit opét z invariance prvkd matice R vici piipadnym témto zméndm: d -nasobné

oot . L | . v ,
zvétSeni (pro D >0) ptvodni mérové jednotky vede k 7 nasobnému zmenseni ptivodni
jednotkové ceny. Prvky matice R vyjadfujici hodnotové agregaty (dané souliny

N
Fa = Z P, W, ) tedy vyvolanou zménou mérove jednotky komodity ovlivnény nebudou. [
i=1

6.4 Vztah Theilovych a klasickych indexnich Cisel

Posledni otazkou, kterd nds zde bude v souvislosti s indexnimi ¢isly zavedenymi H.Theilem
zajimat, je pfipadna souvztaznost konstruovanych SBLIN-indexnich c¢isel vaci nékterym
klasickym typim indexnich ¢isel. S ohledem na vysledky dosazené v piedchozich ¢astech
(zejména 2.4) lze za ustfedni povazovat otazku, zda (asponn nékterda z nich) mohou byt
situovana do intervalu vymezeného (zdola) Paascheho a (shora) Laspeyresovym indexnim
¢islem. Ukazeme, ze odpoveéd’ na takto polozenou otazku je kladna.

Za uvedenym ucelem omezime (jinak libovolny konecny) pocet T obdobi, za ktera
registrujeme udaje o cenach a kvantitich N komodit, na 2 (T = 2). Nejprve sestrojime

matici R ,,hodnotovych* skalarnich sou¢ini R = P[Q" pro dvé (¢asova) obdobi:
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L Y 0m0)
(6.50) R=|, B ,
Zpi (1) Lg, (0) zpi (1) Q]i(l)

i=1 i=1

v niz vyznam viech piitomnych symboli je znamy. Ctvefici prvki této matice nyni budeme
normovat hodnotovym agregatem zakladniho obdobi X p, (0) [q, (0) Po vydéleni dostaneme

matici R* tvaru

(6.51) R* = =T

v niz mimodiagonalni prvky jsou predstavovany Laspeyresovymi indexnimi &isly Qp; a Py;.
Ve zkraceném zapisu tedy

1 0y
(6.52) Re=| , M) ]|,
01 M(O)

kde M (1) a M (O) jsou hodnotové agregaty bézného a zakladniho obdobi (znaceni je shodné
jako u Stuvelova indexniho cCisla v ¢asti [3.3]).

Nyni si pfipomeneme von Bortkiewiczliv vztah - viz ¢ast [2.6] - platny pro podil Paascheho
a Laspeyresova indexniho ¢isla, podle které¢ho 1ze psat

(6.53) P} =P (1+w),

kde symbol « vyjadfuje soucin tfi Clenii: (vazenych) vybérovych variacnich koeficienti Vx ,
Vy a (vazeneho) vybérového korelacniho koeficientu r,, vektordi x a y urCenych vztahy

6.54 o) _al)
€9 0 Y17 4,0)
(6.54A) svahami  w =P (0), (0)

Jak zndmo, parovy korelacni koeficient ., ma v disledku protichtidné tendence ve vyvoji cen

a kvantit (vaci piislusnym primérnym hodnotam) ve shodném obdobi zmén (0 — 1) zaporné
znaménko. S ohledem na vyse konstatované 1ze dale psat

(1o
(29 : (Poﬁ P&Q&(“CO)J
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_pl) q(1)

V dal§im kroku stanovime poméry B a Q) jako P/ =35 resp. Qff ==, tedy
p(0) 4(0)

indexni Cisla typu BLIN (vyjadiuji pohyb cenové a mnoZstevni hladiny mezi zakladnim
a béznym obdobim). Velikost podilového zkresleni « bude zpravidla mald. V ramci
sledovaného cile nas (pro dvé obdobi 0 a 1) nebude zajimat absolutni velikost slozek
hledanych vektori p a ¢, nybrz jen jejich vzajemny pomér (obejdeme se tedy i bez znalosti

vlastniho ¢isla A). Vektory p a ¢ dostaneme v souladu s diive popsanym schématem
pomoci maticovych rovnic

(RR-21,)p=0.

Nejprve se budeme vénovat Theilovu cenovému indexnimu &islu P/ . K jeho vypoétu slouzi
prvni z pfedchozich rovnic, ktera v rozepsani po prvcich (dle obdobi) piedstavuje zapis:

1 Oy ! B St O)gron -
(6.56) [Poﬁ Po? @OL] [ﬂl"‘a))J I:EQOLI Po? @OL] [ﬂ1+a))J / {0 ljtﬁq(())] _(Oj.

Po dalSich poné¢kud zdlouhavégjSich upravach se zanedbanim c¢lenit vyjadiujicich zkresleni
niz$ich ¥ad dostaneme pro hledané Theilovo cenové indexni &islo P vztah:

1+60dok )
(6.57) PI" = pt [%J +o(w), kde
1+(0)
& predstavuje jiz zmin€ny vyraz z von Bortkieviczova poméru jako souc¢in V', [V, [r,, |
PO g0 p0’q0
. [olw)]_ - .
a O(a.)vyjadru_]e vyraz, pro ktery piti w — 0 lim| ——* | =0 a ktery je zanedbavan.
w
Podobné lze vyjadtit pro Theilovo kvantové indexni ¢islo vztah
1+alPt )
(6:58) =0 —) +o(w).
1+())

Vzhledem k tomu, Ze plati nerovnosti (s ohledem na zaporné & a kladnou hodnotu P,’)

(6.59) 1 +w<l+ i) <1,
1+(pLY

dostavame odtud platnost
(6.60) Ry <Py <Fy

coz znamena, ze hodnota Theilova cenového indexniho ¢isla se rovné€z nachazi v intervalu
tvofeného zdola Paascheho a shora Laspeyresovym cenovym indexnim ¢islem. Uvazime-li
dale, ze v ptipadé nevelkych kvantovych a cenovych zmén mezi porovnavanymi obdobimi

(jsou-li tato relativné blizko sebe a kdy QO i B, se nelisi piilis od 1) plati

(6.61) o) Lo (L)

2 b

1+{oL) 2 1+(p)
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potom lze fici, ze Theilovo (cenové) indexni ¢islo lezi zhruba ve stiedu intervalu vymezeného
zdola P, ashora P):. O

Stejny zavér 1ze vyslovit i pro Theilovo kvantové indexni €islo, pro néZ plati obdobné
(6.62) Oy < Q1 <0y

Theiltv ptistup vychazejici z regresniho principu neni vsak jedinym v ivahu ptichazejicim.
Kratce po jeho vyvinuti pfisli s urcitou jeho modifikaci Theilovi krajané Kloek a de Witt
[1961]. Stru¢né 1ze zakladni mySlenku jejich pfistupu uvést takto:

Je-li Theilav pfistup ve své podstaté zalozen na nepodminéné minimalizaci vyrazu
(6.63) MinE = Min[PQ' - pq'],

kde E lze interpretovat jako matici "odchylek pozorovanych a vyrovnanych hodnot", pficemz
SBLINy minimalizuji

N N
(6.64) TrEE'=) > e,

i=1 k=1
potom metoda Kloeka a de Witta spociva rovnéz v minimalizaci (6.63), avSak pfi platnosti
apriorn¢ vyzadované podminky 77 E =0. Tato podminka je - jak lze ukézat - slabsi nez
pozadavek na platnost axiomu zamény faktori (F2), ktery - jak vime - Theilovy SBLINy
nespliluji - avSak mira nesplnéni (F2) je pii této dodatecné podmince nizsi nez v piipadé
Theilovych SBLING. Postup odvozeni pfisluSnych indexnich ¢isel (pojmenovanych BLAU -
nejlepSi nestrannd primérnd indexni Cisla) je zalozen na metodé Lagrangeovych
multiplikdtort (ktera je obvyklym néstrojem analyzy pii aplikaci metody nejmensich ¢tverct
s linedrnimi omezenimi) a ma iteracni charakter.
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