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1. Základy pr áce v Matlabu

1.1 Základnı́ př ı́kazy

• Do pracovńıho adreśǎre se p̌repneme tak,̌ze na horńı li šťe vybereme symbol
... a ńasledňe zvoĺıme adreśǎr, kde budeme pracovat. Nebo využijeme okno
vlevo nahǒre, źaložkaCurrent Directory , kde si adreśǎr vybereme.

• Obsah aktúalńıho adreśǎre vyṕıšeme pomoćı přı́kazudir

• Pokud chceme, aby se veškeŕe v Matlabu ńami napsańe p̌rı́kazy v̌cetňe
výpisů na obrazovku ulǒzily do souborunazev.txt , na zǎcátku pŕace
naṕıšemediary nazev.txt , na konci pŕace naṕıšemediary off .

• Vše co je napśano nǎrádku za symbolem%se ignoruje, poǔźıvá se k psańı
koment́ǎrů.

• Ukončeńı programu provedeme přı́kazemquit nebo exit nebo okno
zav̌reme ǩrı́žkem vpravo nahǒre.

• Pokud ňeco nev́ıme (nap̌r. k čemu je funkce sin), použijeme ńapov̌edu, tj.
naṕıšemehelp sin .

• P̌rı́kazclear all smǎze v̌sechny prom̌enńe. P̌rı́kazsave sloǔźı k uložeńı
proměnńych. P̌rı́kaz load sloǔźı k nǎcteńı proměnńych ulǒzeńych ďrı́ve
pomoćı přı́kazusave .

• P̌rı́kazclose all zav̌re v̌sechny obŕazky.

• P̌rı́kazclc smǎze p̌rı́kazov́e okno.

• P̌rı́kazformat bank bude zobrazovaťćısla na 2 desetinńa ḿısta,format short
na 4 desetinńa ḿısta, atd. - vizhelp format .
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1.2 Matice, vektory

1.2.1 Vytvǒrenı́

Prvky matice ṕıšeme do hranatých źavorek, prvky nǎrádku odďelujeme mezerou
nebočárkou, jednotliv́e řádky odďeĺıme sťredńıkem nebo kĺavesou enter. Tj. nı́že
uvedenou matici

A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9




vytvořı́me nap̌r.

A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9] nebo
A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9] nebo
A=[1 2 3

4 5 6
7 8 9]

Podobňe lze vytv́ǎret vektory. Speciálńı vektory lze taḱe tvǒrit výčtem pomoćı
symbolu: uvedeńeho mezi prvńı a posledńı složkou (viz vektorv1 ). Automatic-
ky nastaveńy krok (tj. vzdálenost slǒzek) je jedna. Chceme-li krok jińy, uvedeme
jej mezi dvojtěcky mezi prvńı a posledńı složkou (viz vektorv2 ). Konstanta je
maticeřádu1x1 . Nı́že uvedeńym způsobem vytvǒrı́me řádkov́e vektory, pokud
chceme sloupce, použijeme symbolu apostrof, tj.’ ).

vT =




1
2
3
4


 vT

1 =




1
2
3
4
5
6




vT
2 =




2
1.8
1.6
1.4
1.2
1




a = 1

v = [1 2 3 4] resp. sloupec v = [1 2 3 4]’
v1= (1:6) resp. sloupec v1= (1:6)’
v2= (2:-0.2:1) resp. sloupec v2= (2:-0.2:1)’
a=1
K potlačeńı výpisu na obrazovku slouž́ı symbol; uvedeńy za p̌rı́kazem. Chceme-

li vid ět, co je obsahem nějaḱe prom̌enńe, naṕıšeme jej́ı název (do p̌rı́kazov́eho
okna) + enter.

K výpisu v̌sech prom̌enńych sloǔźı přı́kaz who, podrobňejš́ı výpis (včetňe
velikost́ı) přı́kazwhos.
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Vlevo nahǒre je okno se źaložkouWorkspace s informacemi o prom̌enńych.
Vlevo dole je oknocommand history s historíı poǔzitých p̌rı́kaz̊u. Dvojtým
kliknutı́m lze p̌rı́kaz prov́est.

1.2.2 Specíalnı́ typy matic

V Matlabu jsou k dispozici p̌rı́kazy pro tvorbu speciálńıch typů matic. P̌rı́kaz
eye vytvořı́ jednotkovou matici, p̌rı́kazones vytvořı́ matici ze saḿych jednǐcek,
přı́kazzeros vytvá̌rı́ nulovou matici. Zad́ame-li za p̌rı́kaz dva parametry, vytvořı́
se matice obd́elńıková, zad́ame-li jeden, buděctvercov́a dańehořádu. Tedy nap̌r.
matice

E =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 Z =

(
0 0 0
0 0 0

)

J1 =

(
1 1
1 1

)
J2 =

(
1 1

)
J3 =




1 1 1
1 1 1
1 1 1




lze vytvǒrit pomoćı přı́kaz̊u

E=eye(3)
Z=zeros(2,3)
J1=ones(2)
J2=ones(1,2)
J3=ones(size(E)) (vytvořı́ jednǐckovou matici stejňe velkou jako mat-

ice E).

1.2.3 Operace s prvky matic a operace s maticemi

Z maticeA chceme vybrat prvek na 2.řádku v 1. sloupci a ulǒzit do prom̌enńep.
p=A(2,1)

Z maticeA chceme vyberaťrádky 2 ǎz 3 a sloupce 1 a 3 a uložit do maticeS.
S=A(2:3,[1 3])
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Do maticeA na pozici(1, 1) ulož́ıme prvek, kteŕy je v maticiA na pozici(2, 2).
A(1,1)=A(2,2)

Do maticeA na pozici(1, 1) ulož́ıme1.
A(1,1)=1

Vybereme 1. sloupec maticeA.
A(:,1)

Vybereme 1.̌rádek maticeA.
A(1,:)

Do prom̌enńex ulož́ıme 1.řádek maticeA.
x=A(1,:)

Vektory resp. matice stejných rozm̌erů lze šćıtat a oďćıtat. Nap̌r. vektoryx az
lze sěćıst (oba jsou tǒrádky), ale vektoryx ay sěćıst nelze (y je sloupec). Vektory
resp. matice lze ńasobit skaĺarem, tj.č́ıslem. Dv̌e matice resp. vektory lze násobit
pomoćı opeŕatoru hv̌ezdǐcka, tj.∗ právě kdy̌z prvńı matice ḿa tolik sloupc̊u, kolik
má druh́a maticěrádk̊u. Pro v́ypočet inverzńı matice sloǔźı přı́kaz inv .

y=x’
z=ones(1,3)
w=(x+z)
B=A’
C=A* B
inv(C)

Chceme-li nap̌r. násobit navźajem si odpov́ıdaj́ıćı prvky matic, nebo umoc-
nit jednotlivé prvky matice, p̌red opeŕator ńasobeńı ∗ resp. umocňeńı ˆ(sťrı́ška)
naṕıšeme těcku, tj. nap̌r. maticeD = M ∗ M , kdězto maticeD2 vznikla z M
umocňeńım kǎzdého jednotliv́eho prvku na druhou. Vektoryx a z lze ńasobit po
složkách (jinak ne).

M =

(
0 1
2 3

)
D =

(
2 3
6 11

)
D2 =

(
0 0
4 9

)

M=[0 1;2 3]
D=Mˆ2
D2=M.ˆ2
x. * z
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Ke zjišťeńı délky vektoru poǔzijeme p̌rı́kaz length , rozm̌ery matice vyṕıše
přı́kazsize .

length(x)
size(A)
[m,n]=size(A) (rozměry matice se ulǒźı do prom̌enńychm an).

1.3 Funkce

Matlab uḿı řadu funkćı. Za ńazev funkce ṕıšeme do kulat́ych źavorek argu-
ment funkce. Podrobnosti viz nápov̌eda. Pozor na desetinnoučárku, v Matlabu se
ṕıše těcka!!!

sin(x) – sinus
cos(x) – kosinus
abs(x) – absolutńı hodnota
exp(x) – provede operaciex

log(x) – p̌rirozeńy logaritmus
round(x) – zaokrouhleńı
sqrt(x) – odmocnina
sum(v) – soǔcet prvk̊u vektoru
cumsum(v) – postupńe kumulativńı soǔcty prvků vektoru
prod(v) – soǔcin prvků vektoru
cumprod(v) – postupńe kumulativńı soǔciny prvků vektoru
mean(v) – průměr slǒzek vektoru
max(v) – maximum
min(v) – minimum
sort(v) – seťrı́dı́ prvky vektoru podle velikosti
length(v) – délka vektoru
size(A) – rozm̌ery matice
diag(A) – diagońala matice
inv(A) – inverzńı matice
pi – π

Funkce, operace, názvy prom̌enńych lze t́ež poǔźıt při tvorbě matice, nap̌r.

B=[a 2+3 1/2 sin(pi/2) sqrt(3) 5.7]
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1.4 Cyklus FOR

Pro pǒćıtaćı proměnnou od ... do ... proved’ přı́kazy ...

Přı́klad : s pomoćı cyklu for vytvořı́me vektor d́elky 6 ze saḿych trojek. Za
přı́kazem nezapomenout středńık pro potlǎceńı výpisu v pr̊uběhu cyklu, jinak se
to vyṕıšešest kŕat na obrazovku!!! Krok pǒćıtaćı proměnńe může b́yt libovolné
č́ıslo, tj. i záporńe, pozor, pokud p̌riřazujeme ňeco na k-tou pozici, musı́ být k ceĺe
č́ıslo!!!

for k=1:6
y(k)=3;

end
y =

(
3 3 3 3 3 3

)

Přı́klad: pomoćı cyklufor vytvořı́me vektor d́elky 9, jehǒz kǎzdá lichá soǔradnice
bude mocninou sv́e pozice, sud́e soǔradnice budou nulov́e. Vyjde ńamřádekw.

for k=1:2:9
w(k)=kˆ2;

end

w =
(

1 0 9 0 25 0 49 0 81 0
)

Pokud bychom chtěli vyrobit sloupecs:

for k=1:2:10
s(k,:)=kˆ2;

end

Přı́klad : pomoćı cyklu for vytvořı́me vektorh, kteŕy vznikne soǔctem vektor̊u
f ag uvedeńych ńıže tak,že bereme jednotliv́e slǒzky vektoruf odp̌redu a slǒzky
g odzadu.

f=(1:0.1:1.5);
g=(20:-2:10);
n=length(g);
for i=1:n

h(i)=f(i)+g(n-i+1);
end;
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f =
(

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
)

g =
(

20 18 16 14 12 10
)

h =
(

11 13.1 15.2 17.3 19.4 21.5
)

1.5 Podḿınky

Jestlǐze (if ) plat́ı podḿınka, tak proved’ přı́kazy, (pokud neplatı́, nic neďelej),
konec (end ).

m=1
n=3
if m<n

m=m+1
end

Podḿınka s v̌etveńım: if plat́ı podḿınka, tak proved’ přı́kazy 1, , else
proved’ udělej p̌rı́kazy 2. P̌rı́kazdisp vypı́še na obrazovku text uvedený v apos-
trofech.

if m˜=n
m=n
disp(’nastala prvni moznost’)

else
m=10
disp(’nastala druha moznost’)

end

1.6 Krersleńı obrázků

Na kresleńı obŕazk̊u sloǔźı přı́kazplot . Pŕazdńy obŕazek vyvoĺame p̌rı́kazem
figure . P̌rı́kaz plot(x,y) vykresĺı na vodorovnou osu hodnoty vektorux
a na svislou osu nanese hodnoty vektoruy. Popisky obŕazku vytvǒrı́me pomoćı
přı́kaz̊u title , xlabel , ylabel , legend . Text ṕıšeme mezi apostrofy do ku-
latých źavorek.

x=0:0.1:5 * pi;
y=2 * x;
figure; plot(x,y);
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Vykresleńı daľśı čáry smǎzečáru p̌redchoźı. Pokud chceme vykreslit vı́cečar
do jednoho obŕazku, vykresĺıme je naŕaz jedńım p̌rı́kazem nebo ǔzijeme p̌rı́kazu
hold on .

s=sin(x);
c=cos(x);
figure;
plot(x,s)
plot(x,c); (překresĺı se prvńı čára druhou)

figure;
plot(x,s,x,c)
(obě čáry v 1 obŕazku, kǎzdá čára bude jinou barvou – viz obrázek1.1)

figure;
plot (x,s);
hold on;
plot(x,c) (oboj́ı v 1 obŕazku, ale ob̌e čáry budou stejńe)

figure;
plot(x,[s;c]) ([s;c] jsou dvǎrádky), nebo
plot(x,[s’,c’]) ([s’ c’] jsou dva sloupce).

Nastaveńı barvy čáry a typučáry – vizhelp plot . Ṕıše se mezi apostrofy
odďeluje se od vykreslovaných datčárkou – viz ńıže. Barvy: r, g, b, k, y, c, m (red,
green, blue, black, yellow, cyan, magenta). Typyčar nap̌r.: . o x + * : -. – .- atd.

figure;
plot(x,s,’m.-’,x,c,’g * ’)
title(’krivky’)
xlabel(’osa x’)
ylabel(’osa y’)
legend(’sin’,’cos’) – viz obŕazek1.2.

1.7 Tvorba m-file

P̌rı́kazy lze pśat taḱe za sebe do matlabovského souboru (m-file) a pak je
spustit naŕaz. Vytvǒrı́me jejFile\New\m-file , ulož́ıme jakonazev.m . Spus-
tı́me pomoćı F5 neboDebug\Run nebo pomoćı tlač́ıtka sšipkou na horńı li šťe.
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Obŕazek 1.1:Obŕazek z Matlabu – automatické nastaveńı typů čar
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Obŕazek 1.2:Obŕazek z Matlabu – rǔcńı nastaveńı typů čar
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2. Odvozeńe ukazatele

Mějme d́anu řadu p̌rirozeńych č́ısel {yt}n
t=1. Pak m̊užeme definovat ńasleduj́ıćı

odvozeńe ukazatele:

• přı́růstky se st́alým základemDyt = yt − y1 (1)

• přı́růstky s prom̌enlivým základem (dynamika)

dyt = yt − yt−1 (2)

• indexy se st́alým základem

Kyt = yt

y1
(3)

• indexy s prom̌enlivým základem (koeficient r̊ustu)

kyt = yt

yt−1
(4)

• tempo r̊ustu
yt−yt−1

yt−1
= yt

yt−1
− 1 = kyt − 1 = dyt

yt−1
(5a-d)

• průměrná dynamika

d̄ = 1
n−1

n∑
t=2

dyt = (6a)

= 1
n−1

((y2 − y1) + (y3 − y2) + . . . + (yn − yn−1)) = yn−y1

n−1
= Dyn

n−1
(6b)

• průměrńy koeficient r̊ustu

k̄ = n−1

√
n∏

t=2

yt

yt−1
= n−1

√
y2

y1

y3

y2
. . . yn

yn−1
= n−1

√
yn

y1
(7)

• průměrné tempo r̊ustu

k̄ − 1 = n−1

√
yn

y1
− 1 = n−1

√
n∏

t=2

yt

yt−1
− 1 = n−1

√
n∏

t=2

kyt − 1 (8a-d)
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Přı́klad : Vypočtěte dynamiku a pr̊uměrnou dynamiku produkce podniku v jed-
notlivých letech. D́ale uřcete rǒcńı tempa r̊ustu produkce, pr̊uměrńe rǒcńı tempo
růstu produkce a celkové tempo r̊ustu produkce za celé uvǎzovańe obdob́ı.

rok produkce v tis. ks dynamika tempo r̊ustu

1998 10
1999 15
2000 20
2001 25
2002 35

průměr

Poǔźıvańe ḿıry inflace: OznǎcmePx,t agreǵatńı cenov́y index v m̌eśıci x v rocet.

• Měśıčńı mı́ra inflace πm
x,t = Px,t

Px−1,t
− 1

• Meziročńı mı́ra inflace πy−y
x,t = Px,t

Px,t−1
− 1

• Ročńı mı́ra inflace πa
t = P12,t

P12,t−1
− 1

Máme-li k dispozicǐctvrtletńı údaje ḿısto m̌eśıčńıch, je postup v́ypočtu obdobńy,
vypoč́ıtat lze ov̌semčtvrtletńı mı́ru inflace (poďeleńım cenov́ych index̊u dvou po
sob̌e ńasleduj́ıćıch čtvrtlet́ı), mezirǒcńı mı́ru inflace (poďeleńım cenov́ych index̊u
pro dańe čtvrtlet́ı dvou po sob̌e ńasleduj́ıćıch let), rǒcńı mı́ru inflace (poďeleńım
cenov́ych index̊u čtvrtéhočtvrtlet́ı dvou po sob̌e ńasleduj́ıćıch let).

Přı́klad s inflaćı
yt = index CPI, vektor d́elky n
π = mı́ra inflace, tj. tempo r̊ustu indexu CPI (k), vektor d́elky n− 1, π = k − 1

průměrńa inflace = n−1
√∏

k − 1 = n−1

√
n∏

i=2

(1 + πi)− 1 (9a-b)

(inflaci v čase 1, tj.π1, nezńame!!!)

Pozn.: dle vztahu (9) postupujeme i v přı́paďe výpočtu pr̊uměrńeho tempa r̊ustu
HDP. Oznǎćıme-li si tempo r̊ustu HDP jakoh, pak p̌ri výpočtu pr̊uměrńeho tempa
růstu HDP ve vztahu (9b) nahradı́me vektorπ vektoremh.
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Přı́klad : Známe inflaci za obdobı́ 1-3 (π1, π2, π3), pak

• průměrńa inflace za dańe obdob́ı: 3
√

(1 + π1)(1 + π2)(1 + π3)− 1

• celkov́a inflace za dańe obdob́ı: (1 + π1)(1 + π2)(1 + π3)− 1 (10)

kdeπi neńı procentńı hodnota, ńybrž desetinńe č́ıslo, tj. nap̌r. ne 4% ale 0.04.

Přı́klad Pŕace s odvozeńymi ukazateli v Matlabu je p̌redvedena v souboruodv_ukaz.m .
Jako cvǐceńı spǒctěte:

a) Tempo r̊ustu nomińalńıho HDP v roce 1996

b) Průměrńe tempo r̊ustu réalného HDP v letech 1997-1998

c) Ročńı inflaci CPI za rok 1998

d) Celkovou rǒcńı inflaci CPI v letech 1997-1999

e) Průměrnou rǒcńı inflaci PPI v letech 1998-1999

[a = 13.46%, b = −0.9%, c = 7.47%, d = 20.65%, 2.29%]
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3. Lineárnı́ regresńı model

Lineárńı regresńı model (LRM) vysv̌etluje chov́ańı veličiny y pomoćı veličin xi

tak, že p̌redpokĺad́a linéarńı závislost na paramterech, tj.:

yt = b0 + b1xt1 + b2xt2 + . . . + bkxtk + ut t = 1, . . . , n (3.1)

yt – vysv̌etlovańa prom̌enńa v časet (endogenńı)
xti – i-tá vysv̌etluj́ıćı proměnńa v časet (exogenńı)
ut – náhodńa slǒzka včaset
bi – i-tý parametr
n – pǒcet pozorov́ańı
k + 1 – pǒcet parametr̊u

Maticový zápis LRM:
(totéž jako vztah (3.1) ale je to zapśano souhrnňe pro v̌sechnyčasyt = 1, . . . , n
naŕaz)

y = X · b + u (3.2)

y – vektor pozorov́ańı
X – matice pĺanu
b – vektor parametr̊u

kde



y1
...
...

yn


 =




1 x11 . . . x1k
...

...
...

...
...

...
...

...
1 xn1 . . . xnk


 ·




b0
...
bk


 +




u1
...
...

un



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Metoda nejmenšı́ch čtverc̊u dává takov́y odhadb̂ vektoru parametr̊u b, aby byl
minimalizov́an soǔcetčtverc̊u chyb (rezidúı), tj.

SSE =
n∑

t=1

e2
t = e′e = (y − ŷ)′(y − ŷ)→ min (3.3)

Odhadb̂ vektoru parametr̊u b metodou nejmeňśıch čtverc̊u (MNČ)
(Tento odhad lze odvodit z tzv. normálńıch rovnic, cǒz jsou derivace kriteriaSSE
podle v̌sech parametrů polǒzeńe rovny nule.)

b̂ = (X ′X)−1X ′y (3.4)

Vyrovnańe hodnotyŷ vektoruy (tj. ten ńaš odhad)

ŷ = Xb̂ (3.5)

Rezidua neboli chyba vyrovnáńı, tj. rozd́ıl mezi skutěcnými a vyrovnańymi hod-
notami

e = y − ŷ (3.6)

Tedy
y = Xb̂ + e (3.7)

Předpokladypro poǔzitı́ MNČ

1) náhodńa slǒzka (u) muśı mı́t normálńı rozďeleńı

2) náhodńa slǒzka ḿa v kǎzdémčase nulovou středńı hodnotu, tj.

E(ut) = 0, t = 1 . . . , n

3) náhodńa slǒzka ḿa konstantńı rozptyl v čase = homoskedasticita

D(ut) = E(u2
t ) = σ2, t = 1 . . . , n

4) náhodńe slǒzky růzńych obdob́ı jsou vźajemňe nekorelovańe (nulov́a ko-
variance), tj.E(ut · ut+p) = 0, p 6= 0, t = 1 . . . , n tedy

3)+4)⇔ var(u) = E(u′u) = σ2 · In =




σ2 . . . 0
. . .

0 . . . σ2




5) vysvětluj́ıćı proměnńe nejsou ńahodńe (jsou nestochastické), tj.

E(X ′u) = 0

6) vysvětluj́ıćı proměnńe jsou navźajem neźavisĺe a jejich pǒcet je meňśı něz
počet pozorov́ańı, tj. h(X) = k + 1 ≤ n
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Př ı́klad 3.1. Konstantńı trend. Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u odhadňete parametr
b̂0 konstantńıho trendu. To znamená,že daty chceme proložit polynom stupňe nula
neboli konstantu, cǒz je p̌rı́mka rovnob̌ežná s vodorovnou osou.

yt = b0 + ut, t = 1, . . . , n; SSE =
n∑

t=1

(yt − b̂0)
2 → min

∂SSE

∂b̂0

= 2
n∑

t=1

(yt − b̂0)(−1) = 0

n∑
t=1

yt −
n∑

t=1

b̂0 = 0 ⇒
n∑

t=1

yt = nb̂0 ⇒ b̂0 =
1

n

n∑
t=1

yt = y

Totéž ale maticov̌e s poǔzitı́m vztahu (3.4) pro odhad parametrûb:

Matice pĺanu a vektor parametrů pro konstantńı trend:

X =




1
1
...
1


 b =

(
b0

)

b̂ = (X ′X)−1X ′y =




(
1 . . . 1

) ·




1
...
1







−1

· ( 1 . . . 1
) ·




y1
...

yn


 =

= (n)−1 ·
n∑

t=1

yt =
1

n

n∑
t=1

yt = y

[y]

Př ı́klad 3.2. Lineárńı trend. Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u odhadňete parametry
b̂0 a b̂1 lineárńıho trendu. To znamená, že daty chceme proložit polynom stupňe
jedna neboli p̌rı́mku se sm̌ernićı b̂1 posunutou na svislé ose ob̂0.

yt = b0 + b1 · t + ut, SSE =
n∑

t=1

(yt − b̂0 − b̂1 · t)2 → min
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∂SSE

∂b̂0

=
n∑

t=1

2(yt − b̂0 − b̂1t)(−1) = 0

∂SSE

∂b̂1

=
n∑

t=1

2(yt − b̂0 − b̂1t)(−t) = 0

Z prvńıho vztahu vyj́aďrı́me b̂0 a dosad́ıme do vztahu druh́eho, z ňehǒz pak vy-
počtemeb̂1, cǒz je vǎse doḿaćı úloha :o) !!!
Ti, kterým to p̌rijde p̌rı́li š jednoduch́e, odvod́ı totéž taḱe maticov̌e (jako u kon-
stantńıho trendu) a obdřźı samožrejmě +

Matice pĺanu a vektor parametrů pro linéarńı trend:

X =




1 1
1 2
...

...
1 n


 b̂ =

(
b0

b1

)

[
b̂0 = y − b̂1t = y

P
t2−t

P
tytP

t2−t
2
n

; b̂1 =
P

tyt−t
P

ytP
t2−nt2

]

Př ı́klad 3.3. Polynomíalńı trend. Daty chceme proložit polynom stupňek .

yt = b0 + b1 · t + b2 · t2 + . . . + bk · tk + ut t = 1, . . . , n

SSE =
n∑

t=1

(yt − b̂0 − b̂1 · t1 − . . .− b̂k · tk)2 → min

Matice pĺanu a vektor parametrů pro polynomíalńı trend stupňek:

X =




1 1 1 . . . 1
1 2 22 . . . 2k

1 3 32 . . . 3k

...
...

...
...

...
1 n n2 . . . nk




b̂ =




b0

b1
...
bk



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4. Identifikace a verifikace modelu

koeficient determinaceR2

R2 = 1−

n∑
t=1

(yt − ŷt)
2

n∑
t=1

(yt − y)2

R2 ∈ 〈0, 1〉, ud́avá, kolik procent chov́ańı vysvětlovańe velǐciny model vysv̌etluje,
měl by vych́azet bĺızko jedńe.

statisticḱa významnost koeficientu determinace
K testov́ańı statisticḱe významnosti koeficientu determinace se použ́ıvá tzv.FR

statistika, kteŕa má Fisherovo rozďeleńı s pǒcty stup̌nů volnostik a n − k + 1
na hladiňe významnostiα. Je-li jej́ı hodnota v̌eťśı něz kritická hodnota Fisherova
rozďeleńı s p̌rı́slušnými stupni volnosti, povǎzujeme model za statisticky významńy.

FR =
R2/k

(1−R2)/(n− (k + 1))
> Fk,n−(k+1)(α)

korigovańy koeficient determinaceR
2

Koeficient determinace nikdy s přidáńım nov́e vysv̌etluj́ıćı proměnńe nekleśa,
proto se ňekdy ḿısto ňej poǔźıvá korigovańy koeficient determinace, který počet
vysvětluj́ıćıch prom̌enńych zohleďnuje.

R
2

= R2 − k

n− (k + 1)
(1−R2) = 1− (1−R2)

n− 1

n− (k + 1)
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statisticḱa významnost parametrů
K testov́ańı statisticḱe významnosti parametru slouž́ı tzv. t-test. Je-li vypǒcteńa
hodnota|ti| věťśı něz p̌rı́slušńy kvantil Studentova rozďeleńı, je parametr stati-
sticky významńy, neboli statisticky v́yznamňe růzńy od nuly. Tento postup je ek-
vivalentni rozhodnutı́ na źaklaďe intervalu spolehlivosti parametru – obsahuje-li
nulu, neńı parametr statisticky v́yznamńy.

Symbolsbi
znǎćı směrodatnou odchylku parametrubi, tn−(k+1)(α) je p̌rı́slušńy

kvantil Studentova rozďeleńı.

|ti| = |bi|
sbi

> tn−(k+1)(α)

Interval spolehlivosti parametrubi na hladiňe významnostiα je intervalem,
v němž lež́ı hodnota parametrubi s pravďepodobnostı́ 1− α.

1− α = P (bi ∈ (b̂i − tn−(k+1)(α) · sbi
; b̂i + tn−(k+1)(α) · sbi

))

kde

sbi
=

√
s2(X ′X)−1

ii s2 =
e′e

n− (k + 1)

Durbin-Watson̊uv test
Sloǔźı k testov́ańı autokorelace reziduı́, jej́ıž p̌rı́tomnost m̊uže v́yznamňe zkreslit
směrodatńe odchylky parametrů a tud́ıž i testy v́yznamnosti parametrů. Umǒzňuje
však poznat pouze korelaci sousednı́ch rezidúı, tj. korelaci 1.̌rádu. Pro jej́ı poǔzitı́
je ťreba alespǒn 15 pozorov́ańı.

Hodnotydw blı́zké nule znǎćı pozitivńı autokorelaci, naopak blı́zkost 4 znǎćı
korelaci negativńı, kolem 2 jsou rezidua nekorelovaná. Existuj́ı také oblasti, ve
kterých neuḿıme rozhodnout – viz tabulky.

dw =

n∑
t=2

(et − et−1)
2

n∑
t=1

e2
t

∈ 〈0; 4〉
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Goldfeld-Quandt̊uv test
Heteroskedasticita neboli nesplněńı předpokladu konstantnı́ho rozptylu vede ke
zkresleńı směrodatńych odchylek parametrů a tud́ıž i ke zkresleńı test̊u významnosti
parametr̊u, d́ale zp̊usobuje probĺemy p̌ri konstrukci interval̊u spolehlivosti.

K testov́ańı heteroskedasticity slouž́ı nap̌r. Goldfeld-Quandt̊uv test. Seťrı́dı́me
rezidua tak, jak p̌redpokĺad́ame,̌ze roste rozptyl ńahodńe slǒzky (u polynomíalńıch
model̊u p̌redpokĺad́ame,že roste v̌case), ňekolik (M < n

4
) prosťredńıch hodnot

vypust́ıme a vypǒcteme soǔcetčtverc̊u obouúsek̊u, věťśı hodnotu poďeĺıme meňśı
a porovńame s p̌rı́slušńym kvantilem Fisherova rozděleńı s pǒctem stup̌nů volnosti
ν, ν, kdeν = n−M

2
− (k + 1).

F2,1 =
SSE2

SSE1

=

∑
e2
2,t∑

e2
1,t

> Fν,ν(α) ⇒ heteroskedasticita

Intervaly spolehlivosti vyrovńańı

1− α = P (yt ∈ (ŷt − tn−(k+1)(α) · s · ft; ŷt + tn−(k+1)(α) · s · ft))

kde

ft =
√

1 + xt · (X ′X)−1 · x′t s2 =

∑
e2

t

n− (k + 1)
=

e′e
n− (k + 1)

xt = X(t, :) tj. t-tý řádek matice pĺanu

Předpov̌ed a intervaly spolehlivosti předpov̌edi

1− α = P (ypt ∈ ( ˆypt − tn−(k+1)(α) · s · ft; ŷpt + tn−(k+1)(α) · s · ft))

kde

ft =
√

1 + xpt · (X ′X)−1 · xp′t s2 =

∑
e2

t

n− (k + 1)
=

e′e
n− (k + 1)

xpt = XP (t, :) tj. t-tý řádek p̌redpov̌edńı matice pĺanu
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Přı́klad Na źaklaďe dat uvedeńych v souborulintrend.m se pokuste ana-
lyzovat źavislost spoťreby elektricḱe energie nǎcase nejprve pomocı́ lineárńıho
trendu. Jako doḿaćı cvičeńı ručně spǒctěte koeficient determinace, korigovaný
koeficient determinace, hodnotu FR statistiky pro testováńı statisticḱe významnosti
koeficientu determinace a odpovı́daj́ıćı kritickou hodnotu Fisherova rozděleńı,
dále odhad rozptylu reziduı́ s2 a odhady sm̌erodatńych odchylek parametrů mod-
elusbi

. Výsledky zkontrolujte s v́ysledky z funkceregress .
Jelikǒz model nevypad́a zrovna dob̌re, zkuste ho upravit na model kvadratic-

kého trendu, tj. polynomu stupně dva (tj. je ťreba zm̌enit matici pĺanu a p̌redpov̌edńı
matici pĺanu, d́ale v̌sechny v́yrazy, kde vystupuje pǒcet odhadovańych parametr̊u
k + 1).

Přı́klad Na źaklaďe dat uvedeńych v souboruhlavicka.m se pokuste
analyzovat źavislost mezi velikostı́ hlavičky plodu a st́ǎrı́m d́ıtěte jako ňejaḱy
polynomíalńı vztah, tj. vyj́aďrete st́ǎrı́ plodu jako funkci velikosti hlavǐcky plodu,
pro polynomy r̊uzńeho stupňe a na źaklaďe rozboru źıskańych údaj̊u (významnost
modelu, koeficient determinace, významnost parametrů, korelovanost reziduı́ . . . )
nalezňete nejvhodňejš́ı tvar t́eto źavislosti.

Z velikosti hlavǐcky plodu, kterou ulǒźıte do prom̌enńe h, určete d́elku ťe-
hotenstv́ı ve tvaru pǒcet t́ydnu, pǒcet dn̊u a taḱe interval spolehlivosti pro tuto
předpov̌ed’ v témže tvaru. Uřcete pro velikosti hlavǐcky 7,5 cm a 8,5 cm. Jedná
se ointerpolǎcńı předpov̌ed’ , tj. předpov̌ed’ v boďe, ve kteŕem nebylo zachyceno
pozorov́ańı. Vyzkoǔsejte t́ež p̌redpov̌ed’ do budoucna, tj.extrapolǎcńı předpov̌ed’ ,
pro ov̌ěreńı, zda je tento model vhodný pro p̌redpov̌ediči naopak. Vyzkoǔsejte pro
velikost hlavǐcky 24 cm.
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5. Exponencíalnı́ trend

Jedńa se o dvouparametrický trend tvaru:

Trt = α · βt

kdet = 1, . . . , n; α, β ∈ R; β > 0

Pod́ıl sousedńıchčlen̊u a taḱe pod́ıl sousedńıch diferenćı je konstantńı, rovný β.
Je-liα > 0, pak proβ > 1 roste a pro0 < β < 1 kleśa.

Odhad parametrů provedeme logaritmizacı́ (tj. převedeme na LRM):

log Trt = log α + t · log β

tedy po p̌reznǎceńı

Tr∗t = b∗0 + t · b∗1
Jedńa se tedy o model:

y∗ =




log y1
...
...

log yn


 X =




1 1
1 2
...

...
1 n


 b∗ =

(
log α
log β

)

Pokud byla ńahodńa slǒzka v p̊uvodńım modelu p̌rı́tomna aditivňe a ne multi-
plikativně, vzniḱa probĺem (neadekv́atńı výsledky verifikace modelu),̌rěseńım je
tzv. vážeńa regrese.

Dále se v́ažeńa regrese ukazuje vhodnějš́ı také proto,že logaritmov́ańı snǐzuje
relativńı váhu

”
velkých“ pozorov́ańı (tj. často nov́ych) a zvy̌suje relativńı váhu

”
malých“ pozorov́ańı (tj. často staŕych).
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Vážeńa regrese

Volba vahwt = y2
t · vt, věťsinou se voĺı vt = 1, tedywt = y2

t .

WSSE =
n∑

t=1

[wt(log yt − log α− t log β)]2 → min

Jedńa se tedy o model:




w1 log y1
...
...

wn log yn


 =




w1 w1 · 1
w2 w2 · 2
...

...
wn wn · n


 ·

(
log α
log β

)
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6. Modifikovaný exponencíalnı́ trend

Jedńa se o zobecňeńı exponencíalńıho trendu ve tvaru:

Trt = γ + αβt t = 1, . . . , n; β > 0

Jedńa se o trend s konstatnı́m pod́ılem sousedńıch diferenćı, tj.

∆Trt

∆Trt−1

=
Trt − Trt−1

Trt−1 − Trt−2

= β

Tento trend je asymptoticky omezen. Pro0 < β < 1 a α < 0 roste, proα > 0
kleśa, asymptoticḱa úrověn γ se naźyvá hladina saturace.

Tento model nelze linarizovat, použ́ıvá se jińa metoda. Nev́yhodou ńasleduj́ıćı
metody je nemǒznost statisticḱe verifikace parametrů a konstrukce funkciońalu
ft, kteŕy klademe rovńy jedńe. Soubor n pozorov́ańı rozďeĺıme na 3 stejňe dlouh́e
části d́elky m a pozorov́ańı v jednotlivých částech sěcteme.

α = −4
β = 0.95

γ = 5

α = 4
β = 0.95

γ = 1

Obŕazek 6.3:Modifikovańy exponencíalńı trend
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Trt = γ + αβt

Σ1 =
m∑

t=1

yt ∼ mγ + α
β(βm − 1)

(β − 1)
= mγ + αS

Σ2 =
2m∑

t=m+1

yt ∼ mγ + αβm β(βm − 1)

(β − 1)
= mγ + αβmS

Σ3 =
3m∑

t=2m1

yt ∼ mγ + αβ2m β(βm − 1)

(β − 1)
= mγ + αβ2mS

kde

S =
β(βm − 1)

(β − 1)

Odhad parametrů se provede ńasledovňe:

Σ3 − Σ2 = αβmS(βm − 1)

Σ2 − Σ1 = αS(βm − 1) tj.

βm =
Σ3 − Σ2

Σ2 − Σ1

⇒ β̂ =

(
Σ3 − Σ2

Σ2 − Σ1

) 1
m

Ŝ =
β̂(β̂m − 1)

(β̂ − 1)

Σ2 − Σ1 = αS(βm − 1) ⇒ α̂ =
Σ2 − Σ1

Ŝ(β̂m − 1)

Σ1 = mγ + αS ⇒ γ̂ =
Σ1 − α̂Ŝ

m
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7. Logistický trend

• rostoućı funkce s inflexńım bodem v̌caset = − ln(α)
ln(β)

• symetricḱa ǩrivka

• často se ǔźıvá k popisu vybavenosti nějaḱym výrobkem - roste nejprve
pozvolna, potom rychleji a jak se zač́ıná p̌ribli žovat k hladiňe saturaceγ,
tak zase zpomaluje

Trt =
γ

1 + αβt
α, β, γ ∈ R, β > 0, t = 1, . . . , n; (7.8)

Obŕazek 7.4:Logistický trend (α = 4, β = 0.95, γ = 5)
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Obŕazek 7.5:Derivace logisticḱe ǩrivky

Odhad parametrů:

a) namodelujeme jako inverzi modifikovaného exponenciálńıho trendu

Trt =
γ

1 + αβt

Tr∗t =
1

Trt

=
1

γ
+

αβt

γ
= γ∗ + α∗ · βt

kdeγ∗ = 1
γ
, α∗ = α

γ

b) nebo ǔzijeme difereňcńı odhad parametrů

Trt =
γ

1 + αβt
α, β, γ ∈ R, β > 0, t = 1, . . . , n; (7.9)

∂Trt

∂t
= − lnβ

γ
yt(γ − yt) (7.10)

aproximace
∆Trt

∆t
=

yt+1 − yt

(t + 1)− t
= ∆yt / : yt (7.11)

tr yt ≡ ∆yt

yt

= −ln(β) +
ln(β)

γ
yt ≡ −b∗0 + b∗1yt (7.12)

Odhady parametrů b∗0 a b∗1 źıskáme MNČ.
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tr y =




tr y1

.

.

.
tr yn−1




=




∆y1

y1

.

.

.
∆yn−1

yn−1




X =




−1 y1

. .

. .

. .
−1 yn−1




b =

(
b∗0
b∗1

)

Pozn.:∆yt = yt+1 − yt, proto jsou v matićıch údaje jen po indexn− 1.

Původńı parametry modelu:

β̂ = eb̂∗0 γ̂ =
b̂∗0
b̂∗1

(7.13)

Pro odhad parametruα poǔzijeme ńasleduj́ıćı (Rhodes̊uv) vztah:

α̂ = exp

{
−(n + 1)ln(β̂)

2
+

n∑
t=1

ln((γ̂/yt)− 1)

n

}
(7.14)
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8. Klouzavé průměry

Pokud se trenďrady v čase m̌eńı a neńı možno jej prolǒzit jednou matematickou
křivkou, rozďeĺıme řadu naúseky a vyrovńame kǎzdý zvlá̌st’ . Pokud se ov̌sem
trend m̌eńı spojiťe, je vhodńe poǔźıt nějakou adaptivńı metodu, tj. metodu, kteŕa
se plynule p̌rizpůsobuje zm̌eńam trendu. Je to např. metoda klouzav́ych pr̊uměrů
či exponencíalńıho vyrovńańı.

Mámen údaj̊u a chceme jimi prolǒzit klouzav́e pr̊uměry d́elky2m+1: nejďrı́ve
zprůměrujeme prvńıch2m + 1 hodnot a tuto hodnotu přiřad́ıme ňejaḱemu indexu
(věťsinou tomu sťredńımu), potom se posuneme o pozorováńı doprava atd.

• Jednoduch́y klouzav́y průměr (nev́ažeńy)

ŷt =
1

2m + 1
(yt−m + yt−m+1 + . . . + yt+m)

Probĺem: vyrovńańı krajů a p̌redpov̌ed’ , lep̌śı je

• Polynomíalńı klouzav́y průměr (vážeńy)

Polynomem stupňer postupňe prokĺad́ame2m+1 člen̊u. Parametry odhad-
neme tak, aby byl součetčtverc̊u chyb miniḿalńı. Posuneme se o pozorováńı
doprava a postup opakujeme.

Tedy hled́ame parametryb0, b1, . . . , br, kteŕe minimalizuj́ı:

m∑
τ=−m

(yt+τ − (b̂0 + b̂1τ + b̂2τ
2 + . . . + b̂rτ

r))2 → min (8.15)

Tedyŷt+τ = b̂0+ b̂1τ + b̂2τ
2+. . .+ b̂rτ

r. Vycháźı se z centrov́ańı okolo hod-
noty yt. Protǒze ŷt = b̂0 (τ = 0), nemuśıme nutňe řešit všechny norḿalńı
rovnice, kteŕe vzniknou optimalizaćı výrazu (8.15). Váhy jsou stejńe pro
klouzav́e pr̊uměry řádur a r + 1, kder je sud́e. Váhy jsou symetricḱe.
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Nap̌r. pro

r = 2 a r = 3, 2m + 1 = 5: váhy 1
35

(−3, 12, 17, . . .)

r = 2 a r = 3, 2m + 1 = 9: váhy 1
231

(−21, 14, 39, 54, 59, . . .)

r = 4 a r = 5, 2m + 1 = 9: váhy 1
429

(15,−65, 30, 135, 197, . . .)

Pozor na kraje a p̌redpov̌ed’ !!! To se ďelá jinak.

Metoda umǒzňuje vyrovnat i v̌sechny krajńı hodnoty i konstrukci p̌redpo-
vědi. K tomu je v̌sak ťreba odhadnout v̌sechny nezńamé parametry. V́ahy
ji ž nejsou stejńe pro dvǎrády, ani nejsou symetrické !!!!! Předpov̌ed’ neḿa
smysl ďelat na p̌rı́li š mnoho krok̊u do budoucnosti.

Pror = 2 a r = 3, 2m + 1 = 5:

ŷ1 = 1
70

(69, 4,−6, 4,−1)

ŷ2 = 1
35

(2, 27, 12,−8, 2)

ˆyn−1 = 1
35

(2,−8, 12, 27, 2)

ŷn = 1
70

(−1, 4,−6, 4, 69)

ˆyn+1 = 1
5
(−4, 11,−4,−14, 16)

Alternativou k dosazenı́ vah, kteŕe najdeme v tabulḱach, je p̌rı́mé ǔzitı́ li-
néarńı regrese. Sestavı́me matici pĺanu a odhadneme všechny parametry
pro kǎzdou skupinu2m + 1 pozorov́ańı. Neńı ovšem mǒzné verifikovat
parametry (p̌rı́li š málo stup̌nů volnosti zp̊usobuje,že parametry vych́azej́ı
statisticky nev́yznamńe). Ani model jako celek neḿa smysl verifikovat.

věťśı r = přesňejš́ı proložeńı

deľśı 2m+1 = v̌eťśı vyhlazeńı

Existuj́ı objektivńı kriteria pro volbu d́elky ařádu klouzav́eho pr̊uměru (pro-
blémy se zahrnutı́m cyklické slǒzky). Metoda zp̊usobuje autokorelaci reziduı́.
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9. Exponencíalnı́ vyrovnáńı

Tato metoda se snaž́ı křivkou vyrovnat v̌zdy v̌sechna minuĺa pozorov́ańı. P̌ritom
se p̌redpokĺad́a, že v́yznam pozorov́ańı do minulosti exponenciálně kleśa (stařśım
pozorov́ańım p̌riřad́ıme exponenciálně klesaj́ıćı váhy). Minimalizujeme tedy kri-
terium:

SSE =
t−1∑
τ=0

ατ (yt−τ − ŷt−τ )
2 → min (9.16)

kdeα ∈ 〈0; 1〉 je tzv. koeficient zapoḿınáńı.
Tato metoda odhaduje parametry pro každý časov́y okam̌zik zvlášt’ , parametry

se tedy adaptujı́ v čase.
Podle toho, zda k vyrovńańı poǔzijeme polynomřádu 0, 1či 2, hovǒrı́me o

jednoduch́em, dvojit́emči trojitém exponenciálńım vyrovńańı.

9.1 Jednoduch́e exponencíalnı́ vyrovnáńı

P̌redpokĺad́ame,že se trend v kŕatkém obdob́ı vyvı́jı́ zhruba konstantňe. Vyrov-
nańa hodnota v̌caset na źaklaďe informaćı dostupńych v časet, je pak rovna
odhadu parametru polynomuřádu nula, stejňe tak p̌redpov̌ed’ .

ŷt = ŷt(t) = b̂0(t); ŷt+k(t) = b̂0(t) (9.17)

Parametr̂b0 minimalizuje kriterium

SSE =
t−1∑
τ=0

ατ (yt−τ − b̂0(t))
2 → min (9.18)

Parametr̂b0 vypočteme ńasledovňe:

b̂0(t) = (1− α) · yt + α · b̂0(t− 1) (9.19)

Pǒcátěcńı hodnotu parametrûb0(0) odhadneme jako průměr ňekolika prvńıch po-
zorov́ańı či jako pr̊uměr ceĺe řady. Jako vhodńy koeficient zapoḿınáńı α zvoĺıme
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ten, kteŕy dává nejm̌eňśı soǔcet čtverc̊u chyb p̌redpov̌edi. Pokud je to ḿeňe něz
0.7, neńı tato metoda žrejmě na data vhodńa.

P̌redpov̌edńı interval spolehlivosti ḿa tvar:

(ŷt+τ − u1−α/2 · dτ ·∆(n); ŷt+τ + u1−α/2 · dτ ·∆(n)) (9.20)

kde

dτ = 1.25; ∆(n) =
n∑

t=1

|yt − ŷt(t− 1)|
n

(9.21)

9.2 Dvojité exponencíalnı́ vyrovnáńı

Poǔzijeme, pokud se daná velǐcina vyv́ıjı́ v krátkém obdob́ı zhruba linéarňe.
Parametrŷb0 a b̂1 minimalizuj́ı kriterium

SSE =
t−1∑
τ=0

ατ (yt−τ − b̂0(t)− b̂1(−τ))2 → min (9.22)

1. fáze - hled́anı́ optimálnı́ hodnoty α

• nejprve provedeme regresnı́ odhady pǒcátěcńıch hodnot parametrů, tj. b0(0)
a b1(0), z prvńıch 6 nebon/2 hodnot

• dále pro kǎzdéα spǒcteme vztahy (9.23) – (9.28)

• zvoĺıme toα, pro kteŕe je suma chyb (9.28) minimálńı

Pǒcátěcńı hodnoty jednoduch́e a dvojit́e vyrovńavaćı statistiky:

S0 = b0(0)− α

1− α
b1(0) (9.23)

S
[2]
0 = b0(0)− 2α

1− α
b1(0) (9.24)
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Jednoduch́a vyrovńavaćı statistika včaset

St = (1− α)yt + αSt−1 t = 1, 2, . . . (9.25)

Dvojitá vyrovńavaćı statistika včaset

S
[2]
t = (1− α)St + αS

[2]
t−1 t = 1, 2, . . . (9.26)

P̌redpov̌ed’ načast + τ na źaklaďe informaćı dostupńych v časet

(∗) ŷt+τ (t) = b̂0(t) + b̂1(t)τ =

(
2 +

1− α

α
τ

)
St −

(
1 +

1− α

α
τ

)
S

[2]
t

Tedy p̌redpov̌ed’ načast + 1 na źaklaďe informaćı dostupńych v časet

ŷt+1(t) =

(
2 +

1− α

α

)
St −

(
1 +

1− α

α

)
S

[2]
t (9.27)

Soǔcetčtverc̊u chyb jednokrokov́ych predikćı

suma chyb=
n−1∑
t=0

(ŷt+1(t)− y(t + 1))2 → min (9.28)

2. fáze (vlastńı exponencíalnı́ vyrovnánı́)

• provedeme pǒcátěcńı regresńı odhady parametrů, b0(0) a b1(0), tentokŕate
z ceĺe řady

• spǒcteme hodnotyS0, S
[2]
0 , St, S

[2]
t a ŷt+1(t) dle vztah̊u (9.23), (9.24), (9.25),

(9.26) a (9.27)

• dále spǒcteme vyrovnańe hodnoty (do vztahu (∗) dosad́ımeτ = 0), budoućı
předpov̌ed’ a interval spolehlivosti dle vztahů (9.29), (9.30), (9.31) a (9.32)

Vyrovnańe hodnoty (tj. predikce proτ = 0)

yv ≡ ŷt(t) = 2St − S
[2]
t (9.29)
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Konfideňcńı interval p̌redpov̌edi

IS = (ŷt+τ − u1−α/2 · dτ ·∆(n); ŷt+τ + u1−α/2 · dτ ·∆(n)) (9.30)

kde

∆(n) =
n∑

t=1

|yt − ŷt(t− 1)|
n

(9.31)

dτ = 1.25

√
1 + d1(d2 + d3d4τ + d5τ 2)

1 + d1(d2 + d3d4 + d5)
(9.32)

kde

d1 =
1− α

(1 + α)3
; d2 = 1+4α+5α2; d3 = 2(1−α); d4 = 1+3α; d5 = 2(1−α)2;
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10. Seźonńı složka

10.1 Jednoduch́y př ı́stup

Pomoćı někteŕe z ďrı́ve uvedeńych metod odhadneme trendřadyT̂ rt a u aditivńıho
modelu jej oděcteme od datyt (resp. vyďeĺıme j́ım u multiplikativńıho modelu
datayt).

Zbyde ńam tedy seźonńı složka a ńahodńa slǒzka. Máme-lim seźon za obdob́ı,
vezmeme kǎzdou m-tou slǒzku vektoruyt − Trt resp.yt/Trt a zpr̊uměrujeme je,
tento postup opakujeme m-krát (nap̌r. pro m = 4 opakujeme pro 1., 2., 3., a 4.
čtvrtlet́ı). Vyrovnańe hodnoty jsou pak součtem (resp. soǔcinem pro multiplika-
tivnı́ model) odhadnutého trendu a odhadnuté seźonńı složky.

Prvńı vztah v̌zdy plat́ı pro aditivńı model, druh́y pro multiplikativńı model.

St + Et = yt − T̂ rt resp. St · Et = yt/Trt

Pǒzadavek
∑

Ŝi = 0 resp.
∑

Ŝi = m, kdem je pǒcet seźon.

10.2 Regresńı př ı́stup

St = b1xt1 + . . . + bmxtm

xit - umělé prom̌enńe,xit =

{
1 když t = seźoně i

0 jinak
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Seźonńı část matice pĺanu pročtvrtletńı a měśıčńı údaje (tzv. regresnı́ hřeben):

XS4 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
...

...
...

...




XS12 =




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...




Pokud bychom chtěli odhadovat źarověn trend i seźonu, regresńı rovnice by
vypadala takto:

yt = Trt+St+ut = b0 + b1xt1 + . . . + bkxtk︸ ︷︷ ︸
Trt

+ bk+1xt,k+1 + . . . + bk+mxt,k+m︸ ︷︷ ︸
St

+ut

V tomto p̌rı́paďe by v̌sak byl prvńı sloupec matice plánu (saḿe jednǐcky)
lineárńı kombinaćı sloupc̊u seźonńı části matice pĺanu, tud́ıž by byl porǔsen p̌red-
poklad pro poǔzitı́ MNČ řı́kaj́ıćı, že hodnost matice plánu muśı být rovna pǒctu
jejı́ch sloupc̊u. V praxi se tedy jeden sloupec (jedničky nebo sloupec u prvnı́
seźonńı proměnńe) vynech́avá, úrovňová konstanta se pak dopočte zvĺǎst’ . Tedy
nap̌r. pro kvadraticḱy trend ačtvrtletńı údaje vypad́a matice pĺanu takto:

X =




1 1 1 1 0 0 0
1 2 22 0 1 0 0
1 3 32 0 0 1 0
1 4 42 0 0 0 1
1 5 52 1 0 0 0
1 6 62 0 1 0 0
...

...
...

...
...

...
...




P̌ri zad́aváńı do regrese zad́ame ḿıstoX nap̌r. X(:,2:end) neboX(:,[1:3,5:7]) .
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11. Ekonometrický model

Na rozd́ıl od dekompozǐcńıch model̊u se p̌redpokĺad́a, že sledovańa velǐcina neńı
funkćı času, ale uřcitých vysv̌etluj́ıćıch prom̌enńych na źaklaďe ekonomicḱe hy-
pot́ezy. Nap̌r. keynesíansḱa či Friedmanova spotřebńı funkce apod. Ekonomet-
rické modely je ťreba testovat na multikolinearitu.

Ct = C + c · Yt + ut

Ct = b1Yt + b2Yt−1 + . . . + bkYt−k+1 + ut

Ct = C + b1 · Yt−1 + b2 · Ct−1 + b3 · rt + ut

11.1 Multikolinearita

Je-li porǔsen p̌redpoklad vźajemńe neźavislosti vysv̌etluj́ıćıch prom̌enńych, tj. je-
li matice pĺanuXn×(k+1) ⇒ h(X) < k + 1 ⇒ |X ′X| = 0 a nelze ǔźıt pro odhady
parametr̊u MNČ. Hovǒrı́me o multikolineariťe , tj. o úplné linéarńı závislosti
vysvětluj́ıćıch prom̌enńych.

Pokud se determinant|X ′X| k nule pouze blı́ž́ı, nast́avaj́ı probĺemy s numeric-
kými výpočty, jedńa se ǒcástěcnou linéarńı závislost vysv̌etluj́ıćıch prom̌enńych,
tj. částěcná multikolinearita.

Testov́ańı multikolinearity

normov́ańı proměnńych:

x0
ti =

xti − xti

std(xti)

korelǎcńı matice:

R =
1

n
((X0)′ ·X0)
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kde maticiX0 tvořı́ sloupcex0
ti

|R| ∈ 〈0, 1〉:
|R| = 1 - žádńa linéarńı závislost
|R| = 0 - úplná linéarńı závislost mezi dv̌ema a v́ıce vysv̌etluj́ıćımi proměnńymi
|R| → 0 - multikolinearita je v́yznamňejš́ı

Metoda Farrara a Glaubera

χ2
R = −(n− 1− 2k + 5

6
) · log |R| ∼ χ2(ν = k(k − 1)/2)

Pokudχ2
R > χ2

1−α(ν), pak s pravďepodobnostı́ 1− α zaḿıtáme hypot́ezu o nep̌rı́-
tomnosti multikolinearity.

Co s t́ım
Zjistı́me, kteŕa prom̌enńa multikolinearitu zp̊usobuje. Tuto velǐcinu pak bud’ z mo-
delu vypust́ımeči nějak transformujeme (centrováńı, normov́ańı). Spǒcteme:

rii = |R−1|
|R| kdeR−1 vznikne zR vypǔsťeńım i-tého sloupce

Fi = (rii − 1) · n−k
k−1

PokudFi > F1−α(k−1, n−k), pak s pravďepodobnostı́ 1−α zaḿıtáme hypot́ezu
o nekorelovanosti veličiny xi s ostatńımi veličinami.

11.2 Koeficienty beta

Řı́kaj́ı, jak se kteŕa vysv̌etluj́ıćı proměnńa pod́ılı́ na vysv̌etleńı vysvětlovańe velǐciny
yt. Je-li nap̌r. βi = 0.3, znameńa to,že i-t́a prom̌enńa vysv̌etluje30% chov́ańı dat
yt.

βi =
|cor(yt, xti)|

k∑
j=0

|cor(yt, xtj)|

kde

cor(yt, xti) = b̂i ·

√
1
n

n∑
t=1

(xti − xi)2

√
1
n

n∑
t=1

(yt − y)2
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11.3 P̌r ı́klad – model poptávky po peňeźıch

Vyjdeme z jednoduch́eho Baumol-Tobinova modelu poptávky po peňeźıch, kteŕy
má tvar

Md

P
=

√
pT

2i
(11.33)

kde Md je popt́avańe mnǒzstv́ı peňez, P je cenov́a hladina,T je réalný objem
transakćı, i je nomińalńı úrokov́a ḿıra ap je konstanta (ńaklady na prodej obligacı́).

Logaritmov́ańım p̌revedeme rovnici (11.33) do tvaru

log Md − log P = log
√

T + log
√

p− log
√

2− log
√

i (11.34)

Dále nahrad́ımelog
√

p− log
√

2 jedńım parametremb0, parametrizujeme vysvě-
tlujı́ćı proměnńe a nahrad́ıme nepozorovańy objem transakćı T pozorovańym úda-
jem o réalném hrub́em doḿaćım produktu Y. Pokud uḿıst́ıme v̌sechny vysv̌etluj́ıćı
a vysv̌etlovańe prom̌enńe do stejńehočasut, źıskáme t́ım pro jednotliv́a obdob́ı
t = 1, . . . , n soustavu stochastických rovnic

(log Mt − log Pt) = b0 + b1 log
√

Yt + b2 log
√

it + εt (11.35)

neboli po p̌reznǎceńı

(mt − pt) = b0 + b1yt + b2rt + εt (11.36)

kdebi jsou nezńamé hodoty parametrů (plat́ı, žeb1 > 0 a b2 < 0) a εt je náhodńa
složka.

Protǒze pozorovańe hodnoty HDP (hodnotyYt), cenov́eho indexu (Pt) a úro-
kové ḿıry (hodnotyit) jsou seźonňe ocǐsťeńe, zat́ımcoúdaje o v́yvoji peňez v ob̌e-
hu ne, je rovnice (11.35) zat́ıžena v́yraznou seźonnost́ı. Proto je ťreba vytvǒrit
umělé prom̌enńe u1t, . . . , u4t, pomoćı kterých bude ǒseťren vliv seźonńı složky
(pozorov́ańı jsoučtvrtletńı). Do modelu d́ame jen ťri z těchto um̌elých prom̌enńych
nebo vypust́ımeúrovňovou konstantu, abychom v modelu nezpůsobili multikoli-
nearitu.

Koment́ǎr k jednotlivým krokům verifikace modelu je součást́ı soubor̊u Pro-
gram1.m, Program2.m a Program3.m. Data jsou uložena v souborudataset.m .
Program1.m je odhadem rovnice (11.36), Program2.m je rožśıřen o odhad
seźonńı složky, Program3.m obsahuje pokus o předpoved’ do budoucna.
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