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1. Axiomy: Uvazujme veli¢inu jejiz hodnoty y; a yo jsou znadmy ve dvou bodech z1 a x5 (tyto hodnoty
mohou byt napiiklad vysledek méteni). Funkce x:R* — R, kterd bude kvantifikovat pfiriistek této
veli¢iny by méla mit nasledujici vlastnosti

axiom 1 invariance vii¢i posunuti (v ¢ase)

K (21,91, 22,92) = k(21 +t, Y1, 22 + £,92) (1)
axiom 2 invariance vi¢i homotetiim (napfiklad viéi volbé mény)
k>0= k(z1,y1,T2,92) = k(x1,y1 - k,x2,y2 - k) (2)
Dale pozadavek symetrie v rastu a poklesu:
K (21, 1,22, Y2) = =k (21, Y1, T2, —Y2) 3)
vynucuje podminku axiomu 2 i pro £ < 0
axiom 3 k je rostouci v prvni a ¢tvrté proménné a klesajici ve druhé a tieti proménné.

axiom 4 Pocateéni podminka: « (z1,y,z2,y) = 0. (Mira riistu konstantni funkce je nulové.)
Mame

Ax1 Ax2 )
K (21,91, 22,52) = K (0,y1,22 — 1,12) = R(0,17:132—33173) (4)
1
tak ze existuje \:R — R
H(xlay17w23y2) = )\ (IL‘Q -1, Z;) (5)
1

A ) je klesajici v prvni a rostouci ve druhé promeénné.

2. Funkce v ustaleném stavu:

DEFINICE Rekneme, Ze funkce f je v ustaleném stavu vzhledem k mife riistu & je-li (w1, 22) —
K (21, f(21), 22, f (22)) konstantn{ funkce.

Hledame funkce f takové, ze

K (21, f(21), 22, f (22)) = konst. (6)
Pfedpoklddejme, Ze uz zndme hodnotu f (x1) a f (z2) funkce f ve dvou bodech z; a x2 = 21 + h
Pak
. flz2+h)\ f(x1+h)
(o a2) ot f oot 1) =3 (n LI ) (3, LR )

A protoze \ je prostd v kazdé proménné (Ax 3, viz pozn. za Ax. 4) je

f(x1+h) f(x2) f (1)

a dale indukci:

f(z1+nh) =

f(581+h) f(:li1—|—h))n (9)

f (1) f(ar)

takze v dalsich ekvidistantnich bodech tvofi hodnoty funkce f geometrickou posloupnost. Stejné ovSem:

St m-nn = (

f (et h/2) flai+h) fwrww:(f@r+W%)2 (10)

f)  f@n+h2  f(m) f (21)
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Takze f ma hodnoty exponencidlni funkce i ve vsech bodech mnoziny ‘;—f‘, a € N;b € N}. A protoze tato
mnozina je hustd (dense) v R, plati:
2.1. Lemma: Je-li néjakd spojité funkce f v ustdleném stavu vzhledem k mife rustu, ktera spliiuje
axiomy Ax1 — Ax4, pak je to exponencialni funkce f:z — AeB” s né&jakymi konstantami A a B.

Pokud chceme, aby viechny exponencialni funkce x — AeP® byly v ustaleném stavu, mame (oznacime-Jj
i h= Xro — .1‘1)

BCEQ
VB:k (z1, AeP" g, AeP72) = A (zz - T1, j:%) =X (h,eP") = konst (11)
a plati:
hln(zl/h) B:ln(zl/h') ln(zl/h) 1
/\(h,z):)\(h,e ):)\(1,@ )zA(l,zh) (12)
a

Yo\ 7
H’(J"lvylax27y2) =K 0a1717 yf (13)
1

a tedy pro kazdou miru ristu x spliujici axiomy Ax1l — Ax4, k niZ jsou vSechny exponencialni funkce
x — AeP® v ustdleném stavu existuje néjaka rostouci funkce

P S ((y)> (14)
Y1

2.2. Note: Ve finan¢ni matematice se pouziva translace
p:x—ax—1

a mira rustu

k1t (21, Y1, 2, Y2) — " -1 (15)
1

je tzv. drokovd mira sloZené€ho uroceni za jednotku casu.
Ve finan¢ni matematice se také ¢astecné z historickych divodd, casteéné z rigidity nékterych ob-
chodnich vztahil a zdkont pouziva tzv. trokova mira jednoduchého troceni:

1

T2 —I1

frh(z1,y1,2,92) = <y2— ) -1 (16)

U1

Podle této miry jsou funkce v ustdleném stavu polynomy prvniho stupné:
frzr— (f(z1) + Kf (z1)) 2+ [ (21) = (f (z1) + K f (21)) 21 (17)

3. Infinitezimalni verze, (Limitni tvar):

V makroekonomii ¢asto potfebujeme vyjadfit rychlost v ristu néjaké veli¢iny f v bodé a ne na
intervalu: Pokud budeme chtit aby mira rtastu veli¢iny f v bodé zy byla limitnim pfipadem jeji miry a
pokud je ¢ spojitd, mame:

A\ () () (e
v () (20) = Tim & (20, f ((0)) .2, f () = lim o (f ( >) :¢<e;&;ﬂ> (1)

e e\ \ T o)

A pro kK = k1 mame
D(f)(=0)
v (f) (o) =€ /G0 —1 (19)

V makroekonomii se ¢asto pouziva mira, kterou dostaneme volbou (14) pro tuto miru funkce In. V
takovém ptipadé jest
D (f) (o)

f (20)

v (f) (o) = (20)
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a pokud bychom tutéz funkci pouzili jako miru ristu v (14) mira riistu na intervalu (zg, z1) by byla:

7o) (=) _ i (o)~ (2) o)

f(zl) To — T1

i (zo, f (%0), 71, f (21)) = In <

Coz je relativni priristek funkce Inof (nikoliv funkce f) vzhledem k pfirtistku argumentu této funkce.
Tuto limitu v bodé xy — 1 ma i & (zo, f (xo),x1, f (21))

3.1. Note: Zajimavé je, ze

p = lm & (no, ] (w0), 21, (21) = 7 (f) (w0) (22)
Zatimco
Uv#v (23)
Volime-li v (14)

o) =2t 1 (24)

dostaneme L
Rt (3?1,21179627312) = (m) o -1 (25)

Y1

coz je tzv. urokovd mira sloZeného uroceni za dobu délky t a plati zndmé vztahy

t
H:H1:(H%+1) (26)
Podobné jako x; mtuzeme definovat i
. . 1 1
fp = frh (21,91, %2, y2) = <y2—1> - -1 (27)
Y1 rg—x1 t

Ry = (28)

Kt

Funkce x +— %t je Taylorovym polynomem stupné 1 v bodé 0 funkce x +— (k¢ + 1)(%) —1 a historicky
se pouzivala k aproximaci pri vypoc¢tu trokovych mér za kratkou dobu. K legitimizaci této nepresnosti
vedlo zavedeni pojmu interval pfipisovani trokti. Dosazenim “* za 18 nezanedbatelnou chybou, ktera
je rostouci v t > 0, dostaneme

mw(l—g>t—1:>\1 (29)

Chyba A\; — k1 ovSem neroste pfes vSechny meze, ale ma konecnou limitu e” — 1 — k v nekonec¢nu a plati

t L\ K
lim A\ = lim (1:5) ~1=lim ((1:"‘)“) Cl=e 1
t—o00 t—o00 t t—o00 t

Pilisobivost magického zjeveni Eulerovy konstanty v tomto vypoctu dalo kdysi vzniknout pojmu
spojit€ tdrocéeni. Je to obydejné slozené tirodeni, ale misto Grokové miry k; z (15) se pod jménem trokova
mira uvadi hodnota In (k1 + 1).

Cislo In (k71 + 1) dostaneme jako miru riistu, pokud v (14) volime ¢ = In a v limité dostaneme miru
v jako v (20).

4. Inverzni problém:
PouZijeme-li jako miru ritu funkce f zobrazeni v mame

D(f)(xzq)

v(f) () =e 7o —1 (30)

3
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Coz je explicitnin vyjadfeni pro miru rastu v pokud zname f a differencidlni rovnice pro stavovou funkci
f, pokud zname jeji miru ristu v. Tuto rovnici mizeme ekvivalenté psat ve tvarech:

In(v(t)+1) =D (Inof)(t)
nebo
Rovnici mizeme vytesit a jeji feseni je:

fix— e(fo ln(V(sHl)ds) f(0) (31)

kde v (t) je trokova mira z jednotku ¢asu v okamziku ¢.
Provedeme-li tentyz vypocet pro miru 7 dostaneme rovnici (20),

. _ D{J)(w)
7)) = P
a jeji reseni je .
fia o edo Y99 p () (32)

Vyhodou formule (32) je, Ze je jednoduzsi, nez (31), jeji nevyhodou ovSem je, 7e pokud do ni
dosadime konstantni trokovou miru, nedostaneme obvyklou formuli pro slozené troceni. Nasledujici
priklad ukazuje, pouziti formule (31).

Na ptikldé ukazeme pouziti vzorce (31)

4.1. Example: pfedpokliddejme, %e zndme miru miru inflace za jednotku ¢asu (napiiklad roéni miru
inflace, pokud jednotkou zvolime rok) v okamziku 0 a v okamziku 1. Pfedpokléejme, Ze v okamzimu 0
byla mira inflace za jednotku ¢asu rovna 0.1 a oamziku 1 byla mira inflce 0.2.

Zajima nas mira inflace za dobu (1,0). Je zfejmé, Ze tato mira inflace zavisi na tom, jak se mira
inflce ménila uvnit¥ intervalu (1,0). uto informaci miZzeme ziskatZ z néjaké obecné teorie ¢asovych fad
nebo aproximaci. uvazujme ¢tyfi moznosti: Ze byla po celou dobu konstatni a ménila se skokem v
jednom, nebo ve druhém krajnim bodé intervalu, Zze se ménila v afinni zavislosti na case a v kvadratické
zéavislosti na ¢ase. V téchto ¢tyfech pfipadech jsou hodnotz miry inlace za jednotku ¢asu dany jednou ze
CtyT nésledujicich funkci:

0.1, ifu<0

02 ifuso0 53

~ 0.1, ifu<l _ . u? . o
71 (u) == {0.2, fu>10 2 (u) := 10 +0.1, 73(u):= 10 +0.1, 74(u):= {

Pritom prvni posledni moznost jsou triviadlni pfipady — mira za jednotku casu je kosantni interval, za
ktery pocitame inflaci ma jednotkovou délku, tedy mira inflace za tuto dobu bz méla byt tataz konstanta.
Obecny vzorec tedy musi davat stejny vysledek. Mame:

¢((0,1)) = e(fol(ln(lﬂ(“)du))) -1 (34)

takze postupné v nasich ¢tyfech piikladech vzchézi:

F= 7 = 01X (1) = el M@ ay) _q gy (35)
E:Q:uka%VF+OLX(U:e“hMLHﬁﬂ®d@—1:01%w5%4“. (36)
Zz}:uh+%u+0LXU):Aﬂm@med@—1:QM%W%&“ (37)

F= 1= 02: X (1) = el M0 aw) _y_g (38)
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s kvantitativni shodou vysledku v prvnim a poslednim ptikladu s vysledkem, ktery jsme ocekéavali. Této
shody bychom, bohuzel, nedoséhli, kdybychom pouzili formuli (32) dostaneme

1
eJo 014 1 0105170918

(39)
1
eJo /10w H01du 3 (940630819 (40)
1
eJo 1/10uH01du 4 _ 161634043 (41)
1
Jo024u 1 _ (991402758 (42)

and the first and the last results are obviously without question wrong (if we suppose interest rate). We
can say that the inflation does not behave as the so called continuous interest.
Obvykla formule pro budouci hodnotu slozeného troceni v pfipadé, Ze irokova mira je konstantni
je
t
z(t) =z (0)-(1+¢), (43)

a v pripadé, Ze je po Castech konstantni, tedy If I; are the interest rates p. a. constant on the intervals
I; = (t;, tiz1) ; ¢ = 0...n then the interest rate per Ul I, is

n—1

[T @+ 5t (44)

=0

4.2. Theorem: The formula (43) is a special case of the formula (44) for the constant interest rate and
the formula (44) is a special case of the formula (31) for the piecewise constant rate of interest.

Proof: Let us suppose that ¢ (t) = I is constant:
oo m+D dw) _ @@t _ (D) _ (1+ 1) (45)

Now let us suppose that ¢ is piecewise constant and that its value is I; in every point of the interval
Ii = (t;, tiy1) ;i =0...n. Let x4 be the characteristic function of the set A, then ¢ (t) = > X(t,¢,4,) i

(A1 CEoNTA) B AR X0 N s D CIRR LICRR AR LICER 1)) I
n—1 n—1 n—1
_ H etivr—ti) In(1+1:) _ H eln (1 +Ii)(ti+1—t1‘,) _ H (1+ Ii)(t1,+1—ti) (46)
i=0 i=0 i=0
q. e. d.
Functional

L efot In(1+c(s))ds
is continuous in the topology of uniform convergence.
the importance of the theorem (44) results from the following lemma:

4.3. Lemma: For every continous function ¢« defined on a closed intervale there is a sequence of piecewise
constant functions §; such that ze §; — ¢

Proof: Let us suppose that f is continuous. According to the presumption the Dom (f) is compact. Let
us choose a € possitive. For every © € Dom (f) we will find neighbourhood O (z) so that F (O (z)) C
Oc/2 (f (x)). O(x) forms coverage of Dom (f) we will choose the final subcoverage 2. We will define
d = mingeq (Diam (U)), where(Diam (U)) is the diameter of the set U. We devide Dom (f) to n
disjoint subintervals (Jf), = 1" of the length 0. For every interval J{ we will choose a point x;, that
is located inside and we denote it y; = f(z;). Let us define: = € Jf = (. () = y;. Then Vx €
Dom (f):[f (z) — ¢ (z) | < €. And for &, = (1 the presumptions of the lemma are satisfied.

4.4. Corollary: (44) says that the formula (43) is a special case of the formula (31). For the function
that has only a finite number of discontinuity points we can make the approximation on each interval on
which the function is continuous as in the lemma (46). And that means that the formula (31) is a limit
case of the formula (15).
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5. Boundary interest rate: If the interest rate is constant and positive, the state function is increasing
and constant. If it is positive, but very quickly decreasing, the state function will be concave. What
interest rate makes the state function afine (polynomial of degree 1)?

State function is

t— 2 (0) efo In(1+&(s))ds (47)

its derivative is .
t 2 (0)In (14 (1) efo In(1+£(s))ds (48)

and the second derivative is

£ (0) o MHHEEDE (e (1) 1 (in (14 (1)) + (n (1 +€ (1) (1)
14+&(t)

t—

(49)

We are looking for the interest rate, which makes the second derivative equal to zero. If z (0) # 0 and
& > 0, second derivative is equal to zero for such a £, which are the solutions of differential equation

%5 (t) + (In (14 € (1)))" + (In (1 +£(1)* € (8) = 0 (50)

i. e. we solve the differential equation

Ler) = (1 +E ()1 +E(). (51)
Its solution fulfilled the algebraical equation
—(In(1+e@) +t=C (52)
hence it is any of the functions
t— &) =elie) -1 (53)

for all constant C. We express C using the initial condition

1
= haten)
and we have
€)= ) (1 +¢ (o)) (ko) — 1 (54

If we put this interest rate into the rule for interesting (31) we obtain:

In{ (1 0)) s
xu):x(o)e(ﬁ) (( “( )d> =z(0) (tIn (1 +£(0)) +1) (55)

and this really is an affine function. We can conclude: If the interest rate has in the time 0 value £ (0)
and if on the dependence on the time grows more quickly (decrease slowly) than function

£ (14 ¢ (0)) (Fmosdoner) g (56)

in the dependence on the time then the state function is convex. If it decreases more quickly, the state
function is concave.



