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1. Axiomy: Uvazujme veli¢inu jejiz hodnoty y; a yo jsou znamy ve dvou bodech =7 a x5 (tyto hodnoty
mohou byt napifklad vysledek méteni). Funkce x:R* — R, kterd bude kvantifikovat ptiriistek této
veli¢iny by méla mit nasledujici vlastnosti

axiom 1 invariance vii¢i posunuti (v Case)

K (21,91, 22,y2) = K (T1 + Y1, 22 + 1,y2) (1)
axiom 2 invariance vii¢i homotetiim (napfiklad vii¢i volbé mény)
k>0= r(21,y1,22,y2) = £ (21,91 - k, 22,92 - k) (2)
Dale pozadavek symetrie v ristu a poklesu:
K (21, 1,2, Y2) = =k (T1, Y1, T2, —Y2) (3)
vynucuje podminku axiomu 2 i pro £ < 0

axiom 3 k je rostouci v prvni a ¢tvrté proménné a klesajici ve druhé a tfeti proménné.
axiom 4 Pocateéni podminka: s (z1,y,z2,y) = 0. (Mira rstu konstantni funkce je nulova.)

Mame
Ax1 Ax2
H($1,y1,x2,y2) = K(O’yl’xQ_xlay2) = <0;171‘2_J;1732) (4)
1
tak Ze existuje \: R — R

2
H($1,y1,$2,y2):)\<x2_$1,§) (5)

1

A ) je klesajici v prvni a rostouci ve druhé proménné.

2. Funkce v ustaleném stavu:

DEFINICE Rekneme, Ze funkce f je v ustaleném stavu vzhledem k mife riistu & je-li (w1,22) —
K (21, f(x1), 2, f (z2)) konstantni funkce.

Hledame funkce f takové, ze

K (21, f (21) 22, f (22)) = konst. (6)
Piedpokladejme, Ze uz zndme hodnotu f (x1) a f (x2) funkce f ve dvou bodech 21 a x2 = z1 + h
Pak
(oa a2) a0 f o) = A (1, 20— (5, U 0 ™
f(@2) f(@1)

A protoze A je prostd v kazdé proménné (Ax 3, viz pozn. za Ax. 4) je

f(x1+h) f(z2) f(z1)

a dale indukci:

f (@14 nh) =

f(z1) f(z1)

takze v dalsich ekvidistantnich bodech tvori hodnoty funkce f geometrickou posloupnost. Stejné ovsem:

St -1 = (

f(z1+h/2) f(x1+h) . f(z1+h) _ (f(:c1+h/2))2 (10)

f(x1)  f(xr)+h/2 f(z1) [ (1)
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Takze f ma hodnoty exponencialni funkce i ve vsech bodech mnoziny ‘;—’J, a € N;b € N}. A protoze tato
mnozina je hustd (dense) v R, plati:

2.1. Lemma: Je-li néjakd spojité funkce f v ustdleném stavu vzhledem k mife rustu, ktera spliuje
axiomy Ax1 — Ax4, pak je to exponencialni funkce f:x — AeP® s néjakymi konstantami A a B.

Pokud chceme, aby vSechny exponencialni funkce x — AeP® byly v ustaleném stavu, mame (oznacime-Jj
i h= To — Zl)

Bz Bz AePr Bh
VB:k (a:l,Ae 1 xg, Ae 2) =A|x2 — 71, ABm ) = A (h,e ) = konst (11)
a plati:
hin(2/") B=In(z'/") In(=/") 1
)\(h,z):A(h’e n\= )=)\(1’enz ):A(l’zh) (12)
a

yo\ T
H(xl,ylax%yQ):H 03]-;]-7 i (13)

a tedy pro kazdou miru riustu x spliujici axiomy Ax1 — Ax4, k niZ jsou vSechny exponencialni funkce
x — AeP” v ustdleném stavu existuje néjakéa rostouci funkce

’f(ml,yl,@,w) =9 <<Zi) zzm) (14)

2.2. Note: Ve finan¢ni matematice se pouziva translace
prx—x—1

a mira rastu
Yo\ 21
511(331,9179327212)’—’ yf -1 (15)
1

je tzv. urokovd mira sloZeného uroceni za jednotku casu.
Ve finan¢ni matematice se také ¢astecné z historickych divodu, casteéné z rigidity nékterych ob-
chodnich vztaht a zadkont pouziva tzv. irokovd mira jednoduchého troceni:

[ (T1, 91,22, y2) = (y21> S -1 (16)

Y1 T2 —T1

Podle této miry jsou funkce v ustaleném stavu polynomy prvniho stupné:
frzr— (f (1) + Kf (21)) 2 + f (21) — (f (21) + K f (21)) 1 (17)

3. InfinitezimAalni verze, (Limitni tvar):

V makroekonomii ¢asto potfebujeme vyjadfit rychlost v rastu néjaké veli¢iny f v bodé a ne na
intervalu: Pokud budeme chtit aby mira ristu veliciny f v bodé zo byla limitnim pfipadem jeji miry a
pokud je ¢ spojitd, mame:

T (ﬁ) D(f)(zg
v (f) (20) = lim & (20, f (2(0)) .2, (2)) = lim o (f ( )) =¢(e (f&%ﬂ) 18)

T—x0 Tr—x0 f (xo)

A pro kK = K1 mame
D(f) (o)

vi (f) (o) = e 700 — 1 (19)

V makroekonomii se asto pouzivd mira, kterou dostaneme volbou (14) pro tuto miru funkce In. V
takovém pripadé jest
D (f) (o)

f (o)

v (f) (o) = (20)
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a pokud bychom tutéz funkci pouzili jako miru ristu v (14) mira ristu na intervalu (zg, z1) by byla:

7o) =)\ (@)~ (@) o)

f($1) o — T1

7 (20, f (x0) 21, f (1)) = In <

Coz je relativni priristek funkce Inof (nikoliv funkce f) vzhledem k pfirtistku argumentu této funkce.
Tuto limitu v bodé x9 — 1 ma i & (zo, f (xo),z1, f (z1))

3.1. Note: Zajimavé je, zZe

U= lim "%(x07f(x0)7$17f(x1)) :D(f) (.’L'()) (22)
T—xQ
Zatimco
Y (23)
Volime-li v (14)
¢(z)=2a" -1 (24)
dostaneme .
Yo\ 271
Kt ($1,y1»$2»y2) = - -1 (25)
Y1
coz je tzv. drokovd mira sloZeného urocent za dobu délky t a plati znamé vztahy
t
ﬁ:mlz(ﬁz%—i—l) (26)
Podobné jako x; mtuzeme definovat i
~ o Y2 1 1
— — (22 _1). Z -1 27
ki = frh (21,91, 22,92) <y1 > To— 211 (27)

I

(28)

e

1
Funkce s +— %5t je Taylorovym polynomem stupné 1 v bodé 0 funkce  — (k¢ + 1)( 0 1 a historicky
se pouzivala k aproximaci pri vypoc¢tu trokovych mér za kratkou dobu. K legitimizaci této nepresnosti
vedlo zavedeni pojmu interval pfipisovani troktu. Dosazenim £t za K18 nezanedbatelnou chybou, ktera

t
je rostouci v t > 0, dostaneme
t
/<;1~(17§> 1= (29)

Chyba A; — k1 ovS8em neroste pfes vSechny meze, ale ma konecnou limitu e — 1 — k v nekone¢nu a plati

t L\ F
lim A = Jim (1=2) =1 = lim ((1—”)*‘) 1=t -1
t—o00 t—o00 t t—o0 t

Pusobivost magického zjeveni Eulerovy konstanty v tomto vypoctu dalo kdysi vzniknout pojmu
spojité€ trocéeni. Je to obycejné sloZené tiroceni, ale misto trokové miry k; z (15) se pod jménem trokova
mira uvadi hodnota in (k1 + 1).

Cislo In (k1 + 1) dostaneme jako miru réstu, pokud v (14) volime ¢ = In a v limité dostaneme miru
v jako v (20).

4. Inverzni problém:
Pouzijeme-li jako miru ritu funkce f zobrazeni v mame

D(f)(zg)

v (f) @) = e T -1 (30)

3
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Coz je explicitnin vyjadfeni pro miru rastu v pokud zname f a differencialni rovnice pro stavovou funkci
f, pokud zname jeji miru ristu v. Tuto rovnici mizeme ekvivalenté psat ve tvarech:

In(v(t)+1) =D (Inof) (¢)
nebo
Rovnici mizeme vyftesit a jeji feseni je:

fia o el mE@0as) £ (o) (31)

kde v (t) je Grokova mira z jednotku éasu v okamziku ¢.
Provedeme-li tentyZ vypodet pro miru  dostaneme rovnici (20),

_ _ D(f) (o)
V(f) (1‘0) - f(xO)
a jeji Teseni je )
fra edo Y94 £ ) (32)

Vyhodou formule (32) je, Ze je jednoduzsi, nez (31), jeji nevyhodou ovSem je, Ze pokud do ni
dosadime konstantni urokovou miru, nedostaneme obvyklou formuli pro slozené troceni. Néasledujici
priklad ukazuje, pouziti formule (31).

Na piikldé ukdzeme pouziti vzorce (31)

4.1. Example: pfedpokladejme, Ze zndme miru miru inflace za jednotku ¢asu (napiiklad roéni miru
inflace, pokud jednotkou zvolime rok) v okamziku 0 a v okamZziku 1. Pfedpokldejme, Ze v okamZimu 0
byla mira inflace za jednotku ¢asu rovna 0.1 a oamziku 1 byla mira inflce 0.2.

Zajim4 nas mira inflace za dobu (1,0). Je zfejmé, Ze tato mira inflace z&visi na tom, jak se mira
inflce ménila uvnitt intervalu (1,0). uto informaci miZeme ziskatZ z n&jaké obecné teorie asovych fad
nebo aproximaci. uvazujme ¢tyfi moznosti: ze byla po celou dobu konstatni a ménila se skokem v
jednom, nebo ve druhém krajnim bodé intervalu, Ze se ménila v afinni zavislosti na ¢ase a v kvadratické
zévislosti na case. V téchto ¢tyfech piipadech jsou hodnotz miry inlace za jednotku ¢asu dany jednou ze
¢tyT nasledujicich funkei:

. 2 1 <
Zl(u).:{o.l, ifu<l _ u _ u _ {0.1, ifu<0 (33)

02, fu>1’ 2= H0L Gi=g 0l ww):= gy 5,50

Pritom prvni posledni moznost jsou trividlni pfipady — mira za jednotku casu je kosantni interval, za
ktery pocitame inflaci ma jednotkovou délku, tedy mira inflace za tuto dobu bz méla byt tataz konstanta.
Obecny vzorec tedy musi davat stejny vysledek. Mame:

L((0,1)) = e(fol(ln(1+5(u)du))) _q (34)

takze postupné v nasich ¢tyfech prikladech vzchazi:

1
T=n=0.1:x (1) = el M0y _y gy (35)
1 V(114w u
=iy =ur— E“2 +0.1: X (1) = ey m(r1u/10) av) _y 139045354 (36)
1 ([ m(1.14+u/10) d )
Z:‘g:uHﬁu—FO.l:X(l):e o —1=0.149637533 . .. (37)
1
T =0.2:x (1) = ey ma2a) gy (38)
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s kvantitativni shodou vysledku v prvnim a poslednim pfikladu s vysledkem, ktery jsme ocekavali. Této
shody bychom, bohuZel, nedosahli, kdybychom pouzili formuli (32) dostaneme

1
eJo 014 1 0105170918

(39)
1 2
oo 1/10WTH0IB g 6 149630812 (40)
1
eJo 1/10wr01d 1 161834943 (41)
elo 028 _ 1 _ 0.921402758 (42)

and the first and the last results are obviously without question wrong (if we suppose interest rate). We
can say that the inflation does not behave as the so called continuous interest.
Obvyklé formule pro budouci hodnotu sloZeného troceni v pripadé, Ze trokova mira je konstantni
je
z(t)=x(0)- (1+8)", (43)
a v pripadé, Ze je po Castech konstantni, tedy If I; are the interest rates p. a. constant on the intervals
I; = (t;, tiv1) ; ¢ = 0...n then the interest rate per U} (I; is

n—1

[T @+ 1)t (44)

=0

4.2. Theorem: The formula (43) is a special case of the formula (44) for the constant interest rate and
the formula (44) is a special case of the formula (31) for the piecewise constant rate of interest.

Proof: Let us suppose that ¢ (¢) = I is constant:
e(fo‘ In(1+1) du) _ o(tm(1+0) _ (n(+0") _ (1+D) (45)

Now let us suppose that ¢ is piecewise constant and that its value is I; in every point of the interval
I; = (ti, tiv1) ;4 =0...n. Let x4 be the characteristic function of the set A, then ¢ () = > x(t,.t,,1) - Li

_e(fotln(HX(ti,tm))-Ii du) _ e(z (b1 In(14+ 1) — tiln(1+1i)))

_ n—1
H (tit1—t:) In(1+1;) _ H e 1 iy )( ir1—ti) _ H (1 + Ii)(twrlfti) (46)
i=0 i=0 =0
q. e. d.
Functional

L ef In(14(s))ds

is continuous in the topology of uniform convergence.
the importance of the theorem (44) results from the following lemma:

4.3. Lemma: For every continous function ¢ defined on a closed intervale there is a sequence of piecewise
constant functions &; such that Zze & — ¢

Proof: Let us suppose that f is continuous. According to the presumption the Dom (f) is compact. Let
us choose a € possitive. For every € Dom (f) we will find neighbourhood O (z) so that F (O (z)) C
Oc/2 (f (z)). O(x) forms coverage of Dom (f) we will choose the final subcoverage 2. We will define
d = minyeq (Diam (U)), where(Diam (U)) is the diameter of the set U. We devide Dom (f) to n
disjoint subintervals (Jf), = 1™ of the length 6. For every interval JS we will choose a point x;, that
is located inside and we denote it y; = f(z;). Let us define: x € Jf = (. () = y;. Then Vx €
Dom (f):|f(z) — ¢ (z)| < €. And for §, = (1 the presumptions of the lemma are satisfied.

4.4. Corollary: (44) says that the formula (43) is a special case of the formula (31). For the function
that has only a finite number of discontinuity points we can make the approximation on each interval on
which the function is continuous as in the lemma (46). And that means that the formula (31) is a limit
case of the formula (15).
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5. Boundary interest rate: If the interest rate is constant and positive, the state function is increasing
and constant. If it is positive, but very quickly decreasing, the state function will be concave. What
interest rate makes the state function afine (polynomial of degree 1)?
State function is ,
£ 2 (0) efo In(14£(s))ds (47)

its derivative is .
£ (0)In (14 & (1)) o MO (48)

and the second derivative is

7 (0) elo ™ (e (1) 4 (in (14 (1)) + (i (14 € )P E ()
1+&(t)

(49)

t—

We are looking for the interest rate, which makes the second derivative equal to zero. If = (0) # 0 and
& > 0, second derivative is equal to zero for such a £, which are the solutions of differential equation

%5 () + (I (L+E0)* + (In(L+E@))*E() =0 (50)

i. e. we solve the differential equation

Le(t) = —(n(+ €M) (1 +E(0). 61)
Its solution fulfilled the algebraical equation
—(In(1+&@) +t=C (52)
hence it is any of the functions
te(t) =elFe) -1 (53)

for all constant C'. We express C' using the initial condition

1
= mareo)
and we have
£ = ) (1+¢ (0)) (st — 1 (54

If we put this interest rate into the rule for interesting (31) we obtain:

: (martorm)
n| (1+£(0)) s
x(t)x(())e<f01 ( * )d> =z(0) (tIn(14+£(0) +1) (55)

and this really is an affine function. We can conclude: If the interest rate has in the time 0 value £ (0)
and if on the dependence on the time grows more quickly (decrease slowly) than function

t— (1+§(0))(%'W) 1 (56)

in the dependence on the time then the state function is convex. If it decreases more quickly, the state
function is concave.



