Cviceni z finan¢ni matematiky

Relativni hodnota a mira

i-ta komodita, i=1,2,3 se obchoduje v okamziku t=1,2,3,4,5 v kurzu

> restart;

kappa:=(i,t)->abs(2*i"3+(5*I"2)*sin(i*t/6))+1;

> plot({kappa(1,t), kappa(2,t),kappa(3,t)},t=0..6,
color=[GREEN,NAVY,RED],title="kurzy komodit v zavis losti na

&ase);
K:=(i,t) > |2i°+5i° sin(éit) +1
kurzy kamodit v zavislosti na Case
1004

80 1

b 5

407

20

0 1 2 3 4 5 5
t

Kurzy
> Digits:=3;

=15

forifromOto 5 do
print(i,evalf(kappa(}',i)) $j'=1..3);
#print(i,(kappa(i,j)) $j=1..3);



od;
Digits =3
j=J
0,3.,17.,55.
1,3.83,23.6,76.6
2,4.64,29.4,92.8
3,5.40,33.8,99.9
4,6.10,36.4,95.9
5,6.70,36.9,81.9

>

Rozdily kurzi (ptirastek kurzu na jednotku mnozstvi komodity)
> for i from 0 to 5. do
xxx:=evalf(kappa(j,i)):yyy:=evalf(kappa(j,i+1)):
zzz:=([xxx,yyy] $j=1..3);
zzzz:=evalf(kappa(j,i+1)-kappa(j,i));
print(i,evalf(kappa(,i+1)-kappa(,i))

$j=1..3);
od:
evalf([5, -3.70+5.*sin(1), -19.9+20.*sin(2), -26.9+ 45 .#sin(3)));
>

0, 0.83,6.6,21.6

1,0.81,5.8,16.2

2,0.76,4.4,7.1

3,0.70, 2.6, -4.0

4,0.60,0.5,-14.0

5,-3.70+5.sin(1), =19.9 + 20. sin(2), =26.9 + 45. sin(3)
[5.,0.50,-1.7, -20.6]

Od okamziku 0 po okamzik 2 ma nejvétsi prirustek kurzu za jednotku casu, kterd po daném
okamziku nasleduje, komodita 3. tato informace ale neni podstatna pro rozhodovani o investicich.
Nés nezajima, kolik vydélame na jednotce mnozstvi komodity, ale na jednotce mnozstvi kapitalu,
které do komodity investujeme. Proto si spocitame:
Relativni ptirtstky kurzi (pfirastek kurzu na jednotku investovaného kapitalu)
>forifrom 0.1 to 5.1 do
I=i-.1;
print(i,evalf(kappa(j,i+1.)-kappag,i))/(kappa(j,i) ) $j=1..3);
=i+.1
od:
0.,0.277,0.388,0.393



1.0,0.211, 0.246,0.211

2.0,0.164,0.150,0.0765
3.0,0.130, 0.0769, -0.0400
4.0,0.0984,0.0137, -0.146
5.0,0.0746,-0.0461, -0.252

> for i from 1 to 3 do

plot({kappa(i,t),kappa(i,t+1)-kappali,t),(kappa(i,t +1)-
kappa(i,t))/kappa(i,t)},t=0..6, color=[GREEN,NAVY,R ED));
od;
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plot({kappa(1,t+1)-kappa(1,t),kappa(2,t+1)-

kappa(2,t),kappa(3,t+1)-kappa(3,t)},t=0..6,
color=[GREEN,NAVY,RED],title="p

plot({(kappa(l1,t+1)-kappa(l,t))/kappa(l,t),
(kappa(2,t+1)-kappa(2,t))/kappa(2,t),

Fir

(kappa(3,t+1)-kappa(3,t))/kappa(1,t)},t=0..6,
color=[GREEN,NAVY,RED] title="relativni p

1);

astky kurz & za dobu 1°);

Eir astky kurz

1 za dobu



207

104

pfirdstky kurzld za dobu 1

=104

=207

—




relativni piirdstky kurzd za dobu 1

K(i, 1) —K(i,t +8(t))

Derivace kurzu podle ¢asuje lim urcuje okamzitou absolutni zménu

(1) - 0 &(1)
kurzu.
>
plot({diff(kappa(1,t),t),diff(kappa(2,t),t),diff(ka ppa(3,t),H}t
=0..6, color=[GREEN,NAVY,RED],title="derivace kurz i komodit podle

&asu);



derivace kurzld komodit podle Sasu

EEI-:
’IIII-:
2 A
-’IEIj
-EDE
> diff(Kappa(i,t)/Kappa(i,t0),t)=diff(Kappal(i,t),t)/K appa(i,to);

D,(K)(4,7)  D,(K)(4,7)
K(4,:0) ~— K(4,1t0)

0
. . 7K(i7 t)
Relativni okamzita zména kurzuje {|im K, 1) __K(l’ t+3(1)) = ot : .
(1) - 0 K(i, 1) d(1) K(i, 1)

> plot(

{diff(kappa(1,t),t)/kappa(l,t)

Jdiff(kappa(2,t),t)/kappa(2,t)

Jdiff(kappa(3,t),t)/kappa(3,t)

},t=0..6, color=[GREEN,NAVY,RED],title="relativni h odnoty
derivace kurz i komodit podle &asu’);



relativni hodnoty derivace kurzd komodit podle Easu

0.4+

0.2+

=
—
a4

> Digits:=12;
Digits =12

Kdybychom tedy mohli obchodovat komodity v kazdém okamziku, bylo by pro nas
nejvéhodnéjsi nakoupit tieti a podrzet ji az do okamziku

d d
i K(2,1) ) i K(3,1)

> = =
T1 :=fsolv K(2.1) K(3.1)

T1:=0.705050758054

Pak je prodat a nakoupit druhou komoditu a tu podrzet az do okamziku

d d
TACREPACE

> = =
T2 :=fsolv k(L 1) K(2. 1)

72 :=2.21738435914

a pak koupiprvnt prvni komoditu. Porovndme vénos s obchodovéni v diskrétnim a spojitém case:

Obchodovani

Mate k dispozici 100 korun a ptesnou znalost vSech kurzl pfedem. Jakou nejvétsi Castku mizete
vyobchodovat (predpokladejme, ze komodity jsou idedlné délitelné, ze miizete koupit jakoukoliv
¢ast jednotky komodity a Ze zacinate obchodovat v okamziku t=0 a koncite v okamziku t=4)?

Obchodovani v diskrétnich okamZicich t=1,2,. . .



> PocetTitulu:=3;

Kapital[0]:=100;

Vynosnost:=(i,t)->kappa(i,t+1)/kappa(i,t);
Hodnota:=t->Sum(kappal(i,t)*Pocet][i],i=1..PocetTitul u);

PocetTitulu =3
Kapital [ :=100

K(i, 1+¢)
K(i, 1)

Vynosnost == (i, t) -

PocetTitulu
Hodnota =t - z K(i, 1) Pocet.
i=1

> Max:=t->max(Vynosnost(i,t) $i=1..PocetTitulu);
Max ==t - max(Vynosnost(i,t)$ (i =1 .. PocetTitulu))

> Vyber:=proc(t)

global CisloTitulu;

for i from 1 to PocetTitulu do
if Max(t)=Vynosnost(i,t)

then CisloTitulu:=i;

fi

od

end,

Warning, "i" is implicitly declared local to proced ure "Vyber
Vyber :=proc () end do
local i; end proc

global CisloTitulu;
for i to PocetTitulu do
if Max(#) = Vynosnost(i, t) then CisloTitulu =i end if
>fortfrom Oto 4 do

Vyber(t);
for i from 1 to PocetTitulu do
Pocet][i]:=0;
od:
Pocet[CisloTitulu]:=Kapital[t]/kappa(CisloTitulu,t) ;
Kapital[t+1]:=Pocet[CisloTitulu]*kappa(CisloTitulu, t+1);
print('v &ase ,t, " kupuiji 7, evalf(Pocet[CisloTitulu]),
" jednotek komodity &islo °, CisloTitulu, v &ase’, t+1, "budu
mit kapitél velikosti’, evalf(Kapital[t+1]));
od:

>



vease, 0, kupuji , 1.81818181818 jednotek komodity eislo , 3, v éase, 1,
budu mit kapital velikosti, 139.225725886

vease, 1, kupuji ,5.91345366510 jednotek komodity eislo , 2, v ease, 2,
budu mit kapital velikosti, 173.662735874

v ease , 2, kupuji ,37.459820785(0 jednotek komodity éislo , 1, v éase, 3,
budu mit kapital velikosti , 202.175436134

vease, 3, kupuji ,37.4598207850 jednotek komodity éislo , 1, v ease, 4,
budu mit kapital velikosti, 228.199572364

vease ,4, kupuji ,37.4598207850 jednotek komodity éislo , 1, v éase, 5,
budu mit kapital velikosti, 251.013923705

V okamzicich 3 a 4 nemusime chodit na trh, sta¢i stale drzet komoditu ¢islo 1.

Obcodovani v libovolném cCase:

Do okamziku t=5 mizeme vyobchodovat o néco vétsi kapital, pokud uskute¢nime obchody v
okamzicich 0, T1 a T2 namisto obchodl v okamzicich 0,1,2. Jeho velikost je:

>

s K(i,12)
Vynosnost .= (i, tl,t2) - K(i.1])’
evalf{ 100 Vynosnost(3, 0, 77 ) Vynosnost(2, 71, 72)
Vynosnost(1, 72,5))
>
Vynosnost :=(i, t1,t2) - Eg’ Z;
251.599979784
>
SloZené urok (Coumpound interest)
Obecné vzorec
> restart;
Phi[1]:=(x0,xi,t)->x0*(1+xi)*(floor(t));
Phi[2]:=(x0,xi,t)->x0*(1+xi)(floor(t))*(1+xi*(t-fl oor(t)));
Phi[3]:=(x0,xi,t)->x0*(1+xi)"\(t);
floor (¢)

® =(x0,&,1) - x0(1+8&)

floor (¢)

(1+& (¢t —1floor(2)))
P, =(x0,& 1) - x0 (1 +&)

@, :=(x0,&1) - x0(1+¥)

Dosadime né&jaké hodnoty: x0=10,&=1.9



> Arg:=(10,1.9,1);
plot({
Phi[1](Arg),
Phi[2](Arg),
Phi[3](Arg)},
t=0..5,
thickness=3,
color=[coral,gold,maroon],discont=true);
Arg =10,1.9,¢

2000
15004
1000 5

A00 1

Rozdil mezi hodnotami spojitého a smiSeného uroceni, tedy rozdil mezi hodnotami exponencialni
funkce a hodnotami na jejich se¢nach.
> plot(Phi[2](Arg)-Phi[3](Arg),t=0..5);



160
140
1201
100
a0
B0
40

201

O
—
(S
[
e ]
T

t
Urc¢ime okamzik, kdy je rozdil roven poloviné piivodniho vkladu
> T:=solve(Phi[2](Arg)-Phi[3](Arg)=5,t);
T:=1.254694653

> evalf(subs(t=T,Phi[2](Arg)));
evalf(subs(t=T,Phi[3](Arg)));
43.03367539

38.03367539

Priklady

1. 1. méme na konté 10. zlatéch 1. 3. ulo Zime dalSich 10 zlatéch a 1. 9. jesté 20 zlatéch. Jake
bude stav Uctu pti ro¢ni urokové mire 0.05 1. 1. nasledujiciho roku?
iieSeni

> PocetDniVMesici[1]:=31:

PocetDniVMesici[2]:=28:

PocetDniVMesici[3]:=31:

PocetDniVMesici[4]:=30:

PocetDniVMesici[5]:=31:

PocetDniVMesici[6]:=30:

PocetDniVMesici[7]:=31:

PocetDniVMesici[8]:=31:



PocetDniVMesici[9]:=30:

PocetDniVMesici[10]:=31:

PocetDniVMesici[11]:=30:

PocetDniVMesici[12]:=31:

PocetDniDoKonceRoku:=(d,m)->
PocetDniVMesiciim]-d+sum(PocetDniVMesici[i],i=m+1.. 12);
PocetDniDoKonceRoku(1,1);

PocetDniDoKonceRoku =

12
(d,m) - PocetDniVMesici —d +[ Z PocetDniVMesiciij

i=1+m

364
> zeta := (1+5/100)"(1/365)-1,
evalf(10*(1+zeta)*PocetDniDoKonceRoku(21,1)+10*(1+z eta)“PocetDniD
oKonceRoku(16,3)+20*(1+zeta)*PocetDniDoKonceRoku(7, 9));
>
>
364
- 21(1/365) 20(365) »
' 20

41.17564627

> PocetDniDoKonceRoku(21,1);
PocetDniDoKonceRoku(16,3);
PocetDniDoKonceRoku(7,9);

344

290
115

Za jak dlouhou dobu bude nominalni stav vaseho uc¢tu 120 chechtaka, kdyZ v na n¢j Case 0
ulozite 90 chcechtaki a irokova mira je 0.05 po dobu, kdy je nomiinalni stav i¢ztu mensi nez
100 chcetdkti a 0.07 po dobu, kdy je vétsi, nez 100?

iieSent

Nejprve vypocitame, za jak dlouhou dobu bude na nasem tc¢tu 100chechtak:

> restart; T, :=solve(90 1.05' =100, ¢)

T, :=2.159462208

Potom vypocitame, za jak dlouhou dobu stav uctu naroste ze 100 na 120
> T, :=solve(1001.07" =120, 1)

T, :=2.694726556

Nakonec obé doby secteme. Stav tictu bude mit nominalni hodnotu 100 chcetakii za dobu
1t =T +T
1 2



Tt :=4.854188764

Pfitom jednotka Casu je taz, v jaké je vyjadiena mira uroku. Pokud se naptiklad troky pfipisuji

pouze v okamzicich ¢ = 365 365’ 365 >

. mzeme fici, Ze nominalni stav uctu nikdy 120 nebude.

Ale prvni okamzik, kdy miizeme na tctu s ¢astkou 120chectaki pocitat je:

> T[1]:=ceil(solve(T[1]=x*1/365,X));

T[2] := solve((90*1.05(T[1]/365))*1.07~t = 120,t);
#(90*1.077(T[1])/365))*1.077T[2];
T[2]:=ceil(solve(T[2]=x*1/365,X));

TC=T[1]+T[2];

T1 =789

T, :=2.693153345
T,:= 984
Tt =1773

té okamzik, tedy doba
> evalf(Tt/365);
4.857534247

V tu chvili ovSem budeme na uc¢té mit:
> (90*1.05(T[1]/365))*1.07~(T[2])/365);
120.0222245

Pfi jaké urokové mife za jenotku Casu je stav obou Gétd po dobé 7T :=2 stejné, je-li na prvnim
na pocatku xI :=1234 zlatéch a jednoduché troceni a na druhém na pocatku x2 := 1230

zaltéch a sloZzeném urceni ?

Pfi jaké irokové mife za jenotku Casu je stejné véhodné spofit x, := 1234 jednoduchém tirokem

jako x, :=1230 slozeném tirokem po dobu 7':=2 .
x, =1234
x, =1230
T:=2
iieSeni

> rovnice:=x[1]*(1+xi*T)=x[2]*(1+xi)"T;
> reseni:=solve({rovnice,xi>0},xi);
allvalues(reseni);

> zeta:=op(2,op(evalf(reseni)));
rovnice :=1234+2468& = 1230(1 + &)’



reseni ;= {& =RootOf(—2 -4 Z+615 7% index =1)}

2 /1234
€=z ;
615" 615

¢ =0.06037127828

> plot(x[2]*(1+x) T-x[1]*(1+xi*T),xi=0..zeta+0.1,tit le="Rozdil v
sou &. hodn. jedn. a slozZ spo ¥. Vv zav. na vel. arokové

miry " titlefont=[HELVETICA,7]);

>

Rozdil v soud. hodn. jedn. a sleé spor. v zav. na wel. Orokowe mimy

25
zu—f
15—5
m;
5
a06 005 0.1 012 014 0.16
Hl

Ukladani ¢astek v ekvidistantnich okamzicich

Predpokladejme rok o 360 dnech s 12 mésici po 30 dnech. Ukladate na ucet 100 k&. écet se uroci
a mira uroku je 0.05 p. a.. kolik bude na ucté na konci roku kdyz
Ulozite jen jednou a to



- na zacatku roku

- v polovin¢ roku

e dvakrat a to

- na zacatku roku a v poloving roku
- v polovin¢ roku a na konci roku

* dvanactkrataato

- na zacatku kazdého mésice

- na konci kazdého mésice.

Soucasnou hodnotu Gctu (present value) oznac¢ime PV. —as budeme pocitat ve dnech.

: (71
restart; PV:=Y_ Z(t) (1 +§)

t=1
> PVdem:=Sum(Z(t)*(1+xi)"((360-t)/360), t=1..360):
> & :=.5e-1, tje ¢as vrocich, z(?) je velikost Gilozky v ase t
¢ :=0.05

> z[1]:=t->piecewise(t=1,100,t<>0,0);

z[1](t);
z[2]:=t->piecewise(t=360/2,100,t<>0,0);

220
z[3]:=t->piecewise(t=1,100,t=360/2,100,0);

Z3]);
z[4]:=t->piecewise(t=360/2,100,t=360,100,0);

z[4](1);

z, =t > piecewise(? =1, 100, %0, 0)
100 t=1
0 t£0
z, =t — piecewise(s =180, 100,7# 0, 0)
100 t=180
0 t#£0
z, =t > piecewise(? =1, 100, £ = 180, 100, 0)

100 r=1
100 r=180
0 otherwise

z, =1t — piecewise(# = 180, 100, 7 =360, 100, 0)



100 t=180

100 t =360
0 otherwise
>for i from 1to 4 do
Z:=t->z[i](1);
PresentValue[i]:=PV;
od;
Z =t - Zi(t)

PresentValue, :=104.9857705
Z:=t - z(1)
PresentValue, :==102.4695077
Z:=t - z(1)
PresentValue, :=207.4552782
Z:=t - z(1)
PresentValue, :=202.4695077

, PresentValue, = Presentvalue, + 100 , protoze
PresentValue3 = PresentVazlue2 + PresentVaZue1

posledni ulozka se uz neuroci.
> with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

>
z[5]:=t->piecewise(type((t-1)/(30),integer),100,0);
z[5](31);

pointplot({seq([n,z[5](n)],n=0..95)});

> # z[6]:=t->piecewise(type((t)/(30),integer),100,0);
# z[6](31);

. . 1 |
Zg =t > p1ecew1se(type(30t 30 mtegerj, 100, 0)

100



> Z:=t->z[5](1);

PresentValue[5]:=PV;

Ve skute¢nosti zde s¢itame fadu

> frestart;

> i:="1""Xi:=xi;:Doba:='Doba":

Xi:='xi";

100 o o o
60-
60-
ruj—:
zu—:
L 20 40 50 ;o
Z=t -z (1)
PresentValue5 :=1232.090758
Xxx:=Sum(100*(1+xi)*(Doba(i)/360),i=1..12)=sum(100* (1+xi)(Doba(i

)/360),i=1..12):

kde

=:=0.05
§:=¢



(1/360 Doba(i)) (1/360 Doba(1))

12
xxx =Y (100(1+E)

i=1

)=100(1+&)

(1/360 Doba(2)) (1/360 Doba(3))

+100(1+¢&)

+100(1+¢&)
+100(1+¢&)

+100(1+&)
+100(1+¢&)
+100(1+¢&)

+100(1+§)

+100(1+§)
+100(1+8)

+100(1+¢)
(1/360 Doba(10)) 100(1+8)

(1/360 Doba(4)) (1/360 Doba(5))

(1/360 Doba(6)) (1/360 Doba(7))

(1/360 Doba(8)) (1/360 Doba(9))
(1/360 Doba(11))
(1/360 Doba(12))

> Doba =i — 360~ (i —1)30~-1 je doba od uloZeni i-té ulozky do konce roku.
Doba =i - 389-301

> Xi:=XI;
XXX;
€ :=0.05
12 (%—i]
z 1001.05 =1232.090758

i=1

jedna se o geometrickou fadu s kvoicientem
[Doba(z‘ +1 ))

_1oo(1+g) ™

Doba(i)
[ 360 )

> q

100(1+§) o
360 12
105 360 12

>

360

[Doba(i))
q :=simplify(q); al :=subs(i =1,100(1+¢&) )
q :=0.9959424073

al :=104.9857705
a tu mizeme secist podle obecného vzorce
al (1-4'%)

> PresentValue_ =
5 1-g¢

PresentValue5 =1232.090758

Ptipadé¢, ze spofime na konci meésice se lisi od predchoziho pouze funkci Doba a souc¢asnou
hodnotou prvni tlozky. Kvocient je stejnéjako v piedchozim piipade a pocet ¢lenti fady také:
> Doba := i->360-(i-1)*30-30;



al:=subs(i=1,100*(1+xi)(Doba(i)/360));
PresentValue[6]:=sum(100*(1+xi)*(Doba(i)/360),i=1.. 12);

Doba =i - 360—-301i
al =104.5739528
Presenﬂ/alue6 =1227.257753
>
a plati:

29
Preseanalue5 ( 360 j

=(1+¢)

PresentValu66 -

1.003938052=1.003938053

Sporeni (saving)
Sporeni pii sloZeném uroceni a ekvidistantnich ulozkach

Obecné vzorec

Predpokladejme, ze ukladame v ekvidistantnich okamzicich, které jsou od sebe v Case vzdaleny
T, ze prvni ulozka se d&je v okamziku €, druhd v okamziku € + T, téeti v okamziku €+2T a
posledni v okamziku €+ T .

> #restart;

CelaCast:=x->floor(x);
CelaCast :=x — floor(x)

Ukladame v ¢ase nT+&,n=0.T
Kolik je GloZek v ¢ase ¢ <T+€?

> pocetd = CelaCast(t ; Ej +1

T . L ur
avdase I'+&€<t? pocetB =T + 1, coz je celé Cislo.
>

T
pocetB =T +1
Tedy obecné, ukladame-li v ase nT+€n=0..T

mame v Case ¢
> pocet :=min(pocetA, pocetB)

- T
pocet :=min[ﬂoor(t . 8) + 1,? + 1]

ulozek. Ve kterém okamziku se uklada 7 -ta polozkla?




> okamzik =i - iT+E€
okamzik =i - iT+E¢€

Jak dlouho se do okamziku # {iro¢i i -t4 ulozka je-li okamzik(i) <t ?
> doba =i - t —okamzik(7); doba(i)
IT+ELSYt

t—iT-¢€

Jaka je hodnota i -té ulozky v Case ¢ pii Girokové mife &, je-li okamzik(i) <7 a pokud byla v
okamziku ukladéni jeji nomindlni hodnota z ?
> dobal ) je tedy za ptedpokladu
hodnota =i - z(1+¢§) ; hodnota(i)
iIT+eE<t

(t—it-¢)

z1.05

Chceme-li secist soucasné hodnoty vSech tillozek provedenéch v Case predchazejicim nobo
pocet

rovném okamziku ¢ Dostavame radu z hodnota(i)
i=0
Podil i-tého a i+1-niho ¢lenu této fady nezavisi na i, a miizeme jej oznacit kvocient, nebos$

>
hodnota(i +1)

hodnota(i)

kvocient = kvocient = simplify( kvocient )

A tedy jedna se o geometrickou fadu, s timto kvocientem.

) (-0.04879016417 1)
kvocient =e

- pocet Clenti je

- > PocetClenu = pocet

PocetClenu = min(ﬂoor( ! ; e] +1, TT + lj

- nulté Clen je

- > NultyClen :=hodnota(0)

NultyClen :=z 1.05" 7%
tedy soucet je:
> Vzorecek:=Sum(hodnota(i),i=0..pocet-
1)=simplify(sum(hodnota(i),i=0..pocet-1));
Pouzijeme jej k definicim funkeci:



> Vzorecek:=simplify(op(2,Vzorecek)):
#Vzorecek:=subs(tau=1/k,Vzorecek);
#limit(subs(k=K,"),K=Kk);

min[ﬂoor[t;e +1,TT+l]—l
(t—it-¢)
Vzorecek := z 1.05 = table([
i=0
1 =(t - piecewise(t =1,100,7%0,0)),
2 =(t - piecewise(? =180, 100, % 0,0)),
3 =(t - piecewise(? =1, 100, = 180, 100, 0)),

_ . . 1 1.
5= (t - p1ecew1se(type(30t 30 mtegerj, 100, OD,

4=(t - piecewise(z = 180, 100, = 360, 100, 0))
(0.04879016417 t—0.04879016417 ¢€)
De
t—l.sj+1 T+t

[(e(—0.04879016417 r))min[ﬂoor( ' B j— 1-)/(

(~0.04879016417 1) 1)

>
SoucetGeometrickeRady:=Sum(a[0]*g",i=0..n)=simplif y(sum(a[0]*g™i
,i=0..n));

SoucetGeometrickeRady = z a, 0.9959424073 =
i=0

—2464515475a0 e(—0.004065847065 n —0.004065847065 ) + 2464515475(10

> Vzorecek2:=subs(a[0]=NultyClen,q=kvocient,n=pocet-
1,SoucetGeometrickeRady):
> Vzorecek2:=op(2,Vzorecek?2);

Vzorecek? = —-246.4515475z 1.05(t—g) e(‘0.004065847065 min(ﬂoor(t;sj . 15%+ 1))

+246.451547521.05" )
> psi2:=(Tau,Epsilon,Xi,Z,TT,cas)-

>subs(tau=Tau,epsilon=Epsilon,xi=Xi,z=Z,T=TT,t=cas, Vzorecek?2);
print("---------- ),
simplify(psi2(tau,epsilon,xi,z, T,t)-psi(tau,epsilon Xi,2,T,1);

Y2 =(T,E =,2Z, TT, cas) -
subs(1=T,e=E §==,2=2Z T=TT, t =cas, Vzorecek2)



—246.4515475table([1 = (¢ — piecewise(? =1, 100,7#0,0)),
2 =(t — piecewise(? =180, 100, #0,0)),
3 =(t - piecewise(? =1, 100, =180, 100, 0)),

_ . . 1 1 .
5= [t - plecew1se(type(30t 30 mtegerj, 100, OD,
4 =(t - piecewise(z = 180, 100, =360, 100, 0))

(0.04879016417 t —0.04879016417 € —0.004065847065 mir{ﬂoor( ! _Tl' Ej +1., T: TD

+

De
246.4515475table([1 = (¢ — piecewise(z = 1, 100, ¢ £ 0, 0)),

2 =(t - piecewise(f = 180,100,¢#0,0)),
3=(t - piecewise(? =1, 100, =180, 100, 0)),

: . 1 1.
5= (t - plecew1se(type(30t 30 zntegerj, 100, OD,
4 =(t - piecewise(z = 180, 100, =360, 100, 0))
D o (04879016417 (~0.04879016417 &) _ | LIJ(T, ‘. %), table([
1=(¢ - piecewise(? =1, 100,z %0, 0)),

2 =(t - piecewise(? =180, 100,¢#0,0)),
3 =(t - piecewise(t =1, 100, ¢ = 180, 100, 0)),

: . 1 1 .
5= (t - p1ecew1se(type(30 t— 30 znteger], 100, OD,
4 =(t - piecewise(z = 180, 100, # =360, 100, 0))

D, T, t)

Prvni funkce udava hodnotu naspotené ¢astky, ze zadanéch paramatri:
Vzéajemna zdakenost ulozek v Case (pro kazdé dvé sousedni je stejnd)

—as v némz je ulozena prvni ulozka
¢rokova mira (konstantni)

Hodnota jednotlivéch tliozek (konstantni)
Doba po kterou se tllozky ukladaji

okamzik ve kterém nés zajima nominalni stav uctu.

> psi:=(Tau,Epsilon,Xi,Z,TT,cas)-
>subs(tau=Tau,epsilon=Epsilon,xi=Xi,z=Z,T=TT,t=cas, Vzorecek);
Y:=(T,E, =, Z TT, cas) -

subs(t=T,e=E §==,z2=27, T=TT, t =cas, Vzorecek)
. . .. € .
Pokud nas zajima stav ctu v dobé, kdy jesté spofime, je i tmnc(t - Tj <T+e+1 aplotom je

( (t—e] T] (t—ej
min| trunc , — | =trunc .
T T T

> Vzorecek :=subs(min(trunc((t-epsilon)/tau), T/tau)=t runc((t-




epsilon)/tau),Vzorecek):

Vzorecek :=subs(min((T/tau,trunc((t-epsilon+trunc(a bs((t-
epsilon)/tau))*tau+tau)/tau)-trunc(abs((t-epsilon)/ tau))))=
trunc(T/tau,trunc((t-epsilon+trunc(abs((t-
epsilon)/tau))*tau+tau)/tau)-trunc(abs((t-epsilon)/ tau)))
,Vzorecek ):

Vzorecek_;

>
table([1 = (¢ - piecewise(z =1, 100, %0,0)),
2 =(t - piecewise(t =180, 100,7%0,0)),
3 =(t - piecewise(t =1, 100, =180, 100, 0)),

. . 1 1 .
5= (t - p1ecew1se(type(30t 30 zntegerj, 100, OD,
4 =(t - piecewise(z =180, 100, 1 =360, 100, 0)) (-0.04879016417 1) _
D e(0.048790164l7 £-0.04879016417 €) ©

min(ﬂoor(
( (—0.04879016417 1)
€

) T Tj—l)/(

A funkce Y udava hodnotu naspotené ¢astky, ze zadanéch paramatri:

1)

t—l.ej T+t
+1.,

Vzéajemna zdakenost ulozek v Case (pro kazdé dvé sousedni je stejnd)
—as v némz je ulozena prvni ulozka

¢rokova mira (konstantni)

Hodnota jednotlivéch tilozek (konstantni)

okamzik ve kterém nas zajima nomindlni stav uctu.

t—e\ _T
Pokud je trunc( . )Sr,je

> psi_:=(Tau,Epsilon,Xi,Z,T)-
>subs(tau=Tau,epsilon=Epsilon,xi=Xi,z=Z,N=TT,t=T,Vz orecek );
psi =(T,E,=,Z,T) -

subs(t=T,e=E {==,2=2Z, N=1T,t =T, Vzorecek )

S € L . , s .. (o
Je-li navic celé ¢islo, tj. pokud se ptame na stav uctu jen v okamziku, kdy ukladame, bude

mit pfedchozi funkce tvar
> VzorecekC:=subs(trunc((t-epsilon)/tau)=(t-
epsilon)/tau,Vzorecek );



VzorecekC :=table([1 = (¢ — piecewise(t =1,100,7%0,0)),

2 =(t - piecewise(? =180, 100, % 0,0)),
3 =(t - piecewise(? =1, 100, =180, 100, 0)),

_ . . 1 1.
5= [t - p1ecew1se(type(30t 30 mtegerj, 100, OD,

4 =(t - piecewise(t = 180, 100, 1 =360, 100, 0)) (-0.04879016417 1) _ | )
(0.04879016417 t—0.04879016417 €) © )
De
min[ﬂoor(t_rl'sj+l., T:Tj j
(—0.04879016417 1)

[(e V) -1.) /(
> Phi:=(Tau,Epsilon,Xi,Z,T)-
>subs(tau=Tau,epsilon=Epsilon,xi=Xi,z=Z,N=TT,t=T,Vz orecekC);
®:=(T,E,=,ZT) -

subs(1=T,e=E {==,2=2Z,N=TT,t =T, VzorecekC)
Priklad
BuO ?
>
> p2:=plot(psi2(1/3,1/6,3/4,5,2-1/3,t),t=0..2.75,disc ont=false):
> p3:=plot(psi2(1/3,1/6,3/4,5,2-1/3,1.4)*(1+3/4)"\(t-
1.4),t=1.4..2.75# title="y ustatek se uro &i dal. i kdyz uz
#neukladame®
):
> | := [[n/3+1/6,(n+1)*5] $n=0..5]:
pl:=plot(l, x=0..2.5, style=point,symbol=circle#,ti tle="body

znazor 1luji sou &et nominalnich hodnot uloZzen
):

> with(plots):

display(p1,p2,p3);

&ch &astek’
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H
> "plotsetup/devices [jpeg]:=[jpeg, plot.jpg’,[1.[,° :
>
> #plotsetup(jpeg, plotoutput="sporeni.jpg’);
> #plotsetup(plotoptions="height=1200,width=1200");
> #eval(plotsetup):
> evalf(psi2(1/3,1/6,1/3,5,2,0.1));
0.

> || := [trunc(100*(n/3+1/6))/100 $n=0..5];
plot(evalf(subs(tau=1/3,epsilon=1/6,T=2-
1/3,t=t,pocet)),t=0..4,y=0..7 xtickmarks=l, title= “graf

zavislosti po &tu ulozen é&ch ¢&astekna  &ase);
”:[4 1 83 293 183}



graf zavislosti poctu uloZenéch ¢astek na case
F."_

E

Unigosoes 15183
t
> evalf(subs(tau=1/3,epsilon=1/6,T=2,t=.1,pocet));
0.

> evalf(subs(T=2,tau=1,t=10/4,epsilon=1/2,pocet));
3.

>
Priklad
Ptedpokladejme, ze ukladame 10. den kazdého mésice 250K¢. Zaéneme v bieznu a sko¢ime v

kvétnu o tii roky pozd¢ji. Jakeé bude stav tictu na konci onoho kvétna, je-1i urokové mira stale
2/50?

Od 1. bfezna do 31. kvétna ulozime 15 0lozek

1
vzdalenost sousednich dvou v Case je jeden mésic, to je — roku (n€kdy je to 30 dni, nékdy

12
31 dni, nékdy 28 dni)
iieSeni
Prvni (pfiblizné) feSeni:

L . 1
- pocitame vSechny mésice tficetidenni a tdy € = 3

- mgesict je 12 za rok



- zapocatek vezmeme 1. biezen.

3
- zajednotku ¢asu bereme rok a tedy =3+ T

pak jde o mezilhtitni spofeni a podle vzorce:

> evalf(psi(1/12,(1/12)/3,2/50,250,3+3/12,3+3/12));
>

Error, (in psi) invalid substitution in proc

Druhé (ptiblizné) feseni:
1
12 12(3)

- zapocatek vezmeme 10. 3. Pakje €=0 a r=12+

> evalf(psi(1/12,0,2/50,250,3+3/12,3+3/12-1/36));

Error, (in psi) invalid substitution in proc

Tteti (ptiblizné) feseni:

Spocitame efektivni Grok za mésic.
za jednotku casu bereme mésic

> xi[mesic]:=(1+2/50)"(1/12)-1;
evalf(xiimesic]);

26(1/12) 25(%)

E‘mesic = 25 -1

0.003273740

> evalf(psi(1,1/3,xi[mesic],250,3*12+3,3*12+3));
Error, (in psi) invalid substitution in proc

Uvedené tivahy mtizeme zobecnit a pak vzdy vystacime se vzorcem . . .

tedy bez epsilon, zejména tedy neni rozdil mezi piedlhlitnim a polhiitnim spoteni.

Presné feSeni zalezi na tom, je-li rok prestupné, predpokladejme, ze neni, nebo neni a po jakou
dobu zistavaji uroky konstantni, predpokladejme, Ze po jeden den. Pak doby, po kterou jsou
ulozky troceny jsou posupné: . . .

Sporeni pfi jednoduchém uroceni a ekvidistantnich tulozkach

Obecné vzorec

> #restart;
CelaCast:=floor;
CelaCast :=floor

Piedpokladejme, ze ukladame v ekvidistantnich okamzicich, které jsou od sebe v Case vzdaleny
T, 7e prvni ulozka se d&je v okamziku € a posledni v ¢ase T+epsilon

t—¢
V ¢ase t <T+€ mame pocetd = CelaCast( j +1 avéase T+E<! mime



T .
pocetB =+ 1 tlozek, tedy v Case 0<t mame pocet :=min(pocetA, pocetB)

ulozek, i-t4 ulozka se uklada v okamziku okamzik =i — i T+€
okamzik =i - iT+E€

A do okamziku ¢ se Gro¢i po dobu doba =i — t —okamzik(i); doba(i)
t—iT—-¢

Jeji hodnota v okamziku ¢ je hodnota :=i — z (1 +¢& doba(i)); hodnota(i)
z(1+&(t—itT—¢))

Mame secist soucasné hodnoty (jejich pivodni hodnoty a iroky) vSech tloZek az do okamziku
t . Rozdil hodnoty i -té a i + 1 -ni Gilozky je

> diference:=simplify(hodnota(i+1)-hodnota(i));

diference :=—table([1 = (¢ - piecewise(z =1, 100,7%0,0)),

2 =(t - piecewise(? =180, 100, % 0,0)),
3=(t - piecewise(? =1, 100, =180, 100, 0)),

5= [t - piecewise(type(1 t— 1 integerj, 100, OD,

300 30
4 =(t - piecewise(z = 180, 100, =360, 100, 0))
(1/12) £ (5/6)
]) table([mesic = 5 -1t

A tedy nezavisi na ¢ a tedy fada je aritmeticka. Nulté ¢len ma v ¢ase ¢ hodnotu hodnota(0)

z(1+&(1-¢))

a posledni lozka ma v ¢ase ¢ uz hodnotu hodnota(pocet — 1)
2(1 +E(t—[min(ﬂoor(t;8] + 1,?T+ 1) - 1]r—eD

tedy soucet je:

> Vzorecek:=Sum(hodnota(i),i=0..pocet-1)
=simplify(sum(hodnota(i),i=0..pocet-1));

> Vzorecek:=op(2,Vzorecek);

>

min(ﬂoor(t;s +1,Z+1)—1
1
Vzorecek := z(1+E(t—iT—8)):§table([
i=0
1 =(t - piecewise(?t =1,100,7%0,0)),
2 =(t — piecewise(? =180, 100,z % 0,0)),
3=(t - piecewise(? =1, 100, = 180, 100, 0)),

: . 1 1.
5= (t - p1ecew1se(type(30t 30 zntegerj, 100, OD,
4 =(t - piecewise(z = 180, 100, =360, 100, 0))



D min(ﬂoo{t ;Ej +1, T:-Tj [2

(1/12) _(5/6)

+ 2 table([mesic = 5 > 1)t
(112) ((5/6)
— 2 table([mesic = 5 -1]) e
(1/12) _(5/6)
_ T +
— table([mesic = S-S Dt min(ﬂoo{t . Ej +1, . Tj

(1/12) _(5/6)
+ table([mesic = B S— 1]) T]

Vzorecek :=% table([1 = (¢ - piecewise(z =1, 100, %0,0)),

2 =(t - piecewise(? =180, 100,7 % 0,0)),
3 =(t - piecewise(z =1, 100,z = 180, 100, 0)),

_ . . 1 l .
5= (t - p1ecew1se(type(30t 30 mtegerj, 100, OD,
4 =(t - piecewise(t = 180, 100, r =360, 100, 0))
])min(ﬂoo{t _EJ 1, T”] [2
T T

(1/12) _(5/6)

+ 2 table([mesic = S-S )¢
(1/12) _(5/6)
— 2 table([mesic = 5 -1]) e
(1/12) _(5/6)
2 - T+
— table([mesic = 65 It min(ﬂoo{t Ej +1, Tj
5 T T
(1/12) _(5/6)
+ table([mesic = B 1]) Tj

> Vzorecek2:=simplify(1/2*(hodnota(0)+hodnota(pocet-1
1

5 table([1 = (¢ - piecewise(z =1, 100,7%0,0)),
2 =(t - piecewise(t = 180, 100, % 0,0)),

3 =(t - piecewise(¢ =1, 100, = 180, 100, 0)),

. . 1 1 .
5= (t - pleceW1se(type(30t 30 mteger} 100, 0]],
4 =(t - piecewise(z = 180, 100, =360, 100, 0))

D min(ﬂoor{t ; Ej +1, T:- T) [2

Vzorecek? :=

))*pocet);



(112) _(5/6)
+ 2 table([mesic =

-1t

5
(1/12) _(5/6)
— 2 table([mesic = 5 -1]) e
(112) _(5/6)
26 5 . t—¢€ T+t
— table([mesic =5 " It mm(ﬂoo{ . j +1, . j

(1/12) _(5/6)
+ table((mesic =—————— 1]) Tj

5

> subs(min(T/tau,-trunc((-t+epsilon)/tau))=K,
2*simplify(xxx/sum(hodnota(i),i=0..pocet)));

12

i=1

i
(1/12) _(5/6) ( 12]
.26 75
400 Z[l+table([meszc=5—1])j / [table([

1 =(t - piecewise(t =1,100,7#%0,0)),
2 =(t - piecewise(? =180, 100,z % 0,0)),
3 =(t - piecewise(? =1, 100, = 180, 100, 0)),

! integerj, 100, OD,

_ . . 1
5= [t - p1ecew1se(type(30t 30

4= (¢ - piecewise(s = 180, 100, £ = 360, 100, 0))

+T

) (1 +min(ﬂoor(t - 8) i, L
(1/12) _(5/6

+ 2 table([mesic = 5

(1/12) _(5/6

— 2 table([mesic = 5

(1/12) _(5/6)

— table([mesic = 5

=400 [1 + table([mesic =

+ [1 + table([mesic = 5

+ (1 + table([mesic = 5

T
)

)

)

1)t

1) e

-1t min(ﬂoo{t ; 8] +1, T: T)J]

5

(1/12) _(5/6)
26 5
— - 1])]

(1/12) _(5/6)
26 5
— " l])j

(z)
(1/12) _(5/6) 12

R

(5/6)

(3/4)



(2/3)

(112) _(5/6)
+ [1 + table([mesic = S-S 1]))

(1/12) 5(5/6) (712)

+ (1 + table([mesic = —5 - 1]))
(1/12) _(5/6)

+ Ml + table([mesic = % -1])

(112) _(5/6) (512)
+| 1 + table([mesic = S-S 1]

(112) _(5/6) (173)
+| 1 + table([mesic = B S 1])

(1/12) 5(5/6) (1/4)
+| 1 + table([mesic = —5 - 1])

(1/12) £ (5/6) (176)
+| 1 + table([mesic = S-S 1])

(1/12) _(5/6) (1112)
+| 1 + table([mesic = 5 1) +1 / (table([

1 =(t - piecewise(? =1, 100,7#0,0)),
2 =(t — piecewise(? =180, 100, % 0,0)),
3=(t - piecewise(? =1, 100, =180, 100, 0)),

. . 1 1 .
5= (t - p1ecew1se(type(30t 30 mtegerj, 100, OD,
4 =(t - piecewise(t =180, 100, =360, 100, 0))

])(1 +min(ﬂoor(t;£)+l, T:TD (2

(1/12) _(5/6)

+ 2 table([mesic = 5 -1t
(1/12) 5(5/6)
— 2 table([mesic = 5 -1])e
(1/12) _(5/6)
- +
— table([mesic = 65 Dt min(ﬂoo{t 8] +1, r+1 )]]
5 T T
> simplify(subs(min(trunc((t-epsilon)/tau), T/tau)=K, Vzorecek-
Vzorecek?2));

0

> W:=(Tau,Epsilon,Xi,Z,TT,cas)->
[evalf(subs(tau=Tau,epsilon=Epsilon,xi=Xi,z=Z,T=TT, t=cas,Vzorecek



)),evalf(subs(tau=Tau,epsilon=Epsilon,xi=Xi,z=Z,T=T T,t=cas,Vzorec
ek2)),

evalf(subs(tau=Tau,epsilon=Epsilon,xi=Xi,z=Z, T=TT,t =cas,hodnota(0
),

evalf(subs(tau=Tau,epsilon=Epsilon,xi=Xi,z=Z, T=TT,t =cas,hodnota(p
ocet-1))),

evalf(subs(tau=Tau,epsilon=Epsilon,xi=Xi,z=Z,T=TT,t =cas,pocet))

I;
W =(T,E, =, Z,TT,cas) - |

evalfisubs(1=T,e=E &==,2=2,T=TT, t = cas, Vzorecek)),
evalflsubs(T1=T,e=E &==,2=2,T=TT, t = cas, Vzorecek2)),
evalf{subs(1=T,e=E {==,2=2,T=TT, t = cas, hodnota(0))),
evalf{

subs(1=T,e=E ,{==,2=2 T=TT,t = cas, hodnota(pocet — 1))),
evalflsubs(1=T,e=E &==,2=2,T=TT, t = cas, pocet))]

>W(1,0,1,5,10,1);
Error, (in W) invalid substitution in proc

> psi:=(Tau,Epsilon,Xi,Z,TT,cas)-

>subs(tau=Tau,epsilon=Epsilon,xi=Xi,z=Z,T=TT,t=cas, op(2,Vzorecek)
);

psi2:=(Tau,Epsilon,Xi,Z,TT,cas)-
>subs(tau=Tau,epsilon=Epsilon,xi=Xi,z=Z,T=TT,t=cas, Vzorecek?2);

Y:=(T,E,=,Z TT, cas) -
subs(t=T,e=E§==,2=2,T=TT, t = cas, op(2, Vzorecek))

W2 =(T,E =,2,TT, cas) —
subs(t=T,e=E ==,z2=27, T=TT,t =cas, Vzorecek2)

> evalf(psi(1,0,1,5,2,1));
evalf(psi2(1,0,1,5,2,1));
Error, (in psi) invalid substitution in proc

Error, (in psi2) invalid substitution in proc

>

>

Na zacatku roku zac¢nete spofit, ukladate na zacatku kazdého mésice 114,7 oobold, a na konci
kazdého roku platite daf 1/15 z aroki. érokova mira je 1/50 p. m. a dal z trokt 1/15 se pogita
ro¢né. Kolik naspoftite za 11 let? (jake bude stav uctu na konci 11 roku, kdy uz nic neukladate).
iieSeni

> restalrt;

z:=114.7;xi:=1/50:;delta:=1/15;

z:=114.7



Zarok
>

12
XxXx == 12.2+HZ z(1 +E)t] - 122] (1-9)
t=1
xxx :=1556.285091
Za 1l let

10
> Y xxx (1+&(1-8))
1=0

(12 1)

65684.65681

Vnitini mira vénosu (internal rate of return)

Dan si koupil auto na leasing, ma zaplatit zbyléch130 000 K¢ z ceny 36 mési¢nimi splatkami po
4592,5K¢. Peripetie zivota jej donutili splacet leasing z uspor. Na jaké urok by musel mit penize
uloZeny, aby jej toto splaceni vyslo levnéji, nez kdyby hned zaplatil celou ¢astku 130 000?
iieSeni

> restalrt;

tiesime rovnici 36 s neznamou & . & je v tomto piipadé mésiéni urokovéa mira.

>
35

ree:= Y 4592.5(1+&) =130000(1 +&)*
i=0
ree :=4592.5000008 + 9185. +4592.500000( 1. + &)?
+4592.500000( 1. + &)* +4592.500000( 1. + £)*
+4592.500000( 1. + &)° + 4592.500000( 1. + & )°

+4592.500000( 1. + £)7 +4592.500000( 1. + £ )
+4592.500000( 1. + £)° +4592.500000( 1. + £)!°

+4592.500000( 1. + &)!'" +4592.500000( 1. + &)
+4592.500000( 1. + )3 +4592.500000( 1. + &)

+4592.500000( 1. + &) +4592.500000( 1. + &)'°
+4592.500000( 1. + &)'7 +4592.500000( 1. + &)"8

+4592.500000( 1. + &)'? +4592.500000( 1. + &)*
+4592.500000( 1. + &)?! +4592.500000( 1. + & )*
+4592.500000( 1. + &)* +4592.500000( 1. + &)**



+4592.500000( 1. + &) +4592.500000( 1. + &)
+4592.500000( 1. + &)?7 +4592.500000( 1. + &)*8
+4592.500000( 1. + &) +4592.500000( 1. + £ )*

+4592.500000( 1. + &)3! +4592.500000( 1. + & )*?
+4592.500000( 1. + &) +4592.500000( 1. + &)**

+4592.500000( 1. + &)** = 130000( 1 +&)*°

Tuton rovnici musime fesit numericky. Maple ma pvestavénou funkci fsolve:

> xxx:=fsolve(rce,xi);
xxx :=-1.98039032Q -1.689848827 -0.7172519782 0.01361969788

Dostali jsme dvé fesni, nas zajima pouze to nezdporné. Mésicni trokovou miru musime
prepocitat na rocni:

> "Splaceni se vyplati p Firo &nidrokové mi  fev &tSinez’,
(L+xxx[2])"12-1;

Splaceni se vyplati poi roeni urokové mioe vitsi nez, -0.9883842525

Tuto rovnici miizeme piepsat pomoci vzorce pro soucet geometrické fady do tvaru:
> rce2:=4592.5*(1-(1+xi)*36)/(1-(1+xi))=rhs(rce);

—(1+E)3%
_4592.5(1 E(1 &)™) = 130000(1 +£)*

a fesit ji pfimo. Rozkladem na soucin ziskame piehled o kofenech:
> rce3:=factor((Ihs(rce2)-rhs(rce2)))=0;
rce3 :==130000.(& +0.7495706161) (& —0.01361969789

(82 +6.1050372228 +9.444786222)
(&2 + 54663786748 + 8.428340035)

(€2 + 4.4202037008 + 6.695723518)
(82 +3.392233774€ +5.015138376) (&2 + 1.458987630¢ + 0.6064126075)

(&% +3.243104102€ +3.395066664) (& +1.330045907€ + 1.761687279)
(&% +2.5193511608 + 3.708194046) (&2 +1.267204797¢ + 0.6321880474)

(82 +1.8106347088 +2.598198188) (82 +1.0299574548 + 1.182121207)

(& +0.8838996406¢ +0.6226156795) (&2 +0.26212627828 +0.1378338614)

(& +0.85035540008 +0.7877654330) (&% +0.1384971901E + 0.04200900659 =0
(82 +0.62677482148 +0.4748264091)

(82 +0.4239296978 +0.2827919913)

rece2 ;=

Jeding kladné kofen je mésicni urokova mira
> solve({rce3,xi>0});
{€£=0.01361969788}

stejna jakou jsme dostali pti pfedchozim postupu.
>



Tato urokova mira je vnitini mirou vénosu toku penéz (Cash flow), -130 000, 4592.5, 4592.5, . .
.,4592.5.

Nyni predpokladejme, ze by chtél Dan radéji zaplatit poslednich 13 splatek najednou. Chtél by
ov8em zaplatit méné, nez 13 4592.5 K¢, protze penize zaplati hned. Predstavuje si, Ze zaplatit
hned na za¢atku 130000 je ekvivalentni tomu, zapaltit 36 splatek po 13 4592.5 K¢&. Co je v tomto
smzslu ekvivalentni zapklaceni 13 splatek? Pokud by poptavka po penézich leasingové
spolecnosti prevySovala nabidku, tedy pokud by vSechny penize, které dostane mohla ihned zase
investovat za stejnéch podminek (tedy pii stejném uroku), mizeme otazku formulovat takto: pti
jak vysoké splatce (jedinné namisto 13) by byl zisk leasingové spole¢nosti zachovan?
(Manipulacni naklady zanedbavame)

iieSeni

> restart; Znovu vypocitdme vnitini miru vénosu, tedy tirokovou miru s jakou mé
leasingova spolecnost zisk ze svéch penéz:

36 + (i)
S 45925(110 3)
i=1

> Xi:=fsolve(rce,xi=0.013..0.014); s touto urokouvou mirou diskontujeme

hodnotu 13 splatek. Dostaneme:
>

= 130000

13 (=)
_ 45925(1 +
& ===, spravedliv cena je, z (1+8)

i=0 10
>
=:=0.01361969788
&:=0.01361969788
spravedliv cena je, 58970.52311
>
Jednoznacnost

Uvazujme kapitalové tok (cash flow)
> CF:=[-1000,3600,-4310,1716];
CF:=[-1000, 3600, -4310, 1716]

> PV:=sum(CF[i]*(1+xi)*(-i),i=1..4);
PV:=4.367749322

> solve(PV);
>
>

Spekulac¢ni poptavka po penézich (priklad)

Jedne ze tii klasickéch motivli poptavky po penézich podle Johna Maynarda Keynese je
spekulacni motiv. Keynes se zabéval otazkou, pro¢ subekty drzi (poptavaji) vétsi mnozstvi pencz,



nez je objem penéz poptavané z transakéniho a opatrnostniho motivu. Soudil, Ze tyto penize
jsou drzeny v disledku nejistoty o pohybu budoucich urokovéch sazeb a v diisledku vztahu mezi
urokovou sazbou a trznimi cenami obligaci. Disledkem rastu urokoveéch sazeb jsou kapitalové
ztraty z drzeni obligaci.

Uvazujme perpetuitu, tj obligaci, ktera neni nikdy dospéla (zrald) --- jeji jistina nebude nikdy
splacena ale pfinasi svému drziteli pevnou ro¢ni kupnovou platbu. Nechs je investorem koupena
tato obligace za trzni cenu 1000K¢, a nechs jsou vénosy z kup ™ni 100K ¢ rocné. Jakou hodnotu
ma tato obligace pokud bézna trzni urokova sazba klesla na polovinu?

iieSeni

> restart; Drzeni obligace odpovida véénému dichodu o pravidelnéch véplatach 100K¢
ro¢né pii ulozeném kapitalu 1000K¢. Roc¢ni urokova mira, odpovidajici roénimu uroku 100K¢ z
1000K¢ v okamziku, kdy investor obligaci koupil je

> Xi[0]:=solve(1000*xi=100);

Eo 32@
nynyni je ale irokova mira polovicni
> xi[1]:=xi[0]/2;

1

& =50
a pii ni je hodnota obligace
> Z:=solve(z*xi[1]=100);

Z :=2000

Tedy kapitalove zisk je 1000K¢

Dva priklady --- opakovani

Jaka je mira inflace za tfeti mésic, kdyz

* zarok je mira inflace 0.05 a za kazd¢ mésic byla stejnd jako kazdé jin¢ mésic.
* zaprvni mésic byla 0.01, za druh€ mésic byla 0.02 a za 1. ¢tvrtleti byla 0.06.
* Zarok je mira inflace 0.1,

e za4. Ctvrtleti je mira inflace 0.02,

e za 3. Ctvrtleti je mira inflace 0.03,

* za?2. ctvrtleti je mira inflace 0.02,

e zal.mésic je 0.003,

* za druhé mésic je 0.004

Jak dlouho budete splacet mesi¢nimi polhutnimi splatkami dluh 10 000 splatkami 1000
* pfiurokové mite 0 p. m.,

* pfiurokové mife 0.05 p. m.

* pfiurokoveé mife 0.1 p. m.

Jaké by musely bét splatky, aby ve druhém ptipad¢ byla doba o mésic kratsi?



> pom:=Sum(1000*(1+xi)*(t-i),i=1..t)=simplify(sum(100 O*(1+xi)\(t-
),i=1..t));

pom = Z (1000(1 + E)(t_i)) =-
i=1
1 Y 1 ‘
1000(1 + table([0 =10 1 =20])] I ] -1
1+ table([O :E, 1 :i)])
table([0 - L 1 - L
apie [ - 10’ - 20])
> pom:=0op(2,pom)=10000*(1+xi)"t;
pom :=— ! !
1000| 1 + table([O =i, 1 =i]) ! -1
10 20 1+tb1(0—il—i)
able([0 =16 1 =54
table([0 -1 1 —i)
able([0 =76 1 =]
=10000(1 +&)’
> solve({pom,xi=.1});
Warning, solutions may have been lost
> simplify(sum(a*qhi,i=1..n));
(n+1)
_a(=q +q)
qg-1

10(1-1.1)*°
N (1-1.1)
1
0.100000000010°"7

Durace (duration) a konvexita (convexity)

BuO PV(CF, &) soucasna hodnota zavisla na toku penéz a irokové mife. Zkoumame relativni

zménu PV v zavislosti na zméné Grokové miry, tedy véraz

> restart;

with(linalg):

F:=(PV(CF xi+Delta[xi])-PV(CF xi))/PV(CF xi);

Warning, the protected names norm and trace have be en redefined and
unprotected



PV(CF, & +4,) - PV(CF, )
a PV(CF, )

> F:=unapply(F,Delta[xi]);
PV(CF, & +yl)-PV(CF, &)

F=yl > PV(CF, §)

Véray rozvineme do taylorovy fady

> Taylor[f]:=taylor(F(Delta),Delta);

D,(PV)(CF, &) L D, ,(PV)(CF,¢)
PV(CF, ¢) 2 PV(CF§)

1D, ,(PVICEE) (1 Dy, ((PVNCEE)

6  PV(CF,¥) At PV(CE, §)
1 Dy, (PICEE)

120 PV(CF,§)

2

T aylorf =

AS +0(A%)

Véraz
> Duration:=op(1, Taylor[f]);
>
D,(PV)(CF, &)
PV(CF,¢)

Duration =

Je durace (v literatufe se tak nazévaji i rizné jiné¢ modifikace tohoto vérazu)
Duration=discount mean term of the cash flow=elasticity of the net present value
Je vyjadiena v jednotkach casu.
Véraz
> Convexity:=2*op(3, Taylor[f]);

D, ,(PV)(CF, §)

PV(CF, )

Convexity =

se nazéva konvexnost (konvexita?) konvexity of a cash flow. Je vyjadiena ve ctvercich jednotek
casu.
Uvazujme pét projekta:
> CF[1]:=(-1000,300,500,200,100);
CF[2]:=(-1000,47,47,47,1047);
CF[3]:=(-851.18586,281.0005,170.39716,300,200);
CF[4]:=(-600,-500,-300,400,500,600);
CF[5]:=(1200,-400,-300,-200,-400);
CF, :==-1000, 300, 500, 200, 100

CE, :=-1000, 47, 47, 47, 1047
CF, :=-851.18586 281.0003 170.39716 300, 200
CF, :=-600, -500, 300, 400, 500, 600

CF; = 1200, -400, -300, -200, -400



projekty 1,2,3,4 jsou prvniho druhu, projekt 5 je druhého druhu. Projekt 2 pi¢edstavuje kup nové
dluhopis. Soucasna hodnota zavisi na trokové mife:

> ==

forifrom1to5do

N[i]:=vectdim(convert([CF[i]],vector));

od;
N1 =5
N2 =5
N3 =5
N4 =6
N5 =5

> PV:=(i,xi)->sum(CF[i][[J*(L+xi)(1-j),j=1..N[i]);
N,
PV:=(i,€) - Y CF, (1+8)" "

j=t

>for k from 1to 5 do
Xi[K]:=fsolve(PV(k,xi)=0,xi=0.01..1);
plot(PV(k,xi),xi=0..0.05);
od;

El :=0.04706344221
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=,:=0.03338619090
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20
40
60
80
1004

>
print([Xi['i] $'1'=1..5]);
[0.047063442210.047000000000.047238744350.02082688008

0.0333861909(}

Tedy akceptujeme 1, 2., 3., 4., projekt je li & <=,
£ <0.02082688008

akceptujeme 1., 2., a 3., projekt je-li &v RealRange( =5 3,)
RealRange(0.02082688008 0.04700000000)

A akceptujrma pouze 5., je-li =, <¢



0.04723874435< &

Porovname nyni pouze 1. a 3. projekt.

> plot(PV(3,xi)-PV(1,xi),xi=0.01..0.03,title="rozdil PVY);

plot(PV(3,xi)-PV(1,xi),xi=0.0195..0.0205title="roz dil PV");
rozdil P%

0.05-
0.04-
0.03-
0.021

0.01-

Obpr 0014 00180020022 0026 003

%]



rozdil P4

0.000121
III.IIIIIIIII“I;
ae-uaé
59-055
49-055

2e-05

000195 00198 682 00202 00204

1
je zanedbatelné
> RozdilDuraci:=(diff(PV(3,xi),xi)/PV(3,xi)
diff(PV(1,xi),xi)/PV(1,xi))
,RozdilDuraci =
_ 281.0005 340.79432 900 800
(1+8)*  (1+&)° (1+&)* (1+¢&)y
851.18586+ 281.0005+ 170.397216+ 300 - 200 .
+& 1+  (1+8)° (1+9)
_ 300 1000 600 400
(1+8)° (1+&)° (1+&* (1+¢&)y
300 500 200 100

ST T ey Tarey ey

> plot(RozdilDuraci,xi=0.01..0.03);
>



0.3
0.21

0.1

020022 0026 0.03

x|

0012 0016

V bodé¢ 0.02 se ptiblizné€ rovnaji soucasné hodnoty i durace. Ale v okoli tohoto bodu je rozdil
konvexnosti:
> RozdilKonv:=(diff(PV(3,xi),xi,xi)/PV(3,xi)

;Zliff(PV(l,Xi,Xi),Xi)/PV(l,Xi))

562.0010+1022.38296 3600 + 4000

+
e (1+8°  (1+8)*  (1+&)° (1+&)°

RozdilKonv = 281.0005 _ 17039716 . 300 200
-851.18586+ + ot 3T z
1+8 (I+&)"  (1+&) (1+&)

~ 300 1000 600 400

(1+&) (1+8&) (1+&)* (1+8&)

10004 300 500 200 100

T (vey T (ee) (148
> plot(RozdilKonv,xi=0..0.03);



EBDé
EED%
EdDé
EEDE
2004
1804
1ED5
14Dé

1201
0 0005 001 005 002 0025 003
¥l
je v okoli bodu 0.02 kladné¢, proto dame piednost 3. projektu

Depozita denominovana v riiznéch ménach

Problém zmény kursi

Kurs jen-min-piao (juan) je 36:37 k rupii je. O¢ekavané kurs v nasledujicim obdobi je 34:39.
Jakou z téchto dvou mén je v€hodnéjsi podrzet. vyjadiete tuto véhodu kvantitativné.
> restart;

E[0]:=36/37;
E[1]:=34/39;
36
E0 =37
34
E1 =39

E, je hodnota rupie v jenech v ¢ase t. Hodnota jenu v rupiich je pfevracend hodnota E,

if E, <E then kurs rupie kles else kurs rupie stoup end if

kurs rupie kles



M¢éime zisk v této mife: podrzime-li rupie, nic neziskame, ani neztratime. Podrzime-li misto rupii
jeny, bude nas (relativni) zisk v rupiich roven:

x E rupij
> -
E,
702 x rupi;
629
xE,
X rupii investujeme, T rupii ziskdme zpatky. Mira zisku je
1
E
> -2
E,
B
629

Pokud bychom ctéli méftit zisk v jenech, zisk bychom pieskalovali tak, ze drzeni jenu by pro nas
znamenalo zisk 0 znamenalo by drZeni rupii ztratu, kterou vyc¢islime takto: pokudinvestujeme do
rupii x jend, budeme mit v nasledujicim obdobi uz jen

> xEO(_l)Eljen...

629 x jen...
702
a mira zisku by byla
> E[0]*(-1)*E[1]-1;
-73
702

Jak to, ze nam nevyslo Cislo s toutéz absolutni hodnotou, jako v ptedchozim piipadé? Protoze
jsme zvolili jinou (vétsi) jednotku (pfijit o jen je vEtsi ztratam nez prijit o rupii). Vhodné by tedy
bylo pro podobné vépoclty zvolit pevnou ménu,

Kurz mén (1) jen-min-piao (2) ngultrum (bhiitan) a (3) kyata (Barma) je k Danska koruné v Case

9
,t=1,2,3,4,5 roven K(i, 1) = + -

poradového ¢isla mény casu a ¢isla T s ¢islem devét déleno potadové ¢islo mény je cena v
danskéch korunach). Mate k dispozici 100 danskéch korun a ptesnou znalost vSech kurzt
pfedem. Smédovat mizete mény v aktualnich kurzech v ¢asech i=1,2,3,4,5 bez poplatkt. Jakou
nejvetsi castku mizete vyobchodovat ?

> restart;

kappa:=(i,t)->9/i+abs(sin(i*t*Pi/6));

> plot({kappa(1,t),kappa(2,t),kappa(3,t)},t=0..6,

color=[navy,blue,aquamarine]);

.(1tm . 9 . C e ",
s1n() (tj. soucet absolutni hodnoty sinu Sestiny soucinu

K:==(i,t) - ?+

(1.
sm(6ztnj



> kappa(1,1);

FeSeni

> PocetTitulu:=3;

Kapital[1]:=100;
Vynosnost:=(i,t)->kappa(i,t+1)/kappa(i,t);
Hodnota:=t->Sum(kappa(i)*Pocet][i],i=1..PocetTitulu)

PocetTitulu =3
Kapital =100

K(i,t+1)

Vynosnost :=(i,t) — W

PocetTitulu
Hodnota =t - z K(i) Pocet.
i=1 l

> Max:=t->max(Vynosnost(i,t) $i=1..PocetTitulu);
Max =t — max(Vynosnost(i,t)$ (i =1 .. PocetTitulu))



> Vyber:=proc(t)

global CisloTitulu;

="

#print(evalf(Vynosnost(i,t)) $i=1..PocetTitulu);
for i from 1 to PocetTitulu do

if Max(t)=Vynosnost(i,t)

then CisloTitulu:=i;

#print("nejv étSiv  &nosnost ma titul',i,"a

to’,evalf(Vynosnost(i,t)));

fi

od

end;
Warning, 'i" is implicitly declared local to proced ure "Vyber

Vyber :=proc () if Max(¢) = Vynosnost(i, t) then CisloTitulu =i end if
local i; end do

global CisloTitulu; end proc

e

="
for i to PocetTitulu do

>fortfrom 1to 6 do
="
Vyber(t); MAX:=evalf(Max(t));#print(MAX);
if MAX>1 then
for i from 1 to PocetTitulu do

Pocet][i]:=0;

od:
Pocet[CisloTitulu]:=Kapital[t]/kappa(CisloTitulu,t) ;
Kapital[t+1]:=Pocet[CisloTitulu]*kappa(CisloTitulu, t+1);
print('v &ase ,t, " kupuiji 7, evalf(Pocet[CisloTitulu]),

" jednotek m ény &islo ", CisloTitulu, v &ase’, t+1, "budu mit
kapital velikosti', evalf(Kapital[t+1]), p avodni m é&ny’);
else
Kapital[t+1]:=Kapital[t];
print(MAX,evalf(Vynosnost(i,t)) $i=1..PocetTitulu,” Vv
&ase’,t, nechavam penize v p avodnim é&né,v ¢&ase, t+1, "budu mit
kapital velikosti', evalf(Kapital[t+1]), p avodni m é&ny’)
fi
od:

vease, 1, kupuji , 10.52631579 jednotek miny éislo , 1, v ease, 2,
budu mit kapital velikosti, 103.852899(Q puvodni miny

vease, 2, kupuji ,34.6176330Q jednotek miny éislo , 3, v ease, 3,
budu mit kapital velikosti, 138.470532Q puvodni miny

vease , 3, kupuji ,30.77122933 jednotek miny éislo , 2, v éase, 4,
budu mit kapital velikosti, 165.1191983 puvodni miny



vease ,4, kupuji , 55.0397327q jednotek miny éislo , 3, v ease, 5,
budu mit kapital velikosti, 220.158931Q puvodni miny

0.94736842110.9473684211 0.8386095224 0.7500000002 V éase, 5,
nechavam penize v puvodni mini, v ease, 6, budu mit kapital velikosti,
220.158931Q puvodni miny

v ease , 6, kupuji , 73.38631033 jednotek miny éislo , 3, v ease, 7,
budu mit kapital velikosti, 293.5452415 puvodni miny

>
>

Podminka nekryté urokové parity (uncovered interest parity condition),
mezinarodni urokova arbitraz
Uvazujme dvé mény, tieba CZK a USD, jejich kurzy v Case 0 a (skuite¢né) a v Case 1
(ptedpokladang) E(0) a E(1) (tj. E(i) je cena dolaru v korunach v ¢ase i)dvé Grokové sazby
S @ Sysp -
Pokud investujeme v €ase 0 koruny (o objemu x CZK) do dolarovéch depozit, bude nas zisk v
case 1 roven
> restart;
>

Vynos  =x E(O)(_l) (1+&,,) E(1)—x

x(1+8,)E(1)
E(0) -

Vynos, ¢ = X

Pfi jaké urokové mife &, by tento v&nos byl stejng, jako vénos z —eskéch depozit?
> Vynos[CZ]:=x*xi[CZK];

VynosCZ =X ECZK

> rce :=Vynos o= Vynos .,

x(1+E, ) E(1)
— X=X

rce ;= E(O) Cc7K

> xxX:=solve(rce,xi[CZK]);
>
E(1) +E(1) &, —E(0)
E(0)

XXX =

Upravime. Oznac¢me ocekavanou miru depreciace koruny proti dolaru Q:
> Q:=(E(1)-E(0))/E(0);
xxx2:=sort(expand(xxx/Q),xi[USD]);

_ E(1)~E(0)
)



1
xxx2 := H )EUSD + E(1) - E(0)

E(1)-E(0)  E(1)-E(0) E(1)-E(0)

> PodmRovnovahy:=xi[CZK]=sort(
(simplify((op(1,xxx2)-xi[lUSD])*Q)+xi[USD]*Q)+
simplify(op(2,xxx2)*Q+0op(3,xxx2)*Q)
XI[USD]);

_s , (B =EON &, —B(1) +E(0)
czk ~ Susp E(0) E(0)

PodmRovnovahy =¢

Véraz
> op(2,0p(2,PodmRovnovahy));
(BE(1) - E(0)) &,
E(0)

je velmi mal¢ (pokud je &, imira ofekdvané depreciace mald, nebos jej jejich soucinem).
Miizeeme shrnout: v rovnovazném stavu je rozdil urokovéch mér roven zurocené ocekavane
mife depreciace:

> lhs(PodmRovnovahy)=op(1,rhs(PodmRovnovahy))+

factor(

simplify(op(2,rhs(PodmRovnovahy))+op(3,rhs(PodmRovn ovahy)))

| (1+8&,,) (<E(1) +E(0))
Seax = Eusp ™ E(0)

>

Citlivost sporeni na urokovu miru

Present value
> Z:=simplify(sum(z*(1+xi)*(-t),t=0..T));

> Fi=xi-> z*(-(1/(1+xi))NT+1+xi)/xi;
xxx:=normal((F(xi+delta)-F(xi))/F(xi));
yyy:=simplify(taylor(xxx,delta=0,2));
zzz:=expand(simplify(numer(op(1,yyy))/(1+xi)"T)/
simplify(denom(op(1,yyy))/(1+x)"T));



F=E Z(_[l’l“E)TJrHE]

&

k] el

(E+5)[—[1iaj +1+§]
T

T

:_E(lizj T+[1i7§) J{Iiz) E_I_Ea'>+0(62)
E[‘(lig] +1+E](1+z)
e G

) +1+ ](1+E) E[— +Ej +1+Ej(1+é)
|

1

+ | —
™
L/

T

1
T
+l+E](1+E) EL_[I-}-E) +1+E](1+E)

)
)

> G:=unapply(xxx,delta,xi, T);
T T r

G:=(8&7T) - _E(Hé”Sj +(141r§j E+(1i5j 5-3

(E+5)[—(11§]T+1+§)

-0.08264396069

> plot(G(delta,0.03,144),delta=0..0.02);
plot(G(0.01,xi,144),xi=0..0.5);
plot(G(0.1*xi,xi,144),xi=0..0.75);
plot(G(0.01,0.05,T),T=0..150);

>G(0.01,0.1,144);
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>
Future value
Citlivost nasporene castky
> Z:=simplify(sum(z*(1+xi)"t,t=0..T));
PREIGE: E)E(

T+1
'

)

> Fi=xi->z*((1+xi)N(T+1)-1)/xi;
(T+1)
-1

z((1+¢)
3

F::E—> )

> xxx:=normal((F(xi+delta)-F(xi))/F(xi));



(T+1) (T+ 1)

£(1+8+8)" "+ 1+8) " g+ (148) -3

XXX ==
(T+1) _
1)

(E+0)((1+8)

> #readlib(coeftayl):
Diff(F,delta)=simplify(diff(xxx,delta));
yyy:=simplify(taylor(xxx,delta=0,2));

0, _EEUHEFR) TH(1+E+3) TE+1-(1+§+5)")
05 (E+8) (1+8) +(1+5)TE-1)

U+ ET=(148) 1 5 o)

E(1+8) +(1+8) &~ 1)

> expand(op(1,yyy));

1+ (1+8)
(+E) +(1+E) E-1 E((L+E) +(1+E)E-1)
1
(e 1+ E-1)

> zzz:=expand(simplify(numer(op(1,yyy))/(1+x)"T)/
simplify(denom(op(1,yyy))/(1+xi)T));
T 1

vy =

zzzZ = 1 - 1 + 1
1+E - . z[1+a— J a[1+z— T}(Ha)T

(1+8&) (1+8) (1+8)
> 0=
xxxx:=sum(simplify(op(i,zzz)),i=1..nops(zzz));
subs(g=1+xi,

g T*simplify(subs(1+xi=q,
op(1,xxxx)+op(2,xxxx))/g"T)
)+sum(op(i,xxxx),i=3..n0pPS(XxxX));

1
— _ Tel4d
o = (1+8) ET = (1+8) MRRE: e (148 E-1

1
(1+8)T+(1+8)"g-1

(+8) ET-1)+ 145+

> G:=unapply(xxx,xi,T);
Goe 1) . - S(1+Ex3)

(1+7) (1+ T)E+(1+E)(l T) -5

(1+7) _
1)

+(1+¢)
(§+d)((1+8)
> [(G(j/100,i)) $i=1..3] $j=1..4;
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> subs(delta=0.01,(G(0.5,144)));

390625| - (

1.569358012
> plot(G(0.05,144),delta=0..0.03);

35
30
26
20
15
10
5:

0" '0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
delta

> plot(subs(delta=0.001,G(xi,144)),xi=0..0.01);

plot(subs(delta=0.001,G(xi,144)),xi=0..1.0);

plot(subs(delta=0.01,G(xi,144)),xi=0..1.0);
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¥l
> plot(subs(delta=0.01,G(0.03,T)),T=1..210);

41
3
21
1
0 a0 1|j$ 150 200
> normal((taylor(xxx,delta,2)));
(T+1) _ (T+1)
(+8) ET-(+8 +1+E 5 o)
(1+)E(1+8) " '-1)
>
>



