7 Exaktni a superlativni indexni €isla

V této posledni kapitole, kterd se vénuje teoretickym otdzkam souvisejicim s problematikou
indexnich cisel, pfiblizime stru¢n¢ vyznam dvou pojm, které hraji vyznamnou tlohu v radmci

pojednavajici o mikroekonomickém pfistupu k teorii indexnich ¢isel a — na rozdil od kapitol
2-4 — jsou tésné propojena s pojmy uplatiiujicimi se ve dvou jinych oblastech matematické
ekonomie: v teorii spotiebitelské poptavky a v teorii produkce.

Podotknéme v uvodu, Ze exaktni ani superlativni indexni ¢isla neptedstavuji ,,dalsi* navrhy
moznych a ucelnych tvarti indexnich ¢isel. Vyznam téchto ptivlastkd souvisi spise s urcitymi
vlastnostmi nékterych diive uvedenych dilezitych indexnich ¢isel. Jak ukazeme, nékterad
z nich jsou vice, jinda mén¢ vhodna pro vystizeni vyvoje souhrnné cenové nebo mnozstevni
zmény, pokud se spotiebitel (nebo okruh spottebitelll) ve svém chovani presné fidi
(obvyklymi) preferenénimi zékonitostmi, ¢imz je miné€no to, Ze jeho (jejich) preferencni
uvazovani lze presné popsat konkrétnim tvarem uzitkové funkce.

7.1 Exaktni indexni ¢isla

V navaznosti na vyklad v kapitole 5, ktery byl — téZ z dvodu navaznosti na historicky
kontext - veden v prostiedi teorie spotiebitelské poptavky, se pfidrzime tohoto prostfedi i
v této kapitole. Poznamenejme, Ze by mohl byt srovnateln¢ dobfe veden téZ v kontextu pojmi
teorie produkce'. Znamenalo by to pouze zaménit trojici funkci: (primd) uzZitkova, nepiima
uzitkova a vydajova funkce za ekvivalentni trojici: (pFima) produkcni, neprima produkcni a
nakladova funkce.

Definice 7.1 Vydajova funkce (expenditure function) E(°u, p), jejimiz argumenty jsou °u
— urcitd konkrétni urovenl uzitku a p cenovy vektor, je N +1 argumentni funkce definovana
vztahem:

(7.1) E("u, p) = Min{p.g; u(q)=" u},

kde ¢=(q,.9,,--.qy) Jje¢ komoditni vektor a u(q)je uzitkova funkce s pfislusnymi
vlastnostmi.

Jak patrno, vydajova funkce reprezentuje minimalni hodnotu vydaji vynalozenych na nékup
komodit, s nimiz 1ze dosahnout (pfi optimalnim sloZeni nakupu) hodnotu uzitku u .

Tvrzeni 7.1 Vydajova funkce E (Ou, p) prislusna k uzitkové funkei u(q) ma tyto vlastnosti:

(V1) E (Ou, p) je realna koneéna a nezaporna funkce, pticemz £ (Ou,p) >0 pro libovolné “u .

(V2) E (Ou, p) je rostouci a spojita v u pro jakykoliv cenovy vektor p >0.

(V3) E (Ou, p) je neklesajici v p a rostouci asponi v jedné z cen p, pro libovolnou Groven
uzitku “u.

(V4) E (Ou, p) je linearn& homogenni v p, pro libovolnou troven uzitku “u .

(VS5) E (Ou, p) je konkéavni v cenach p, pro libovolnou troven uzitku u.

' Rada soudobych autort pfistupuje k vykladu problematiky teorie produkce a teorii spotrebitelské poptavky
v podstaté rovnocenné (s malym ddrazem na rozliSovani ordinalniho vs. kardinalniho pojeti prezentace obou
téchto oblasti mikroekonomické teorie). Tak se napf. pro souhrnné vyjadfeni uzitkové/produkéni funkce uziva
pojem ,agregatorova funkce®, podobné se ztotoznuji (nehledé na urcité odliSné vlastnosti) vydajova a nakladova
funkce, resp. nepfima uzitkova a nepfima produkéni funkce.
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Dtikaz tvrzeni vynechavame; bude uveden v pfipravovaném ucebnim textu pojednavajicim
o teoril uzitku.

Poznamka 7.1 Casto se setkdvame s takovou vydajovou funkci, u které je pevné zvolena
hladina uzitku a kterd mé za argumenty pouze prvky cenového vektoru p = ( DisDoseeeeees Dy )

Nejcast&ji je volba provedena tak, ze ‘u =1. Pak se vydajova funkce nazyva jednotkovd
vydajova funkce. Budeme ji znacit E *(p).

Jednotkova vydajova funkce si zachovava vsechny vlastnosti vydajové funkce (7.1), které
jsou vztazeny k argumentiim, jimiz jsou ceny kupovanych komodit p,, p,,..., py -

Definice 7.2 Cenové indexni Cislo PmEX , které miize byt predstavovano kterymkoliv z typt

uvedenych v kapitole 2 nazveme exaktni vzhledem k vydajové funkci E(°u, p), jestlize ho
muzeme zapsat jako

(7.2) p Y = E(ju,p(l))
E("u, p(0))

pro n&jakou pevnou hladinu uzitku “u.

Jinymi slovy, B,*" je exaktni vzhledem k vydajové funkci E(°u, p), jestlize se P,”* rovna

relevantnimu ekonomickému indexnimu Cislu za ptredpokladu, ze spotiebitel (okruh
spotiebitelll) optimalizuje své chovani, je-li toto chovani vyjadieno uzitkovou funkei u(q) .

Definice 7.3 Kvantové indexni ¢islo QOIEX , které mize byt predstavovano kterymkoliv z typt
uvedenych v kapitole 2 nazveme exaktni vzhledem k uZitkové funkci u(q), jestlize ho
mizeme zapsat jako

(7-3) Q01 _u(O) >

tzn. je definovano jako podil dvou hodnot (téZe) uzitkové funkce, z nichz u(l) predstavuje
hodnotu uzitkové funkce v béZném a u(0) hodnotu uzitkové funkce v zdkladnim obdobi.

Pojem exaktni indexni ¢islo tedy propojuje urcity specificky tvar cenového nebo kvantového
indexniho ¢isla surcitym (linedrnim ale zpravidla nelinedrnim) funkénim typem piimé
uzitkové, neptimé uzitkové nebo vydajové funkce. Piesnéji a obsirnéji feceno to znamena, ze
pokud se chovani spotiebitele fidi nékterou (ze znamych a teoreticky prozkoumanych )
preferen¢nich struktur, kterd je popsana trojici téchto ekonomickych funkcnich typtl, vede
konstrukce cenového/kvantového indexniho ¢isla vytvofend na zakladé defini¢nich vztaht
(7.2), (7.3) respektujicich zékonitosti chovani spotiebitele (ktery minimalizuje své vydaje ve
vztahu k cenovym zménam mezi zdkladnim a béznym obdobim pfislusSnymi zménami
v nakupech komodit) k ur¢itému ptfesné¢ danému typu indexniho cisla.

Vsimnéme si, Zze jednou z moznosti, jak naplnit vyjadieni pravé strany vyrazu (7.2), je
Korustv cenovy index ve vztahu ke spotiebiteli, jehoz preferencni chovani se fidi uzitkovou
funkci u(q) pti respektovani exogenné (trhem) stanovenych cen p =(p,, p,,...px)

Pokud se nachdzime v situaci, ze bychom méli definovano napt. cenové exaktni indexni ¢islo

Py, , aniz bychom byli schopni matematicky pfesnym zptsobem definovat k nému pfislusné
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kvantové Q,,, nabizi se jeSt¢ jedna mozZnost, jak toto kvantové indexni Cislo definovat.

Pouzijeme k tomu piedpoklad o tom, Ze by tato dvojice méla spliiovat Fishertv test zdmeny
faktorti (F2) a definujeme nepfimo

Definice 7.4 Kvantové exaktni indexni ¢islo Q,, definované vztahem

> pi(hHg () Z_‘,pi(O)qi(O)

(7.4) 0, = !
P,

nazyvame implicitni kvantové exaktni indexni cislo piislusné k cenovému exaktnimu
. ’ v r » 2
indexnimu &islu £, .

7.2 Priklady exaktnich indexnich Cisel

Pokud za E(°u, p(1)) vezmeme uzitek ptislusejici zdkladnimu obdobi, pak lze defini¢ni vyraz
(7.2) — v notaci kapitoly 5 zapsat jako Konusovo-Laspeyresovo indexni ¢islo
x _ M*(1,0)

(7.5A) P, V00

Pokud za E(°u, p(1)) vezmeme uzitek piislusejici zakladnimu obdobi, pak lze definiéni vyraz
(7.2) — v notaci kapitoly 5 zapsat jako Konusovo-Paascheho indexni ¢islo

KP __ M(lal)

(7.5B) P, e

V obou situacich se poc€ita s tim, ze raciondlné se chovajici spotiebitel ptizpisobi své chovani
zméndm cenovych pomért, tj. z p(0) v zdkladnim obdobi na p(1) v bézném obdobi v (7.5A)
resp. opacné v (7.5B) tim, Ze poptavku po komoditach orientuje smérem k nejlevnéjSimu
moznému nakupu pii zménénych cenach — tim je nadkup o velikosti M *(1,0) v prvém a nakup
o velikosti M *(0,1) ve druhém ptipadé.

Pocatky teorie exaktnich indexnich ¢isel souvisi s aplikacemi teorie kvadratickych aproximaci

v prostifedi indexnich ¢isel. Nejdiive bylo hleddno indexni Cislo, které by bylo exaktni
vzhledem ke kvadratické uzitkové funkci, a to jak v jejim obecném tvaru

(7.6) u(q)=a,+a.q+05q9.Aq ,

tak v zzené podobé predstavované ryze kvadratickou funkci
(7.6A) u(q)=0,5q.Aq .

V piipad¢ (7.6) jde o obecnou kvadratickou funkci skonstantou a,, vektorem

a= {ai} ;1 =12,..., N koeficientii linearni formy a symetrickou matici 4 = {a }; Lj=L..,N

ii
koeficientl kvadratické formy.

T.L.Bennet [1920] byl prvni, kdo se pokusil definovat vzorec indexniho ¢isla pouzitelny
k vyjadieni indexu skuteénych Zivotnich naklad®’, pokud pfijmeme hypotézu, Ze piisluina

2 K oznageni exaktnich indexnich &isel pouzivame symboliku Pome? jinak neni zadné ustalené znaceni

obecné pfijato.
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uzitkova funkce u(q)je obecné kvadraticka funkce (7.6). A. S. Bowley nasledné navazal na
Bennetliv pfistup a ptedlozil vlastni aproximaci navrZzené formule shodnou s plvodni do
druhého tadu vcetné. R. Frisch [1936] podrobil Bowleyho formuli kritice a vyvinul
alternativni, kterou pojmenoval ,,dvojitd vydajovd metoda“. Pozdéji vSak A.Wald [1939] a
B.M.Balk [1981] poukazali na to, ze Frischova formule neni exaktni ve vztahu k obecné
kvadratické uzitkové funkci (7.6). Navazné na to Frisch korektné prokazal, Ze jim uvedeny
vzorec sice selhava ve vztahu k obecnému tvaru (7.6), ale pln¢ obstoji, pokud jej vztahneme

k ryze kvadratické funkci (7.6A), pfi kterézto situaci je roven Fisherovu indexnimu cislu
F

P, .

Jiny piiklad exaktniho ¢isla vzhledem k obecné kvadratické funkci (7.6) podal A.Wald
[1939]. Jim nalezeny vzorec, ktery je skutecné exaktni pro obecnou kvadratickou funkci, je
vSak bohuZzel zna¢né¢ komplikovany, takze ho neuvadime. Navic, aby mohl byt prakticky
vyuZit, potfebovali bychom informaci o velikostech ptijmovych pruznosti vS§ech komodit, tj.
znalost dg, /OM ,i =1,2,...,N.

Pokud pfijmeme vcelku obvykly ptfedpoklad o homotetické struktuie spotiebitelskych
preferenci *, vyplyvaji z n&j restrikce na nulové hodnoty konstanty a linearnich &lent v (7.6),
t]. a, =0 a @ =0, tj. madme co Cinit s tvarem (7.6A). Pfi téchto omezenich jsou vSak vSechny
pfijmové pruznosti poptavek spotiebitele rovny 1, coZ je z ekonomického hlediska tézko
udrzitelny predpoklad.

V tomto piipadé Waldem odvozeny vyraz pro indexni Cislo ptechazi ve Fisherovo indexni
Cislo, které je exaktni pro ryze kvadratickou funkci (7.6A), coz by mj. podpofilo vysledek, ke
kterému doSel dfive Frisch. Zajimavé je, Ze vysledky, kterych dosahli Frisch a Wald ve
vztahu k exaktnim indexnim ¢islim, ziskali o desetileti diive Konus s Bjusgensem [1926].
Jejich fundamentélni piispévek vsak ztstal dost dlouho nezndm anglosaskym (rustinu
neznajicim) ekonomtim. Pfistup obou autort, jehoz zakladni vysledky byly uvedeny jiz
v kapitole 5, vychazel vSak nikoliv z vydajové, ale z nepiimé uzitkové funkce.

Definice 7.5 Nepiima uzitkova funkce ptislusna k uzitkové funkci u(q) ma tyto vlastnosti:
Mame danu vydajovou funkci M =F (u, p) s cenovym vektorem p, hodnotou uzitku u
a soucasn¢ tim ur¢enu konkrétni velikost vydaji M . Potom funkci

(7.7) @(M,p) = Max[ u(q); p.q = M]
nazveme neprima uzitkova funkce (indirect utility function) ve vztahu k vydajové funkci

E (Ou, p). Argumenty této funkce je tedy cenovy vektor p a velikost nanejvys$ ptipustnych
vydaju, resp. ptijmu M spotiebitele pouZzitelnych na ndkup komodit v mnozstvich ¢ .

Tvrzeni 7.2 Nepiiméd uzitkovd funkce l//(M , p) ptislusna k vydajové funkci E (Ou, p)
s vlastnostmi (V1) - (V5) je charakterizovana témito vlastnostmi:

(W1) (,U(M , p) je realné konecnd a nezdporna funkce, pfi¢emz (,U(p,O) =0.

(W2) (,U(M , p) je rostouci a spojitd v M pro jakykoliv cenovy vektor p >0.

(W3) l//(M , p) je nerostouci v p (pro libovolnou pevnou hodnotu vydaji M ).

®Bennet, T.L.: The Theory of Measurement of Changes in Cost of Living. Journal of R.S.S 83, 455-462

* Znamena to predpokladat, ze uzitkova funkce je spojitou rostouci transformaci vychozi uzitkové funkce, ktera je
sama linearné homogenni, tzn. plati pro ni u(Ag) = A. u(q) pro libovolné A > 0.
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(W4) (,l/(M , p) je homogenni funkce stupné 0 soucasné v cenach p a vydajich M .
(W5) (,U(M , p) je konkavni funkce v p, pro jakoukoliv Groven vydaji M .
Dtlezitou tfidu mezi (pfimymi) uzitkovymi funkcemi u(q) hraji funkce, které jsou linearné
homogenni. V takovémto piipad¢ totiz plati, Ze nepiima uZzitkova funkce W(M,p) mize byt
vyjadifena podilem
M
E*(p)’
kde M je prijem/vydaj spotiebitele a £ * (p) je prislusna jednotkova vydajova funkce.

(7.8) Y(M,p) =

Koius s Bjusgensem uvazovali tfi pfipady linearné¢ homogennich uzitkovych funkci resp.
homotetickych funkci, kde ptislusna preferencni struktura byla definovana pomoci nepiimé
uzitkové funkce nebo vydajové funkce. Jejich zavéry uvaddime ve formé tii nasledujicich
tvrzeni:

Tvrzeni 7.3 Laspeyresiiv cenovy index (2.13) a Paascheho cenovy index (2.14) jsou exaktni
vzhledem k linearni jednotkové vydajové funkei tvaru

N
(7.9) E*(plspza---va):Z:Bipi >

i=1
pokud pfijmeme omezeni B, >0 pro i=12,..,N, nutnd mj. pro zajisténi kladné velikosti
vydaji, resp.

vzhledem k Leontiefové uzitkové funkei tvaru

— it 9 dn
(7.10) u(q,,q,sqy) =Min[— ;—; ...... -1,
v B b
ktera je s touto funkci konformni °.

Tvrzeni 7.4 Cenové indexni ¢islo tvaru obecného vazeného geometrického priméru (2.2) je
exaktni vzhledem ke Cobb-Douglasové jednotkové vydajové funkci tvaru

N
(711) E*(plapza"'apN):ﬁO'l—Ipiﬂi’
i=1

pokud plati 5, >0 a jsou-li parametry Cobb-Douglasovy funkce pfedstavovany vydajovymi
ucastmi ptislusné komodity, tj. jestlize
(g, (¢ _ J
B = M pro libovolné obdobi ¢ (a plati tedy z B =1).
> p, (g, @) =
j=l

Duikazy obou piedchozich tvrzeni Ize nalézt v praci Koius-Bjusgens [1926].

Dalsi okruh indexnich Cisel je exaktnich ve vztahu ke komplikovangj§im funkénim tvartim,
jez oplyvaji vétSim poctem parametrli — maximalné az poctem (N +1)(N +2)/2 parametra
pii N komoditich - které na jedné strané¢ umoziiuji velmi pruzné vystihnout chovani
libovolné dvakrat spojité diferencovatelné uzitkové nebo vydajové funkce, na druhé strané

® Konformitou zde rozumime to, Ze k (pfimé) uzitkové funkci tvaru (7.10) pfislusi dle kritéria (7.1) pravé linearni
jednotkova vydajova funkce (7.9).
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vSak (diky velkému poctu parametrii) znesnadiiuji provedeni ekonometrické analyzy (tj.
odhad téchto parametrii z dostupnych statistickych dat). Tyto funk¢ni tvary, které se objevily
pocatkem 70. let 20.stoleti, obdrzely pojmenovani ,,flexibilni*.

Tvrzeni 7.5 Fisherovo indexni Cislo (2.17) je exaktni vzhledem k (linearn¢ homogenni)
odmocning uzitkové kvadratické funkce tvaru

N N 1/2
(7.12) U(GysGrsnqy) = (Zzag,—qiqj] :
i=1 j=1
kde 4 = {ay}N,-, j=1 je symetricka matice konstant. TakZe za predpokladu, Ze spotiebitel

*
maximalizuje sviij uzitek, mizeme spocist Q,," = wa®) aP = E2pM) , kde u(q(.)) je
u(q(0)) E*(p(0))

definovano (7.12) a E *(p(.)) je jednotkova vydajova funkce odpovidajici této uzitkové
funkci.

Je dulezité zminit, ze i1 kdyz uzitkova funkce tvaru (7.12) se symetrickou matici 4 zavisi
obecné na N.(N +1)/2 parametrech, neni nutné tyto parametry znat, abychom mohli

QOIF a POIF urCit. Dlkaz Ize opét nalézt v praci Konus-Bjusgens [1926].

Tvrzeni 7.6 Torngistovo cenové indexni Cislo (2.18) je exaktni vzhledem k TRANSLOG -
jednotkové vydajové funkei °, ktera mé tvar

N N N
(7.13) InE*(p,, pysees Py) = By +Z:Bi'lnpi +ZZ/8jk~lnpj-lnpk )

i=1 j=1 k=1

jestlize tato splituje podminky:
N

a) jedni¢kovym souctem normovanych koeficientd u linearnich clent: Z B =1,
i=1

b) symetrie koeficientll u matice definujici kvadratickou funkei: ,Bjk = IBk/ ; J,k=12,..,N,

c¢) nulovych  fadkovych  souctdl  matice  definujici  kvadratickou  formu

N
> B,=0,j=12.,N’
k=1

u(@) - E*(p()
u(q(0))  E*(p(0))
znali parametry TRANSLOG uzitkové funkce . Dtikaz lze nalézt v praci Diewert [1976].

Zde opét miizeme spocist hodnoty POlTa QOITneboli podily aniZ bychom

Tvrzeni 7.7 Walshovo indexni ¢islo (2.16) je exaktni vzhledem k zobecnéné Leontiefové
uzitkové funkci tvaru

® Funkg&ni tvar transcendentni logaritmické funkce (zkracené TRANSLOG) poprvé pouzili v kontextu uZitkové
funkce autofi Christensen R.L., Jérgenson D.W. a Lau L. v praci Transcendental Logarithmic Utility Functions
uvefejnéném v American Economic Review, Vol 65/1975 a titiz autofi o néco dfive v kontextu produkéni funkce
v €lanku Transcendental Logarithmic Production Frontiers publikovaném v Review of Economics and Statistics.
Vol 55/1973.

T Je proto vcelku opodstatnéné mluvit o POIT jako 0 TRANSLOG - cenovém indexu.
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N N
(7.14) (g, G50 x) =(ZZC,-M/C1_,- \/qkj,

j=1 k=1
pokud parametry této uZitkové funkce spliiuji podminky nezapornosti ¢, 20 a podminky
symetrie ¢, = ¢, pro J.k=12,..,N.

J

V tomto pfipad¢ ma ptislusné kvantové indexni ¢islo tvar

o - $of28] 5 0[] }

kde s,(0),s,(1) jsou vydajové ucasti i-t¢ komodity definované jako

Sf(O)ZM s.(h)=—2Dad

2.7,(0)g,(0) > p,(0g, ()

Toto tvrzeni je specidlnim piipadem obecnéjsi véty

Tvrzeni 7.8 Kvantové indexni ¢islo definované

-1/r

s arfgofss) | [l | e

a cenové indexni ¢islo implicitné definované podilem

N
> p:(Dg, ()
EX i=
P, = 1 ,

On™ (2 p,-(0>qf<0)j

jsou exaktni vzhledem k uZzitkové funkci tvaru obecné stfedni hodnoty fadu

1/r
N N
(7.16) u(‘]l:Qp---:QN):{chjkqj le/zJ >

Jj=1 k=1

pokud r 20 a C :{ c jk}N jk=1 je symetrickd matice konstant.
V (7.15) jsou s,(0),s,(1) opét vydajové Gcasti i-t¢ komodity uréené jako

Si(o):M si(l):M

2.7;(0)q,(0) >, (g, (1)

Pozndamka 7.2 Specialnimi piipady této obecné véty jsou jak Tvrzeni (7.5) ve vztahu
k Fisherovu indexnimu ¢islu (pro » = 2), tak Tvrzeni (7.7) ve vztahu k Walshovu indexnimu
¢islu (pro r =1).

Lawrence Lau poprvé v r.1974 pouzil ptivlastek ,flexibilni“ ve vztahu k N —argumentnim
funkénim tvartim, které (diky dostatecnému mnozstvi parametrii, kterymi disponuji) mohou
slouzit jako aproximace kterékoliv jiné¢ dvakrat spojit¢ diferencovatelné funkce tim
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zpusobem, ze vystihnou s libovolnou ptesnosti predepsané hodnoty gradientniho vektoru
(vektoru 1. parcialnich derivaci) a Hessovy matice (matice 2. parcialnich derivaci) libovolné
funkce s touto vlastnosti. Pomoci funkéni hodnoty, gradientniho vektoru a Hessovy matice 1ze
totiz vyjadiit témét vSechny ekonomické charakteristiky uzitkové nebo produkéni funkce
(poptavkové pruznosti, casti komodit na vydajich, mezni miru a pruznost substituce apod.) —
prislusné vztahy viz napt. [ **** 1.

V souvislosti s predchozim vykladem budeme funkce uvedené v pfedchozim textu a nazyvané

(7.12) — odmocnina kvadratické funkce — blize L.Lau [1974] ®

(7.13) — transcendentni logaritmickd funkce —blize Christensen, Jorgenson, Lau [1973] ’
(7.14) — zobecnénd Leontiefova funkce — viz blize E.Diewert [1971] '

(7.16) — obecnd stitedni hodnota r - tého Fddu — viz blize E.Diewert [1976] !

povazovat za ptiklady tzv. flexibilnich funk¢nich tvart. Tyto funk¢ni tvary hraji dilezitou
ulohu v definici tzv. superlativnich indexnich cisel, o kterych dale pojedname.

7.3 Superlativni indexni ¢isla

Piivodcem tohoto pojmenovani je E.Diewert, ktery pojem vztdhl k okolnosti, kdy exaktni
indexni Cislo spliiuje navic tu vlastnost, ze analyticky funk¢ni tvar, ke kterému je indexni
¢islo vazano (uzitkova nebo vydajova funkce) je dostatecné vérnou aproximaci jakékoliv jiné
dostate¢né hladké (uzitkové resp. vydajové) funkce tim, zZe s touto funkci ma shodné zakladni
funk¢ni charakteristiky ptfinejmensim do stupné shody druhych parcidlnich derivaci. Piesngji
to muzeme vyjadiit nasledujici definici:

Definice 7.6 Superlativni indexni islo P, resp. Q,, je takové (cenové resp. kvantové)

indexni C¢islo, které
(a) vyhovuje vlastnostem exaktniho indexniho ¢isla,

(b) je vztaZzeno k takovému tvaru (aspoil) dvakrat spojité diferencovatelné uzitkové nebo
vydajové funkce, ktery ma dostate¢ny pocet (volnych) parametri k tomu, aby jimi bylo
mozno aproximovat libovolnou dvakrat spojité diferencovatelnou uzitkovou nebo vydajovou
funkci. Touto aproximaci se rozumi, ze

- funk¢ni hodnota,
- gradientni vektor (vektor prvnich parcialnich derivaci),
- prvky (symetrické) Hessovy matice (matice druhych parcialnich derivaci)

mohou byt s libovolnou pfesnosti vystizeny vhodnou volbou parametrii uzitkové nebo
vydajové funkce, ke které je vztaZzeno dané superlativni indexni ¢islo. Tato aproximace se
vyhodnocuje v cenovych a kvantovych vektorech, pro néz plati p(0) = p(1) ¢(0)=g¢(1).

8 Lau, L.J.: Comments on application of duality theory. In: Intriligator M.D., Kandrick D.A.: Frontiers of

Quantitative Economics, Vol.ll. 1971. Amsterdam, North Holland ; pp.176-199.

® Christensen L..R., Jorgenson D.W., Lau L.J. : Transcendental Logarithmic Production Frontiers. Review of

Economics and Statistics 55/ 1973; pp.28-45.

' Diewert W.E. : An Application of the Shephard Duality Theorem : A Generalized Leontief Production Function.

Journal of Political Economy 79/1971; pp. 481-507.

" Diewert W.E. : Separability and a generalization of the Cobb-Douglas cost, production, and indirect utility
functions. Stanford University, Institute for Mathematical Studies in the Social Sciences 1973. TR No 86.
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Okruh superlativnich indexnich ¢isel je tedy urcitou podmnozinou exaktnich indexnich cisel,
jejiz ¢lenové navic splnuji dodatecnou diilezitou vlastnost, Ze jejich vyjadieni jako uzitkova
nebo jednotkova vydajova funkce je predstavovano nékterym flexibilnim funkénim tvarem.

S ohledem na skutecnosti uvedené v predchozim textu lze konstatovat, ze vlastnosti
superlativnich indexnich ¢isel maji:

. 7o roxr F
- Fisherovo cenové indexni ¢islo F,," ,
o . Lo 7o T
- Tornqgistovo cenové indexni Cislo Fy,",

Lo ’ rowr w
- Walshovo cenové indexni cenové ¢islo £,

Naproti tomu Laspeyresovo a Paascheho indexni ¢islo nepatii k superlativnim indexdm,
protoze funk¢ni tvar, vaci kterému jsou exaktni, neni flexibilni a nespliiuje vlastnost (b) v
Definici 7.6.

Superlativni indexni ¢isla maji pfitom jednu pozoruhodnou vlastnost, kterou ukazal E.
Diewert v [1978]:

V disledku pfijeti vlastnosti (b) v Definici 7.6 1ze ukazat, ze vSechna superlativni indexni
¢isla jsou hodnotami natolik blizk4, Ze maji tytéZ prvni a druhé parcidlni derivace vzhledem
ke vSem 4N argumentim p(0) , p(1) ,q(0) , q(1) , pokud tyto derivace vyhodnocujeme

v bodech, pro néz plati totoZznost cenovych a mnozstevnich vektorti: p(0) =p(1) , q(0) =q().

Tento teoreticky poznatek mé 1 prakticky vyznam: Vzijemné rozdily v hodnotach, které
poskytuji superlativni indexni €isla, nepfevySuji zpravidla 0,2%, pokud jsou tato indexni ¢isla
spoCtena u dat reprezentovanych casovymi fadami a 2%, pokud jsou naopak tato data
predstavovéna prufezovymi vzorky. Prvni empirické vyzkumy v tomto sméru piinesli jiz
[.Fisher [1922] a A.Ruggles [1967].

Diewert [1978] vSak rovnéz ukézal, Ze také Laspeyresiv a Paascheho cenové indexy
aproximuji superlativni indexni Cisla, avSak jen do ptesnosti (shody parcialnich derivaci) 1.
fadu vcetné€, pokud je vycislujeme v bodech, které¢ maji shodné cenové a mnozstevni slozky
v zékladnim a v béZzném obdobi. Z praktického hlediska to znamend, Ze (ve dvou po sobé
jdoucich obdobich) zpravidla nedochazi k rozdilu u téchto indext o vice nez 0,5%, zatimco
v kontextu prufezovych vzorki miize tento rozdil dosahnout az 2-4%. Vyjimeéné vsak i tyto
dva indexy mohou byt s pfiméienou opatrnosti pouzity k aproximovani kvalitnéjSich
superlativnich indexnich ¢isel.

Za zminku stoji, ze vSechna superlativni indexni ¢isla vyhovuji testu sttedni hodnoty (F10).
Pro kazdé cenové superlativni indexni Cislo plati tedy nerovnost

JAQ) p:()

(7.17A) Min, [F°] < P, < Max, | ] .
p (0 " P,(0)
Zatimco pro analogické kvantové superlativni indexni ¢islo je splnéno
g, (D) 4,
(7.17B) Min, [Z==] < 0, < Max, [+-=]
q,(0) q,(0)

v Y ’ .7 ’ ’ - 12
Ptislusné zavéry vyplyvaji z nerovnosti uvedenych v monografii

12 Hardy G.H., Littlewood J.E. , Pdlya G : Inequalities. Cambridge U.P. 1934 str.14-15.
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Nyni se vratime k vyrazim (2.22) a (2,23) z kapitoly 2, kde jsme ukazali, ze fada znamych
indexnich ¢isel muze byt vyjadiena jako obecna stfedni hodnota fadu r. Lze tedy takto
vyjadftit i n€ktera superlativni indexni ¢isla. Pfipomenme jesté jednou definici obecné stfedni
hodnoty a pfipojme k ni jesté definici kvadratického priméru obecného tadu:

Definice 7.7 M¢&me vektory cen a kvantit v zakladnim a bézném obdobi p(0) , p(l) ,
4(0), g(1). Dale m¢jme vytvotreny vydajové ucasti jednotlivych komodit

(g (t
0 :M pro i =12,.,N;t=0,.
P AGIAG)
i=1
Pak vyraz
- p.(l) 1/r
(7.18) P = (s (=) pro r#£0
i=1 pi(O)
ptipadné vyraz
N S; (1)
r:(D
(7.19) VP (0)= (’—] pro r - 0
" |_1| 2;(0)
nazveme obecna stredni hodnota radu r
a vyraz
(7.20) Py (r) =4/ Ploi(r/ 2} Plor.(—r/2}

nazveme kvadraticky priamér radu r.

Vyznam této definice souvisi mj. s platnosti tvrzeni, Ze obecny kvadraticky primér £, (r) pro
r # 0 je exaktni pro kvadratickou stfedni hodnotu fadu 7 jednotkové nakladové funkce tvaru

/2
N N
(7.21) E*(plspzs-":pzv):(Zzlgijpjpkj ,pii :Bjk :ﬁkj
j=1 k=1
a P, (0) je exaktni pro linearn€ homogenni TRANSLOG jednotkovou vydajovou funkci
N N N
(7.22) INE*(py,PyresPy) =By + D, B p, +3 > B, Inp Inp,
i=1 j=1 k=1

jestlize tato splituje podminky
N N
>B =1 Bi=B, ;jk=12..N > B;=0,j=12,,N
i=1 k=1

zajistujici homogenitu 1. stupné¢ TRANSLOG-funk¢niho tvaru.

Protoze tyto jednotkové vydajové funkce jsou reprezentovany flexibilnimi funkénimi tvary,
atedy mohou aproximovat libovolnou jednotkovou vydajovou funkci do totoznosti
diferencidlnich charakteristik 2. fadu vcetné, jsou cenovad indexni cisla P, (r),F,, (0)

superlativni pro kterékoliv 7.
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V ptipadé, ze mame uréeno exaktni indexni ¢islo (napt. cenové) a hodlame uplatnit dudlni
(kvantové) indexni ¢islo, které bude zarucené spliiovat test (F2), mizeme zavést implicitni
definice tohoto dudlniho indexniho &isla.'

Definice 7.8 Implicitni cenové indexy stiedni hodnoty iddu ra kvadratického priiméru
Fadu r jsou pro (kladné vektory cen a kvantit) definovany jako

i > 5,0, () i > p,()4,(0)
(723AB)  P'a(r)= = ,resp. (P oi(0) = =

(Zp,- (0>qi<0>}Q’~fol (Z 2 <1>q,-(0>}Q’m

Z ptedchozich nerovnosti (7.17B), (7.23A,B) vyplyva, Zze pro P’ plati nerovnost

3" 5,0, (1) 3 5,0, (1)
(724 o M 12Dy < Py < win, (10
>0 0 > pg0 O

Pro libovolné kladné vektory cen a kvantit ovSem jinak neplati, Ze by byly ptfedchozi dvé
nerovnosti vsazenim do piislusnych hranic splnény. Avsak, jestlize se spotiebitel chova
zpusobem, pii kterém optimalizuje své nakupy ve smyslu vySe uvedeném, pak prislusny
superlativni index bude spliiovat oboji omezeni.

Diewert dale ukazuje, Ze v obecném piipadé mohou byt krajni meze v (7.24) znacné Siroké.
K ilustraci postacuje dvoukomoditni ptipad, ve kterém vezmeme

p(0)=(@LD; q(0)=(10) ; p(1) =(a,a) ;q(1)=(0,1).
Je okamzité vidét, ze ob¢é horni meze v (7.24) se rovnaji a, a proto P. =a pro —2<r<2.
Avsak, dolni a horni hranice pro implicitni indexy 15, jsou 0, resp. + oo . Divod, pro€ jsou oba
pfimé cenové indexy P.,,aP. rovny a, spo¢iva v tom, Ze ceny obou statkii mezi obdobimi 0
— 1 rostly (pro a > 1) proporéné, tzn. p(1) = a.p(0). Naopak, prirastky v mnozstvich jsou
neproporcni, jsou dokonce vzdjemn¢ ortogondlni., indexy Q,, naopak vykazuji znacnou
variabilitu. (Kdyby naopak byly propor¢ni podily kvantit ¢,(1)/q,(0), pak by piimé

mnozstevni indexy O, ,, O, , byly sob¢ rovny.)

r,to

Otazka porovndni tedy sméfuje kporovnani wvariability u N cenovych zmén
p.(D)/ p,;(0)aanalogickych mnozZstevnich zmén ¢,(1)/¢,(0). Pokud je variabilita
v cenovych zménach mensi nez variabilita mnozstevnich zmén, pak se pfimé cenové indexy
13,, budou pfiblizné rovnat vazenym podilim cenovych zmén p,(1)/ p,(0)a budou sméfovat
vice k vzajemnému souladu nez implicitni cenové indexy ﬁr Takze v této situaci lze
doporucit pouziti superlativniho piimého cenového indexu a pfislusného implicitniho
kvantového  indexu (é,ér) pro n¢jaké r.  Vskutku pak bude platit

'3 Prosté superlativni cenové indexni &islo budeme oznacovat B, , implicitné definované pak P, .
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> p(Dg, (1)
a.)’ p;(0)g;(0)

Hickstv agregac¢ni teorém.

) pro vSechna r a preferenci uziti dvojice (R,Qr)podporuje

(P.,0r) = (a,

Naproti tomu, jestlize existuje mensi variabilita v podilech kvantit nez v podilech cen, pak
kvantové indexy Qr budou v podstaté¢ vazené priméry mnozstevnich podili a budou

vykazovat vyssi stabilitu nez implicitni mnozstevni indexy Q_ . Skute¢né je tomu tak, nebot’
> p,(Dg,()
> p.(0)g,(0)

piednost uplatnéni (15, , Q,) je opfena o Leontiefliv agregacni teorém.

pfi ¢,(1)/q,(0)=a pro vSechna i, pak (E,Qr)=( a)pro vSechna ra
a

Ptirozené¢ vznika otazka, zda jsou v empirickych tlohach zpravidla vice propor¢ni ceny nebo
kvantity? Odpovéd’ poskytne jednoduchd procedura: provedou se linearni regrese vektor
log(p,(1)/ p,(0) resp. log(q,(1)/q,(1)) na jedni¢kovy vektor, pficemz jako SSE(p(0), p(1))
a SSE(q(0),¢q(1)) oznacime prislusné soucty ctverct rezidui v téchto regresich. Tyto statistiky

mohou slouzit jako indikatory miry nepropor¢nosti vektori cenovych a mnozstevnich zmén.
Charakteristiky SSE maji ndsledujici pfiznivé vlastnosti:

a) SSE(p(0),ap(0)) =0 pro kazdy skalar a >0, takze jestlize jsou ceny ve dvou
srovnavanych obdobich propor¢ni, rozdilnost v odchylkach od proporénosti je nulova.

b) SSE(p(0), p(1)) >0, jestlize p(1) # a.p(0) pro kazdy skalar a >0.

c) SSE(p(0), p(1)) = SSE(p(1), p(0)) plati symetrie ve vztahu k pofadi vyhodnocovani
odchylek.

d) SSE(p(0),a.p(1)) = SSE (p(0),.p(1)) pro kazdy skalar a > 0.

f) SSE(Ap(0), A.p(1)) = SSE(p(0), p(1)) pro diagonalni matici 4 s kladnymi diagonalnimi
prvky. Vlastnost zarucuje invarianci vi¢i zménadm méfitka u penéznich jednotek.

e) SSE(B.p(0),B.p(1)) = SSE(p(0),.p(1)), kde B je symetrickd permutacni matice
(zajistujici symetrické zachézeni se vSemi statky).

Navic lze ukazat, ze obé SSE rostou se zvySovanim Eukleidovské vzdalenosti mezi
logaritmovanymi odchylkami cen od jejich pramért v kazdém obdobi p(0), p(1), kde i—ta
slozka, ze kterych jsou pruméry vycislovany, je definovana jako

Z,« Inp, ()
N

p,®)=Inp,(t)- pro ¢t =0 nebo ¢ =1.

Rekneme, ze ceny jsou mén¢ propor¢ni nez kvantity, jestlize
SSE(p(0), p(1)) > SSE(q(0),¢g(1)). V tomto ptipadé lze doporucit uziti dvojice superlativnich
indext danych jako (IBV , Qr ) pro n¢jaké r pro agregaci dat.

Naopak, jestlize SSE(p(0), p(1)) <SSE(q(0),4(1)), pak lze doporucit uziti dvojice
superlativnich indext (R,Q_)pro urcité 7.

Numericky ptiklad o tom, jak to ve skuteCnosti mize vypadat, podal opét E. Diewert na

historickych datech o produktivit¢ americkych ocelaren a valcoven soustfedénych za roky
1889-1909 - jde tedy o kontext vyroby, nikoliv spotfeby. Setieni vedlo k zavéru, ze ceny byly
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vzajemné mnohem umérnéjsi nez kvantity: témeét vSechny realné ceny byly v roce 1909 nizsi
nez v roce 1889, zatimco u vyroby komodit byly znacné rozdilnosti: vyroba nékterych statka
silné vzrostla, produkce jinych byla naopak silng utlumena. Ciselné vyjadieno, cenové podily
byly soustfedény v intervalu < 0,4465 ; 1,0437 >, zatimco kvantity byly rozptyleny do daleko
SirStho rozmezi < 0,2454 ; 16,0963 >. Prislusné regresni soucty cCtvercd Cinily:
SSE(p(0), p(1)) = 0,601, naproti tomu SSE(q(0),4(1)) =18,386

Protoze ceny byly timérnéjsi nez kvantity, ocekavali bychom mensi variabilitu mezi pfimymi

cenovymi indexy a implicitnim kvantovych indexem nez mezi implicitnim cenovym indexem
a ptimym kvantovym indexem.

Zbyva udat pravidlo pro situaci, kdy lze stézi rozlisit, zda je vétsi umeérnost v cendch nebo
v kvantitach (bud’ pro jejich ptibliznou shodu nebo pro nedostupnost presnych dat). Zde se

nejlépe osvédCuje pouziti Fisherova indexniho ¢isla®, protoze P, 2132 a vzorec vykazuje
ptibliznou konzistenci jak ve vztahu k Hicksovu tak Leontiefovu agregacnimu teorému, nebot’
P, spliuje hranice v (****) a v (****) a 132 spliiuje hranice v (****). P, je jediné
superlativni indexni ¢islo, které ma tuto vlastnost.

Zavérem jest¢ uved'me piiklad dal$iho indexniho ¢isla, které patii do okruhu superlativnich.
Y.Vartia definoval v [*****] indexni Cislo tohoto tvaru:

(725) P’y = 3 L0, (0: P, (0)g, (0) l(p,((l))]
”L(Zpa)q (1)Zp<0)q ) PO

pricemz funkce L(u,v)reprezentujici logaritmickou stfedni hodnotu je definovéana vztahem

(7.25A) L(u,v) =4 prouzv a L(v,v)=v .
Inu—Inv

Analogicky vzorec pro kvantové indexni ¢islo ma tvar

(7.26) n0" o i L(p.(Dg, (l)p(O)q (0)) 1( (1)]

L gD, Zp 0,0y 4O

tzn. ceny jsou symetricky zaménény za kvantity a vice versa. Vartia mj. ukazal, ze jeho
P 01,0" 0 splituji test zamény faktorti (F2) a vykazuji vlastnost konzistence v agregaci. '*
Pro tato exaktni indexni ¢isla plati véta

Tvrzeni 7.9 Plati

a) Jedina (jednou) diferencovatelna, linedarné¢ homogenni a konkavni jednotkova vydajova
funkce, kterd je exaktni vzhledem k Vartivou cenovému indexnimu c¢islu (7.25) je Cobb-
Douglasova jednotkova vydajova funkce (7.11).

b) Jedina (jednou) diferencovatelnd, linedrné homogenni a konkavni uZitkova funkce, ktera
je exaktni vzhledem k Vartiovu kvantovému indexnimu c¢islu (7.26), je Cobb-Douglasova
uzitkova funkce.

" Allen R., C., Diewert E.W. : Direct versus Implicit Superlative Index Number Formulae.. The Review of
Economics andf Statistics . Vol 63 (Aug. 1981) p. 430-435.
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N
u(q,qs5qy) = :Bo-rl qiﬂi >
i=1

N
pokud plati nezdpornost uroviiové konstanty S, >0 a jednickovy soucet elasticit Z B =1.
i=1

Casto uzivanou diskrétni aproximaci Divisiova cenového indexu (4.3A) je indexni &islo
N
p;(Dg; (1) 2:(0)g,(0) JAQ)
>~ +— ].In )
TN p(Dg, (1) Y pi(0)g,(0); NP
Jj=1

J1

(7.27) InP* o =

| -

Podobné diskrétni aproximaci Divisiova kvantového indexu (4.3B) je indexni ¢islo vyjadiené
vzorcem

(7.28) InQ*" o =

o~ 2ia, () pi(0)g,(0) ].m(qf“)j |

3 S 0
B WO WA AV

Zaveérem uvedeme jesté vetu, kterd urCitym zpisobem propoji problematiku superlativnich
indexnich ¢isel s poznatky uvedenymi kapitole 4.

Tvrzeni 7.10 Vartitiv cenovy index (7.25) aproximuje diferencialné superlativni cenovy index
P*y definovany v (7.27) do druhého fadu véetn& v kterémkoliv 4N —rozmérném bodé
p0) , p(1) , q(0) , q(1) , pokud tento bod spliuje vlastnost, Ze ceny a kvantity v ném se
rovnaji, tj. p(0) = p(1)a také ¢(0)=gq(l). Touto aproximaci rozumime, ze prvni i druhé
parcialni derivace obou téchto indexnich funkci podle v§ech argumentl jsou shodné.
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