9. FOURIEROVY RADY
9.1. Fourierova fada (FR).

Komplexni harmonické kmity:

E = {ex(t)}rez, ex(t)= \/—TeiT = \/—Tei“”“t = %

(cos wit + i sinwgt),

kde pro k # 0 znaci

k] ... frekvenci |k|-ho harmonického kmitu s periodou ﬁ;—l,

i

Wi

k
T
7fx ... jeho thlovou rychlost.

E je ortonormdini systém v Lo([0,T1):

T T ]
_ ‘ B 1 2=kt e 1 pro j=k
(ej,ex) = /0 ej(t)ex(t) dt = T/o e T dt =0, = { 0 pro j#k

E je dokonce uplng (bdze) v La(]0,T]) (bez dikazu):

x(t) € Lo(]0,T]) libovolnd a T-periodickd = z(t) = Z zrer(t),
k=—o0
kde fada konverguje (bez ohledu na poradi) dle normy || .||z v prostoru Ly ([0, 7]) a soufadnice zj, jsou
jednoznacné urceny vztahem

(x,ex) = Tiei, ep) = xile;, ep) = Tg.
3 mene = 3 afenen) =z
j=—00 j=—00 5
gk
Komplexni tvar rozvoje do Fourierovy Tady:
0o 1 ‘ 0o ‘
z(t) = R cr(z)e™*t,
(t) k;m< ) Wi k;m (x)
ck(x)
kde (9.1)
1 I 1, 17 :
cpi=cp(x) = —=(z,e) = —/ z(t)—=e "rt dt = —/ z(t)e Wkt dt.
- VT VT Jo VT T Jo
Ck ... k-ty komplexni Fourieruv koeficient funkce z,
Co ... stfedni hodnota (stejnosmérna slozka) funkce z,
{c¢k}rez ... komplexni fourierovské spektrum funkce z,
2y (t) = et fe TRt >

k-ta harmonicka komponenta funkce = o frekvenci fj.

Tvrzeni 9.1 (Dirichletova véta). Jestlize T-periodickd funkce x(t) md konecnou variaci na [0,T], pak
jeji FR konverguje bodové k () v kazdém bodé t, kde je x(t) spojitd a k %(limtﬂm () +lim;_o- (1))
v kaZdém bodé nespojitosti (u funkce s konecnou variact je to vZdy pouze konecny skok).

Dusledek 9.2 (viz [DoNo,Véta 8.4]).

Je-li T-periodickd funkce x(t) po édstech spojitd a po ¢dstech monotonni na [0, T], pak md konecnou
variaci a jeji FR konverguje bodové k x(t) v kaZdém bodé t, kde je x(t) spojitd a k %(limtﬂm x(t) +
limy_,o- x(t)) v kazdém bodé nespojitosti (u funkce po édstech spojité je to vidy pouze konecny skok).

Je-li z(t) redlna funkce, lze (9.1) upravit na dalsi dva ekvivalentni tvary:
Ziejmé c_j, = ¢. Oznacime-li

1
Cr = i(ak — ibk); ak,bk S R,

pak co = @ € R, bp = 0 a dostavame



Goniometricky tvar Fourierovy Tady:

z(t) = co+ Z(ckei“”“t + c_pe k) = % + Z 2Re(cpe™t) =
k=1 — 2 O
ckeiwkt
= 70 + Z(ak cos wit + by sin wyt),
k=1
kde (9.2)

ag, = 2Re(cy) = 2 fOT x(t) cos wyt dt,
by = —2Im(cy) = %fOTx(t) sin wyt dt.

Polozime-li a;, = Ay cos ¢y, a by = A sin @y, dostaneme

Amplitudoveé-fazovy tvar Fourierovy tady:

o0
z(t) = % + Z A (cos g cos wyt + sin g sinwit) = — 9 4 Z Aj, cos(wit — vr).
— —/_/
ht (1)
kde (9.3)
Ay, = 2|ck|:\/a%+b%,
fan 2
= arctan —.
Pk an
Ag ... amplituda k-té harmonické slozky funkce z,
Ok ... fazovy posuv k-té harmonické slozky funkce = (—7 < ¢ < 7),
co=% ... stfedni hodnota (stejnosmérna slozka) funkce r,
{Ak}keN ... amplitudové spektrum funkce z,
{¢k}ken ... fazové spektrum funkce z.

9.2. Parsevalova identita (PI).

Necht x € Ly(]0,T]) (tj. s koneénou energii na intervalu [0, 7) je T-periodickd, potom

T ou zwkt
/O lz(t))? dt = (x, z) Z cjf\/_ Z ck\/_\/_)

j=—o0 N , k=—o00 N ,
ej(t) er(t)

(13

o0

T Z ¢;iCr eJ,ek =T Z |ck|2

Jk=—o0 k=—o00

6

Odtud pak dostavame:

Komplexni tvar Parsevalovy identity:

o0

Z |Ck|2 = —/ |2dt < 00 = {ck trez € lo. (9.4)
strednl vykon na [0,T]

Specialné:

|co|? ... stfedni vykon stejnosmérné slozky,
* fOT |o(8) |2 dt = |c_i|?> + |ex|?* ... stFedni vykon k-té harmonické slozky.



Amplitudovy tvar Parsevalovy identity (v redlnd):

- 2 2, N 2 2 g 1o~ o 1 g 2
ckl® = leol” + c—kl*+|c =—+= A == x(t)|= dt.
3l =l X esl ey = 3 At = 7 [ e
=T - 2|Ck|2:Ai/2 - =
Specialné:
a2
ZO ... stfedni vykon stejnosmérné slozky,
A} e ) CLs s
o5 stfedni vykon k-té harmonické slozky,

A2
{2|Ck|2}keN = {Tk}l?;l

. vykonova spektralni hustota,

T A2
{2T |k} hen = Tk}zé'L

. energeticka spektralni hustota.

9.3. Diskretizace Fourierovy rady.

Vypoéteme hodnoty rozvoje () do jeji komplexni FR (9.1) pouze na rovnomérné diskrétni siti N

subintervali: T = NAt, z, = z(nAt),n € Z.

Obdrzime
Cr
9.1) — omk 4] = 2w (bt mN)n 4] 2k
LD T SR (DO T Lo sl SR L S
=os =] A= —
kde [-] znadi celou ¢4st hodnoty.
Plati
Cr, &~ ¢, mnebot |cx| — 0 pro k — +o0,
Cr = ¢, pokud ¢, =0 pro |k| > % (FR je koneéné: frax < %% udéva koneény
frekvenéni obsah z(t)),
{¢k}rez je N-periodickd posloupnost (¢x = Cki1mn, m € Z).
Po uprave:
—1 (%] N-1
~ - 27kn ~ - 27kn ~ - 27kn
Tn = Z e N+ re' TN = e’ TN (9.8)
k= [251] k=0 k=0
kde prvni ze sum jsme upravili ziménou scitaciho indexu r = k + N na tvar:
-1 N—1 S N-1
/\ .oxkn ~ L2 (r—N)n ~ G2mTn
S oae®o Y el Y oo
=[] =SR] NE3E
s vyuzitim vztahi
- [%] + N = [%] +lac.=¢._nypror= [%] +1,...,N —1 (N-periodicita).
Ozna¢ime-li x = (vo,x1,...,2ny-1)T vzorky w(t) mna jeji jedné periodé a
¢ = (¢o,¢1,...,¢n-1)T odhady Fourierovych koeficientt, pak (9.8) uréuje tzv. operator diskrétni

Fourierovy transformace (z = DFT} (¢)) dle néasledujici definice.



Definice 9.1 (Diskrétni Fourierova transformace (DFT)).
DFTi CN — CN je linearni operator X = WN:B uréeny mat1c1 N x N:

Wi = [Wk"](Kk nen_qo kde Wy = eHF = COS T 4+ jsin 2% ~ je N-ta primitivni odmocnina z 1, tj.
W =1,ale Wk #1prok=1,...,N — 1. Tedy
N—1
c2mkn
X = (X0, X1,...,Xn-1)", kde Xp =) e F 'z, prok=0,1,...,N— 1
n=0

Z¥ejmé Wﬁ je symetrickd matice a (Wﬁ)* =Wj.

Véta 9.2 (Véta o inverzi).
Plati Wy W3 = Wi (Wy)* = Ny a tedy (Wy) ™' = §WF a Wy je unitdrni matice.

Dikaz. Oznacme A := [a, | = WﬁWE, pak

N-1
as:ZWan ];ns an(r s) Zq’q_Wrs
n=0

Odtud
N pro r=s
s = q:ll =0 pro r#s
nebot qN:WJJ\,V(PS) =lag#1lpror#svdisledku0<|r—s/ <N-1 O

Pozndmka 9.3. V systému MATLAB jsou operatory DFTﬁ realizovany pomoci algoritmu tzv. rychlé
Fourierovy transformace implementovanych v proceduradch £ft a ifft takto:

X =Wyax =DFTy(x) = fft(x)

1 1
z=(Wy)'X= prx = NDFT;(X) = ifft(X).

Dusledek 9.4. Podle (9.8), véty 9.2 a pozndmky 9.3 plati
z = Wje=DFT}(¢) = Nifft(e),
1

=—Wyx = —DFTX,(:E) = %fft(m).

c= (W) lg =




