Resené pitklady z linearni algebry Matematika 1

Zadani prikladu

Matice a determinanty, linearni prostory

Blok 1: Pocitani s maticemi
Priklad 1: Jsou ddny matice
2 5 0 -3 5
A=[10 —2| . B=[1 —2 aC:(O ! _2>.
1 1 -1 7T -1
Urcete matice D=A.(B+C')aE=B.C+A".

Piiklad 2: Je ddn vektor b = (1 4 2)T a matice

2 5 0
A=|1 0 -2
11 -1

Urcete feseni systému A.x = b, vite-li, ze

-2 =5 10
Al=11 2 -4
-1 -3 5
Proved'te zkousku.
Blok 2: Determinanty
Priklad 3: Je ddna matice
2 3 5 0
1 0 0 -2
A= 1 4 1 -1
-3 2 0 7

Urcete hodnotu determinantu det(A).

Priklad 4: Je ddna matice
6
A=1]-1
3
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Najdéte inverzni matici A~1.



Priiklad 5: Pomoci Cramerova pravidla najdéte feSeni soustavy rovnic

21‘1 +4IL’2 - 51‘3 =1
Xr1 — 21‘2 —8333 =—4
—2x1 4+ 3x3 =11

Blok 3: Linearni prostory

Priklad 6: V prostoru Vs jsou ddny vektory a = (1,4,5), b = (2,0,-1),
c=(-1,3,-2) ad = (1,3,-3). Zjistéte, zda jsou linedrné nezavislé. Je vektor
a linedrni kombinaci ostatnich?

Pi#iklad 7: V prostoru V3 jsou ddny vektory a = (2,p,q), b = (1,—1,-3) a
c = (—3,5,—2). Urcete hodnotu parametri p, ¢ € R, pro néz je vektor a kolmy
k vektorum b a c.

Piiklad 8: V prostoru V, je dan podprostor Q tvofeny vSemi vektory, které
maji soucet vSech ¢tyt slozek roven nule. Urcete dimenzi a najdéte néjakou bazi
podprostoru Q.

Piiklad 9: V prostoru Vs jsou dény vektory a = (—3,3,—4,1,—1) a b =
(1,—1,-3,5,0). Urcete euklidovské normy vektoru a, b, a+b a a—b a ukazte,
ze pro né plati rovnost

la+b|* + [la - b]*

2 2
bl||* =
Jal+ b :

Plati tato rovnost pro libovolné dva vektory z V57 Dokazte.
Népovéda: Rozepiste normy vektoru a+b a a—b pomoci skalarniho soucinu.



Reseni piiklada
Matice a determinanty, linearni prostory

Blok 1: Pocéitani s maticemi

Piiklad 10: Jsou dany matice

2 5 0 -3 5
A=[10 —2|,B=(4 - aC:<_03 ; _42)
11 -1 7 -
2 5 0 -3 2 19 4
Matice D=A.(B4+C")=(1 0 —2|.| 5 0]=|-13 —4],
1 1 -1 5 3 -3 -1
—-15 7 26 2 1 1 —-13 8 27
E=BC+AT=|6 0 -16|+[|5 0 1]|]=[11 0 -15
3 5 —18 0 -2 -1 3 3 -19

Pi#iklad 11: Je dén vektor b = (1 4 2)T a matice

2 5 0
A=|1 0 -2
11 -1

Resen{ systému A.x = b je ddno vztahem x = A~1.b, tedy

-2 =5 10 1 -2
x=11 2 —4|.14])=11
-1 -3 5 2 -3
Provedeme zkousku:
2 5 0 -2 1
L=Ax=|1 0 -2]. |1 ]=14]=b=P.
1 1 -1 -3 2

Blok 2: Determinanty
Piiklad 12: Je dana matice

2 3 5 0
1 0 0 -2
A= 1 4 1 -1
-3 2 0 7



Uréeme hodnotu determinantu |A| pomoci rozvoje podle druhého faddku:

35 0 2 3 5
Al =(-1)%1.]4 1 1|+ (-1)%(-2).|1 4 1|=
2 0 7 -3 2 0

= —1.(21—10+0—0—0— 140) — 2.(0 — 9+ 10 + 60 — 4 — 0) = 15.

Priklad 13: Je ddna matice

6
A=|-1
3

- W o
Tl W

Determinant matice A je: |A| = 90 + 24 — 21 — (27 + 84 — 20) = 2. Ozna¢me
symbolem B inverzni matici k matici A. Prvky matice B jsou:

113 2 1 |1-1 2 1 (-1 3
bl,l - 2‘7 5 b2,1 —_2‘ 3 5'7 b3,1 - 2‘ 3 70>
A T I O I A
1,2 — 2 7 5 bl 2,2 — 2 3 5 ’ 3,2 — 2 3 7 I

114 3 1|6 3 116 4
b1,3—2-‘3 2752,3——2-‘_1 2'753,3—2-‘_1 3

takze
1 1 _1
2 2 2
_A(=1) _ 21 —15
B=ACV=|45 & =P
-8 —15 11

Piiklad 14: Pomoci Cramerova pravidla najdéte feseni soustavy rovnic

2rx1 +4x9 — b3 =1

1 — 2{B2 —83?3 =—4
—2$1 + 31’3 =11
Matice soustavy je
2 4 =5
A=|1 -2 -8],
-2 0 3



vektor pravych stran je b= (1 —4 11)T. Determinant matice soustavy je

2 4 -5
A[=]1 -2 -8 =-124+64+0—(-20+0+ 12) =60,
-2 0 3

takze muzeme uréit feseni (21, x2, 23)’ pomoci Cramerova pravidla:

By 1|1 4 8
rp =g = s —2 8= e [26- 35240 (110 +0 — 48)] = 7,
Al 11 0 3
2 1 -5
B 1 1
m=B2l Ly o L oat16—55— (—40—176+3) = 5/2,
Al ~ 60|, |4 5| 60
2 4 1
B 1 1
xgz%:m 1 =2 —4|= —[-44+432+0— (4+0+44)] = —1.
Al —2 0 11

Blok 3: Linearni prostory

Piiklad 15: V prostoru Vs jsou ddny vektory a = (1,4,5), b = (2,0,—1),
c=(-1,3,-2) ad = (1,3,-3). Zjistéte, zda jsou linedrné nezavislé. Je vektor
a linedarni kombinaci ostatnich?

Reseni: Z véty 4.8. a poznamky za touto vétou vime, ze dimenze prostoru
V3 je rovna 3, tedy v kazdé skupiné vektoru z Vs jsou maximélné 3 linedrné
nezavislé vektory. Vektory a, b, c, d jsou ¢tyfi, a tudiz jsou linearné zavislé.

Muzeme vektor a vyjadfit jako kombinaci ostatnich? Hleddme koeficienty
c1, co, c3, takové ze: c1.b + co.c + c3.d = a, neboli

2c1 —co+cg3 =1
3cog+3c3 =4

—C1 7202 7303 =5

Vyjadiime-li ze tfeti rovnice ¢; a dosadime do prvni rovnice, dostaneme soustavu

—dcg — beg =21
362 + 303 = 4,

neboli

CQ+63:—21/5
CQ+63 :4/3



Tato soustava nema feSeni, takze vektor a neni kombinaci ostatnich.

Pi#iklad 16: V prostoru Vj jsou dény vektory a = (2,p,q), b = (1,—1,-3) a
c = (3,5, —2). Urcete hodnotu parametri p, ¢ € R, pro néz je vektor a kolmy
k vektorum b a c.

Resen{: Zapisme podminky kolmosti:

(a,b) =21+p.(—-1)+4q.(-3) =0,

(a,c) =2.(=3) +p.5+q.(-2) =0.

Jde o systém dvou linedrnich rovnic se dvéma nezndmymi, z prvni rovnice
muzeme vyjadiit p = 2 — 3q a dosadit do druhé rovnice:

—6+5.(2-3¢)—29=0,
tedy g =4/17ap=2—3.(4/17) = 22/17.
Priklad 17: V prostoru V4 je ddn podprostor Q tvoreny vSemi vektory, které
maji soucet vsech ¢tyt slozek roven nule. Urcete dimenzi a najdéte néjakou bazi

podprostoru Q.
Reseni: Libovolny vektor q z podprostoru Q lze zapsat ve tvaru

q=_(q1, ¢, 93, —q1 — g2 — q3)

pro néjaka ¢isla g1, q2, g3 € R. Vektor q muzeme rozepsat jako soucet tif
vektoru

q= (qla Oa 07 _Ch) + (07 q2, Oa _q2) + ( 07 07 qs, _Q?))v
takze q je linedrn{ kombinaci vektoru (1, 0, 0, —1), (0, 1, 0, —1), (0, 0, 1, —1):
q:(h'(L 0707 71)4’(]2(0, 17 07 71)+Q3( Oa Oa 13 71)

Abychom ukézali, Ze tyto tii vektory tvoii bazi podprostoru Q, staci ovéfit, ze
jsou linedrné nezavislé:

c1.(1, 0,0, —=1)4¢2.(0, 1, 0, —=1)4¢35.(0, 0, 1, —=1) = (0, 0, 0, 0) = ¢1 = ¢ = c3 = 0.

Priklad 18: V prostoru V5 jsou dany vektory a = (—3,3,—-4,1,—-1) a b =
(1,—1,-3,5,0). Urcete euklidovské normy vektoru a, b, a+b a a—b a ukazte,
Ze pro né plati rovnost

la+ b+ [la — b

2 2
al|“ + [|b||* =

Plati tato rovnost pro libovolné dva vektory z V57 Dokazte.



Reseni:

lafl = v/(=3)2 + 32+ (—4)2 + 12 + (—1)2 = V36 = 6,

bl = /12 + (—1)2 + (=3)2 + 52 + 02 = V/36 = 6,
la+bl|=+v(-3+1)2+B—1)2+ (-4 —3)2+ (1 +5)2+ (=1 +0)2
la=bl|=+v(-3-1)2+ B+ 1)2+ (—4+3)2+ (1 —5)2+(—1—0)2

la+b|>+la—Db|*

L=al>+|b|>=72= | 5 P.
Rovnost plati pro libovolné dva vektory a, b € V5:
p_ la+bl*+]a-b|* _
2
(a+b,a+b)+(a—b,a—b)
= 5 =
(a,a+b)+(b,a+b)+(a,a—b)—(ba—b)
= 5 =
(a,a) 4+ (a,b) + (b,a) + (b,b) + (a,a) — (a,b) — (b,a) + (b,b) _
B 2
2(a,a) 4+ 2(b,b)

= SRR~ Jallt+ ) = L.



