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1. ZAKLADNI POJMY LINEARNI ALGEBRY

1.1. Uvod do maticového poétu

Necht M je mnozina n&jakych objektti a n je pfirozené ¢islo. Kazdou skupinu n objektii z mnoziny
M, v nizZ se néjaké objekty mohou i opakovat, budeme zkracené nazyvat n—tici objektl z mnoziny
M. Jestlize v takovéto skupiné objektli zalezi na jejich poradi, mluvime o usporadané skupiné
objekit z M. Uspotradané skupiny objektti budeme zapisovat vétsinou do fadkd (a oddélovat
navzajem ¢arkou nebo mezerou) nebo do sloupci. Pfi zapisu do fadku budeme na i—té misto
zleva klast i—ty objekt a pii zapisu do sloupcli budeme i—ty objekt zapisovat do i—tého fadku
shora. Jestlize mnozinou M je mnozina realnych c¢isel, mluvime o n—ticich realnych ¢isel, resp. o
usporadanych n—ticich realnych c¢isel. Zapis (1, 3, 7, 0) znadi tutéz neuspoiadanou skupinu ¢isel
jako zapis (7, 1, 0, 3). Av8ak oba tyto zapisy vyjadiuji dvé navzajem rtizné usporadané skupiny
¢tyT realnych cisel.

Definice 1.1 Matici typu (m,n) budeme rozumét kaZdou usporddanou skupinu m - n redlnijch
cisel zapsanych do m rddki a n sloupcu. KaZdé z téchto cisel budeme nazjvat prvkem matice.
Abychom wvyznacili, Ze tato cisla vytvareji matici, budeme tuto skupinu cisel ddvat do zdvorek.
Rddky jsou serazeny shora dolu, sloupce zlava doprava.

Jako piiklad si uvedme matici typu (2,5):
24677
: (1)
02810

3®First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



Oznacovani. Matice budeme oznacovat vétsSinou velkymi tuéné vytisténymi pismeny, napt. A.
Prvek matice , umistény v jejim i—tém radku a v j—tém sloupci, budeme vétsinou oznacovat malym
pismenem, které odpovida oznaceni matice, s indexy 4, j, umisténymi u jeho pravého dolniho rohu.
Tedy a; ; bude znacit prvek matice A v jejim i—tém radku a v j—tém sloupci. NemiiZe-li dojit k
omylu, lze ¢arku mezi obéma indexy vynechat a nechat mezi nimi jenom mezeru, takZe misto a; ;
lze psat a; ;.

Oznacime-li A uvedenou matici, miizeme psat:

24677
A= : (2)
02810
V této matici je tedy napf. a; 3 = 6 prvek umistény v prvém radku a v tfetim sloupci a prvek
azs = 0. je jeji prvek ve druhém radku a v patém sloupci.

Jestlize matice A je matice typu (m,n), kde m, n jsou obecnd ¢isla, zapiSeme ji takto:

( a1 ... arj ... QAl1p \
A = i1 .. Qiy ... Qip : (3)
\ Am1 -+ Amyg .. Amn )

Necht A je matice typu (m, 1), to jest matice o jednom sloupci, a B je matice typu (1,n), to

jest matice o jednom Fadku. Tedy necht
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A= a; 1 5 B:(bLl,...,b17j,...,b17n>.

%

A, 1

V této matici A je druhy index kazdého prvku roven ,1¢, lze jej vynechat (neni potiebny k
urceni umisténi prvku v této matici). Podobné v uvedené matici B je prvni index kazdého prvku
roven 1%, lze jej vynechat (neni potfebny k urceni umisténi prvku v této matici). Byva zvykem
tyto matice oznacovat malym, silné vytisténym pismenem a jednotlivé prvky stejnym pismenem
obycejné psanym. Piseme pak

a1
a = a; ; b:<b1,...,bj,...,bn>.

am

Jako priklad matice o jednom sloupci uvedme nésledujici matici @ a jako matici o jednom
radku uvedme nésledujici matici b.

a=|3], b=(1586)
6

Uvedme si dva ptiklady matic s praktickym vyznamem.
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Priklad 1.1 Oznacme Dy, Dy mista, z nichZ se provadi rozvoz zboZi do mist Zy, Zy, Zs. Oznacme
¢;.; naklady v K¢ na dopravu 1 tuny zboZi z mista D; do mista Z; proi=1,2; j=1,2,3. Z Cisel
¢;.; utvorime matici, napr.

2000 1500 1800
= : (4)

800 50000 1000

Jde o matici typu (2,3). V této matici je napr. ¢ 3 = 1800, to znamend, Ze ndklady na dopravu
jedné tuny zboZi z mista Dy do mista Zs jsou 1800 K¢.

Priklad 1.2 Uvedme matici C popisujici cenu v $ tri druhd zboZi Vi, Va, Vs wve ctyrech riznijch
zemich Zl, ZQ, Zg, Z4.

230 450 100
200 420 90

C = . (5)
210 430 80
935 435 95

Zde c; j znaci cenu v § zboZi V; v zemi Z;. PonévadZ napr. cas = 90, je cena 2boZi Vi v zemi Zs
rovna 90 $.

Relace mezi maticemi. Mezi maticemi téhoz typu si zavedeme nasledujici relace.
Necht A, B jsou matice téhoz typu (m,n). Potom

e fckneme, Ze matice A je mensi nebo rovna matici B, a piSeme A < B, jestlize a; ; < b; ; pro
vsechna i =1,2,...,m, 7 =1,2,...,n.

O®First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



e fckneme, Ze matice A je mensi nez matice B, a piSeme A < B, jestliZe a; ; < b; ; pro vSechna
1=1,2,....m, j=1,2,...,n.

e ickneme, Ze matice A je vétsi nebo rovna matici B, a piSeme A > B, jestliZe a; ; > b; ; pro
vsechna i =1,2,....,m, 7 =1,2,...,n.

e fckneme, Ze matice A je vétsi neZ matice B, a piSeme A > B, jestliZe a; ; > b; ; pro vSechna
I=1;2; 00508 =132 .:: 58

e ickneme, Ze matice A je rovna matici B, a piSeme A = B, jestliZze a; ; = b, ; pro vSechna
1=1,2,....m, j=1,2,...,n.

Uvedme si tyto priklady:
Priklad 1.3 Necht

1 2 —3 8§ 2 —2
A=|20 3|, B=|30 3
2 2 -5 2 2 0

Presvedcte se, Ze A < B.

Priklad 1.4 Presvédcte se, Ze mezi maticemi A, B, kde

12 -3 2 0 —3
A=|20 3|, B=1|28 3
2 2 -5 00 0

neplati Zadnd z relact <, <,>, >, =.
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1.2. Zakladni operace s maticemi

Zavedme si tyto operace s maticemi.

Sec¢itani dvou matic. Zacnéme s motivac¢nim pfikladem.

Priklad 1.5 Necht podnik vyrdbi vijrobky Vi, Vs, Vi ve dvou provozovndch. Pldn vyroby vijrobki
Vi, Va, Vi v prond provozovné podniku je pro i—ty kvartdl (kdei = 1,2,3,4) charakterizovdn i—tym
radkem matice A, prvek a;; znact planovanou vyrobu vyrobku V; v i—tém kvartdlu. Pldn vyroby
vyrobki Vi, Vo, Vs we druhé provozovné podniku je pro i—ty kvartdl (kde i = 1,2,3,4) charakteri-
zovdn i—tym radkem matice B, prvek b;; znaci planovanou vyrobu vyrobku V; v i—tém kvartdlu.

Tedy
11 A12 a3 b171 b172 b173

?

a1 G22 423 b271 b272 b273
A= , B=
a31 a32 433

4

bs1 bsa b3

41 (42 Q43 ba1 biz bas

? ? ?

Pokud zavod vyrabi uvedené vyrobky pouze v téchto dvou provozovnach, lze charakterizovat
plan vyroby vyrobki Vi, Vu, V3 celého podniku pro jednotlivé kvartaly matici C, jejiz prvek c¢; ; =
a; ; + b; ; predstavuje plan vyroby vyrobku V; v i—tém kvartalu celého podniku. Tedy

a1 +bi1 ara+bio ar3+bis
ap1 +boy asa+ban ans+bos
asi+bs1 ass+bso ass+bss

a4 + b47]8.a4 2 + b4 9 (43 by s
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je matice, kterou je popsan plan vyroby vyrobk Vi, V5, Vs v celém pdniku v jedtlivych kvartalech.

Z tohoto prikladi je patrno, Ze ma smysl definovat soucet dvou matic A, B téhoz typu podle
nasledujici definice.

Definice 1.2 Soucet dvou matic. Necht matice A, B jsou téhoZ typu (m,n). Souctem matic
A a B budeme rozumét matici C typu (m,n), pro jejiz proky ¢;j, i =1,...,m, j =1,...,n,
platy

Cij = Qjj+ bm'.

Pro operaci secitani matic budeme pouzivat symbolu ,+“. Piseme pak C = A + B.

Piiklad 1.6 Necht A, B jsou matice typu (3,3)

1 0 -3 7 2 —1
A= 6 1 3 B=1]135 0
—2 0 —3 1 5 2
Potom matice C = A+ B je
1 0 -3 7 2 —1 8 2 —4
C = 61 3|+ 35 O = 96 3
—2 0 —3 1 5 2 —1 5 —1

Nasobeni matice ¢islem. Uvedme si motiva¢ni priklad pro zavedeni ndsobeni matice ¢islem.
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Priklad 1.7 Necht C je matice, kterd popisujici cenu v $ tri druhi zboZi Vi, Vo, Vs ve ctyrech
ruznych zemich 7y, Zo, Zis, Zy.

230 450 100
200 420 90
C= . (6)
210 430 80
235 435 95

Zde c¢;; zna¢l cenu zbozi V; v § v zemi Z;,. Chceme-li vyjadiit cenu jednotlivych vyrobkid v
uvazovanych zemich v K¢, staci nasobit kazdy prvek matice C stejnym ¢islem, danym kurzem
dolaru. Vzniklou matici oznac¢ime D. Pocitame-li 20K¢ za jeden $, dostavame matici

4600 9000 20000
4000 8400 1800
4700 8700 1900
8225 15225 3325

udavajici cenu jednotlivych vyrobki v uvazovanych zemich v K¢.
To nas motivuje k zavedeni definice soucinu ¢isla a matice takto:

Definice 1.3 Nasobeni matice ¢islem. Necht A je matice typu (m,n) a « je redlné cislo.
Potom soucinem matice A a cisla o rozumime matict C, pro jejiz proky c; ; plati

cij=«-a;; pro i=1....m, j=1...,n.
Pro ndsobeni matice cislem budeme pouZivat symbol ,-“. Piseme pak C = «- A. Symbol - lze

vynechat, takZe miuZeme psdat C = aA.
10®First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



Piiklad 1.8 Necht o = 3 a necht A je matice typu (3, 3)

10 =3
A= 6 1 3
—2 0 =3
Potom
10 -3 30 =9
C=a-A=3- 6 1 3 | = 183 9
—2 0 =3 —6 0 —9

Rozdil dvou matic. (Odecitani dvou matic). Necht A, B jsou matice téhoz typu. Potom
definujme A — B jako matici A + (—1) - B.

Soucin dvou matic. Zac¢néme s motivacni tlohou. Nasledujici tabulka charakterizuje vyrobu
v ¢okoladovné pri vyrobé 5 druhti vyrobki, oznacenych jako Vi, Vo, Vs, Vy, V5. K vyrobé ,1kg*
jednotlivych vyrobki jsou potifebné suroviny Sy (tuk), Sy (kakao),Ss (cukr) v tabulce uvedenych
mnozstvich. Oznac¢me a; ; mnoZstvi suroviny S; v kg potiebné na vyroby ,,1kg* vyrobku V;. Podle
tabulky je tedy napf. na vyrobu ,lkg“ vyrobku V3 zapotiebi as3 = 0,1 kg suroviny S, to jest
kakaa.

Vynechame-li zahlavi v tabulce, jedna se o usporadanou skupinu 15 ¢isel, zapsanych do tri
radki a péti sloupctl. Jde tedy o matici typu (3, 5). Oznacime ji A. Jak bylo jiZ feceno, a; ; znadi
mnozstvl suroviny S; v kg potiebné na vyroby ,1kg* vyrobku V.
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Vi Va Vs Vi Vs
tuk | 0,00 0,4, 0,3| 0,6 0,6
kakao| 0,05| 0,2 0,1, 0,1 0,0
cukr | 0,10 0,2 0,2, 0,1 0,2

Tabulka 1: Tabulka pro vyrobu v ¢okoladovné

Je tedy
0,00 0,4 0,3 0,6 0,6

A=1]005 020,101 0,0
0,10 0,2 0,2 0,1 0,2

Ozna¢me nyni X nésledujici matici typu (5,4)

ri1 Ti2 T13 Ti4
To1 To22 Y23 T24
X =] 231 32 33 T34
Ta1 Ta2 T43 T44
rs1 Ts2 T3 Tp4

V p—tém sloupci matice X, p = 1,2, 3,4, je uveden p—ty plan vyroby. To znamena, Ze se
uvazuje vyroba vyrobkt Vi, Va, Vi, Vi, Vs v mnoZstvich 2y, 22, 23, 24 p, T5 .

Vypocitejme nyni spotiebu i—té suroviny S; v p—tém planu vyroby. Pri tomto planu vyroby
se spotfebuje na vyrobu z;, vyrobkl V; mnoZstvi a; ; - x;,kg suroviny S;. Tedy na vyrobu vsech
vyrobkl Vi, Vs, Vs, Vi, Vi se spotfebuje v p—tém planu vyroby surovina S; v mnozstvi
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Yip = Qi1 " T1p T Qi2  Tap T Qi3 T3p + Aid* Tap + Ai5 - T5p.

Z téchto hodnot y;, utvoime déle matici Y typu (3,4), v nimz y;,, zna¢i mnozstvi suroviny
S; v kg potfebné k vyrobé vSech vyrobku V;,j = 1,2,3,4,5 v poZzadovanych mnoZstvich xz;,,
j=1,2,3,4,5 v p—tém planu vyroby.

Poznamka. V nasem piipadé jsme uvazovali matici X typu (5,4) a matice A typu (3, 5),matice
Y je pak typu (3,4). Lehce nahlédneme, Zze tivahy lze rozsirit na pripad, kdy matice A je typu
(m, k), kde m je pocet surovin a k je pocet vyrobkd. Matice Y je typu (m,n), kde n je pocet
plant vyroby. Tento priklad nas vede k zavedeni so¢inu dvou matic. Matici Y nazyvame souc¢inem
matice A matici X v tomto poradi.

Priklad. Pro plan vyroby, dany matici

[ 250 )
120
X = 150
85
w0/
0,00 0,40 0,3 0,6 0,60

A= 0,05 0,20 0,10 0,10 0,00 |,
0,10 0,20 0,20 0,10 0,20

a maticl
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dostavame

yiqp = 0,00-250+0,4-120+0,3-150+0,6-85+0,6 - 80,
Y21 = 0,05-250+0,2-120+0,1-150+0,1-85+0,0- 80,
ys1 = 0,10-250+0,2-120+0,2-150 +0,1-85+0,2 - 80.

Vy¢islenim obdrzime y; 1 = 192, y2; = 60, y3; = 103. Tedy
192.0

Y = 60.0
103.5

Tento ptiklad nas inspiruje k zavedeni pojmu soucinu dvou matic A, B touto definici.

Definice 1.4 (Sou¢in matic). Necht A je matice typu (m,k) a B je matice typu (k,n). Po-
tom soucinem matic A a B v tomto poradi je matice C typu (m,n), pro jejiz proky cj, i =
1,....m, j=1,....,n, plati

Cij = Q1 - le + ...t aik- ka +.. ot A bmj- (8)

Piseme pak
C=A B.

Rikame, Ze matice C vznikla z matice A ndsobenim matici B zprava, resp. ndasobenim matice B
matici A zleva.
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Poznamka 1. Ze vztahu (8) je patrno, Ze pro vypocet prvku ¢; ; matice C (tj. prvku v i—tém
radku a v j—tém sloupci matice C pouzivame i—ty radek matice A, t.j. fadek

(ai71 @i2 ... ai7/€> (9>
a j—ty sloupec matice B, t.j. sloupec
blu?
by
“ (10)
br.

Poznamka 2. Vztah (8) lze zapsat takto

k
Cij = E gz = by g
r=1

k / v F ok / v/ ¥ 5 o v (o] £ v I
Zde symbol Y ' | znamenad, Ze se provadi secitani c¢leni, které dostaneme tak, ze do vyrazu za
symbolem > dosazujeme postupné r =1,... k.

Poznamka 3. Pro soucin dvou matic budeme pouzivat opét symbolu ,,-“. To neni na zavadu,
nebot ze souvislosti je vZdy patrno o jaké nasobeni se jedni. Budeme tedy psat
C=A B.

Poznamka 4. Vsimnéme si, Ze pocet sloupcli v matici A je stejny jako je pocet radki v
matici B. Kdyby tomu tak nebylo, nebylo by mozno aplikovat vzorec (8).
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Poznamka 5. Zapis
C=A'B

mizeme Cist budto jako ,matice A“ je ndsobena matici B zprava, anebo jako matice B je
nasobena matci A zleva.
Na nasledujici strance jesté jednou osvétlime podrobnéji zavedeni soucinu dvou matic.
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Necht A je matice typu (m, k) a matice B je typu (k,n).(VSimnémé si, Ze pocet sloupcti
matice A je roven poctu radki matice B. Vypocitejme matici C = A . B typu (m,n).

A B C
(m, k) (k, n) (m,n)

Rozepsanim dostavame
(all S CLL]f\ (bll bLj blm\ (6171 e Clyoo CLn\

i1 ... Qig ... Ak . bj71 bjj bjm — Ci1 .. Cij .. Cip

2

\aml e Omg .o Clme/ \bm b/w bkm/ \Cmﬂ N % cmm)
Prvek ¢; ; matice C poc¢itdme pro vSechna ¢ =1,...,m, j=1,...n takto

Cij = Qi1 - bLj + ...t a s bs7j + .ot a b/w'. (11)

Tento vztah lze zapsat jako
Cij = Elsleam . b37j.
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Priklad 1.9 Urcete matici C = A - B, jestliZe

1 —3
123 4
2 -5
A=|0785 ]|, B=
8 3
43209
1 1

PonévadZ A je matice typu (3,4) a B je matice typu (4,2), lze vypocist soucin C = A - B.
(Pocet 1ddki matice A je roven poctu slopci matice B, tj. 4% Podle definice soucinu dvou
matic dostdvdame

25 0
cC=\|73 -6
17 —12

Napr. prvek co dostaneme jako soucin druhého rddku matice A, to jest rddku
(0,7,8,5)

a proniho sloupce matice B, to jest sloupce

3
—1
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Vypoctem dostdvdme
6271:O'1+7'2+8'8+5'<—1>:73.

Zaménitelné matice. Obecné matice A - B neni rovna matici B - A. Dokonce miize nastat
piipad, Ze A - B existuje, avsak B - A neexistuje. Jestlize pro néjaké matice A, B plati

A -B=B A,
potom matice A, B se nazyvaji zameénitelné.
Piiklad 1.10 Je-li napr. matice A typu (3,4) a matice B je typu (4,3), potom A - B je matice

typu (3, 3). Avsak B- A je matice typu (4,4). Jsou tedy matice A- B, B- A riznijch typi a tedy,
aniZ bychom jejich souciny pocitali, vidime, Ze jsou navzdjem rizne. Matice A, B nejsou tedy v

tomto pripadé zameénitelné.
1 2 —1 3
3 4 10

13 8 10
A.B( ) B.A( )
19 1 2

Vidime, Ze A- B # B - A, takZe tyto matice A, B nejsou zaménitelne.

Piiklad 1.11 Necht

Potom
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Piiklad 1.12 Necht
8 10 1/3 —5/3
1 2 ~1/6  4/3

10
A.BB.A( )
01

Dané matice A, B jsou tedy zaménitelné.

Pro tyto matice plati

Matice transponovana.

Definice 1.5 (Matice transponovand.) Necht A je matice typu (m,n). Potom matici, jejiz
ity sloupec je roven i—tému rddku matice A, i = 1,2,...,m, nazyvdme matici transponovanou
k matici A a budeme ji znacit AT. Matice AT je tedy typu (n,m).

1 23
A= .
(456)

Piiklad 1.13 Necht

Potom

O transponované matici souc¢inu dvou matic plati tato véta.
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Véta. 1.1 (Transponovana matice soucinu matic.) Necht A, B jsou takové matice, Ze exis-
tuje A - B. Potom plati

: o (A-B)' =B" A
Submatice. Zavedme si pojem submatice nasledujici definici.
Definice 1.6 (Submatice) Necht A je matice typu (m,n) a necht w = (iy,...,i,) je takovd
usporddand p—tice prirozenych cisel, Ze 1 <1y < ... <1, <m, p < m. Ddle nechtv = (j1,...,J,)
je takovd usporddand q—tice prirozebijch cisel,Ze Ze 1 < jy < ... < j, <mn, q <n. Potom matict,
kterd venikne z matice A vypusténim vsech radki s radkovymi indexy, které patri do w a vypuste-
nim vsech sloupci matice A se sloupcovymsi indexy, které patii do v, nazyvame submatici matice
A a znacime ji Ay, jestlize nektery z vektori w, v md jenom jedno Cislo, staci uvést toto cislo
bez zdvorek.

Napriklad, jestlize u = (i) a v = (j), lze zdvorky vypustit a psdt pouze A; ;. (Tedy A;; znaci
submatici, kterd vznikne z matice A vypusténim i—tého Tddku a j—tého sloupce.)

Piiklad 1.14 Necht

1 24 5
A=| 57 2 —1
4 10 2
Polozme uw = (2), v = (4). Potom wvypusténim druhého ridku a cturtého sloupce matice A

dostaneme submatici

M 12 4
V410
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1.3. Specialni matice a pravidla pro pocitani s maticemi

Ctvercova matice. Matici A typu (n,n) budeme nazyvat ctvercovou matici ¥dadu n. Misto ¢tver-
cova matice radu n staci rikat matice fadu n, ponévadz o radu matice mluvime jen u ¢tvercovych
matic.

Napt. matice
12 3

A= 456
789
je ¢tvercova matice fadu 3.

Nulova matice. Matici typu (m,n) budeme nazyvat nulovou matici typu (m,n), jestlize
vsechny jeji prvky jsou rovny nule. Budeme ji znacit O.

Priklad 1.15 Matice
0000

0=10000
0000
je nulovd matice typu (3,4).
Hlavni a vedlejsi diagonala v matici. Necht A je matice typu (m,n). Budeme fikat, Ze jeji

prvky a;; lezl na hlavni diagondle a jeji prvky a;;, pro néz je i +j = n + 1, leZl na vedlejsi
diagonale.
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Piiklad 1.16 Necht

l =2 3 1
A= 0 -3 8 5
-5 0 4 2

Potom proky (1,—3,4) lezi na hlavni diagondle a proky (1,8,0) leZi na vedlejsi diagondle.

Jednotkova matice. Rekneme, Ze ¢tvercova matice E fadu n je jednotkova, jestlize viechny jeji
prvky na hlavni diagonale jsou rovny ¢islu 1 a vSechny ostatni jeji prvky jsou rovny 0. Chceme-li
zdiraznit jeji rad n, oznacime ji F,,.

Priklad 1.17 Matice
1 00

010
001
je jednotkovd matice vadu 3.

Diagonalni matice. Rekneme, Ze ¢tvercova matice A je diagonalni, jestlize vSechny jeji nenulové
prvky lezi na hlavni diagonale.

Priklad 1.18 Matice
1 00

A = 020
003

je diagondlni matict.
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Horni trojiihelnikovA matice. Rekneme, Ze ¢tverova matice A fadu n je horni trojthelnikovou
matici, jestlize vSechny jeji prvky pod hlavni diagonalou jsou rovny 0.

Dolni trojthelnikova matice. Rekneme, Ze ¢tvercova matice A fadu n je dolni trojthelnikovou
matici, jestlize vSechny jeji prvky nad hlavni diagonalou jsou rovny 0.

Horni schodovitd matice. Nechf A je matice typu (m,n). Rekneme, %e matice A je hornf

schodovitd matice, jestlize existuje takové prirozené ¢islo h < n, Ze ke kazdému i, i =1,2,...,h,
existuje nejmensi s; tak, Ze a;,, # 0 a 51 < 59 < ... < 53, a zbyvajici fadky A +1,...,m jsou
nulové.

Priklad 1.19 Matice
1234567

A=]10012 345
00000009
je horni schodovitou matici. V tomto prikladeé je zrejmeé s; = 1,50 = 3,53 = 7.

Poznamka. Schodovitou matici mizeme definovat ekvivalentné takto. Matice A typu (m,n) je
horni schodovita matice, jestlize pro kazdé dva radkové indexy p, ¢ matice A plati:

e Necht p-ty Ffadek matice A je nenulovy a ¢ty fadek matice A je nulovy, potom p < g.

e Necht p-ty a ¢ty fadek matice A jsou nenulové a necht a,, je prvni nenulovy prvek matice
A v p-tém tadku a a,,, je prvni nenulovy prvek v ¢—tém fadku matice A. Jestlize p < g,
potom je s, < S,.
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e PonévadZ budeme mluvit jen o hornich schodovitych maticich, mtizeme slovo ,horni* vyne-
chavat.

Pravidla pro pocitani s maticemi. Pro zavedené operace s maticemi plati vztahy uvedené v
nasledujici véte.

Véta. 1.2 Pravidla I. (Pro pocitani s maticemi.) Necht A, B,C,0 jsou matice téhoZ typu, kde
0 je matice nulovd, a necht o, G € R. Potom plati

A+B = B+ A, (12)
(A+B)+C = A+ (B+0C), (13)
A+0 = A, (14)

A-A = 0, (15)

1-.A = A, (16)
a-(-A) = (a-f)- A, (17)
(a+p)-A = a-A+G- A, (18)
a-(A+B) = a-A+a- B. (19)

Véta. 1.3 Pravidla II. (Pro pocitani s maticemi.) Necht typy matic A, B, C, 0 (nulovd matice),
E (jednotkovd ctvercovd matice) jsou takové, Ze operace ve vztazich (20)—(25) magji vijznam.
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Potom plat?

0-A = 0, A-0=0, (20)
E-A = A, (21)
A-E = A, (22)
(A-B)-C = A-(B-C), (23)
(A+B)-C = A-C+B-C, (24)
C-(A+B) = C-A+C-B. (25)

Poznamka. Jak jsme si jiz diive uvedli, obecné neplati Ze souc¢in A.B je roven B.A. Dale vime,
ze jestlize pro matice A, B plati A - B = 0, nemusi byt zadna z matic A, B nulovou matici.

Napf.
10 00 0 0
00/ \'s32/ \oo]/’
1234567
A=]1001223 45

0000009

je horni schodovitou matici. V tomto prikladeé je zrejmeé s; = 1,59 = 3,53 = 7.

Priklad 1.20 Matice
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1.4. Zavedeni pojmu inverzni matice

V linearni algebfe ma velky vyznam pojem inverzni matice k dané matici. Tento pojem si nyni
zavedeme nasledujici definici. Pozdéji si fekneme néco o existenci inverzni matice k dané matici
a seznamime se s fadou vlastnosti inverznich matic a nauc¢ime se nalézt k dané matici matici
inverzni.

Definice 1.7 (Inverzni matice) Matice B se nazijvd inverzni k matici A, jestliZe
B-A=A-B=F. (26)
Matici inverzni k matici A budeme macit A™L.

Véta. 1.4 (Vlastnosti inverzni matice) Necht je ddna matice A a necht k ni existuje matice
inverzni A~L. Potom plati

atice A a matice jsou Ctvercové matice téhoZ Tddu.

Matice A tice A~ jsou ¢t ‘' matice tého? vdd
nverzni matice e jednoznacné urcéena.
[ . t A—l ] ] d v v v

) K matici A7 ezistuje matice inverzni a plati (A7)~ = A.

) Jestlize A, B jsou ctvercové matice tého# vddun a jestli k nim existuji matice inverzni A™',
B!, potom k matici A - B egistuje matice inverzni a plati (A-B)™' = B™'. A7

Dikaz
a) Toto tvrzeni je bezprostiednim disledkem (26).

b) Necht B, C jsou inverzni k A. Potom

A B=B A=E, A-C=C-A=E.
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Odtud
C=FE-C=(B-A)-C=B-(A-C)=B-FE=B.
Tedy B=C.

¢) Toto tvrzeni je bezprostfednim disledkem definice inverzni matice.
d) Podle vét 1.2, 1.3 plati

(B'A™) . (AB)=B'(A'A)B.
Pondvadz A~'A = E. dostavame odtud

(B'A™). (AB)=B' E-B=B'B=E.
Podobné dokazeme, ze
(AB)- (B'A™) =E.
Je tedy B~'A™! inverzni matici k matici AB.

ResSenl maticové rovnice.

Véta. 1.5 (Reseni maticové rovnice A - X = B) Nechf A je dand ctvercovd matice fddu n,
k niZ je andmd matice inverzni A™'. Necht B je matice typu (n,m). Potom ezistuje prdve jedna
matice X typu (n,m) pro niZ plati

X=A"1B. (27)

Dikaz. Jak jiz bylo diive dokazano, inverzni matice A je urcena jednoznacné. Vynasobime-li
(1.5) matici A~ zleva, dostavame

A7l (A x)=A"-B 28)
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Podle pravidel o pocitni s maticemi odtud dostavame
(A1 A z=A" B.

Ponévadz (A™' - A) = FE a E- X = X, dostavame odtud (27).
Dokazme jesté, Ze matice X je urcena jednoznac¢né. Predpokladejme, Ze existuji dvé matice
1X ? X, pro néz plati
A'X =B, A*X=B.

Odectenim téchto vztahii dostavame
A (IX-2X)=0.
Vynasobenim tohoto vztahu matici A™! zleva dostavame
X —2X =0,

takze
Ix =2Xx.

M4 tedy rovnice A - X = B pravé jedno fedeni X = A~ B.

Priklad 1.21 Naleznéte teseni rovnice

A - X =B, (29)
jestlize
1 5 2 20
A=]|341]|, B=]| 39

0 % 4 78
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a zndte-li k matici A matici inverzni

5 6 1

13 13 13

-1 _ 4 4 5
A T 13 39 39
11 1

5 1 om\ [ 2
X = L -5 -2 39
5w @/ \78
Vypoctem dostavame
14
X=| -6
21

V této kapitole popsany aparat maticového poctu pouzijeme nyni k matematické formulaci
nasledujici tlohy, ktera patii do tloh linearniho programovani. Tyto tlohy jsou velice vyznamnou
aplikaci linearni algebry. Ulohy tohoto typu se Fesi vétsinou pomoci pocitacil a k jejich Fegeni jsou
vypracovany specialni programy. My se nebudeme zde zabyvat otazkou jak se Tesi, ale jenom
otazkou, jak se da tloha matematicky formulovat a jak se pripravi data pro vstupni hodnoty
téchto program.
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Priklad 1.22 Cokolddovna vyrdbi 5 druhai vijrobkii. Jsou to vijrobky, které oznacime Vi, Va, Vs, Vi, Vs,
K vyrobé potrebujeme suroviny tuk, kakao a cukr. Tyto suroviny jsou k dispozict v omezenych
mnoZstvich, v uvedném poradi 1500 kg, 300 kg, 450kg na jeden den. Spotreba surovin v kilogra-
mech na 1kg vyrobku je ddna tabulkou 1.2 na strané 12. Odbytové ceny jednotlivyich virobku

v wvedném potadi jsou 20 K¢, 120 K¢, 100 K¢, 140 K¢, 40 K¢, Ukolem je stanovit takovy dennd
vyrobni plan, aby hodnota vyroby byla mazximadilni. Virobky jsou vyrabény technologicky nezdvisle
na sobé navzdjem. Vyroba se tedy uskutecriuje ve forme péti vyrobnich procesu, které vsak nejsou
navzdjem zcela izolované, nebot spolecné spotrebovdvaji vijrobni zdroje, jeden proces na tkor dru-
hého.

Matematickid formulace tlohy. Pro tcely matematické formulace zavedme 5 nezévisle
proménnych: necht x; oznacuje mnozstvi vyrobku V; v kg, jez bude vyrabéno za den, kde j =
1,2,3,4,5. Hledame tedy hodnoty x; > 0, j =1,2,3,4,5, vyhovujicl nerovnostem

0,4r9 + 0,323 + 0,6x4 + 0,625 < 1500
0,051y + 0,229 + 0,13 + 0,124 < 300 (30)
0,10z; + 0,22 + 0,223 + 0,1zy + 0,2z5 < 450

Vime, Ze pii vyrobé z; vyrobki V;, j =1,2,3,4,5, bude odbytova cena vyroby rovna
2z = 2021 4+ 12029 + 10023 4+ 14024 + 4025. (31)

Nasi llohu miZeme tedy formulovat takto : Naleznéte takova nezdporna cisla z;, j = 1,2,3,4,5,
kterd vyhovuji nerovnostem (30) a pro néz funkce (31) nabyva svého maxima.
Tato tloha je tedy popsana matici A, vektorem 1m mnozstvi surovin, ktera jsou k dispozici,

a vektorem b odbytovych cen vyrobki a vektorem x poc¢tu vyrobki
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20
0,00 0,4 0,3 0,6 0,6

1500 120
A= 00502010100, m=1{ 301, =] 100 |,
0,10 0,2 0,2 0,1 0,2 450 140
40
Ty
)
xr = T3
T4
Iy
Potom (30) lze zapsat jako jako
Ax <m (32)
a funkce (31) lze zapsat jako
z=b-x. (33)

Nasi dlohu mtzeme vyslovit takto: Naleznéte vektor & > 0 vyhovujici (32), ktery minimalizuje
funkei (33).
Matice A, vektory m, b a pozadavek, Ze vektor

T
r = ([L‘l, X2,T3, T4, [L‘5> = O,
jsou vstupnimi daji programu, kterym se vypocet realizuje. Dostavame

T = O, Tro = O, rs = 1000, T4 — 2000, Try = 0.
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1.5. Zakladni poznatky z této kapitoly

Zavedeni pojmu matice, typ matice, znaceni prvkdl matic, prvky na hlavni a na vedlejsi
diagonale.

Relace <, <, >, >, = mezi maticemi.

Operace s maticem : se¢itani matic, nasobeni matice readlnym ¢islem.

Soucin dvou matic.

Zaménitelné matice.

Matice transponovana. Matice transponovana soucinu dvou matic.

Submatice. Vytvareni submatic. Oznacovani submatic.

Specialni matice. Matice ¢tvercova, matice nulova, matice jednotkova, horni a dolni trojihel-
nikova matice, horni schodovitd matice.

Pravidla pro pocitani s maticemi.

Zapis systémil linearnich rovnic v maticové notaci. Co je to matice soustavy, co je to matice
rozsifena, co je to vektor pravych stran. Co se rozumi pod pojmem feSeni systému linearnich
rovnic? Priklady, kdy systém ma jedno reSeni, kdy neméa zadné feseni, kdy mé vice feseni.
Co je to inverzni matice? Vlastnosti inverznich matic.

Regeni systému linedrnich rovnic, jestlize zndme matici inverzni k matici soustavy.
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2. Ulohy k procvic¢eni

Uloha 1. Necht A je matice

1 -3 2 4
A=11 0 7 =2
0 1 -2 5

Urcete a) jeji typ, b) matici k ni transponovanon A"
¢) uréete matice F = A- AT, D= A". A
d) zjistéte, zda matice A, AT jsou zaménitelné.

[a) typ (3, 4),
b)
1 1 0
AT 3 0 1
2 7 -2
4 -2 5

30 7 13
D= . F=| 7 54 —24
13 —24 30

)
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d) nejsou zaménitelné.]
Uloha 2. Zapiste v maticové notaci systém linearnich rovnic

2014+ 320 —23 = 4,
3x1 —5x9 + 223 = —1,
1 —3x9+x3 = —1.
Napiste matici soustavy a matici rozsirenou.
[Oznacme
2 3 -1 4
A=|3 -5 1|, b=] —1],
1 -3 1 —1
2 3 -1 1 4 21
(Alb)=1 3 =5 1 | —1 , =\ a9
1 -3 11 -1 x3

Potom dany systém rovnic lze psat v maticové notaci takto: A-ax = b, A je matice soustavy a
(Alb) je matice rozsitena.]
Uloha 3. Nechf

1 2 3
A=] 456
78 9
a necht Ej je jednotkova matice a A je proménnd. NapiSte matici
B=A—-)\E;.
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B=| 4 5-)2 6 |
8 9— A
Uloha 3. Zjistéte, zda vektory
1 0
=111, Z=]|1
1 2
jsou Tesenim systému linearnich rovnic z tlohy 2.
4 1
[Alz=| -1 |, A% =| —3 |, tedy 'z je a % neni fesenim uvaZovaného systému linedrnich
—1 —1
rovnic.]
Uloha 4. Necht
l 2 3 -1 2 3 0
A=| 4 10|, B=| 4 -7 12|, b= |1
—2 0 1 -2 4 7 2

a) Dokazte, 7e B- A= FE, A- B = E. Jak nazyvame matici B?
b) Naleznéte feseni rovnice A - & = b uzitim matice B. (Obé strany daného systému rovnic
nasobte zleva matici B.)
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[a) B je inverzni k matici A, b)B-(A-x)=B-b, (B-A)-x=B-b, E-x = B-b, takze
r=B-b=(8 —31 18) ]
Uloha 5. Zapiste nasledujici systém nerovnic uzitim maticové notace

i+ a5 X 8,
—i + e X 0,
W) Z 0.

Znazornéte graficky mnozinu bodi [z, 2], které témto nerovnicim vyhovuji.

[Polozme
1 1 3

xr
A=|-1 1], b=1]o0o]|, = .
xo
0 —1 0

Potom dany systém nerovnic lze zapsat takto: A - < b. Hledand mnozina je Seda oblast na
obr.1.]

T2

3 Ty

Obrazek 1: Hledana mnozina bodu
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Uloha 6. Uréete vektory f, x tak, aby funkce
y =221 + 3x2 +4x3 + 24

se dala pomoci nich zapsat ve tvaru
iz
[f = (2, 3, 4, 1>T, xr = ([L‘l, Xo, X3, [L‘4>T]
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3. Linearni prostor

Na mnoziné matic téhoz typu jsme méli zavedeny operace secitani matic a nasobeni matic real-
nymi ¢isly. V nasledujici definici zavedeme novy pojem ,vektorovy prostor®. Nyni budeme uvazo-
vat mnozinu P,(ne nutné mnozinu matic,) na niz jsou zavedeny dvé operace, se¢itani dvou jejich
prvkil a nasobeni jejich prvki realnymi ¢isly. Budeme pozadovat, aby tyto operace spliovaly jisté
vlastnosti.

13

Definice 3.1 (Definice vektorového prostoru) Necht P je mnoZina. Oznacme symbolem ,+
operact, nazveme 7 secitanim, kterou ke kaZdym dvéma prvkum a,b € P je prirazen prvek
a+ b c P . Ddle oznacme symbolem ,-“ operaci, nazveme ji ndasobenim, kterou ke kaZdému
proku a € P a ke kaZdému redlnému ¢islu o € R je pritazen prvek o - a € P. Necht tyto operace
magji nasledujici vlastnosti:
Jestlize a,b,c € P, potom

a+b = b+a, (34)
a+(b+c) = (a+b)+ec. (35)

Existuje prvek O € P tak, Ze pro vsechna x € P plati
x+0=uc. (36)
Ke kaZdému x € P existuje (—x) € P tak, Ze
x+(—x)=0. (37)
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Pro vsechna x,y € P a pro vsechna o, 3 € R plati

l-x = =z, (38)

a- (B-x) = (af) (39)

a+pf)x = a-x+0-x, (40)

a-(r+y) = a-xz+a-vy. (41)

Potom mnoZinu P s témito operacemi ,+“ a ,-“ nazyvame linedrnim, nebo téZ vektorovym pro-

storem. Budeme jej znacit P. Prvek O nazjvdme jeho nulovym prvkem.

Poznamka. Symbol ,,-“ pro nasobeni lze vynechat, pokud nemtize dojit k omylu. Misto a € P
lze psat @ € P. Misto a + (—b) lze psit a — b.

Disledek 1. Ze vztahti (34), (35) vyplyva, Ze

at+b+c)=a+(c+b)=b
=c+(a+b)=c+ (b+

= (@a+c)=b+(c+a)=
a) =
=(a+c)+b=(c+a)+b=

_|_
(a+b)+c=(b+a)+c=
(b+ec)+a=(c+b)+a

Neni proto nutno psat zavorky a staci psat a + b + c.
Dokazme napt., %e a + (b+¢) = (b+ a) 4+ ¢. Podle (35) je a + (b+¢) = (a + b) + ¢. Podle
(34)jea+b=>b+a, takie (a+b)+c=(b+a)+c Jetedya+(b+c)=(b+a)+c.
Podobné budeme psat ¢; - ‘¢ + ...+ ¢, - ", kde 'z,....,"c € P a cy,...,c, jsou libovolné
konstanty, aniz bychom psali zavorky.
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3.1. Priklady linearnich prostoru

Aritmeticky vektorovy prostor.

Véta. 3.1 (Aritmeticky vektorovy prostor V,) Necht n € N a necht R" je mnoZina uspo-
radanych n—tic redlnijch cisel (nezdleZi na tom jak jsou zapsdny, zda do vdadki nebo do sloupci),
na niz jsou zavedeny operace secitani ,+“ a ndsobent ,.“ takto:
Necht a = (a1,...,a,), b= (b1,...,b,) € R” . PoloZme
a+b=c,

kde c = (c1,...,¢,) je takovd usporddand skupina redlnijch cisel, Ze

cc=a;+b pro i=1...n.

Necht a = (a1,...,a,) € R” a « je redlné cislo. Potom
a-a=d,
kde d = (dy,...,d,) je takovd usporddand skupina redlnijch cisel, Ze
d; =aa; pro i=1,...,n.

Potom mnoZina R" s témito operacemi secitdni ,+“ a ndsobeni ,-“ je vektorovym prostorem.
Budeme jej nazjvat aritmetickym vektorovym prostorem a znacit V.
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Duikaz si provedte jako cviceni. Staci provérit splnéni vlastnosti operaci se¢itani a nasobeni
uvedené v definici (3.1).

Poznamka 1. Prvky tohoto prostoru budeme nazyvat aritmetické vektory, struéné jen vek-
tory a vétSinou je budeme oznacovat malymi tucné zapsanymi pismeny. Cislo na i-tém misté
vektoru a budeme znacit a; a nazyvat i—tou slozku vektoru a. Vypiseme-li slozky aritmetického
vektoru do radku, bude-li to nutné, nazveme jej fadkovym aritmetickym vektorem. Analogicky
zavadime pojem sloupcového aritmetického vektoru. Vektor, jehoZ vSechny slozky jsou rovny 0,
budeme nazyvat nulovym vektorem a znacit 0. Vektor a € V,, budeme téZ nazyvat n-rozmérnym
vektorem a.

Poznamka 2. Jestlize chceme zdiraznit zpiisob zapisu slozek vektoru do fadku (sloupce),
budeme mluvit o fadkovém (sloupcovém) vektoru.

Poznamka 3. Je-li @ = (ay,as,...,a,), potom &slo y/a? + a3 + ... + a2 budeme nazyvat
velikosti vektoru a a znadit lal.

Poznamka 4. Kdybychom v definici prostoru V,, uvazovali misto mnoziny R” mnozinu uspo-
fadanych n—tic redlnych ¢isel, zapsanych do sloupcti, dostali bychom prostor matic typu (n, 1),
ktery znacime M™!. Kdybychom v definici V,, uvaZovali misto uspofadanych n-tic realnjch ¢isel
mnozinu usporadanych n—tic realnych ¢isel, zapsanych do radki, dostali bychom prostor matic
typu (1,n), ktery znacime M.

Poznamka 5. Komu obecnd definice vektorového prostoru déla velké potize, at si pod pojmem
vektorového prostoru P predstavi vzdy aritmeticky vektorovy prostor V,,.
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Vektorovy prostor volnych vektort. V predchazejicim studiu na gymnadziu jste pracovali
s volnymi vektory. Zopakujme si napfed ve strucnosti pojem volného vektoru a operace s volnymi
vektory a to tak, jak se tyto pojmy zavadéji na gymnaziich.

Definice 3.2 (Volné vektory) MnoZinu vsech nenulovijch orientovanyjch usecek, které maji stejngj
smer a stejnou velikost, nazveme nenulovym volnym vektorem a mmnoZinu vsech nulovych orien-
tovanych usecek nulovym volnym vektorem. KaZdd orientovand usecka je pak umisténim prislus-
ného volného vektoru a reprezentuje jej. Volné vektory budeme oznacovat pismenem se sipkou
nahote, napt. @ . Nulovy volny vektor budeme oznacovat symbolem 0. Délku kazdé orientovand
usecky, kterd reprezentuje volny vektor @ , budeme nazijvat velikosti volného vektoru @’ a budeme
Ji znacit 17a’l.

Véta. 3.2 (Vektorovy prostor volnych vektort) NechtU je mnoZina volngch vektori. Sym-
b_o)lem L+ oznacme operaci, nazveme ji secitanim, kterou ke kaZdiym dvéma volnym vektorim @,
b je pritazen volny vektor, oznacme jej ¢, ktery dostaneme takto: Zvolme libovolnyj bod A. Necht
ﬁ je orientovand usecka, kterd reprezentuje volnyj vektor @ . Necht orientovand usecka BC re-
prezentuje volny vektor ?, potom orientovand usecka AC reprezentuje volny vektor ¢ . PiSeme
pak @ + b =7.

Oznacme ddle symbolem ,-“ operact, nazveme ji ndsobenim, kterou ke kaZdému volnému vektoru
@ € U a libovolnému redlnému cislu o € R je pritazen volny vektor, oznacme jej 7, ktery
dostaneme takto: Nechf orientovand tsecka AB reprezentuje volny vektor @ . Oznacme D takovy
bod na primce urcené body A, B , Ze velikost |AD| orientované usecky AD je

lal - 1ABI
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a smér AD je stejny jako smér @, je-li o« > 0 a opacny, je-li av < 0.
Potom mnoZina U s takto zavedenymi operacemi ,+“ a ,-“ tvori vektorovy prostor ve smyslu
definice 3.1, to znamend, Ze jsou splnény vztahy (34)—(41). Budeme jej znacit U.

Na obr. 2 je znizornéno secitani dvou volnych vektorti @, V. Vektor @ je reprezentovany
orientovanou useckou [ﬁ a volny vektor v je reprezentovany orientovanou tseckou RS. Jejich
souctem je volny vektor @ = @ + v reprezentovany orientovanou useckou AC.

R S

Q C

A B

Obrazek 2: Secitani volnych vektort
Na obr. ?7? je znizornéno néasobeni volného vektoru @ realnym cislem. Volny vektor @ je
reprezentovan orientovanou tseckou [ﬁ Volny vektor d = 2,5- @ je reprezentovan orientovanou
fiseckou AB a volny vektor @ = —2,5 - @ je reprezentovan orientovanou tseckou CD.
Volné vektory v kartézském souradném systému v roviné. V predchazejici definici
jsme uvazovali volné vektory nezavisle na souradném systému, byly uvazovany v tzv. invariantnim

tvaru.
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Obrazek 3: Nasobeni volného vektoru ¢islem

Pojednejme nyni o prostoru Uy volnych vektoriu v rovine, v niZ je zaveden kartézsky souradngy)
systém. Oznacme x1, x5 soutfadné osy kartézského souradného systémuv roviné.

Jak je dobfe znamo, ke kazdému bodu P v kartézském souradném systému roviny je prifazena
uspoiadand dvojice redlnych &sel [pi, ps]. Cislo p; nazyvime jeho prvni soufadnici a ¢islo ps
nazyvame jeho druhou soufadnici. Naopak, kazdou uspoiadanou dvojici realnych cisel [py, po] 1ze
povazovat za soufadnice pravé jednoho bodu P v roviné. Neni tedy nutno striktné rozlisovat
mezi bodem v roviné a usporadanou dvojici realnych ¢isel. Ozna¢me Uy mnozinu vSech volnych
vektorli v této roviné s uvedenymi operacemi sec¢itani volnych vektori v roviné a nasobeni volnych
vektoril v roviné realnymi ¢isly.

Uvazujme dvé orientované tsecky [ﬁ, RU (viz. obr. 4), kde

P:P[plap2]7 Q:Q[Q17QQ]7 R:R[TMTQ]? U:U[u17u2]'

Kazd4 z téchto orientovanych tsedek reprezentuje tentyZ volny vektor @ € Us, kdyZ a jenom
kdyz

Qi —Pp1L=u —71 N\ G2 — P2 = Uz —T2. (42)

Vztah mezi prostorem V, a prostorem volnych vektori v roviné. Zavedme si nyni

zobrazeni T prostoru U, do prostoru Vo takto: Necht volny vektor @ € V2 je reprezentovdn
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Obrazek 4: Zobrazeni V2 do R2

orientovanou useckou P@, kde

P = Plpi,p2). Q= Qlq1.q2].
Oznacme
a; = q1 — p1, A2 = 42 — P2.

Potom definujme
T(a)=a, kde a=(ay,as9).

Toto zobrazeni nezavisi na volbé orientované tsecky, kterou je volny vektor reprezentovan.
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Zobrazenim 7 se ke dvéma riznym volnym vektortim z U, prifadi dva rizné vektory z prostoru
V,. Kazdy vektor z V5, je prifazen k pravé jednomu volnému vektoru z Us. Zobrazeni T je prosté
zobrazeni vektorového prostoru Uy na vektorovy prostor Vo. K zobrazeni T existuje tedy inverzni
zobrazeni 7 1. Timto zobrazenim 7 ~! se k vektoru a = (ay,as) € Vy piifadi vektor @ € Uy,
piseme 7 'a = @, pficemZ vektor @ je reprezentovan napi. orientovanou tseckou 071, kde
A= A[al,ag], O = O[0,0]

Dokazeme, ze takto zavedené zobrazeni 7 prostoru U, do prostoru V, zachovava operace ,,+

a .
Dokazme napied, Ze zobrazeni T zachovdvd secitdni. Necht tedy 77,7 € Us. Nechf volny
vektor 7 je reprezentovan orientovanou tseckou OX a volny vektor 7/ je reprezentovan orien-
tovanou tseckou OY, kde O = [0,0], X = [21,22], Y = [y1,42]. Potom volny vektor @ + 7 je
reprezentovan orientovanou tseckou 07 , kde Z = [x1 + y1, 22 + 2. Viz obr. 5.

Je tedy

T(7Z)=x, kde x=(x1,25)€ Vs,
T(y)=y, kde y=(y1,10)€ Vs,
T(7+7Y)= (21 +y1,22 + 1y2).
Ponévadz
r+y=(r1+y,22+ y2),
plati

T(7+7v)=x+y,

takze skutecné zobrazeni T zachovdvd secitant.
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Obrazek 5: Zobrazeni zachovava secitani

Dokazme nyni, Ze zobrazeni T zachovdvd ndsobeni. Necht 7 € Uy a necht « je libovolné realné
¢islo. Necht volny vektor 77 je reprezentovan orientovanou useckou OX , kde O = [0,0], X =
[1, 22] a necht volny vektor av - @ je reprezentovan orientovanou tseckou OU, kde U = U [ -
x1, - 23], Viz obr. 6.

Je tedy
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Obrazek 6: Zobrazeni zachovava nasobeni

Ponévadz
(21,00 29) = (21,20) = - @,
je
T(aT)=a-x.
Tedy skutecné zobrazeni T zachovdvd ndsobent.

Vzhledem k vlastnostem zobrazeni T neni tedy nutno délat striktni rozdil mezi vektorovym
prostorem Vs a vektorovym prostorem Us.
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Vektor a = (al, az) si muZeme predstavit jako mnoZinu vsech takovijch orientovanich usecek
Pif) P =[p1, p|,Q = [q1, qa], v kartézském souradném systému v roviné, Ze

G —pr=a1 N\ g2 — P2 = ao.

Volné vektory v kartézském souradném systému v trirozmérném prostoru. Podobné
uvazZujme prostor volnych vektoru Us ve trirozmeérném prostoru, v nemz je zaveden kartézsky sou-
radny systém. Jak je dobre znamo, ke kazdému bodu P je prifazena usporadana trojice realnych
cisel [p1, p2, p3). Cislo p; nazyvame jeho prvni soufadnici, &slo ps nazyvame jeho druhou souiad-
nici a ¢islo p3 nazyvame jeho treti souradnici. Naopak, kazdou usporadanou trojici realnych ¢isel
[p1, P2, p3] 1ze povazovat za bod P o soutadnicich [py, ps, p3] v nasem soufadném systému. Neni
tedy nutno délat striktni rozdil mezi pojmem bod v prostoru a usporadanou trojici realnych cisel.
Uvazujme dvé orientované tsecky PQ), UR, kde

P = Plpi,p2,ps], @ = Qla1:¢2. q3],
U= U[ul,UQ,U3], R = R[?"l,?"gﬂ"g].

Kazd4 z téchto dvou orientovanych tisedek reprezentuje tentyz volny vektor @ € Us, kdyz a
jenom kdyz

Q—Pp1=7T1—u N @ —Pp2=7T2— U2 N\ g3 —DP3=7"3— Us. (43)

Vztah mezi prostorem V3 a prostorem volnych vektort v tfirozmérném prostoru

Zavedme si nyni zobrazeni T prostoru Us do prostoru Vs takto: Necht volny vektor @ € Us je
reprezentovan orientovanou tseckou PQ), kde P = Pp1,p2,ps], @ = Q|q1, ¢z, q3]. Oznacme

a; =41 —pP1, a2 =(2 —p2, a3 = (g3 — P3.
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Polozme
a = (ay,a2,a3) € Vs.

Definujme
T(ad)=a. (44)

Toto zobrazeni nezavisi na volbé orientované tisecky, kterou je volny vektor reprezentovan. Exis-
tuje k nému inverzni zobrazeni. Analogicky jako pro rovinny piipad se da dokazat, Ze toto zobra-
zeni T zachovava secitani vektorli a nasobeni vektord realnymi ¢isly. Podobné jako ve dvouroz-
mérném piipadé dojdeme k tomuto zavéru:

Vektor a = (a1, as,a3) si miZeme predstavit jako mnoZinu vSech takovyjch orientovanigjch usecek

[ﬁ, P = [p1, p2, p3], @ = [q1,q2, qs], v kartézském souradném systému v trojrozmérném prostoru,
ze

i —p1=a1 N\ G2 —p2=a2/\ g3 —p3 = as.
Neni proto nutno striktné rozliSovat mezi prostorem Us a V3.
Vektor a = (a1, a9, as) si mizete tedy predstavit jako mnozinu v8ech takovych orientovanych
usecek [ﬁ, kde P = [p1,p2,ps], @ = [q1,q2,q3] v kartézském soutadném systému v prostoru, Ze

Qi —p1r=a1 N @2 —p2=0ax N\ g3 —p3 = as.
S pojmem vektorového prostoru uzce souvisi pojem vektorového podprostoru. Uvedme si jeho
definici.
Definice 3.3 (Vektorovy podprostor) Necht P je vektorovy prostor definovany na mnoZiné

P spolecné s operacemi secitani ,+“ dvou prvkid z P a ndsobeni ,-“ prokid z P redlnymai cisly.
H1®First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ® Quit



Necht M C P a necht mnoZina M spolecné s témito operacemi ,+,-“ tvori vektorovy prostor
M. Potom wvektorovy prostor M nazyvdme vektorovym podprostorem vektorového prostoru P.

Priklad 3.1 Necht M je takovd mnoZina vektori @ = (x1, 22,23, 24), 2 Vy, Ze 20 = x4. Necht
a = (ay,c,a3,¢), b= (b1,d, b3, d), kde c,d € R jsou pevné zvolend ¢isla. Potom a a b patii do M.
Necht o« € R. Potomx = a+b= (a1 +0b,c+d,as+bs,c+d), y=a-a=(a-a,a-c,a-as,a-c).
Zde operace ,+“ , ,-“ js0u operace secitani a nasobeni v prostoru V4. Je zrejmé, Ze x, y patri
do mnoZiny M. Proto mnoZina M s témito operacemi ,+° , ,-“ tvori vektorovy prostor M, ktery
je vektorovym podprostorem prostoru Vy.

Poznamka. Nase uvahy o volnych vektorech byly zaloZeny na vice-méné intuitivné chdpaném
pojmu orientované usecky. Cilem pojedndni nebyl ovsem prostor volnych vektori. Cilem bylo
pouze ukdzat souvislosti mezi pojmem volného vektoru, se kterym jste se sezndmili na gymndziu
a pogmem vektoru z vektorového prostoru V, pron = 2, resp. n = 3.
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4. Systémy linearnich algebraickych rovnic, ivod

Rovnici
B, + n i T = o o Uyl = B,
kde xy,...,2;,..., 2, jsou hledana c¢isla, ai, ..., a;,...,a, js0u konstanty, rikame jim koeficienty,
b je cislo, nazyvame linedrni rovnici. Je-li téchto rovnic vice, vetsinou je ocislujeme. TakZe i—tou
rovnict zapiseme takto
Wy 181, s o By s s~ BBy = By

Tedy a; ; je koeficient u nezndamé x; v i—té rovnici.

Je tedy
a1 171 + 19T + -+ 12, = by
2121 + Qo2X2 + -+ + G2pT, = b (45>
Am 121 + A 222 + -+ AmpnTp = bm-

systém (misto systém muZeme pouZvat termin soustava) m linedrnich rovnic o n mnezndmijch
LlyeoeyTp.
Oznacme A ndsledujici matici utvorenou z koeficienti v jednotlivyjch rovnicich

11 1.2 T a1
a2 1 a2 2 T a2 pn

A=| , (46)
A1 A2 e Am.n
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Nazgvdme ji maticl soustavy systému (45), vektor

nazyvdme vektorem neznamych a vektor

nazyvdme vektorem pravych stran.
Lehce nahlédneme, Ze systém linedrnich algebraickych rovnic (45) lze zapsat uZitim tohoto

oznacent jako
A-x=b (47)

Skutecné, matice A je typu (m,n), x je typu (n, 1), takZe A-x je matice typu (m,1). Rovnice
(47) znamend, Ze kaZdd sloZka vektoru A - x je rovna odpovidajici sloZce vektoru b. Porovndnim
i—tijch sloZek téchto vektori dostdvdme i—tou rovnici systému (45).

Matice, kterd vznikne z matice A priddnim vektoru b jako dalsitho sloupce, se nazjvd rozsite-
nou matici systému rovnic (45).

540First ®Prev ®Next ®[ast ®Go Back ®Full Screen ®(Close ®Quit



Znacime ji (Alb). Je tedy

1.1 12 T a1.pn | b

a2 1 a2 9 T a2 pn | by
(Alb) = ,

A, 1 Am 2 e Am.n | bm

Priklad 4.1 UvaZujme systém linedrnich algebraickych rovnic

r1 + 3x0 — 3x3 = —12,

Oznacime-li A matici soustavy tohoto systému rovnic, b vektor pravijch stran a x vektor neznd-
mych tohoto systému rovnic, je

1 3 -3 —12
A= , b= , =] X2
4 5 2 —0
3
Matice rozsirend je rovna
1 3 =3 | =12
(Alb) = :
45 21 —6

Danyj systém rovnic lze tedy zapsat jako

A-x=b
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Zavedme si nyni pojem Teseni systému linedrnich rovnic.
Definice 4.1 Vektor °x nazveme vesenim systému linedrnich rovnic
A-x=0>,
jestlize A -%c = b. (To jest, jestliZe vektor %x vyhovuje rovnici A -x =b).

Viratme se k prikladu 4.1. Oznacme

3 0 3
= 4|, =| 2], k=0
1 2

Zreyme
1 2 3 0
A-xz=b, A-x=b A x= ” #£b

Jsou tedy vektory 'z, Z& Tesenim wvaZovancho systému (48), avsak *r neni jeho FeSenim.
Lehce se presvedcime, Ze vektor

6—3-c
r=| —6+2-c
c

je Tesenim uvaZovaného systému rovnic (48 g pro kazZdé rediné c.
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Priklad 4.2 UvaZujme systém linedrnich rovnic

1‘1—21‘2 = 3, (49)
2x1 — 4z, = b. (50)

Tento systém rovnic nemd veseni. Skutecné, predpoklidejyme, Ze o, jsou takovd cisla, Ze x1 = «,
xy = [ vyhovovuji pruni rovnici, tedy, Ze plati

a—2-0=23.
Potom by bylo
2-a—4-0=6
ane?2-a—4-0=25, takie x1 = a, x9 = [ nevyhovuje druhé rovnici.

Poznamka. Pozdeéji budeme 1esit obecné otdzku, kdy systém linedrnich rovnic md jedno re-
sent, kdy md nekonecné mnoho veseni a kdy nemd vibec Zddné reseni. Pro usnadnéni prdce
muzZeme kaZdé rovnici

ai71x1+...+ai7nxn:bi, b= 1, m ey s (51)

priradit vektor
(CLZ'J, ce ,am, bz>

Zregmé souctu i—té a j—té rovnice tohoto systému odpovidd pak vektor

(ail+a'1,...,am+bml(bi+b').
¢ :.77 ¥ ¥ :.7
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a ndsobku i—té rovnice cislem o odpovida vektor
(aaiq,...,ca;,lab;.

To ndm umoznuje nahradit radu operaci s linedrnimsi rovnicemi odpovidajicimi operacemi s
vektory.

K reseni nahore uvedeného problému pouzijeme ddle zavddeéné pojmy: linedrni kombinace vek-
tori (linedrni kombinace rovnic), linedrni nezdvislost a linedrni zdvislost vektori (rovnic). S po-
gmy linedrni kombinace vektori a linedrni zavislost vektori se setkame i v jinych ulohdch.

Definice 4.2 (Linedrni kombinace vektort) Nechf n € N.on > 2, 'z,....,"x jsou vektory
z vektorového prostoru P a cy, ..., c, jsou redlnd cisla. Potom vektor
r=clr+.. . +c¢, "

nazveme linedrni kombinaci vektort ', ...,"x. Rikdme téZ, Ze vektor x je linedrné zdvisly na
vektorech 'z, ..., "x. Rikdme téz, Ze vektory x, 'z, ..., ©. jsou linedrné zdvislé.

Priklad 4.3 Necht
't =(2,3,-1), & =(52,6), 't =(9.8,4)

jsou vektory z prostoru Vs. Ponévad?
2- '+ =2 (2737—1> + (57276> - (4767—2> + (57276> - (97874> :3337

je vektor *x linedrni kombinaci vektori 'z, *x a je tedy na nich linedrné zdvisly.
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Linearni zavislost a linearni nezavislost vektor.

Necht'z,...,"x,n > 1 je skupina vektori z vektorového prostoru P. Rekneme, Ze tyto vektory
jsou linedrné nezdvislé, jestliZe ani jeden z nich neni linedrni kombinaci ostatnich. JestliZe tyto
vektory nejsou linedrné nezdvislé, rekneme, Ze jsou linedrné zdvisle.

Jestlize skupina vektori obsahuje jediny vektor, potom rekneme Ze nenulovy vektor je linedrné
nezavisly a nulovy vektor je linedrné zdvisly. Linedrni nezdvislost skupiny pro pripad, Ze skupina
obsahuje libovolny pocet vektori, lze tedy zavést takto.

Definice 4.3 (Linedrni nezdvislost skupiny vektori.) Nechf'z, ..., "¢ je skupina vektori
z vektorového prostoru P. Rekneme, Ze tyto vektory jsou linedrné nezdvislé, jestliZe
ar+.. .+, =0 < c¢c;=cr=...=¢,=0. (52)

Jestlize vektory 'z, ... ,"x nejsou linedrné nezdvislé, jsou linedrnd zavislé.

Linedrni zavislost vektori lze vyjadrit téZ takto.

Poznamka. Vektory 'z, ..., "¢ 2 vektorovém prostoru P jsou linedrné zdvislé, jestlize existugi
takovd c¢isla ci,co, . .., cp, 2 nichZ alespori jedno je mizné od 0, Ze ci'x + ... +c¢,"x = 0.

Priklad 4.4 Ukazme, Ze vektory 'x = (1,4,—4), x = (1,2,0), *& = (1,5,—2) 2z prostoru Vs
jsou linedrné nezdavislé. Skutecné, ze vztahu

Cl~1513+62~2$+63~351320
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dostdvame
cr- (1,4, —4) 4+ ¢+ (1,2,0) + ¢3- (1,5,—2) = (0,0,0),

to jest
(€1 + co + ¢3,4c1 + 2¢9 + beg, —4eq + 0ce — 2¢3) = (0,0,0).

Aby rovnost mezi témito vektory platila, musi koeficienty ¢, ca, c3 vyhovovat systému linedrnich
rovnic

cir+c+ce3 = 0, (53>
4cy + 2¢90 + 5es = 0, (54)
—4c1 + 0cy — 2¢3 = 0. (55)

Jak se lehce presvédcime, md systém rovnic (53)—(55) jedin€ Teseni ¢ = c¢o = ¢3 = 0. Jsou
tedy dané vektory linedrné nezdvislé.

Poznamka
a) Vektor 0 je linedrné zdvisly, nebot a0 = 0 pro kaZdé o € R.
b) Vektorylx,....,"x, n > 1, jsou linedrné zdvislé, kdyZ a jenom kdyZ alespon jeden z nich lze

vyjddrit jako linedrni kombinaci ostatnich z nich. (DokaZte!)
Priklad 4.5 Vektory
(1,2,3), (—1,2,0), (1,6,6)
jsou linedrné zdvislé. Lehce nahlédneme, Ze
2.(1,2,3) + (=1,2,0) = (1,6,6).

Vektor (1,6,6) jsme vyjddrili jako linedrni kombinaci zbyvagicich dvou vektori.
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Zavedme si nyni pojem hodnosti skupiny n vektori ndsledujici definici. Hodnost skupiny vektorii
md zdsadni vyznam pri vysetrovdni resitelnosti systému linedrnich rovnic.

Definice 4.4 (Hodnost skupiny vektort)Necht X = (‘z,...,"x), je skupinan vektori z pro-
storu P. Mazximalni pocet linedrné nezavislych vektori ve skupiné X nazveme hodnosti skupiny
vektortt X . Budeme ji znacit h(X).

Poznamka. Necht A je matice typu (m,n). Na matici A se miizeme divat jako na uspora-
danou m—tici tadkovych vektort z vektorového prostoru V,,, resp. jako na usporadanou n—tici
sloupcovych vektoril z vektorového prostoru V,,. Aplikovanim definice hodnosti na rdadky matice
dostdvdme tadkovou hodnost matice a aplikovdnim definice hodnosti na sloupce matice dostd-
vame sloupcovou hodnost matice. Pozdéji ukazeme, Ze pro kazdou matici je sloupcova hodnost
rovna jeji fadkové hodnosti. Pokud to nedokdZeme a viyslovné nerekneme o jakou hodnost se jednd,
budeme mit na mysl radkovou hodnost.

Priklad 4.6 Urcete radkovou hodnost matice

12 3 4
A=] 56 7 8
6 8 10 12

Oznacme 'z, %z, *c postupné prond, druhy o tieti Fddek matice A. Tedy

r = (1234), (56)
= (567 8), (57)
r = (6 8 10 12). 58)
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Zrejmé vektor 3 je linedrné zdvisly na vektorech 'x,x, nebot
r=lr+%

a vektory 'z, % jsou linedrné nezdvislé. Skutecné, kdyby tyto vektory byly linedrné zdvislé, byl by
jeden z nich ndsobkem druhého. To znamend, existovalo by takové ¢islo o, Ze by *xr = o'k to jest,
platilo by

(567 8)=a(1234).
Takové ¢islo o vsak evidentné neezistuje. Vektory 'z, *x jsou tedy linedrné nezdvislé. Tedy mezi
vektory 'z, %, x jsou pravé dva linedrné nezdvislé vektory. Rddkovd hodnost matice A je tedy
rovna 2.

Ukol. Dokaite si, Ze horni schodovit4d matice ma fadkovou hodnost rovnu poétu jejich nenu-
lovych radki.

4.1. Elementarni transformace matic

Zavedeme si nyni nékolik elementarnich transformaci, jimiz se uspotradana skupina vektort,
oznac¢me ji X, z daného vektorového prostoru P, pfevede na jinou usporadanou skupinu vek-
tortl z téhoz vektorového prostoru. Prikladem usporadané skupiny vektorfi jsou naptriklad radky
matice, které jsou tvoreny vektory z aritmetického vektorového prostoru.

Pozdéji si ukazeme jak vyuzit tyto transformace napt. pii feseni téchto tloh:
m Urcit hodnost matice.

m Vypocitat hodnotu determinantu matice.
m Resit systémy linedrnich algebraickych rovnic.
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Napred definujme zakladni elementarni transformace ‘H1, H2 a z nich vytvofime tak zvané
odvozené elementarni transformace.

Definice 4.5 (Zakladni elementarni transformace) NechtP je vektorovy prostor. Necht X =

(‘z,...,"x) je usporddand skupina n vektori z P. Definujme transformace (zobrazeni) H1(i, ),
H2(i,j) takto:

Transformace H1(i,«). Transformaci

Y = H1(i,a)X. (59)
se k usporddané skupiné vektori X = (z,...,"x) 2 P pFitadi usporddand skupina vektori Y =
(Yy,...,"y) z P takto: ' '

ye=fc pro k#i a y:=o ' (60)

(To znamenda, Ze vektor z nasobime ¢islem « a ostatni vektory ponechame bez
zmény. )

Transformace H2(i, 7). Transformaci

Y =H2(i,j) X (61)
se k uspotddané skupiné vektori X = (lx,...,"x) 2z P privadi usporddand skupina vektori Y =
(Yy,...,"y) z P takto: | -

=t pro k#j a =+ (62)

(To znamend, %e k j—tému vektoru ‘r se pri¢te i—ty vektor ¢ a ostatni vektory se

ponechaji bez zmény.)
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Piiklad 4.7 UvaZme, Ze na matici typu m,n) se muZeme divat jako na usporddanou skupin m
vektori z prostoru V,,, Necht A je matice typu (3,4)

1 2 3 4
A=|5 6 7 8 |. (63)
9 10 11 12

Utvorme matici B typu (3,4) tak, Ze jeji druhy vddek je roven druhému tddku matice A ndsobe-
nému cislem (—3) a ostatni 7dadky matice B jsou rovny odpovidagicim Tddkim matice A. Takto
vznikld matice je matice

1 2 3 4

B=]| —-15 —-18 =21 —-24
9 10 11 12

Matice B vznikla z matice A transformaci H1(2,—3). Piseme
—_
B ="H1(2,-3)A,resp. AH1(2,—3) B.

Odvozené elementarni transformace Necht P je vektorovy prostor. Definujme nésledujici
transformace (zobrazeni)

H3(i, ), HA(i, . §), H5(i, v, j, ), @ # 0,5 # 0.
skupin vektortt X z P na skupiny vektorti z P.
Transformace H3(i, j). Transformaci

Y = H?)(z,])X i # 7, 64)
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se k uspofddané skupiné vektorit X = (lz,... ") z P piifadi takova uspofddand skupina vektori

Y =(y,....,"y)z P, Ze
yo=Jp, y.=¢, by.=f pro k #£i,j (65)

To znamena, Ze skupina vektoru Y vznikne ze skupiny vektori X vymeénou i—tého
a j—tého vektoru.

Misto (64) lza psat
X H3G, 5 Y.

Priklad. Necht

1 2 3 0 31
X = (2) :1)) 411 , potom Y :="H3(1,2)X = ; % i
0 31 1 2 3
Transformace H4(i, v, j),i # j, « # 0. Transformaci
Y = Ha(i, o, 7) X, (66)
se k usporadané skupiné vektortt X = (z,...,"r) z P prifadi takova uspoiddana skupina vektort

Y =(y,....,y)zP, Ze | ' | L
=o't +'z, a y="r, k#j.
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To znamena, Ze skupina vektori Y vznikne ze skupiny vektort X tak, ze k j—tému
vektoru se pripoc¢te a—nasobek i—tého vektoru a ostatni vektory se ponechaji bez
zmeény.
Misto (66) lze psat

X Hi(a5) Y.

Priklad. Necht

1l 2 4 1 2 3
X = (2) :1)) 411 ,  potom Y :="H4(2,-3,3)X = (2) —38 1
0 31 0 3 1
Transformace H5(i, v, 7, 3), i # j, a # 0, [ # 0. Transformaci
Y = H5(i., . 0)X, i#£j B#0 (67)
se k uspofddané skupiné vektortt X = (lx,... ") z P piifadi takova uspofddand skupina vektori

Y =(y,....,y)zP, Ze | ' |
y=ar+ 0%, a =" k+#j
To znamena, Ze skupina vektort Y vznikne ze skupiny vektort X tak, ze k 5—nasobku

j—tého vektoru se pripoc¢te a—nasobek i—tého vektoru a ostatni vektory se ponechaji
bez zmény. Misto (67) lze psat
X H5(i,0,5,8) Y.
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Priklad. Necht

o NS =

LW = W N

)

— R =

potom Y :="H5(2,3,4,—1)X

SN = O
S =N W
DN & o =

Véta. 4.1 Transformace H3(i,j), H4(i,«,j), B # 0 H5(i,a,7,0), B # 0 jsou elementdrni,
to znamend, Ze jsou vytvorteny postupnym aplikovdinim elementdrnich transformaci H1(i, ),

H2(i, §).

Omezime se pouze na diikaz, Ze transformace H3(i,j) je elementarni.
V popisu budeme sledovat jenom vektory na i—té a na j—té pozici v usporadané skupiné
vektorli. Schematicky lze tento postup znazornit takto

()

\ )

(

't + I

)

H1(j,—1)
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[ [ ) [ ) ()

T + x 't + I I

H1(j,—1) : H2(j,1) : H1(j,—1)

5y —'r —'r {

\ \ \ ) \ )

Je tedy skutecéne transformace H3(i, 7) X elementarni.

Hodnost skupiny vektort. Zabyvejme nyni se otazkou porovnani hodnosti skupiny vektorti
X z P a hodnosti skupiny vektort Y z P, kterd vznikla ze skupiny vektort X elementarnimi
transformacemi. UkaZeme, Ze tyto hodnosti jsou stejné.

Véta. 4.2 Necht P je vektorovy prostor a X je usporddand skupina m vektory z P
X =(z,..., ).
Oznacme Y wusporddanou skupinu m vektoriu z P, definovanou vztahem
Y =Hl(i,a)X, kde ac€R, a#0, 1<i<m.
Potom usporadané skupiny vektoru X, Y maji stejnou hodnost.

Dikaz. Ozna¢me h = h(X) hodnost uspotadané skupiny vektori X . Dokazme napted, Ze
h(Y) > h. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme piedpokladat, Ze ve skupiné X jsou vektory

6(1:1:, oo 68
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linedrnd nezavislé a ostatni vektory (""x,...,™z) jsou jejich linedrnimi kombinacemi. Piedpo-
kladejme, ze

1 <i<h.
Transformaci Y = H1(i, @) X se vektor %z transformuje na vektor *y, kde

fy =" prokazdé k+#£i, Y=o 'z (69)

PoloZzme '
a-y+.. . 4e-y+.. .+ -y=0. (70)

Vzhledem k (69) lze tento vztah pfepsat na tvar
o+ Hea-r+ .. e e =0. (71)
Ponévadz vektory (68) jsou linedrné nezavislé, je
ci=0,....cca=0,...,¢c, =0.
Ponévadz o # 0, dostavame odtud
c, =0 pro k=1,2,... h,

takze vektory
1y7 2y7 SR hy
jsou linearné nezavislé. Je tedy hodnost h(Y') > h. Dospéli jsme k zavéru, ze pro 1 <i < h je

WX) < h(H1(i,a)X) = h(Y). 72)
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Predpokladejme nyni, Ze
h <i<m.

Transformaci Y = H1(i,a) X se vektory (68) neméni, takze
hY) > h(X).
Dospéli tedy k dil¢imu vysledku, Ze
h(X) < hY)=h(H1(i,a)X, pro vSechna i,a # 0.

Ponévadz
X =H1(i,1/a)Y,
je podle (73)
hY) < h(H1(i,1/a)Y = h(X).
Ze vztahtl (73),(74) dostavame, Ze

Véta. 4.3 Necht P je vektorovy prostor a X je usporddand skupina m vektory z P
X =z, ... ")

Oznacme Z usporddanou skupinu vektori z P definovanou vztahem
Z ="H2(i,j) X,

kde

ije{l,....,m}, i#]
Potom X, Z maji stejnou hodnost.

(73)
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Dikaz. Ozna¢me h hodnost X, tedy A = h(X). Ponévadz hodnost X neni zavisla na poradi
vektorli, bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, Ze ve skupiné X je prvnich A vektorti
linearné nezavislych a zbyvajici vektory jsou jejich linedrnimi kombinacemi. Predpokladame tedy,
ze vektory

.. x (75)
jsou linearné nezavislé a vektory
Py T (76)
jsou jejich linearnimi kombinacemi.
Napred dokazeme, Ze plati nerovnost
h(X)<h(Z). (77)

Ponévadz h(X) = h, nerovnost (77) bude dokizana, nalezneme-li v Z h linedrné nezavislych vek-
tortl. Budeme je hledat v nasledujicich piipadech pro rfizna umisténi vektorti ‘e, ’x v usporadané
skupiné X.
1° Predpokladejme, ze
i<h, 7<h. (78)

Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze i < j. Potom
X="2, .. ¢. . Jx. . Tr. . ") (79)
Transformaci H2(i, j) X se vektory (79) transformuji na vektory

Z =(z,. . ..¢c,. .. (x+%),. . ... ") (80)

T1@First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



Dokazme, Ze prvnich A vektorti v Z je linearné nezavislych. Polozme
a-r+.. +. 4ozt 4o (z+T)+.. +ep-"T=0. (81)
Upravou dostavame
01~1:13+...+(cj+ci)~i:13+...+cj~j:1:+ 4, =0. (82)
Vzhledem k linedrni nezavislosti vektori (75) dostavame odtud systém rovnic
c;+¢=0, =0 prok =1,...h, k#i. (83)

Odtud plyne zejména ¢; = 0. PonévadZ ¢; +¢; =0 jeic =0. Jetedy ¢ = 0,...,¢, = 0,
takze prvnich k vektori v (80) je linearné nezavislych.
2° Predpokladejme, Ze
1< 5Lk,
V tomto pripadé je
X=""x, . Jz. . ez . . ")

Tyto vektory se transformuji transformaci H2(i, j) X na systém vektort

Z =(z,... . Cx+o),. .  Jx,. . . " (84)
Polozme , '
-t telrtE) . e =0. (85)
Vektor ‘T je dle predpokladu linearni kombinaci vektortt 'z, . . ., "z, tak¥e existuji takova ¢isla
517 4 ﬁh; ze
213—51 —|—ﬁ i+ +ﬁh 86>
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Dosadme za ‘¢ do (85). Dostavame
-+t (etBtet B B ) =0

Po tpravé dostavame

(c14c-B)-"T+...+c; (L+8) T+...+(ch+c B -"z=0. (87)
Vzhledem k linearni nezavislosti vektorti 'z, ..., " je
c1+ ¢ =0, ...,Cj'(l—i—ﬁj):O,...,(Ch+6j~ﬁh>20. (88)

Mohou nastat dva pfipady: a) 8; # —1, b) §;, = —1.

a) tojest 0; # —1. Ze vztahu ¢; - (1 + 3;) = 0 vyplyva, Ze ¢;=0. Z (88) tedy dostavame
cy =0 pro k=1,...h. Jsou tedy vektory (85) linearné¢ nezavislé, takze h(X) < h(Y).

b) Necht §; = —1. V tomto piipadé ze vztahu ¢; - (1 + §;) = 0 vyplyva, Ze ¢; miZe byt
libovolné ¢islo. Vektory (85) jsou tedy v tomto pripadé linearné zavislé. Ukazeme, Ze v tomto
pripadé jsou vsak vektory

1 j=1., §+1 by i
x,....) "z, "x,...,...., T (89)
linearné nezavislé. Polozme
-t o T e e ey "t =0, (90)
Dosadime-li sem za ‘z vztah (86) pro 3; = —1, dostdvame po tprave

(cl+ci~ﬁl)~1a:+...+(cj_1+ci~ﬁj_1)~j_1:13+
+(Cj+1+6i'ﬁj+1>~j+1$+...
...+(ch+ci~§6h~h:13+...—ci~ja::0. 91)
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Ponévadz vektory (75) jsou linedrné nezavislé, dostavame z (91) tento systém rovnic:
;=0 c+¢ - Bp=0 (92)
prok=1,2,....7—1,7+1,..., h. Odtud dostavame, Ze
15005 55 5 5 G 17 Cit Ly + + <5 Oig G

jsou rovny nule. Jsou tedy vektory (89) skutecné linearné nezavislé.

3° Necht j > h. V tomto pripadé se vektory (75) transformaci Z = H2(i,j)X nezménily, jsou
tedy linearné nezavislymi. Je tedy i v tomto piipadé h(Z) > h(X).
Zatim jsme dospéli k tomuto vysledku. Necht X je uspordadané skupina m vektort. Potom
usporadana skupina m vektoril Y

Y =Hl(i,a)X, 1<i<m, «a#0
ma stejnou hodnost jako X a usporadana skupina vektorti Z
Z ="H2(i,j) X

mé hodnost, pro niz plati h(Z) > h(X). Je-li tedy U usporadana skupina vektori, vytvorena
postupnym aplikovanim téchto dvou tranformaci (elementarnich transformaci), ma hodnost
h(U) pro niz plati

h(X) <

h(U). (93)
Tohoto poznatku vyuzijeme k diikazu, ze h(Z) >

(U). Necht tedy Z = H2(i, j) X . Polozme
A =HI1(i,-1)Z, B=H2(i,j)A, U =HI(i,—1)B.
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Potom U = X. Tedy X jsme ziskali z Z elementarni transformaci, takze podle toho co jsme

uvedli, je
h(X)>h(Z). (94)

Odtud a ze vztahu h(X) < h(Z) dostavame, Ze

coz je vztah, ktery jsme chtéli dokazat.

Véta. 4.4 Necht P je vektorovy prostor a X je usporddand skupina m vektoru z P
X =(z, ... ")

Oznacme Y wusporddanou skupinu m vektoriu z P, kterd vznikla z X elementdrni transformaci.
Potom skupiny vektori X, 'Y maji stejnou hodnost.

Dtikaz. Ponévadz kazda elementarni transformace vznika postupnym aplikovanim zakladnich
elementarnich transformaci, je tvrzeni véty bezprostfednim disledkem vét (4.2), (4.4).

Na zakladeé téchto vysledkil mizeme vyslovit nasledujici vétu. Uvazme, Ze matici lze povazovat
za usporadanou skpinu fadkovych aritmetickych vektoril. Je tedz nasledujici véta specidlnim
piipadem predchazejicich uvah.

Véta. 4.5 (O hodnosti matice) Necht A je matice typu (m,n). Potom
m Matice H1(i,a)A, kde o« # 0 je matice, kterd vznikne z matice A tak, Ze jeji i—ty Tddek

vyndasobime cislem o a ostatni radky %nechcime beze zmeény
®first ®Prev ®Next ®Llast ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



m Matice H2(i,j) A je matice, kterd vznikne z matice A tak, Ze k jejimu j—tému rddku pricteme
jegi ity radek a ostatni radky ponechdme beze zmény.

m Matice H3(i, j)A je matice, kterd vznikne z matice A tak, Ze vzdjemné vyménime jeji i—ty a
j—ty radek a ostatni radky ponechdme beze zmény.

m Matice HA(i, o, j) A, je matice, kterd vznikne z matice A tak, Ze jeji j—ty Tddek nahradime
souctem jejitho j—tého rddku a a—ndsobku jejiho i—tého radku a ostatni rddky ponechdme
bez zmeény.

m Matice H5(i, o, j, 3)A, kde B # 0 je matice, kterd vznikne z matice A tak, Ze jeji j—ty Tddek
nahradime souctem (— ndsobku jejiho j—tého rddku a a—ndsobku jejitho i—tého rddku a
ostatni radky ponechdme bez zmeény.

Postupnym aplikovdanim téchto transformaci na matici A dostaneme matici, kterd md stejnou
radkovou hodnost jako matice A.

Sloupcovou hodnost matice uré¢ime podle analogické véty, kterd vznikne z véty 4.5 tak, Ze v
ni slova ,radek® nahradime slovy ,sloupec®.

4.2. Uréeni hodnosti matice

Necht X je menulovd schodovitd matice. Potom jeji hodnost je rovna poctu jejich nenulovych
radkai.

Uvedli jsme si, Ze matice Y, ktera vznikne z matice X elementarnimi transformacemi, ma stej-
nou hodnost jako matice X . PopisSme tedy vypoctovy postup jak elementarnimi transformacemi
transformovat danou matici X # 0 na horni schodovitou matici.

Transformace matice X na horni schodovitou matici
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Necht X je nenulova matice typu (m,n), kterd neni ve schodovitém tvaru. Jeji transformaci

na matici schodovitého tvaru, oznac¢ime ji opét X, provedem takto.

B1.
B2.

B3.

B4.

B5.

B6.

Zacatek

Polozme i :=1
Budeme vytvaret i-ty fadek hledané matice schodovitého tvaru.
K ¢islu i uréime nejmensi poradové ¢islo sloupce matice X, v jehoz tadcich i,i +1,...,m je
alespon jeden nenulovy prvek. Toto poradové ¢islo sloupce oznacme s;.
Zvolme p € {i,...,m}, pro nez je x, , # 0. (je-li takovych p vice, zvolime jedno z nich). p-ty
radek matice X nazveme hlavnim rddkem.
Je-li p #£ i, vyménime navzajem p-ty a i-ty fadek metice X. Po této vymeéneé je i-ty radek
hlavnim fadkem. Je-li p = i, je jiz i-ty fadek hlavnim fadkem.
Provedeme nyni takové elementarni transformace, aby po jejich realizaci byly prvky

Litl,siy 1 Lm,s;
roviny 0. Toho dosahneme napt. elementarnimi transformacemi
X :=H5(i, —xj, ] ®ig) X

pro ty indexy j =i+ 1,...,m pro néz x;,, # 0.
Jestlize matice X neni jesté ve schodovitém tvaru, polozme

L =1

a prejdeme zpét na B1.
Je-li X ve schodovitém tvaru, je transformace ukoncena. Hodnost dané matice je pak rovna
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Priklad 4.8 Urcete radkovou hodnost matice
01323

026 41
00012
01324

uZitim jeji transformace na horni schodovitou matici.

Reseni. Poloime
01323

02641
X = ., m:=4, mn:=35.
00012

013 24
V' ndsledujicim popisu viypoctového postupu bude oznaceni Bl-t,...,B6-2 znamenat ukony B1—
B6 pro dan€ i.
Zacatek
=1

B1-1 Budeme vytvdret i-ty (proni) tddek hledané schodovité matice.

B2-1 K cislu i (to jest k Cislu i = 1) urc¢ime nejmensi poradové cislo sloupce, v jehoZ Tddcich
iy...,m (to jest v jehoZ Tddcich 1,2,3,4) je nenulovy prvek. Je to druhy sloupec. PoloZime
tedy s; =2 (s1=2).

B3-1 Zwvolime hlavni tdadek. V s;—tém sloupci (to jest ve 2. sloupci) jsou nenulové proky v rddcich
1,2,4. Z nich zvolime jeden. Jeho poradové cislo oznacime p. Rozhodneme se pro vadek p =1,

ktery zvolime jako hlavni.
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B4-1 Ponévadz jsme zvolili za hlavni radek p—ty rddek, kde p = i, neprovddime vyménu rddku p s
radkem 1i.

B5-1 Provedeme nyni takové elementarni tranformace matice X, aby po jejich realizaci byly v
si-tém sloupci (to jest ve druhém sloupci) v Tddcich i + 1,....m (to jest v Fddcich 2, 3,
4) nulové proky. (Proky xs9,239, 249 eliminujeme). Toho dosdhneme napr. elementdrnimi
transformacemi

X :=H5(i, —xj, ] ®is)X, proj=i+1,....,m, je-li v, # 0.
PonévadZ i =1, s;, =2, m = 4, eliminaci provedeme elementdrnimsi transformacems
X = H5<1,—5L’j72,j,$172>X, p’f’Oj - 27374'

To znamend, Ze prvek xjo pro kaZdé j € {2,3,4} eliminujeme tak, Ze hlavni Tidek (to jest
proni rddek) vyndsobime cislem (—x;2) a pricteme jej k j-tému rddku vyndsobeného cCislem
T12.

e PoloZme j =i+ 1 (tedy pro j = 2) dostavdame

X = H5<1, —a22, 2, a172)X.
Po této transformaci je druhy vddek matice X roven
X(2,:)=-2-(01323)4+1-(02641)=(0000 —5)

a ostatni radky matice X se neménd.
e PoloZme j :=j+ 1. Je tedy j = 3. Ponévad? x;,, = 0, (to jest x32 = 0), eliminaci neni
treba provddét a prejdeme k dalgi% radku.
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e PoloZme j:=j+ 1. Je tedy j = 4. Ponévad? xj,, =1 # 0, (to jest x49 # 0,) provedeme
elementdarni transformact
X = H5<1, —CL472, 4, a172)X.

Po této transformaci je cturty radek matice X roven
X(4,:)=—1-(01323)4+1-(01324)=(00001).

Ostatni radky matice X se nemeénd.

0132 3

0000 =5
X —

0001 2

0000 1

B6-1 Ponévadz obdriend matice X jesté mneni horni schodovitou matici, poloZime
i =4

a prejdeme na bod B1.

B1-2 Je tedy i = 2. Budeme vytvaret druhy fadek horni schodovité matice.

B2-2 K cislu i (to jest k cislu i = 2) urcime nejmensi potadové cislo s; (to jest so) sloupce,
v jehoZ rddcich i, ..., m (to jest v jehoZ Fddcich 2,3,4) je nenulovij prvek. Je to cturty sloupec.
PoloZime tedy s; == 4 (so =4).

B3-2 Zvolime hlavni Tddek. V s;-tém sloupci (to jest ve 4. sloupci) je v Tddcich 2,3,4 nenulovy
prvek jen v radku 3. Jeho poradové cislo oznacime p. Tento radek zvolime za hlavni rdadek. Je
tedy p .= 3.

S0®First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



B4-2 Poneévadz jsme zvolili za hlavni vddek tddek p, kde p # i, provedeme v matici X vymenu
radku p s rddkem i. (Tedy vgménu druhého a tretiho fddku.) Dostavame tak matici

013 2 3

0001 2
X —

0000 =5

0000 1

B5-2 Provedeme nyni takové elementdrni transformace matice X, aby po jejich realizact byly v
si-tém sloupci (to jest ve ctortém sloupci) v tadcich i + 1,...,m (to jest v Tddcich 3, 4)
nulové proky. (Proky xs4, x44 eliminujeme.) Avsak v tomto pripadé jsou proky xs.4,x44 TOUNY
0, takZe eliminaci nent treba provdadet . Je tedy vyslednd matice v tomto kroku

013 2 3

0001 2
X —

0000 =5

0000 1

B6-2 Obdrzend matice X jesté neni horni schodovitou matici, proto poloZime
=1+ 1

a prejdeme na bod B1.
B1-3 Je tedy i = 3. To znamené, Ze budeme vytvadret treti radek hledané schodovité matice.
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B2-3 K cislui (to jest k Cislu i = 3) urcime nejmensi poradové cislo s; (to jest s3), v jehoZ Tddcich
iy...,m (to jest v jehoZ rddcich 3,4) je nenulovy prvek. Je to pdty sloupec. PoloZme tedy
S; = 5] (83 = 5)

B3-3 Zvolime hlavni vddek. 'V s;-tém sloupci (to jest v 5. sloupci) jsou nenulové prvky v fddcich 3,
4. Z nich zvolime jeden. Jeho poradové cislo oznacime p. Rozhodneme se pro vddek p = 4,
ktery zvolime jako hlavni.

B4-3 Ponévadz jsme zvolili za hlavni rddek p-ty vddek, kde p # i, provddime vymeénu rddku p s
radkem i. Po této vymeéné je

013 2 3

0001 2
X —

0000 1

0000 =5

B5-3 Provedeme nyni takové elementdrni transformace matice X , aby po jejich realizaci byly v s;-
tém sloupci (to jest v patém sloupci) v Tddcich i+ 1,...,m (to jest v ¥adku 4) nulové proky.
(Prvek x5 eliminujeme.) Toho lze dosdhnout napr. elementdrni transformact

X = H5<3, —1‘475, 4, $375>X.
Vypoctem dostdvdme

X(4,:)=5-(00001)+1-(0000 —5)=(00000).
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Je tedy
01323

00012
00001
000O0O0

B6-3 Ponévadz obdriend matice je 712 horni schodovitou matici, je transformace dané matice na
horni schodovitou matici 712 ukoncen.

Ponévad? obdrZend schodovitda matice md celkem tri nenulové vdadky, je jeji hodnost a tedy i
hodnost zadané matice rovna 3. Tedy h(X) = 3.

Priklad 4.9 Urcete hodnost skupiny vektori
la=(10-12), %=012 -1, “a=(013 —6).

Reseni. Uloha je ekvivalentni s ilohou nalezeni radkové hodnosti matice

10 -1 2
A=101 2 -1
01 3 —6

Tuto hodnost hledejme transformaci matice A elementdrnimsi ransformacemi na horni schodovi-
tou matici postupem popsanym na str. 77.
PoloZme
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B1-1 Budeme vytvdret i-ty vddek (1. vddek) schodovité matice.

B2-1 K cislu i = 1 urcime nejmensi poradové cislo sloupce matice A, v jehoZ radcich 1, 2, 3 je
alesponi jeden prvek rizny od 0. Je to v prunim sloupci. Poklddame tedy s, := 1.

B3-1 Hledame nyni rddek matice A, v jehoZ sloupci s poradovym cislem s; = 1 je nenulovy prvek.
To jest, hleddme p € {1,2,3}, pro néZ je a,s, # 0. Je to pro p = 1. PoloZme tedy p := 1.
Rddek p = 1 volime za hlavnd.

B4-1 Ponévadz p = i, neprovddime viymeénu p-tého a i-tého radku. Proni radek je hlavnim.

B5-1 Ponévad? vsechny prvky v promim sloupci pocinaje druhym tddkem, jsou nulové (tj. proky
a;1 =0 proj=2,3), prejdeme k B6-1.

B6-1 Matice A neni horni schodovitou matici, proto poloZime
a jdeme zpét k bodu B1.

B1-2 Je tedy i = 2. Budeme vytvdret 2. radek schodovité matice.

B2-2 K cislu i (tj. k cislu i = 2) urcime nejmensi poradové Cislo sloupce s; (to jest s2), v jehoZ
radcich 2, 3 je nenulovy prvek. Je to druhy sloupec. PoloZime tedy so := 2.

B3-2 Zvolime hlavni fddek. Ve sloupci s potadovijm cislem sy (tj. ve druhém sloupci) hleddme index
J, J >, tak, aby a; s, # 0. Je to pro j =2 a pro j = 3. Zvolme jedno z nich. Rozhodneme se
pro j = 2. PoloZime p := 2. Bude tedy p-ty radek hlavnim radkem.

B4-2 Ponévadz jsme zvolili za hlavni radek p-ty rdadek, kde p = i, neprovddime vzdjemnou vymenu
p-tého a i-tého radku. Je tedy i-ty rddek hlavnim radkem.

B5-2 Provedeme nyni takové elementarni transformace, aby po jejich realizact byly v s;-tém sloupci
(ve druhém sloupci) v rdadcich i+ 1,...,m (to jest v Tddku 3) nulové proky. Toho dosdhneme
napr. elementdarni transformact

A = H5<2, —as3.2, 3, a272)A.
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Vypoctem dostdvdme
A3,:))==-1012 —=1)+1(013 —6)=(001 —5).

Celkem dostdvame

10 -1 2
A=]101 2 -1
00 1 =5

B6-2 DosazZend matice A je horni schodovitd matice. PonévadZ md tri nenulové vdadky, je jeji
hodnost rovna 3, je tedy h(A) = 3.

Dané vektory 'a,’a,a jsou linedrné nezdvislé.
Priklad 4.10 Urcete hodnost matice
00123
022 43
02489
00246

Reseni. V tomto prikladé naznacime pouze vysledky jednotlivijch iprav bez komentdie.

0224 3 0224 3
00123 00123 0224 3

X=lo2as90| " loo245 N<00123>'
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Ma tedy matice X hodnost 2.
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5. Baze vektorového prostoru

Zavedme si nyni pojem béaze. V nékterych vektorovych prostorech existuji vektory, které maji tu
vlastnost, Ze kazdy vektor tohoto prostoru lze vyjadrit jako jejich vhodnou linedrni kombinaci.
To nas vede k této definici.

Definice 5.1 (Béaze vektorového prostoru) Nechf P je vektorovyj prostor. le, ..., "e jsou vek-
tory z P s téemaito vlastnostma:
1. jsou linedrné nezdvislé
2. kaZdy wvektor prostoru P se dd vyjadrit jako jejich linedrni kombinace, to jest, ke kaZdému
vektoru a € P existuji takovd cisla ¢y, ... ,c,, Ze

a=clle+...+¢,"
Potom vikdme, Ze vektory le, ... "% 2z P tvori jeho bdzi.
Priklad 5.1 Dokazte Ze vektory
e =(1,0,0), %= (0,1,0), %e = (0,0,1)

tvori bdzi vektorového prostoru Vs.

Dtkaz. DokaZme predevsim, Ze vektory

jsou linedrné nezdvislé. Abychom to dokdzali, hledejme koeficienty ci,ca, c3, pro néz je

c1 8‘(?%2 e+c e_O
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to jest, pro néez je
C1- (1707()) +C2- <07170> +C3- <07071> - (07070>
2

To ziejmé plati kdyZ a jenom kdyZ ¢, = ¢y = c3 = 0. Jsou tedy vektory 'e = (1,0,0), % =
(0,1,0), % = (0,0,1) skutecné linedrné nezdvislé.
Necht nyni a = (a1, az, as) je libovolny vektor z Vs a hledejme koeficienty ¢y, co, c3, pro néz je

cle+ee+ces’e=a,
to jest, pro néz plati
c1-(1,0,0) +c2-(0,1,0) + ¢5-(0,0,1) = (a1, az,as).
Odtud dostdvdme ¢ = ay,co = as,c3 = as. Vektory
e = (1,0,0),% = (0,1,0),% = (0,0, 1)

maji vlastnosti uvedené v definici 5.1, takZe tvori bdzi vektorového prostoru Vs.

Priklad 5.2 Dokazte, Ze vektory
f=(1,1,0), °f =(0,1,0), °f = (1,1,1)

tvori bdzi vektoroveho prostoru Vs.
Budeme postupovat podobné jako v minulém prikladé. Napred dokdZeme, Ze vektory

1 2f 3
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jsou linedrné nezdvislé. Hledejme koeficienty ¢y, co, cs, pro nez je
1 2 3
a f+e’f+e’f=0,

to jest, pro nez je
C1- (17170> +C2- <07170> +C3- (17171> - (07070>
To zreymé plati kdyZ a jenom kdyZ

c1+0-co4+c3 = 0, (95)
c1+co+c3 = 0, (96>
O-c;+0-co+cg = 0. (97)

Tento systém rovnic md prdvé jedno veseni a to ¢ = co = c3 = 0. Jsou tedy vektory 'f =
(1,1,0), %f = (0,1,0), *f = (1,1,1) linedrné nezdvislé.

Abychom dokdzali, Ze tyto vektory tvori bdaz vektorového prostoru Vs, musime jeste dokdzat,
Ze kaZdy vektor a € Vi se dd vyjddrit jako linedrni kombinace vektori f, *f, 3f. Nechf tedy
a € P. Hledejme nyni koeficienty ci1, ca, c3, pro néZ je c1 'f + co%f + c3*f = a, to jest, Ze

cy - (1, 1,0> + Co - (O, 1,0> -+ €3 = (1, 1, 1> = (al,ag,CLg).

To zreymé plati kdyZ a jenom kdyZ

ci+0-co+c3 = ap, (98)
citextey = a, (99)
O-c;+0-co+c3 = as. (100)
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Odtud dostdvdme ¢y = a1 — ag, co = as — ay, c3 = ag. Vektory

'f=1(1,1,0), % = (0,1,0), *f = (1,1,1)

maji vlastnosti uvedené v definici 5.1, takZe tvori bdzi vektorového prostoru Vs.

Vsimnémeé si blize obou téchto prikladi. V obou ptikladech jsme uvazovali tentyz vektorovy
prostor. Ukazali jsme, Ze jak vektory

le = (1,0,0), %2 = (0,1,0), "e = (0,0,1)
tvori bazi vektorového prostoru Vs, tak i vektory

'f=(1,1,0), *f =(0,1,0), % = (1,1, 1)

tvori bazi vektorového prostoru Vi.

Baze vektorového prostoru Vs neni tedy urcena jednoznac¢né. V nahotfe uvedeném prikladé
byl pocet vektort tvoricich bazi téhoz vektorového prostoru Vs v obou ptipadech stejny. Naskyta
se otazka, zda se jedna o nahodilost, anebo zda se jedna o néjakou zakonitost. V pripadé, Ze
pocet vektort tvoricich bazi by byl stejny pro kazdou bazi, potom tento pocet by charakterizoval
piislusny vektorovy prostor. Uvedme si tedy nésledujici vétu, kterd odpovida na tuto otazku.

Véta. 5.1 Necht P je vektorovij prostor a''e, ..., " je jeho bdze, tvovena n vektory. Potom plati:

Jestlize 'f,....,™f je skupina m vektori z P, kde m > n, potom v ni je nejvyse n linedrné

nezavislych vektori.
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KaZdd skupina n linedrné nezdvislych vektori z P je jeho bdze.

Cislo n nyzjvdme dimenzi vektorového prostoru P. Piseme dimP = n.
Bez diikazu.

Dokazte si platnost tohoto tvrzeni

Aritmeticky vektorovy prostor V,, ma dimenzi rovnu n, tj. dimV, = n. Jedna z jeho bazi je
tvorena vektory

Uvedme si nyni pojem vektorového podprostoru vektorového prostoru IP.

Definice 5.2 (Vektorovy podprostor) Necht' P je vektorovy prostor. Necht () C P a necht pro
kazZdé dva proky x,y € Q je x+y € QQ a pro kaZdé x € () a kaZdé o € R je ov-x € Q). Zde symboly
. a ¢ gsou operace secitdni a ndasobeni v prostoru P. Potom mnoZina () spolecné s uvedenymi
operacemi ,+“ a - je vektorovym podprostorem vektorového prostoru P, znacime jej Q.

Uvedme si jesté pojem wvektorového prostoru generovaného systémem vektori.

Definice 5.3 (Linearni obal mnozZiny) Necht P je vektorovy prostor a necht M C P. Potom
mnozinu ) vsech linedrnich kombinaci vektoru z M nazjvame linedrnim obalem mnoZiny M.
MnoZina Q) s operacemi ,+“ a ,-“ tvori vektorovy podprostor Q prostoru P. Rikdme, Ze prostor
Q je generovdn mnoZinou M.

Jestlize U je vektorovy podprostor prostoru P obsahujici M, potom Q C U.

91eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



Priklad 5.3 Necht QQ je mnoZina téch vektori z Vx, jejichz proni a treti sloZka je stejnd. Potom
mnozina ) s operacemi ,+“ a -, definovanymi v prostoru Vs, je vektorovym podprostorem Q
prostoru V. Vektory

(1,0,1,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1) (101)
tvort jeho bdzi.
Skutecné. Necht

a = (s,az,s,a4,0a5), b= (r,be,r by, bs)

a o, r, s jsou libovolnd cisla. Potom
a+b=(s+ray+bs,s+r as+ by a5+ bs),

takzZe proni a treti sloZka tohoto souctu je stejnd, takZe tento soucet patri do mnoziny ). Podobné

a-a= (s, o G, S, Q- a4, Q- as5),

takZe proni a treti sloZka tohoto soucinu je stejnd, takZe soucin o - a patii do mnoZiny (). Tato
mnozina ) s operacemi ,+“ a -, definovanymi v Vs, je vektorovym podprostorem Q prostoru
Vs.

Ukazme jesté, ze vektory (101) tvoii jeho bazi. Dokazme napred, Ze jsou linearné nezavislé.
Skutecné, hledejme takova ¢y, ¢o, c3, ¢4 pro néz je

c1-(1,0,1,0,0) + 2 (0,1,0,0,0) + ¢35 - (0,0,0,1,0) + ¢4 - (0,0,0,0,1) = (0,0,0,0,0).
Odtud dostavame
(01,02,6 cq) = (0,0,0,0).
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Tento vztah je splnén ziejmé jenom v pripadé, Ze
6126226326420.

Jsou tedy vektory (101) linedrné nezavislé.
Necht nyni
a = (s,az,s,a4,a5)

je libovolny vektor z Q. Potom
s-(1,0,1,0,0) +as - (0,1,0,0,0) + a4 - (0,0,0,1,0) + a5 - (0,0,0,0,1) =
= (s,a9,8, a4, as)
Lze tedy vektor a = (s, as, s, a4, as) vyjadiit jako linearni kombinaci vektorti (101). Tim je diikaz
proveden.
Zaroven lze konstatovat, Ze vektorovy prostor Q je generovan vektory (101).
Vratme se k systému rovnic (45)

Az = b, (102)
kde A je matice typu (m,n), b je vektor (m,1) a neznamy vektor x je typu (n,1).
Oznacme
ai1 ai.2 al,n
o= |, wm=] ®* . o ra=|
(1 A2 Um.n

? ? ?
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b—|
b
Potom systém (45) lze zapsat jako
11 12 a1 by
o | 4w P+ m | | = bf ,
A, 1 %72 an.m b;n
t].
r'a+ v’ + ... +2,"a=0b. (103)
Priklad 5.4 Systém linedrnich rovnic
r1+ 311 —3x3 = —12

4r1 + dxo + 223 = 6

n(3)re(3) () ()

Poznamka Pro kazdou uspofadanou n-tici redlnych cisel je leva strana (103), tj. vektor

lze zapsat jako

rla+xla+ ... +x,a
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vektorem z vektorového prostoru GG generovaného sloupcovymi vektory matice A, tj. vektory
la,%a, ... ,"a. Systém rovnic Az = b m4 feseni kdyZ a jenom kdyz b € G.
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6. Skalarni soucin, norma a vzdalenost ve vektorovém
prostoru

Na gymnéziu se zavadi pojem skalarniho souc¢inu dvou volnych vektorti. Toto zavedeni se motivo-
valo potiebami fyziky. Skalarni soucin jste vyuzivali nejen ve fyzice, ale i v analytické geometrii
a to jak v tlohach s pfimkami, tak i v tilohach s rovinami. Pojem skalarniho soucinu dvou vol-
nych vektortl a vypocet tthlu dvou nenulovych volnych vektorti nas bude motivovat k zavedeni
skalarniho soucinu a thlu dvou vektorti v obecnych vektorovych prostorech. S témito pojmy se
pak miZete setkat pii feseni riiznych aplikac¢nich Gloh. Za¢néme tedy s volnymi vektory.

Definice 6.1 Uhlem volnyjch vektori @, Y rozumime thel
p €(0,m),

o ktery je nutno otocit orientovanou usecku AB , reprezentujici ?,_)kolem bodu A v roviné urcené
body (A, B,C) do sméru orientované usecky 1@, reprezentugici b, kde A je libovolny bod (viz
obr 6).

» » v e ’ o - . s s
Skalarni soudin dvou volnych vektoru. Necht @', b jsou dva volné nenulové vektory.

. s 2 Ve Ve v v/ 2 v . H e
Potom jejich skaldrnim soucinem rozumime ¢islo (skalar), oznac¢me je (@', b ), definované vztahem

(?,?) — 1@l 10 - cos(p), (104)

kde ¢ je ihel ktery sviraji vektory @', b Jestlize alespoti jeden z vektortl @, v je nulovy vektor,
definujeme

H
7. 7) = 0.
O®First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



A

Obrazek 7: Uhel dvou vektort

Podivejme se nyni na pojem skalarniho soucinu dvou volnych vektori v kartézském sourad-
ném systému ve t¥irozmérném prostoru. (Analogické Gvahy je mozno provést ve dvojrozmérném

prostoru.) Uvazujme dva nenulové volné vektory @, b, Necht volny vektor @ je reprezento-
van orientovanou tiseckou OA a volny vektor b je reprezentovan orientovanou useckou O?, kde
O =10,0,0], A = [ay,a9,a3], B = [b1, b, b3]. Oznacme ¢ thel, ktery sviraji orientované tsecky
OA, OB. Na trojthelnik A(OAB) aplikujme kosinovou vétu. Dostévéme (viz obr.8)

|ABI2 = |0AI12 + 10B12 — 2104l - 1OBI cos (i)

Do tohoto vztahu dosadme

IABl = /(b — a1)® + (b — az)? + (bs — a3 )2,
10Al = a2 + a2 + a2, I@I:\/b%er%er%.

Upravou dostaneme
|OAl - 108! - cos ©) = a1by + asbs + asbs. (105)
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T3

T

Obrazek &8: Odvozeni skalarniho soucinu dvou vektoru

Ponévad? |10Al = 1@l a OBl = I'b|, dostdvame odtud a z (104)

—

(E), b ) = a1b; + asby + asbs (106)

Jsou-li volné vektory @, b nenulové, lze uzitim vztahil (104), (105) urcit cos(y) vztahem

_ (@)
cos(p) = Ero (107)

Uzitim (106) pak dostavame
a101 + asbs + asbs

(108)

cos(yp) = :
D) D) 2 /12 12 112
\/a19§OCIL:?rSj_ gﬁrev Obl\]le)jt_ Q?Ljs_t ba Go Back ®Full Screen ®Close @ Quit




Uvazujme nyni zobrazeni F prostoru Us na prostor Vs (bylo jiz zavedeno diive), definované

vztahem
H

F<?>:<a1a2a3>:a, :F(b)za?lbgbg):b

Vzhledem k vlastnostem zobrazeni F a vzhledem k (106) definujeme skalarni soucin vektori a,
b v prostoru V3 vztahem (pozdéji definici skalarniho souc¢inu zobecnime)

(CL, b> = ((al, a9, CL3>, (bl, bo, b3>> = a1b; + asby + asbs <109>
a uhel o, ktery sviraji dva nenulové vektory a, b, vztahem

a1by + azby + asbsg

cos(p) = : (110)
Va2 +ad+ak- /02 + 03+ b3
Uvazime-li, Ze lal = \/a? + a} + a3, 1bl = \/b} + b3 + 12, 1ze (110) piepsat takto
(a,b)
111
08(0) = TaT 161 (111)

Takto zavedeny pojem skaldrniho soucinu vektorid z Vs a pojem uhlu dvou nenuloviych vektori
z V3 rozsirime i pro vektory z V,,. (Tyto pojmy v dal$im jesté vice zobecnime.)

Definice 6.2 Necht a = (ay,...,a,), b = (by,...,b,) jsou vektory z vektorového prostoru V,.
Potom cislo, oznacme je (a,b), definované vztahem

(a,b) = a1by + ... + ayb, (112)

nazveme skaldrnim soucinem vektori a, b.
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Poznamka. Necht a,b € V,, jsou sloupcové vektory. Potom skalarni soucin (a, b) definovany
vztahem (112) lze zapsat jako
(a,b) =a’ - b.
Lze dokazat, Ze v prostoru V,, ma skalarni soucin vektort, definovany vztahem (112), nasle-
dujici vlastnosti:

Véta. 6.1 Necht V,, je vektorovij prostor. Potom skaldrni soucin v tomto prostoru, definovansj
vztahem (112), md tyto vlastnosti:

( > — <b7 CL), (113>
(a+b,c) = (a,c)+ (b,c) (114)
(- a,b) a- (a,b), (115)
(a,a) > 0, (a,a)=0 = a=0. (116)

Dikaz Omezime se na ditkaz vztahu (114), ostatni vztahy se dokazuji analogicky, jejich ditkaz
pfenechavam ¢tenari. Aplikaci vztahu (112) na levou stranu (114) dostavame

(Cl,—i—b,C) :<a1+b1>'Cl+-"+<an+bn>'cn7

coz po upravé dava

ap-ci+be+...+a, ¢, +b,c,=(a,e)+ (b, c).

Pojem skaldrniho soucinu dvou vektorid rozsirime nyni ¢ na vektorové prostory P, definované

na obecné mnoZiné P. Uvazujme nyni vektorovy prostor P, definovany na néjaké neprazdné
mnoziné P. V tomto vektorovém prostoru budeme definovat skalarni soucin takto.
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Definice 6.3 (Skalarni soucin dvou vektort) Necht P je danjyj linedrni prostor. Ke kaZdym
jeho dvéma vektorim a,b € P je pFirazeno rediné cislo (a,b) tak, Ze pro vektory a,b,c € P a pro
kazdé redalné cislo o plati

) (117)
) 7 (118)
(va,b) = ala,b), (119)
) (120)

> 0, (a,a)=0 = a=0.
Potom cislo (a, b) nazjvame skaldrnim soucinem prvki a,b € P.

Skalarni soucin definovany v prostoru V,, vztahem (112)je jednim z moznych zptisobt defi-
novani skalarniho soucinu v prostoru V,,. V nasledujicim ptikladé si uvedeme jiny, rovnéz casto
pouzivany skalarni soucin v prostoru V,,.

Priklad 6.1 Necht wy,...,w, jsou kladnd cisla. Ke kaZdym dvéma vektorim x,y € V,, priradme
redlné cislo (x,y), vztahem

(T, Y)w = w1211 + - - - + WnZn¥n- (121)

Potom (x,y). definuje skaldrni soucin na V,,.
Duikaz. Staci proverit, Ze (x,y), spliuje vztahy (117—120). Prenechdvdm jej ¢tendii.

Véta. 6.2 Necht P je linedrni prostor se skaldrnim soucinem (x,y) pro x,y € P. Potom pro

libovolnd x,y € P plati
(z,y)1S < V(x,2) /(y,y). (122)
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Dukaz. Necht y = 0. Potom pro vSechna x,z € P plati
(z,y) = (,0) = (x,0-2) = 0- (x,2) =0,
takze plati (122). Necht y # 0. Potom vzhledem k (120) je (y,y) > 0. Polozme
Flo)=(r+a-y,z+a-y), (123)

kde « je redlny parametr. Potom podle (120) je F(a) > 0 pro vSechna o € R. Dosadime-li do
(123) a = — &Y Jostévame z (123)

YY)
2
T,y T,y
@2) -2 Y (o) + T () 0 (124)
Upravou dostavame ,
(y.y)
Odtud
(x, ) (y,y) > (®,9)°,
takze

z,y) <(z,x) (y,9)

Jako dalsi diilezity pojem, ktery si zavedeme, je pojem normy v linearnim prostoru P. Normu
pouzijeme pak k definovani vzdalenosti dvou prvkl v tomto prostoru.
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Definice 6.4 (norma) Linedrni prostor P nazgvdme normovanym linedrnim prostorem, jestliZe
ke kaZdému x € P je prirazeno takové nezdporné redlné cislo, oznacme je llxll, Ze pro vsechna
x,y € P a kaZdé redlné cislo o plati

lzll = 0 = =0, (125)
e +yll < llxll + llyll (126)
Ha.xll = lal.llxll, (127)

V normovaném linearnim prostoru P plati nasledujici véta.
Véta. 6.3 Necht P je normovany linedrni prostor. Je-li a # 0, potom plati llall > 0.

Dukaz. Podle definice normy pro kazdé a € P je Ilall > 0. Necht existuje takové a # 0, Ze
llall = 0. Podle (125) by bylo @ = 0, coz by byl spor s predpokladem. Je tedy llall > 0 pro
kazdé a #£ 0.

Uvedme si nyni nasledujici normy ve vektorovych prostorech V,,.

Véta. 6.4 (Normy v prostoru V,) ) JestliZe ke kaZdému vektoru x € V,, pritadime cislo

[zl vztahem
el = 1ol + Lol + .00+ 2, (128)

potom x|l je tzv. oktaedrickd norma wve vektorovém prostoru V,.
B) Jestlize ke kaZdému vektoru x € V,, pritadime cislo x|y vztahem

Hally = y/2f+ a5+ ...+ a2, (129)
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potom llxlly je tzv. euklidovskd norma ve vektorovém prostoru 'V,
~) Jestlize ke kaZdému vektoru x € V,, priradime cislo 11xll3 vztahem

llzll3 = max lz;| proi=1,...,n, (130)

potom llxll3 je tzv.max—norma ve vektorovém prostoru V,,. (V literature se misto |1.113 pise téZ
T [—

Definice 6.5 (Uhel dvou vektort) Nechf P je linedrni prostor se skaldrnim soucinem (x.,y),

kde x,y € P. Oznacme
lxll =/(x,x).

Potom pro nenulové vektory x , y nazyvdme uhel @, definovany vztahem

(. y)
= 131
os(0) = Tz gl (131)
uhlem vektori x, y. Dva vektory x, y nazjvdme navzdjem kolmymsi, jestlize
(x,y) = 0. (132)

Poznamka. Jestlize vektory x, ¢ jsou nenulové, potom z (??) pro pravy thel vyplyva (132).
Metricky prostor. Diive neZ zavedeme pojem metrického prostoru, uvedme si tento priklad.
Predpokladejme, Ze podnik vyrabi vyrobky Vi, ..., V, . Necht p; znaci plan vyroby vyrobku V;,i =
1,...,n. Necht vyrobni plan je popsan vektorem p = (pi,...,p,). Pfedpokladejme, Ze podnik

se odklonil od planované vyroby jednotlivi’zch vyrobki. Necht realizovana vyroba je popsand
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vektorem r = (ry,...,7,), kde r; znaci zrealizovanou vyrobu vyrobku V;,i = 1,... ,n. Je otazkou,
jak ohodnotit odchylku realizace celé vyroby od planu vyroby, to jest odchylky vektori p, r.
K tomu si zavedeme pojem vzdalenosti dvou vektort.

Pojem vzdalenosti zavedeme napied pro prvky libovolné mnoziny. Vzdalenost dvou bodi jsme
zvykli chapat jaksi intuitivné, bez jeho precizovani. Oznacime-li M mnozinu bod{i, potom v nasem

intuitivnim pojeti ma vzdalenost tyto vlastnosti:
M1. Vzdalenost dvou riiznych bodt je kladna, vzdalenost kazdého bodu od sama sebe je nulova.

M2. Vzdalenost bodu, oznacme jej a € M, je od druhého bodu, oznacme jej b € M, stejnd, jako
je vzdalenost bodu 6 od bodu a.

Ma3. Jsou-li a,b, c tfi body mnoziny M, potom vzdalenost bodil a,b je mensi nebo rovna souctu
vzdalenosti bodil a,c, a vzdalenosti bodtl b, c. Této vlastnosti rikame trojuhelnikova nerov-
nost. Je znazornéna na obr.6.

C

Trojtuhelnikova nerovnost

Toto intuitivni chapani vzdalenosti nas inspiruje k zavedeni pojmu vzdalenost na libovolné

mnoziné M takto.
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Definice 6.6 (Definice vzdalenosti) Necht M je dand neprdzdnd mnoZina a necht o je zobra-
zent, kterym ke kaZdym dvéma prokim a,b € M je pFirazeno nezdporné ¢islo, oznacme je o(a,b),
tak, Ze pro a,b,c € M plati

ola,b) > 0, pricemZ p(a,b) =0 < a=0b, (133)
o(a,b) = o(b,a), (134)
o(a,b) < ola,c)+ o(b,c). (135)

Potom o(a,b) nazgvdme vzdélenosti prvkit a,b a mnoZinu M s takto zavedenou vzddlenosti o
nazyvdme metrickym prostorem.

Na jedné a téze mnoziné lze definovat vzdalenost riiznymi zpiisoby. Jednou z moznosti jejiho
definovani ve vektorovém prostoru je pouziti normy.

Véta. 6.5 (Vzdalenost uréena normou.) Necht P je normovaniy vektorovy prostor. Necht ¢,y €
P. Potom vztahem

ple,y)=Ille—yll pro xyckP
je definovand vzddlenost v IP.

Posouzeni priblizného feseni systému rovnic A -x = b.
Uvazujme systém linearnich rovnic
A -x=0b.

Ozna¢me X* jeho pfesné FeSeni a @ jeho priblizné feseni (feSeni obdrzené napf. vypoctem na
pocitaci). Zavedme si dva vektory § a r vztahy

r=b— AT (136)
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m Norma vektoru & vyjadiuje vzdalenost priblizného feseni od presného feseni. Tento vektor
v8ak vétSinou v redlnich situacich nemtzeme urcit, nebot neznime presné feSeni. Existuji

metody na odhad normy tohoto vektoru. Vychazeji vSak velice pesimisticky:.

m Vektor 7 se nazyva rezidualnim vektorem. Vyjadiuje, jak dobre priblizné feSeni vyhovuje

danému systému rovnic.
Ukazme si dva priklady.

Priklad 6.2 UvaZujme systém linedrnich rovnic

2,51‘1 — 3,11‘2 — ry = 7,31,
0,52, + 2,00y — 1523 = —0,25,
7,22, — 3,1xy 4+ 4,123 9, 18.

Presné reseni tohoto systému je
¥ =17 2,=-0,6, 25=-1,2.

Vypoctem jsme obdrzeli jeho priblizné resent

T1=1,683, m3=-00571, 73=—1,219.

V tomto pripadé je

0,017 —2.5514
5= —0,020 |, r=] 0,0950
0,019 —0, 2902

(137)

(138)
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Vypoctem dostdvdme

11811, = max(10,0171,1—0,0291,10,0191)
el = max(l —2,55141,10,09501 | — 0,29021),

to jest
11611, =0,017, |lrlly = 2,5514.
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7. Determinanty

7.1. Zavedeni pojmu

Neékolik avodnich slov. Uvazujme systém dvou linearnich rovnic o dvou neznamych x1, x5

a2 +aia-x2 = by,

(139)
o1 T1 + Q22 Ty = bo.
Jestlize a1 - aso — a1 2 - az1 # 0, potom
by - a29 — by - 1.2 by - a11 — by - a2 1
r = , To = (140>
11 - A22 —A12 - 421 11 Q22 —A12 - 421

je Fesenim systému (139), jak se lze presvédcit dosazenim téchto hodnot za 1, x5 do rovnic (139).
Zavedme si toto oznaceni. Ozna¢me C' matici

C11 C12
C =
C21 €22

?

Potom ¢islo
Cl11-C2—C12- C1

nazveme determinantem matice C. Oznacime jej det(C), resp. 1C1.

Tedy
C11 €12 C11 C1.2
det(C’) = det = det =C1,1C22 —C1 2 Co1.

C21 €22 C21 C22
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Reseni (140) systému (139) lze pak pomoci determinantii zapsat takto
by ays a1 b
det 7 det 7
b a2 a2 1 by
, X9 = .
a11 G192 a1 a12
det 7 7 det 7 7
a21 a22 a1 422

V téchto vzorcich je jmenovatel determinantem matice soustavy

11 A12
A= :
a1 422

ktery je dle predpokladu # 0. Citatel ve vyjadieni pro 2, je determinantem matice, ktera vznikne
z matice A ndhradou jejiho prvniho sloupce vektorem pravych stran

(Z).

Podobné citatel ve vyjadreni s je determinantem matice, kterd vznikne z matice A ndhradou
jejiho druhého sloupce vektorem pravych stran b.

V dalsim si zavedeme pojem determinantu i pro c¢tvercové matice A libovolného tadu n.
Budeme jej znacit shodné jako determinanty matic fadu 2. Determinanty vyuzijeme pii reSeni
systému n linearnich rovnic o n neznamych. Pojem determinantu se vyuziva i pri feSeni fady
jinych tloh.

Zavedme si nyni pojem determinantu matice.
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Definice 7.1 (Determinant matice) Necht A je ctvercovd matice. Determinantem matice A
rozumime cislo, oznacme je | Al nebo det(A), definované takto:

Je-lin =1, to jest, jestlize A = (a11), potom | Al = aq;.

Jestlize je 7iZ definovdn determinant matice ¥adu n — 1, potom determinant matice radu n defi-
nujeme takto:

( >1+1a171 . |A171| + ...+
+( D ay - TAL 4+ (=D ay, - A, (142)

kde A, ; je matice (jak jsme si to jiZ drive zavedli), kterd vznikne z matice A vypusténim jejiho
i—tého radku a j—tého sloupce.

Poznamka. Je tedy determinant matice funkce definovand na mnoZiné vsech ctvercovych
matic.

Piiklad 7.1 Napr. je-li A = (—2), potom | Al = —

a a
A _ 171 172 ' (143)
a1 422

Al = 11 - A22 —A12 - A21. (144>

Piiklad 7.2 Necht

Dokazte, Ze

Skutecné, podle (1/2) je

Al = (=)' eap - TAL L+ (D)2 a0 1Al (145)
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T11eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®(Close ®Quit



Zde A je matice, kterd vznikne z matice A vypusténim 1. fddku a 1. sloupce. Je tedy A, =
(a22), A1l = ass. Podobné A, je matice vznikld z matice A vypusténim jejiho pruniho rdadku
a 2. sloupce. Je tedy A1 = (as1), |A12l = as1. Dosazenim do (145) dostdvame

a1,1 41,2
. 5 141 142
| Al = det — (—1) T S a1 '&2724—(—1) T “a12 a2
21 a22

Po uprave dostaneme

a11 A12
det = a1 A22 — Q12 Q2.
21 422

Poznamka. Determinant matice 2. fadu lze tedy vypocitat takto: Od soucinu prvkiu na hlavni
diagondle odecteme soucin prvkid na vedlejsi diagondle.

Priklad 7.3 Vypocitejte hodnotu determinantu matice

(1)

Reseni. Jednd se o vijpocet determinantu matice 2. ¥ddu. Podle (1/4) je
| Al = ,soucin prvkid na hlavni diagondle — soucin prvkid na vedlejsi diagondle®.
Tedy

Al =3-4—(=2)-5, |Al=22.
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Priklad 7.4 Necht A je matice Tddu 3

11 G12 a3
A= 21 G292 23 : (146>

31 A32 433
Potom
|Al = (a11-a22-a33+a21-as2-a13+ag1-a12-a23)——(as1-a22-a13+a11-032-023+a21-012-033).
Skutecné, podle definice 7.1 je
Al = (=D apy - TAL L+ (D2 an - TAl + (=D as - A 5], (147)

Zde Ay je matice, kterd vznikne z matice A vypusténim 1. vadku a 1.sloupce. Je tedy

takZe podle (144) je
|A171| = Q292 -a33 — A3 A32. (148>

Matice A, o vznikne z matice A vypusténim 1. tddku a 2. sloupce. Je tedy

21 a23
A172 = .
31 Aa33
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takZe podle (144) je
|A172| = CL271 : CL373 — CL273 : a371. (149)

Matice A s vznikne z matice A vypusténim 1. Tddku a 3. sloupce. Je tedy
21 a22
A173 = .
a31 a32

|A173| = Q21 -A32 —A22 - A3 1. (150>

Dosadime-li do (147) za 1 A1 11, | A12l, | Ay sl vypocitané hodnoty (148), (149), (150), dostdvdme

takZe podle (144) je

|Al = aj 1 - (Cl272 "33 — a3 a372> — 12" (a271 "33 — a23 - Cl371> + +as- (a271 "3 — a22 ¢ a371>-

Odtud dostdvdme po upravé hledany vztah (7.4).

Sarusovo pravidlo Podle prikladu 7.4 se vypocita hodnota determinantu matice A fadun = 3
vztahem

Al =51 — 55, (151)
kde
S| = a11-G22-033+ 21 -A32-A13+a31 - G12 - A23,
Sy = a31-G22 013+ 11032 Q23+ A21 - Q12 433
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Vidime, Ze S je souc¢tem tii ¢lentl, kazdy z nich je soucinem tii prvk matice A. Na nasledujicim
obrazku 9 jsou prvky matice vyznaceny krouzky a kazda trojice prvki, jejichz soucin je ¢lenem
v 51, je propojena carou.

Sy je souctem tii ¢lentl, kazdy z nich je soucinem tri prvki matice A. Na nasledujicim obrazku
10 jsou prvky matice vyznaceny krouzky a kazda trojice prvki, jejichz soucin je ¢lenem v S,, je

propojena carou.

Obrazek 9: Vypocet S;.

Priklad 7.5 Vypocitejte hodnotu determinantu matice

5 —2 3
A= 2 4 =2
-3 6 7

uZitim Sarusova pravidla.
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727

Obrazek 10: Vypocet S,.

Reseni. Hledejme tedy hodnotu determinantu

5o —2 3
| Al = det 2 4 -2
-3 6 7

Podle Sarusova pravidla dostdvdme

lAl=[5-4-T+(-2)-(-2)-(-3)4+2-6-3]—[3-4-(=3)+(-2)-6-5+(=2)-2-7].
Upravou dostdvdme

| Al = [140 — 12 + 36] — [—36 — 60 — 28],
takze | Al = 288.
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Priklad 7.6 Vypocitejte hodnotu determinantu matice

12 -1 3
A 23 4 1
01 2 3
14 -3 =2
Reseni. Podle (142) dostdvdme
3 4 1 2 4 1
lAl=1-det| 1 2 3 |—2-det| 0 2 3 —
4 =3 =2 1 =3 =2
2 3 1 2 3 4
—1l-det| 01 3 —3-det| 01 2
1 4 =2 1 4 -3

Hodnotu kaZdého z téchto determinanti matic radu 3 urcime uZitim Sarusova pravidla. Do-
stdvdme
Al =1-60—2-20—1-(—20) —3-(—20),

takze 1 Al = 100.

Poznamka. Je nutno si uvédomit, Ze Sarusovo pravidlo bylo odvozeno pro determinanty

matic 3. fadu. Pro matice vyssich 7adf neni obdoba Sarusova pravidla.
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V definici 7.1 determinantu matice ma jeji prvni fadek vyjimecné postaveni. Ve vzorci (142)
vystupuji prvky prvniho radku matice explicitné. Zabyvejme se otazkou, zda existuje analogicky
vzorec pro vypocet hodnoty determinantu, ve kterém by explicitné vystupovaly prvky jiného
radku nez prvniho. K odvozeni takovéhoto vzorce, uvedeného ve vété 7.1, pouzijeme nékolik
pomocnych vét.

V nasledujici vété si ukazeme vypocet hodnoty determinantu matice podle vzorce, ktery je
analogickym vztahu (142). Misto prvkd v prvnim fadku v ném vystupuji explicitné prvky libo-
volné zvoleného radku.

Véta. 7.1 (Vypocet determinantu) Necht A je libovolnd matice Tddu n > 0. Potom

n

Al =) (1) agp - 1ALl (152)
k=1
pro kazdé s € {1, ... n}. Vypocet pomoci tohoto vzorce nazijvdme vijpoctem determinantu matice

A rozvojem podle s—tého radku.

Priklad 7.7 Vypocitejte hodnotu determinantu matice

120 —1

003 0
A=

4 01 2

510 2

Reseni. Ponévad? ve druhém rddku ma matice A tri nulove prvky a jenom jeden nenulovy
prvek, provedeme vypocet determinatu dané matice rozvojem podle druhého radku. Podle pred-
chazejici véty obdrZime
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12 —1
Al = —0- 1 Ao 1 +0-1Agol +3-(=1)* . det | 4 0 2 |+
51 2
40 1Ayl = = —3-(—2) =6.

Vztah mezi determinantem matice A a determinantem matice A”.

Pripometime si, Ze matice AT je transponovana k matici A, jestlize kazdy ity fadek matice
A je i—tym sloupcem matice AT,

Dokazme nyni, platnost této véty.
Véta. 7.2Necht A je ¢tvercovd matice Tddu n. Potom
det(A) = det(AT). (153)
Odtud vyplyva nasledujici véta pro vydcisleni eterminantu rozvojem podle libovolného sloupce.

Véta. 7.3 (Vypocet determinantu) Necht A je matice n—tého Fddu

11 - 1.4 s a1
a2 1 RPN a2 4 ‘e a2.pn
A — . . .
an_u Ty an_Lj r an_m

a o s Ay ;5 s @ a
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Necht j je libovolny index jejiho sloupce. Potom

n

LAl =) (—1)" ap; 1 Ag 1. (154)
k=1

Diikaz. Vzorec (154) je vypocet determinantu matice AT rozvojem podle jejiho j-tého sloupce.

Priklad 7.8 Vypocitejte hodnotu determinantu matice

1 23
A=1] 456
789

rozvojem podle druhého sloupce.
Reseni. Dostdvdme

4 6 13
|A|2~(1)1+2~dezt<7 9>+5~(1)2+2~det< >+

79
13
+8 - (—1)* " 2det ( ) :
4 6
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8. Vlastnosti determinantu

V minulé c¢asti jsme zavedli pojem determinantu matice Tadu n a ukazali jsme zptisob jeho
vypoctu rozvojem podle jejiho libovolného fadku, resp. jejiho libovolného sloupce. Tento zptisob
vypoctu je pro matice vyssiho fadu znac¢né naro¢ny na pocet provadénych aritmetickych operaci.
(Odhadnéte si pocet operaci pro determinant matice fadu n.) Proto si ukdZeme jinou metodu
k vypoc¢tu hodnoty determinantu, zalozZenou na nasledujici vété, ktera vypovida o vztahu mezi
hodnotou determinantu matice A a matice, kterd z ni vznikne elementarnimi transformacemi.
Tuto vétu si musite dobfe uvédomit!! Determinant matice A a determinant matice,
ktera vznikne z ni elementarnimi transformacemi, nemusi se sobé rovnat. ZaleZi na
typu transformaci! Ukazeme si metodu, pii niz se matice A prevadi na horni trojihelnikovou
matici uzitim elementarnich transformaci. Hodnota determinantu z trojuhelnikové matice, jak
pozdéji uvidime, je rovna soucinu prvki na hlavni diagonale.

Véta. 8.1Necht A je ctvercovd matice tddu n. Potom mezi determinantem matice A a deter-
minnty matic, které z ni vzniknou elementdrnimsi transformacemsi, plati tyto vztahy

(H1) 1Al =L1H1(i,a)Al, pro a#0.
(H3) 1Al = Z1H3(i, j)Al

(H{) 1Al =IHA4(i, o, j)Al

(H5) 1Al :%IH5(i,a,j,ﬁ)A| pro 3 # 0.

121 eFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



Piiklad 8.1 Necht

()

Potom plat?

Al 9 1dtH115A L 0 10 L 10 9
———56( (7>>—g€ 3 4 —5'(— )——
3 4
Al = 2det(H3(1,2)A)det<1 2) — 9
1 2
Al = 2det(H4(1,3,2)A)det< )2
6 10
Al = —2— —Laupps2na) = —tae [ 7 2
B Ve RV W DR

(155)

(156)

(157)

(158)

(159)

Vypocet determinantu matice jejim prevodem na horni trojuhelnikovou matici
Napred si ukazme zptisob vypoc¢tu determinantu horni trojuhelnikové matice. V dalsich tva-
hach si ukazeme dva postupy transformace ¢tvercové matice A na horni trojihelnikovou matici

uzitim elementarnich transformaci.
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Véta. 8.2 (Determinant horni trojihelnikové matice) Necht B je horni trojihelnikovd ma-

tice radu n.

(bu bia bi3
0 byo bas
0 0 bys

bLn—l
b27n—1

b37n—1

b\

b27n
b3 n

?

Potom

bn—lm—l bn—Ln

\ 0

0

0 0

Bl =b11-byg ... by

bow |

(160)

(161)

Dukaz. Provedme vypocet hodnoty determinantu této matice rozvojem podle jejiho prvniho

sloupce. Dostavame

|B| = (—1>1+1 : b171 ~det

( bao bo3
0 b373
0 0

\ 0 0

b27n—1 b27n \

b37n—1 b3 n

?

bn—Ln—l bn—Ln

0 bon )
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Hodnotu determinantu takto vzniklé matice uré¢ime opét rozvojem podle prvniho sloupce. Do-

stavame
[bss - bsacr bz )

IBl = by - (=)' (=)' gy - det

0 bn—Ln—l bn—Ln
\ 0 .0 b

Timto zptisobem pokracujeme, az po n krocich obdrzime hledany vzorec (161)

IBIl =by1-bys- ... by

Priklad 8.2 Vypocitejte hodnotu determinantu matice

52 45

04 3 4
A= . (162)
008 4

000 2

Reseni. Podle vzorce (161) dostdvdme

Al =5-4-8-2 = 320.
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Algoritmus vypoctu determinantu matice A pfevodem na horni trojahelnikovou
matici

Ukazme si nyni algoritmus na vypocet determinantu matice A zalozené na elementarnich
transformacich, jimiz se matice A transformuje na horni trojuhelnikovou matici. Tento algoritmus
je zaloZen na aplikaci transformaci H3(i, j) A, H4(i, o, j) A, H5(i, o, 7, B) A, kde G # 0. Pouzivaji
se véta (8.1).

Predpokladejme, Ze A je ¢tvercova matice fadu n. Matici A prevedeme elementarnimi trans-
formacemi na horni schodovitou matici. Jestlize jeji determinant je nenulovy, potom vznikla
schodovita matice je horni trojithelnikovou matici.

Ponévadz pri nékterych elementarnich trasformacich se hodnota determinantu dané matice a
determinantu matice z ni vzniklé transformaci méni, zavedeme si pomocnou proménnou v, v niz
budeme sledovat tuto zménu. Oznac¢me I hodnotu determinantu matice A a polozme v = 1. Je
tedy D=~v-1AI.

Nasledujici vypocet probiha postupné proi=1,....,n —1.

Popisme nyni algoritmus pro urcité i.

1Y Necht s; je nejmend{ index nenulového sloupce v submatici matice A vytvoiené iadky i,...,n
a vSemi sloupci.Tedy mezi prvky
a/@si,k = i,...,n

je alespon jeden nenulovy prvek.
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Je-li s; > i, je hodnota D determanantu dané matice rovna 0; v tomto pripadé je vypocet
ukoncen. Necht s; = i. Zvolme nyni p pro néz je a,; # 0.

20 Je-li p = i postupujeme k bodu 4°, v piipadé, Ze p # i, postupujeme k bodu 3.

3% Vyménime navzajem i—ty a p—ty fadek matice A. To znamend, polozme A := H3(i, p)A.
Zaroven polozime v := —v. Pro takto vzniklou matici A tedy plati D = v - | Al. Prejdeme k
bodu 4°.

49 j—t§ fadek matice A nazveme hlavnim fadkem. Pomoci tohoto fadku budeme eliminovat
nenulové prvky ay;, k = i+1,...,n, uzitim jedné z transformaci H4(i, o, k) A, H5(i, o, k, §) A.

Je-li ay; # 0, mizeme provést eliminaci tohoto prvku a operaci (?77), nebo (77)

A = H4(i,—ak7i,k)A nebo operacemi (163)

1
A = H5(i,—a;k, k,a;,;)A a zaroveil polozit y:=— 1. (164)

Uvedme si nasleujici priklad.

Priklad 8.3 Vypocitejte hodnotu determinantu matice

1240
2145
8 2 4 3
120 4
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uZitim jeji transformace na horni trojuhelnikovou matica.

Reseni.
Matice A je radun = 4. Budeme aplikovat nahore uvedeny algoritmus postupné proi = 1,2, 3.

Polozme: 1i=1

19 V submatici matice A, vytvorné vddky 1,...,4 a vSemi sloupci, je proni sloupec nenulovy: je
tedy s; = 1.
2" Ponévad? ay 1 # 0, volime volime p =1 a postupujeme k bodu 4°.
49 proni vddek matice A je hlavnim Fddkem. Pomoci tohoto Tddku budeme eliminovat ty proky
z proki a1, 031,041, které jsou nenulové
o Prvek as; eliminujeme uzitim transformace

A= Ha(l, — 2L 9)A. (166)
11

To znamend, Ze pruni vddek matice A ndsobime cislem (—21), to jest cislem (—2) a

1,1
pripocteme k druhému tddku matice A. Druhy rddek matice A tedy transformaci (166)

zmeénime na 2
A(2.1) = —1(1,2,4,0) +(2,1,4,5) = (0,3, -4,5).

1278First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



Ostatni 7ddky se transformaci neméni. Transformact (166) tedy dostdvdme

1 2 4 0

0 -3 —4 5
A =

8 2 4 3

1 2 0 4

Touto tnasformaci se hodnota determinantu matice A nemeént, takZe D =~ - | Al.
o Prvek as; eliminujeme uzitim transformace

A= Ha(l, — 8L 3)A. (167)
11

To znamend, Ze pruoni tddek matice A ndsobime Cislem (—22), to jest cislem (—3%) a

1,1

pripocteme k tretimu vddku matice A. Tret! Fddek matice A tedy zménime na

8
A(3,) 1= —7(1,2,4,0) + (8,2,4,3) = (0,-14,-28,3).

Ostatni 7ddky se transformaci neméni. Transformact (167) tedy dostdvdme

1 2 4 0

0 -3 —45
A =

0 —14 —28 3

1 2 0 4

Touto tnasformaci se hodnota determinantu matice A nemént, takZe D = v - 1 Al
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o Prvek as; eliminujeme uzitim transformace

A= Hal, — 2L 4 A (168)
11

To znamend, Ze pruni tddek matice A ndsobime Cislem (—%), to jest cislem (—1) a

1,1

pripocteme ke cturtému vddku matice A. Cturty fddek matice A tedy xménime na
1
A(42) = —1(1,2,4,0) +(1,2,0,4) = (0,0, ~4,4)

Ostatni radky se transformaci nemeénd.
Transformaci (169) tedy dostdvdme

1 2 4 0

0 -3 —45
A =

0 —14 —28 3

0 0 —4 4

Touto tnasformaci se hodnota determinantu matice A nemeént, takZe D =~ - | Al.

Polozme: 1I=2

19 V submatici matice A, vytvorné vddky 2, . ..,4 a vSemi sloupci, je druhy sloupec nenulovyj: je
tedy so = 2.
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2V Ponévad? ass # 0, volime volime p = 2 a postupujeme k bodu 4°.
4% druhyj vddek matice A je hlavnim Fddkem. Pomoci tohoto Tddku budeme eliminovat ty proky
2 proki as o, a4, které jsou nenulové

o Prvek aso eliminujeme uzitim transformace

A = Ha2, — 82 3)A. (169)
a2 9

s v /v s - s - v/ a - v/ —
To znamend, e druhy vddek matice A ndsobime cislem (—22), to jest islem (—=) a

a2 2

pripocteme k tretimu vddku matice A.Treti fddek matice A tedy zménime na

—14 28 61
A(3,:) :=——-(0,-3,—4,5) + (0,—14,-28,3) = (0,0, 3 _§>

Ostatni Tddky se transformaci (169) nemeéni. Transformact (169) tedy dostdvdame

1 2 4 0

A 0 —3 —4 5
" 2% 61

0 -3 3

0 0 —4 4

Touto tnasformaci se hodnota determinantu matice A nemeént, takZe D =~ - | Al.
o Prvek aso = 0, takZe eleiminace se neprovddi

Polozme: i=3
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1Y V submatici matice A, vytvorné vddky 2, ....,4 a vdemi sloupci, je treti sloupec nenulovy: je
tedy ss = 3.

2V Ponévad? ag 3 # 0, volime volime p = 3 a postupujeme k bodu 4°.

49 treti ¥ddek matice A je hlavnim vddkem. Pomoci tohoto Fddku budeme eliminovat proek ,ays,

pokud je nenulovy.
o Prvek ass eliminujeme uZitim transformace

A= M43, — U3 1A (170)
33

s v v s N2 - s s v/ a - v/ —
To znamend, Ze treti rddek matice A ndsobime cislem (—>2), to jest cislem (—=) a
, 3

pFipocteme ke cturtému vddku matice A. Cturty fddek matice A tedy xménime na

3 —28 —61 89
A<4, :> = —?<O, O7 T — T) + (O,O7 _4,4> + (O,O7 O7 7)

Ostatni 7dadky se transformaci neméni. Transformact (170) tedy dostdvdme

1 2 4 0
A 0 —3 —4
= 28 61
0 —3 —3
89
0o 0 o ¥

Touto tnasformaci se hodnota determinantu matice A nemeént, takZe D =~ - | Al.
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Hledand hodnota determinantu D je rovna soucinu c¢isla v (v naSem pripadé je v = 1) se
soucinem prokid vysledné horni trojuhelnikové matice, ).
28, 89

>t D = 356
3> ]

D=1 (=3)-(-5) 2

Priklad 8.4 V tomto prikladé pouZijeme k vipoctu hodnoty determinantu matice A stejny al-
goritmus jako v minulém priklade, avsak pri eliminacci prokid budeme pouZivat téZ elementdrni
transformace H5(i, o, 7, 3) pro B # 0.

Priklad 8.5 Vypocitejte hodnotu determinantu matice

011 2
1230
2400
0301

Reseni. Polozme D = det(A),v = 1. Velicina v slouZi ke sledovdni vztahu mezi hodnotou D
determinantu zadané matice A a matic, které vzniknou postupnymai transformacemi matice A.
Na zacdtku zreymé plati D = v - A.

Polozme: 1i=1

1° V submatici matice A, vytvorené Fddky 1,...,4 a viemi sloupci matice A, (tj. v nasemm
pripadé v matici A), uwréime nenulovy sloupec s nejmensim indexem. Je to proni sloupec,

poloZime tedy s; = 1, takZe s; = i.
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2V Ponévad? a1 = 0, postupujeme k bodu 3°.
3" Zvolme p € {2,3,4} tak, aby a, 1 # 0. Necht je to p = 3. Provedme tedy transformaci

A = H3(1,3). (171)

Ponévad? vzdjemnou vymeénou dvou rddki matice hodnota determinantu zmeni znaménko,
polozme v := —v. Je tedy D = —det(A), kde A je matice urcena transformaci (171). Po této
transformacci je

-3 3 2 1

210 —2
A =

021 0

031 0

4% Rddek ,1% je hlavnim vddkem. Pomoci tohoto Tddku budeme eliminovat nenulové proky 2z
prokid asy,as 1,04 1.
o Prvek as; = 2, jeho eliminaci provedeme transformact

A ="H5(1,2,2,3)A (172)

Touto transformaci dostdvdme matict
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-3 3 2 1

09 4 —4
A =

021 0

031 0

PoloZime-li v := % -y, plati D = v -det(A), kde A je matice po provedeni transformace
(172).
o Proky asq,ass jsou rovny ,0% takZe se dalsi eliminace neprovadéji.

Polozme: 1i=2

19 V submatici, vytvotené z fddki 2,3,4 a vSemi sloupci matice A, urcime nenulovy sloupec s
nejmensim indexem. Je to druhy sloupec; poloZime tedy s, = 2, takZe s; = 1.
2" Ponévad? ags # 0, postupujeme k bodu 4°.
49 Rddek ,2% je hlavnim vddkem. Pomoci tohoto vddku budeme eliminovat nenulové proky z
proki as o, aq 9.
o Prvek aso = 2, jeho eliminaci provedeme transformaci

A :="H5(2,-2,3,9)A (173)
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Dostavame matici

-3 3 2 1

09 4 —4
A =

001 8

031 0

PoloZime-li v := % -y, plati D = v - det(A), kde A je matice po provedeni transformace
(173).
o Pruek aso eliminujeme transformaci

A :=H5(2,—3,4,9)A (174)
dostdvame matici
-3 3 2 1
09 4 —4
A =
00 1 8
00 —3 12

PolozZime-li v := % -y, plati D =~ - det(A), kde A je matice po provedeni transformace
(175).
PoloZzme: 1i=3

19 V submatici A, to jest v matici, kterd je vytvorena z vddki 3,4 matice A, uréime nenulovy
sloupec s nejmensim indexem. Je to treti sloupec, poloZime tedy ss = 3, takZe s; = i.

2" Ponévad? azz # 0, postupujeme k bodu 4°.

4% Rddek .3% ie hlavnim vddkem. Pomolddwhictoerieke bad coneste WGy Bauad Fulistben e cise ko@uir. .



o Pruek ass = 2, eliminujeme transformact

A ="H5(3,3,4,1)A (175)

Touto transformaci dostdvdme matici
-3 32 1
09 4 —4

A =
001 8
000 36

PoloZime-li v :=1 -, plati
D =~ -det(A),

kde A je matice po provedeni transformace (175).

PonévadZ matice A je horni trojuhelnikova matice, je determinant z této matice roven
soucinu prvkid v hlavni diagondle. Je tedy
L 1 1
D= —=.2.2.(=3)-(9)-(1)-(36) = 4
Sses(23)(9) (1) (36)
8.1. Pouziti determinantt

Prima metoda reseni systému linearnich rovnic.
Jiz difve jsme se seznamili s pojmem systému m linearnich algebraickych rovnic o n neznamych

A-x=0> (176)
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a s pojmem jeho FeSeni. Ukazeme si nyni, jak se toto feseni da nalézt v ptripadeé, ze A je ¢tvercova
regularni matice. V dalsi kapitole se budeme zabyvat s pojmem TFeseni obecnéji a uvedeme si
n¢kolik metod vhodnych k jeho nalezeni. V této casti uvedeme pouze nalezeni feseni pomoci
determinanti. Tato metoda md sice velky vijznam z teoretického hlediska, avsak numericky je
pouZitelnd pouze pro reseni systému rovnic o relativne malém poctu nezndmych.

8.2. Cramerovo pravidlo

Véta. 8.3 ((Cramerovo pravidlo)) Necht A je requldrni ctvercovd matice Tddu n, b je n—
rozmeérny sloupcovy vektor a x je hledany n—rozmérny vektor. Oznacme

B, i1=1,...,n,

matict, kterd vznikne z matice A tak, Ze jeji i—ty sloupec nahradime vektorem prawjch stran b.

Potom systém linedrnich rovnic
Ax=b (177)

md prdvé jedno reseni x, pro néZ plati

1Bl

i=——, 1=1,...,n. il
i A n (178)

Diikaz. Dokazme ptredevsim, Ze je-li vektor & feSenim systému (177), potom plati (178). Ponévadz
vektor x je FeSenim (177), plati

ag121 + apors + ...+ ap;r; + ...+ appx, =0y, prok=1,2,... n. (179)
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Zvolme i, 1 < i < n. DokdZeme, Ze pro x; plati (178). Vyndsobenim (179) vyrazem (—1)*".| Ay ;|
pro k=1,2,...,n dostdvame

n

S (DR g LAl = by - (1) 1AL (180)
=1

Se¢tenim rovnic (180) pro k=1, ..., n, dostavame
ij Za,w DM ARl = br(—1) 1Al (181)
7=1 k=1

Pouzitim véty 7?7 odtud dostavame
z;- 1Al = 1B;/R,

odkud plyne (178).
DokaZzme nyni, Ze jestlize x je vektor o slozkach

| By

T k=Ll.oam, (182)

T =

potom x je FeSenim systému (177). Necht j je jedno z ¢isel 1,. .., n. Dosazenim téchto hodnot z,
do levé strany j—té rovnice obdrzime veli¢inu, kterou oznac¢ime [.. Dostavame

n

L = Zaj7kxk Za% llikll
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Rozvojem determinantu | Byl podle k—tého sloupce dostavame odtud

1 n n '
L=— ; —1 Z+kiAZ' .

Provedenim tipravy pak dostavame

1 n Z ' n '
B TZ jbiz<—1>j+kaj7k|Ai7k|.
—1 k=1
S ohledem na (??) odtud vyplyva
Z A Tk = bj
k=1

takze vektor & vyhovuje j—té rovnici (j =1, ..., n.)

Priklad 8.6 UZitim Cramerova pravidla veste ndsledujici systém linedrnich rovnic

r1 + 229 —x3 = —1
20y + Tzy —x3 = 3 (183)
3ry + 619 —x,3 = 1

Reseni. Oznacime-li A matici soustavy tohoto systému, b vektor pravijch stran a x vektor ne-
wndamyjch, je

12 —1 ~1 21
A=|27 -1, b= 3|, &z=| 2 |. (184)
36 —1

1 @
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Vypoctem zjistime, Ze | Al = 6. Je tedy matice A requldrni a dany systém lze resit Cramerovym
pravidlem.

Matici B, dostaneme tak, Ze pruni sloupec matice A nahradime vektorem b. Dostavame tak
matict

-1 2 -1
B, = 37 —1 a determanant | Bl = —6.
1 6 —1

Matict By dostaneme tak, Ze druhy sloupec matice A nahradime vektorem b. Dostivame tak
matict

1 -1 -1
By=| 2 3 —1 a determanant | Byl = 6.
E{ 1 —1

Matict Bs dostaneme z matice A tak, Ze jeji treti sloupec nahradime vektorem b. Dostaneme tak
matict

1 2 -1
B:=1| 27 3 a determinant | B3l = 12.
36 1
Resenim systému (183) je tedy
| Bl —6
[L‘l — = — = —]_7
6 6
|Bsl 6
[E2 = = — = ]_7
6 6
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9. Primy vypocet inverzni matice pomoci determinantti

V drivéjsim pojednani jsme si zavedli pojem inverzni matice k dané matici A. Rekli jsme, Ze
matice B je inverzni k matici A, jestlize

A-B=B-A=F.
D4 se dokazat, ze matice B je inverzni k requldrni ¢tvercové matici A, jestlize plati
A-B=EF.
V tomto pripadé neni tedy nutno pozadovat splnéni pozadavku
B-A=F.
Necht tedy matice A je regularni ¢tvercova matice fadu n. Hledejme ¢tvercovou matici B

tak, ze
A - B=E. (185)

Zvolme i € {1, ..., n}. Uvazujme ity sloupec B(:, i) matice B a i—ty sloupec E(:, i) matice F,
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to jest sloupcové vektory

[ o) ()
b27i 0
B bi-1,i B g 0
GBa={ | BEO=1 ity radek
bit1, 0
\ bmi ) \ 0 )
Ze vztahu (185) vyplyva
A-B(,i)=E(,1i). (186)
Tento systém rovnic fesme uzitim Cramerova pravidla. Dostavame
1C; |
75 |A| ? ] ) 9 n? ( >

kde C; je matice, ktera vznikla z matice A nahrazenim jejiho j—tého sloupce vektorem E(:, 7).
Determinant |C;| vydcislime rozvojem podle j—tého sloupce. Jediny nenulovy prvek v tomto
sloupci je ¢islo 1 v i—tém tadku.Tedy

1IC;1 = (=1)"7 - 1 A;51. (188)
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Z (187), (188) vyplyva

lA; ;I
1Al
Z (189) proi=1,2,....n,j =1,2,...,n dostdvime matici B. Vypocitejme nyni BA. Uzitim
?7) dostavame

bji = (1) (189)

BA=F.

Je tedy matice B matici inverzni k matici A.
Dosazeny vysledek miizeme shrnout do nasledujici véty.

Véta. 9.1 (Vypocet inverzni matice) Necht A je requldrni ctvercovd matice 7ddu n. Potom
k matict A existuje pravé jedna inverzni matice, oznacme ji B. Jeji prvek b, ; se vypocitd podle

vztahu
|A;;l

(1)
by = (1) | Al

proi,j=1,...n. (190)

Poznamka. Vsimnéte si potradi indext 4, j u b;;, A;; v (190)!

Priklad 9.1 K matici A urcete matici inverzni.
1 2 4
A= -2 1 2
4 35

Reseni. Viyjpoctem dostdvdme
Al = -5
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— 2 4
|Aj 5l = det —10, |Ag; |l =det = —,
(0 - (1)

1 2 —2 2
|A11| = det = —1, |A12| = det = —18,
7 35 7 4 5
2 1
4
D

| Asol = det ! 11, |Assl = det b2 5
= c = — ’ = ¢ — ,
2.2 4 2.3 43
| A3l = det 2 0, |Assl =det b 10
— e — , — ¢ == ,
1,3 1 92 2,3 _9 9

| As 5l = det b2 5
= ¢ =
3,3 9 1

Tedy podle véty 9.1 dostdavame

1ALl 1ALl 1A,
AT TAT  TAl

B_| —1ALl 1AL 1ALl
Al TAT  TAl

1Al 1ALl 1Al
Al TAT  TAl
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Dosazenim vypocitanych hodnot za jednotlivé determinanty dostdavame

1/5 —2/5 0
A'=B=| —18/5 11/5 2
2 -1 —1

Zkousku sprdvnost vypoctu provedeme vypoctem A - B, B - A. Zjistime, Ze oba tyto souciny jsou
rovny matici E.
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10. Ulohy k procviceni

Vyslovte
1. Definice determinantu matice.

2. Pravidla pro vypocet determinanti matic radu 2, 3.

3. Véta o vypoctu determinantu rozvojem podle libovolného tadku, resp. libovolného sloupce
matice.

Vztah mezi hodnosti matice A a matice B, ktera z ni vznikla elementarnimi transformacemi.
Vypocet hodnoty determinantu matice jeji transformaci na horni trojihelnikovou matici.
Vztah mezi hodnotami determinantu z matic A a A”.

Cramerovo pravidlo na FeSeni systému linearnich rovnic.

Hledani inverzni matice.

Vztah mezi hodnosti matic a determinanty jejich submatic.
Ulohy

1Y Vypocitejte hodnoty determinant nasledujicich matic

(32 () e )

Al =6, IBl = -2, 1C1 =0.]
20 Vypoditejte hodnoty determinant® nasledujicich matic uzitim Sarusova pravidla.

= NS e

1 -2 4 2 01 2 31
A=|7 3 2|, B=|3 24|, c=]|102
1 4 0 2 14 5 6 4
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1Al =112, IBl = —17, IC1 =0.]
3% Uréete vztah mezi hodnotami determinant® matic A, B, ani% byste poditali jejich hodnoty.
Provedte zdtivodnéni.

1 0 —2 3 1 2 3 4
4 1 0 2 1 0 —2 3
A — , B =
1 2 3 4 0 —2 1 3
0 —2 1 3 4 1 0 2
[lAl = —|BIl. Matice B vznikla z matice A postupnymi vyménami téchto radki: fadek 1 a

radek 3; radek 2 a fadek 3; fadek 3 a radek 4. Celkem tremi vyménami dvojic fadkd. Je tedy
IBl = (—1)%- 1Al, takZe |Al = —|BI ]

49 Vypoditejte hodnoty determinantii nasledujicich matic transformaci na horni trojtihelnikovou
matici.

1 -2 3 1 1 25 2

1 23 -1 351 2
A — . B =

0 26 4 5 3 4 2

0 24 2 5610

[lAl = =8, IBl =178]
59 Uzitim Cramerova pravidla Feste nasledujici systémy linedrnich rovnic
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1 2 3 1 —
104 || |=]-17],
210 T3 4
b)
1 -2 3 4 1 17
3 2 43 X9 1
6 1 0 2 zs | ] 1
4 -2 —1 3 By 12
1
1
-5
[a) ¢ = 2 |,b)x= )
—4
0
6" K dané matici A naleznéte matici inverzni a provedte zkousku spravnosti vypoctu.
1023
1 2 3
4 0 21
a) A=102 -1 |, b) A=
3105
06 4
2 314
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23 5 44
1 5 4 105 21 35 105
T N R U

2 1 5 5 5

) | 07w [P % s o
0 -3 1 105 21 35 105
T 6 1 6 2

35 7 35 35
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11. Systémy linearnich rovnic

Tato kapitola je vénovana problematice existence a metod Teseni systému linearnich rovnic.

11.1. Ekvivalentni systémy rovnic

Neékolik tivodnich slov. Driive nez prikrocite ke studiu této kapitoly je nutné, abyste méli
dokonale zvladnuté zakladni pojmy z linearnich rovnic uvedené v kapitole ?77.

V této kapitole se budeme zabyvat predevsim problematikou existence a jednoznacnosti feseni
systému m linearnich rovnic o n neznamych a popisu nékterych metod na jejich feseni.

Seznamili jsme se jiz s Cramerovym pravidlem (véta 8.3) na FeSeni systému linearnich
rovnic Ax = b, které lze pouzit v piipadé, Ze jeho matice soustavy A je regularni ¢tvercova
matice. V tomto pripadé ma systém pravé jedno feseni. Urcéi se pomoci determinantt. Tato
metoda se vsak nehodi k tesent systému linedrnich rovnic pro vétsi pocet nezndmych, nebot k jeho
resent je nutno provést velky pocet aritmetickych operaci.

Dale jsme se seznamili s feSenim systému linearnich rovnic Az = b s regularni ¢tvercovou
matici soustavy uzitim inverznf matice A~!. V§podet inverzni matice je na pocet operaci narod-
néjsi, nez je feSeni jednoho systému rovnic. Pouzivame ji jenom tehdy, jestlize inverzni matici
zname, nebo ji potfebujeme i k jinym tceliim.

Popiseme predevsim metodu, zaloZenou na pojmu ekvivalentnosti dvou systémt line-
arnich rovnic. Tato metoda se da pouzit i v pripadé, Ze matice soustavy A neni regularni
¢tvercovou matici. Uvedena metoda nam pomiize téZ vyslovit vétu o fesitelnosti a jednoznac¢nosti
reseni systému linearnich rovnic.

Dva systémy linearnich rovnic

Aalzz Cx=d

b
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nazveme ekvivalentnimi, a budeme psat
Ax=b~Cx=d

jestlize kazdy vektor x, ktery je feSenim systému rovnic A x = b, je i fesenim systému C @& = d
a naopak, kazdé feseni x systému rovnic C'® = d je i fesenim systému rovnic Ax = b.

Pti feseni systému rovnic Ax = b piijde o nalezeni takového ekvivalentniho systému rovnic,
ktery je mozno snadno posoudit. To znamena urcit, zda tento ekvivalentni systém ma nebo nema
feseni a v pripadé, Ze ma feseni, toto reseni nalézt. Takovym vhodnym ekvivalentnim systémem
je systém, jehoZ matice soustavy je horni schodovitd matice.

11.2. Prevod na systém s horni schodovitou matici soustavy
Uvazujme systém linearnich rovnic
A-xz=b (191)

Ukazme si platnost nasledujicich pravidel P1, P2, P3, P4, P5.
P1. Necht « je libovolné realné ¢islo # 0. Uvazujme libovolné zvolenou i—tou rovnici systému
(191)
i1 1+ ...+ Aip Ty = b;. (192)

Je evidentni, Ze vektor & vyhovuje rovnici (192), kdyZ a jenom kdyZ vyhovuje rovnici
a-(ai1-T1+... Q- T,) =a-b, prokazdé o #0. (193)
Nahradime-li tedy v systému (191) nékterou rovnici jejim ndsobkem cislem o, av # 0, je vznikly

systém ekvivalentni s danym systémem.
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P2. Necht

@il X1+t ... FQp Ty = bi, (194>
i1 L1+ ... T QAjpn Ty = bj, (195>

jsou dvé libovolné rovnice systému rovnic (191). Je opét evidenetni, Ze kazdy vektor & vyhovuje
obéma témto rovnicim, kdyz a jenom kdyz vyhovuje rovnicim

i1 X1+ ... T Qip- Ty = bi, (196>
(aj71 - CYCLZ'J) I B S o (ajm e CYCLZm) By = bj + ab;, (197)

kde « je libovolné realné cislo.

Pricteme-li  tedy k nékteré rovnici  systému  (191)  «-ndsobek  jiné  rouvnice,
a € R, vznikne systém ekvivalentni se systémem (191).

P3. Vypustime-li ze systému rovnic (191) rovnici tvaru

O-214+0-204+...+0 -2, =0,

obdrZime systém rovnic, ktery je ekvivalentni se systémem rovnic (191), nebot kazdy vektor x €
V, této rovnici vyhovuje. Tato rovnice tedy nedavad zadné omezeni pro feSeni systému rovnic
(191).

P4. Jestlize v systému rovnic (191) je nékterd rovnice tvaru

0-21+0-204+...40-2,=¢, c#0,
nemd uvaZovany systém Zdadné reSent, nebot této rovnici nevyhovuje zadny vektor.

Tyto tvahy mtizeme shrnout nasledovneé.
1530First ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



Véta. 11.1 Necht jsou ddny dva systémy linedrnich rovnic
Ax=b, Cx=d

o nezndmiych x1, xo, ..., x,. Necht systéem C x = d vznikl ze systému A x = b témito ukony:
H1. Libovolnou rovnici systému jsme ndsobili cislem riznym od nuly.

H2. K libovolné rovnici jsme pricetl jinou rovnici systému.

H3. Vymeénili jsme navzdjem dvé rovnice systému.

H4. K nékteré rovnice jsme pripocetli libovolny ndsobek jiné rovnice.

H5. K nenulovému ndsobku jedné rovnice jsme pripocetli libovolny ndsobek jiné rovnice.

Potom systéemy Ax = b, C x = d jsou navzdjem ekvivalentni.

Poznamka.
1. Jestlize v systému rovnic Ax = b vypustime rovnice tvaru
O-z1+...+0-2,=0,

obdrzime systém rovnic s nim ekvivalentni.
2. Systém rovnic, v némz je rovnice tvaru

O-21+...4+0-x,=konst, kde konst+£D0,

nema reseni.

Abychom si usnadnili zapis pfi operacich s rovnicemi, budeme pracovat jenom s koeficienty

rovnic a s jejich pravymi stranami. Abychom to precizovali, zavedme si zobrazeni 7, jimZ se
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ke kaZdému systému linedrnich rovnic Ax = b pritadi rozsirend matice tohoto systému rovnic
(Alb), to jest
T(Ax =b)=(Alb).

Linearni rovnici daného systému
ai71~x1+...+ai7n~xn:bi
odpovidd v tomto zobrazeni i-ty Tddek rozsirené matice (Alb), to jest vektor
(am, S ,amlbi).

Lehce nahlédneme, Ze zobrazeni 7 je prosté zobrazeni mnoziny systémi m linearnich rovnic
Ax = boneznamych xq, ..., x, na prostor matic (Alb). Existuje tedy k nému inverzni zobrazeni
T—l
Ukazme dale, ze zobrazeni T zachovdvd jak secitani dvou rovnic, tak i ndsobeni rovnice cislem.
Uvazujme dvé rovnice

i1 X1+ ... T Cipn Ty bi,
i1 T1+ ...+ Ajn Ty = bj,

a realné cislo a #£ 0. Podle definice v zobrazeni 7 odpovida rovnici
il X1+ .. T Qip Ty = b; (198>
vektor

(ail,... ,amlbi) (199>
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a rovnici
aj71~x1+...+aj7n~xn:bj
odpovida vektor
(aj71, ey ajm | bj>

Sec¢tenim uvazovanych rovnic dostavame rovnici
(am + aj71)x1 + ...+ (am + ajm)xn = b, + bj.
Podle definice zobrazeni 7 odpovida této rovnici vektor
((ain +ajn), - (@in +ajn) (b + b))

Je ziejmé, Ze v inverznim zobrazeni 7 ' odpovida vektoru (203) rovnice (202).
Dale rovnici
a- (@i T1+. ot Q) =a-b, a#0

odpovida v zobrazeni T vektor

(- ajq, o, ainla-by).

Je ziejmé, 7e v inverznim zobrazeni 7 ' odpovida vektoru (205) rovnice (204).

Predpokladejme, Ze jsme k systému linearnich rovnic
Ax =0b
v zobrazeni 7 priradili rozsifenou matici soustavy tohoto systému rovnic

Alb).

(200)

(201)

(202)

(203)

(204)

(205)
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Potom tukontim H1,H2, H3, H4 s rovnicemi systému
Ax =0b

, uvedenych ve véte 11.1, odpovidaji elementdrni transformace H1(i, ), H2(i, 7). H3(i, ),
HA(i, «, j, B) aplikované na matici (Alb).

Vétu 11.1 miizeme tedy preformulovat takto.

Véta. 11.2 Necht matice

(Alb) (206)
je rozsirenou matici soustavy linedrnich rovnic
Ax =b. (207)
Necht matice
(Cld)

vznikla z matice (206) elementdrnimi transformacemi. Potom systém linedrnich rovnic

Cr=d

je ekvivalentni k systému rovnic (207).

Vhodnymi elementarnimi transformacemi lze z matice (Alb) dospét ke schodovité matici
(Cld), kterd odpovida systému Cx = d, ekvivalentnimu k systému linearnich rovnic Ax =
b. V kapitole 77 jsme uvedli postup prevodu matice na schodovity tvar uzitim elementarnich

transformaci.
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Reseni systému linearnich rovnic Ax = b lze timto zplisobem prevést na feSeni systému
linearnich rovnic se schodovitou matici soustavy.

Postup reseni systému linearnich rovnic
Necht je dan systém linearnich rovnic
Ax =0 (208)
o n neznamych xy, ..., z,. Tento systém linearnich rovnic mtizeme fesit v téchto krocich

1. K daném systému rovnic pfifadime matici rozsitenou (Alb).
2. Uzitim vhodnych elementarnich transformaci

H1(i, a), o # 0, H2(i, j), H3(, j), HAGi, o j), HO(i v, 0), 8#0

postupné aplikovanych na matici (Alb), vytvorime horni schodovitou matici (F'lg).
3. Vypustime nulové fadky matice (F'lg). Takto vzniklou matici ozna¢me (C'ld). Této matici
odpovida systém rovnic

Cx=d. (209)
4. Necht systém (209) ma tvar
ClsyTs, T oo+ ClLsTsy + oo FClgy Xsy , + oo FCLpTy = di
€2 5yTsy T oo+ Cogy Tsy | T FCopy = do
(210)
Eh—1 85 s Ty 3 T - w0 F Chinls = dp—i
0-x, = dp,
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v némz Cislo dj, je rlizné od 0, nebo tvar

Gl g Moy +5s: T 0L g, Bay+ sss T 0Lg B, T ion T QL = &
€2 5yTsy T oo+ Cog T, + ... F ConTy = do
(211)
Ot gxWsy, + 5+ Opn = dp
vV némi7 ¢ g, Cas,, - - ., Chs, jsou ruzna od 0.
Systém (210) nemé FeSeni, nebot jeho posledni rovnice je tvaru
O-21+...+0 -2, =konst, kde konst#0. (212)

Této rovnici nevyhovuje zadny vektor x. Systém rovnic (210) obsahuje rovnici tvaru (212),
kdyz a jenom kdyZ matice soustavy C a matice rozsifend (C | d) maji rtizné hodnosti. Po-
névadz jsme k systému rovnic Cx = d dospéli elementarnimi transformacemi ze systému
Ax = b, miZzeme vyslovit tento prozatimni zavér. Jestlize hodnost matice soustavy A
je mensi neZz hodnost matice rozsifené (Alb), nema systém rovnic Ax = b FeSeni.
Matice soustavy systému rovnic (211) je horni schodovitou matici. O jeho feSeni pojedname
pozdéji (str. 162).
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Reseni systému linearnich rovnic s regularni horni trojahelnikovou matici sou-

stavy
Resme systém rovnic

Cx=d, (213)

kde C je horni regularni trojihelnikova matice fadu n, d je n—rozmérny sloupcovy vektor a @ je
n—rozmérny sloupcovy vektor neznamych. Rozepsanim tohoto systému dostavame

(6171 12 ... Cln—1 Cln \ ( 11 \ ( d1 \
X9 d2

0 C22 ... C2.n—1 Con
— : (214)

0 0 0 Cn—1,n—1 Cn—1n Lp—1

dp—1
\ 0 0 0 0 eon ) N\ 2w )\ d )

Zpétna substituce. Ponévadz dle predpokladu je matice C' regularni, jsou jeji prvky na
hlavni diagonale rtizné od nuly. Tento systém rovnic lze Tesit metodou, zvanou metoda zpétné
substituce.

Z posledni rovnice vypocitame x,,. Dostavame

Ty = s Crip. (215)

Dosadime-li do ptedposledni rovnice za x,, vypoc¢itanou hodnotu (215), dostavame
Che1n—1 " Tn—1 + Cn1n - dp/Cpp = dn_1. (216)
Odtud
Tpo] = 1/%_17%6; dp1— Cn1p - dp/Cpn) (217)
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Kdyz jsme jiz vypocitali x,,, 2,_1, dosadime tyto hodnoty do (n — 2)-té rovnice a vypocitame
Tn_s. Timto zplisobem dale pokracujeme. KdyZ jsme jiz vypoditali x,,, z,,_1, ..., 22, dosadime tyto
hodnoty do prvni rovnice a vypocitame zbyvajici hodnotu z;.

Piiklad 11.1 Naleznéte teseni systému linedrnich rovnic (jehoZ matice soustavy je horni troju-
helnikovd matice).

221 + 3x9 + 23 = 11
ry + 223 = 9 (218)
2[L‘3 = &.
Z posledni rovnice vypocitdme xzs. Dostdvame x3 = 4. Dosazenim této hodnoty do druhé
rovnice dostdvdme
To+8=09.
Odtud dostdvdme xo = 1. Dosadme za x5, x3 tyto vypolitiné hodnoty do prvni rovnice systéma.
Dostdavame
201 +3+4=11.

Odtud dostdvame x1 = 2.
Resenim zadaného systému rovnic (218) jsme tedy obdrZeli

1‘1:2, 1‘2:1, 1‘3:4.

Reseni systému linearnich rovnic s regularni diagonalni matici soustavy.
Resme systém rovnic
Cx=d,

kde matice C je regularni diagonalni matice.
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Rozepsanim lze tento systém zapsat takto
C1,171 = d
C2.2X2 = dy
(219)
Cn—1,n—1Tn—1 — dn—l
Chply = Uy
Resenim tohoto systému rovnic je ziejmé vektor & = C~'d, to jest
xi:di/ci7i, i:1,2,...,n.
Priklad 11.2 Naleznéte reseni systému rovnic s diagondlni matici soustavy

211 = 6,
3 %o 1,
—2 Ty = 5.

Reseni. Z pruni rovnice vypocitdme x1. Dostdvdme x; = 3. Z druhé rovnice vypocitdme x.
Dostdvame x5 = 1/3. Z tieti rovnice vypocitame xs. Dostdvdme x3 = —5/2.

Reseni systému line4rnich rovnic s horni schodovitou matici soustavy (220) typu
(h,n), s hodnosti h < n.

Tento systém lze rozepsat takto

ClsyTsy T oo+ ClLsyTsy £ .. FCLg Tsy + oo FCLATn = dy
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€2 5yTsy T oo+ Cog T, + ... FConTy = do

Ch,op Boy, 7 oo - T ChpTn = dp.

V ném jsou proky c15,,C2.6,, - Chs, TUZNRE 0d nuly.

(220)

Pti jeho feseni postupujeme takto. VSechny cleny tohoto systému rovnic, které obsahuji ne-

znamé x;, kde j € {{1,2,...,n} —{s1,92,...,81}}, plevedeme na pravou stranu systému rovnic.
V dalsim je budeme povazovat za parametry; je jich celkem d = n — h. Obdrzime tak systém
h rovnic o h neznamych xz; , xg,,..., x5, s horni regularni trojihelnikovou matici soustavy, jehoz

prava strana zavisi na d parametrech. Jeho feSenim zpétnou substituci dostaneme h slozek feseni
zavislych na uvedenych d parametrech. (Zpiisob feseni systému linearnich rovnic s trojuhelniko-
vou matici soustavy; byla nahofe popsana.) ReSeni daného systému rovnic je pak vektor x, jehoz

slozky jsou zavedené parametry v poctu d a vypocitané slozky zg , x,, ..., x5, .

Priklad 11.3 Naleznéte reseni systému linedrnich rovnic

r1 + 229 + 23 + 4ry + x5 + 226 + Tx7 = 40
— 213 + x5 - x7 = =8
T — 3x7 = —15

o nezndmych x;, 1 =1,2,3,4,5,6,7.

(221)
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Reseni. Matici soustavy je horni schodovita matice

12 1412 7
A=100 -2010 —1
00 0001 =3

Oznac¢me b vektor pravych stran a @ vektor neznamych. Potom je

(1)

)

40 T3

b= —8 |, =] 24
—15 T,

o)

Zadany systém (221) rovnic lze pak zapsat v maticové notaci jako

A-x=0b.

Matice soustavy i matice rozsifend maji stejnou hodnost A = 3. M4 tedy systém Teseni.
Zadany systém rovnic prepiseme tak, Ze na pravou stranu prevedeme vSechny c¢leny rovnic
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obsahujici neznamé xs, x4, 25, 7. Dostavame tak systém rovnic

r1 + 23 + 224 = 40 — 229 — 4wy — x5 — T27
— 223 = =8 — ;s + &y (222)
re = —15 + 3x7

Dosadime-li za nezndmé xs, x4, x5, 27 do (222) jakékoliv ¢isla, je pravou stranou takto vznik-
1ého systému konstantni vektor a systém prechazi na systém 3 rovnic o tfech neznamych 1, a3, 2.
Matice soustavy tohoto systému je regularni horni trojihelnikova matice fadu 3. Jeho vyresenim
dostavame hodnoty neznamych x1, x3, x4, které spolu se zvolenymi hodnotami x, x4, 25, 7 davaji
feseni zadaného systému linearnich rovnic.

Na neznamé x9, x4, x5, £7 se budeme tedy divat jako na parametry. Kvili zvysSeni prehlednosti
zavedeme toto oznaceni parametril:

X9 =C1, X4=0Cy Tp=2C3, T7=C4 (223)

Dosazenim téchto parametri do (222), dostavame

r1 + 23 + 22 = 40 — 2¢; — 4dcy — ¢33 — ¢4
— 213 = -8 — 3 + (224)
T = —15 + 364

Z posledni rovnice vypocitame x4. Dostavame

T = —15 + 3c4.
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Do druhé rovnice dosadime vypocitanou hodnotu x4 a vypocitame x3. (Dosazeni za x4 se nepro-
jevi, nebot koeficient u x4 je v této rovnici roven 0.) Dostavame

$3:4+1/263—1/2C4.

Dosadime tyto vypocitané hodnoty za x3,2¢ do prvni rovnice systému (224) a vypocitame ;.
Dostavame
x1 = 66 — 21 + 4co + 1/2¢5 — 25/2¢y.

Vsechna Feseni zadaného systému rovnic (222) lze zapsat takto

( 66 — 2¢1 + 4co + 1/2c3 — 25/2¢4 \

€1
441/2c3 —1/2¢y
T = Ca :
C3
—15 4 3¢y

\ ‘s /

kde ¢1, ¢o, c3,c4 € R jsou parametry.
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Toto Teseni lze zapsat takto

[ 06 (%) [4) (1/2) [ =25/2)
0 1 0 0 0
4 0 0 172 —1/2
r — 0 + ¢y - 0 +co- | 1 + c3 - 0 + ¢4 - 0
0 0 0 1 0
—15 0 0 0 3
Vo) o) W) L) L)
Partikularni Obecné feseni homogenniho systému Az — 0
feéezixsy:stsmu

Poznamka 1. Mnozinu vsech feseni systému linearnich rovnic A -x = b nazyvame obecnym
Fesenim. Lze ukazat, Ze toto obecné Feseni je souctem obecného feseni prislusného homogenniho
systému rovnic A - & = 0 a partikularniho, to jest libovolné zvoleného jednoho feSeni systému
rovnic A-x =b, b # 0.

Poznamka 2. V nasem piipadé obdrzené obecné feseni zavisi na 4 parametrech. Znamena
to, ze kazdou volbou parametrii dostavame feseni uvedeného systému linearnich rovnic a naopak,
kazdé teseni daného systému rovnic dostaneme specialni volbou parametri.
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V tomto obecném reseni je vektor

Lo

jednim z FeSeni daného systému rovnic. Nazyvame je partikularnim fesenim. MnoZina reseni

(2 (AN [y )
1 0 0 0
0 0 1/2 —1/2
cl - 0 + ¢y - 1 + c3 - 0 + ¢y - 0 ,
0 0 1 0
0 0 0 3
Lo/ \o) o) U a

kde ¢1,¢o,c3,c4 € R jsou parametry, je obecnym feSenim systému A - x = 0, ktery se nazyva

homogennim systémem rovnic, prislusnym k danému systému rovnic A - x = b.
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Poznamka 3. Vyjadieni obecného Teseni systému rovnic neni jednoznacné (kazdé vyjadieni
ovSem obsahuje tutéz mnozinu vSech feseni systému), da se vyjadiit v riznych tvarech.
Dosavadni ivahy shrneme v nasledujici véte.

Véta. 11.3 (Frobeniova véta.) Necht
Az =b (225)

je system m linedrnich rovnic o n nezndmych. Potom plati:

Jestlize matice soustavy A md mensi hodnost neZ matice rozsirend (Alb), potom systém
rovnic (225) nemd resend.

Jestlize matice soustavy A md stejnou hodnost jako matice rozsifend (Alb), potom systém
rovnic (225) md TeSeni. JestliZe tato spolecnd hodnost je rovna poctu nezndmich n, potom md
prave jedno reseni. JestliZe tato spolecnd hodnost je h < n, potom md nekonecné mnoho resent,
zavislych na n — h parametrech.

Uvedme ukéazky feSeni nékolika tloh, v nichZ matice soustavy neni schodovita.
Priklad 11.4 Reste systém linedrnich rovnic

r1 + 229 — 3x3 + x4 = 1
200 — X9 + 3z — x4 = 1, (226>
4ry + 329 — Sx3 + 14 = 3.

Reseni. K danému systému rovnic napiseme odpovidajici rozsirenou matici soustavy

1 2 -3 11
(Alby=(2 -1 1 -1 1 |. (227)
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Tuto matici transformujeme elementdrnimi transformacemi na horni schodovitou matici.

Aplikujeme-li na tuto matici postupné transformace H4(1,-2,2), H4(1,-4,4), dostaneme

1 2 -3 1 1
0 =5 7 =3 —1 | ~ (Alb).
0 -5 7 —3 —1

Transformaci H4(2,-1,3) na tuto matici, Dostaneme horni schodovitou matici

1 2 -3 1 1
0 -5 7 =3 -1 | ~ (Alb).
0 0 0 0 0

V této matici vypustime Tdadek obsahujici samé 0. Dostdvdme tak matici, oznacme ji (Blc),
které odpovidd systému (228) Bx = ¢, ekvivalentni s danym systémem rovnic (226).

r1 + 229 — 3x3 + 14 = 1

— b9 + Txg — 3x4 = —1 (228)

Cleny téchto rovnic obsahujici nezndmé x5, x4 prevedeme na pravou stranu systému. Budeme je
povazZovat za parametry. Zdrovern poloZime

C1 = I3, Co = 4.

Dostavame
r1 + 229 = 1 + 3¢ — oo,

— DTy, —1 — Tc Co.
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Z posledni rovnice vypocitdme xy. Dostaneme
Ty — 1/5 . (1 + 7c1 — 362).

Dosadime tuto vypocitanou hodnotu x5 do proni rovnice a vypocitame z takto vzniklé rovnice xy.

Dostaneme
r = 1/5' (3—|—Cl —|—62>.

Obecngm. TeSenim zadaného systému linedrnich rovnic (226) je tedy vektor

(1/5'(3+61+62>
1/5-(1+7¢c; — 3c
i = /51 : 2) . kde c1,c0 € R
C1

Co

Toto obecné rTesent lze zapsat ve tvaru

3/5 1/5 1/5
1/5 7/5 —3/5
Tr = +cp - + ¢y - . kde c1,c0 €R.
0 1 0
0 0 1

11.3. Gaussova eleminaéni metoda.

V nasledujicim vykladu nejde o nic nového. Jde o zavedeni nazvu pro metodu, o které jsme jiz

obecnéji pojednali. Specialni pripad uvadime proto, Ze se s timto nazvem miZete setkat.
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Necht A je regularni ¢tvercovid matice fadu n, b je n—rozmérny sloupcovy vektor a x je
neznamy n—rozmérny sloupcovy vektor. Uvazujme systém n linearnich rovnic

Az = b. (229)
Tento systém rovnic (229) fesSme takto:
1. Matici (Alb) transformujeme elementarnimi transformacemi na matici
(T'le), (230)

kde T je horni trojuhelnikova matice. (Je to specidlni piipad schodovité matice.)

2. Resime obdrZeny systém rovnic Tx = ¢ s horni trojihelnikovou matici metodou zpétné
substituce.

Tento zptisob vypoctu se nazyva Gaussova elemina¢ni metoda. Tato metoda ma mnoho
variant, spocivajicich jak ve vybéru hlavnich radki (pfi transformaci rozsitené matice soustavy na
horni schodovitou matici), tak i pti provadéni jednotlivych kroki v elementarnich transformacich,
jimiz se systém rovnic (229) prevadi na systém rovnic (230).

Priklad 11.5 Gaussovou eliminacni metodou reste systém linedrnich rovnic

Ax =0,
kde
1 -3 2 1
A= 0 5 —-21, b=|4
9

—2 1
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K systému rovnic priradime rozsirenou matici soustavy

1 -3 21
(Alb)=| 0 5 —2 4
2 4 19

Tuto matici prevedeme elementdarnima transformacemsi na matict

(Ble),

kde matice B je horni trojuhelnikovda matice. Postupné dostdvdme

1 -3 21 1 -3 2 1
A)= 0 5 24 |~|0 5 —2 4
-2 4 19 0 —2 5 11
1 -3 2 1
0 5 —2 4
0 0 21 63
Posledni matici odpovidd systém linedrnich rovnic
r1 —3xy +2x3 = 1,
dxo —2x3 = 4,

Tento systém resime metodou zpétné substituce. Z posledni rovnice vypocitame xs. Dostdvdame
x3 = 3. Dosadime-li tuto hodnotu do druhé rovnice a vypocitime xo, dostavame xo = 2. Dosadime-

li nyni do proni rovnice vypocitané hodn%y X3, Lo, dostdavame z ni x1 = 1. Je tedy hledanym
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resenim wvektor

11.4. Jordanova elimina¢ni metoda.

V nasledujicim vykladu pojedname o metodé zaloZené na specidlné cilenou elementarni tranfor-
maci rozsifené matice soustavy. (Popis algoritmu je na str. 177.)

Necht A je regularni ¢tvercovid matice fadu n, b je n—rozmérny sloupcovy vektor a x je
neznamy n-rozmérny sloupcovy vektor. Uvazujme systém linedrnich rovnic

Az =b. (231)

Systém rovnic (231) fesme takto:

1. Matici (Alb) transformujeme elementarnimi trasformacemi na matici (C'ld), kde C' je regu-
larni diagonalni matice radu n.
2. Resime systém rovnic s diagonalni matici

Cx =d. (232)
Tento zptisob vypoctu se nazyva Jordanova elemina¢ni metoda. Tato metoda ma mnoho

variant, spocivajicich jak ve vybéru hlavnich radki tak i pfi provadéni jednotlivych kroki v ele-
mentarnich transformacich, jimiz se systém rovnic (229) pfevadi na systém rovnic (232).
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Priklad 11.6 Jordanovou eliminacni metodou reste systém linedrnich rovnic

Ax =0,
kde

1 -3 2 1
A= 0O 5 —-21], b=| 4
-2 4 1 9

K systému rovnic priradime rozsirenou matici soustavy

1 -3 21

(Alb) = 0 5 —2 4

-2 4 19

Tuto matici prevedeme elementdrnimi transformacemsi na matict
(Cld),

kde matice C je diagondlni matice, (to lze, jestliZe matice A je requldrni). Postupné dostdvdme

1 -3 21 1 -3 2 1 1 -3 2 1 50 4 17
(Alb) = O 5 -24]~10 5 -2 4]~~10 5 -2 4]~105>5 -2 4
-2 4 19 0 —2 5 11 0 0 21 63 00 21 63
Posledni matici odpovidd systém rovnic
1051 = 105,
1052, = 210,

21 = 063.
175@First Ogr%v O Next ®[ast ®Go Back ®Full Screen ®(Close ®Quit



Jeho resenim dostdvdme hledany vektor

Jordanova metoda na reSeni maticové rovnice A X = B

Uvazujme systém rovnic
AX = B, (233)

kde A je dand regularni matice fadu n, B je dand matice typu (n,m) a X je neznama matice

typu (n,m).
Kazdy sloupec X (:,7), j =1, ... ,m, matice X je feSenim systému rovnic

AX(:, j) = B(.j), j=1,....m. (234)

Mame tedy Fesit m systémil rovnic (234) se stejnou matici soustavy A. Tyto systémy miizeme
Fesit najednou. K systému rovnic (233) pfitadme matici rozsifenou

F=(AlB). (235)
Uzitim elementarnich transformaci transformujeme matici F' na matici

U= (DIC). (236)

kde D je diagonalni matice. Polozme

G = D'U.
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Matice G' ma tedy tvar
G = (EIR).

Tato matice odpovida systému rovnic
EX = R, (237)

ktery je ekvivalentni se systémem (233). Ponévadz E . X = X, dostavame ze systému (237)

X = R, (238)

takze matice R je FeSenim systému (233).

11.5. Vypocet inverzni matice k regularni matici fadu n Jordanovou
metodou

V podkapitole 5.4 jsme ukazali, Ze v pripadé, Ze matice A je regularni, potom inverzni matici,
oznacme ji X, nalezneme fesenim systému rovnic

AX = F.
Jde tedy o Teseni systému, ktery je specidlnim piipadem systému rovnic (233).
Prevod matice F' elementarnimi transformacemi na matici G.

Algoritmus. Predpokladejme, Ze proménné F je pfifazena matice (A | B) a proménné n je
prifazen rad matice A a proménné m je prifazen pocet sloupctl matice B.
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Zacatek
B1 Zac¢neme s tipravou prvniho sloupce matice F'. Polozime
g =1
B2 Zvolme p € {j,j +1,...,n}, pro néz je
fpd # 0.

(Takové p existuje vzhledem k regularnosti matice A.) Touto volbou zvolime p-ty Fadek
matice F jako hlavni pro néasledné eliminace. Jestlize p = j, je j-ty radek hlavni a jdeme k
B3. Jestlize p # j, vyménime navzajem p—ty a j—ty fadek matice F' a jdeme k B3.

B3 Proi =1, ... ,n,i # j, provedeme tyto tkony
bl Polozme i := 1, jdeme k b2.

b2 Jestlize i = j jdeme k b4, jinak k b3.
b3 Je-li f;; =0, jdeme k b4, jinak poloZime

F ="HA(j,—[:;/ [j;.i)F.

(Po této transformaci bude f;; = 0.) Jdeme k b4.

b4 polozme i :=1i + 1. Je-li i <n jdeme k bodu b2, jinak jdeme k bodu B4.
B4 Polozme j := j + 1. Jestlize j < n, jdeme k B2. Jinak jdeme k bodu B5.

B5 Puvodni matice F' se transformovala na matici

F =(DIC) kde matice D je diagonalni.
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Potom hledana matice G je
G:=D'F=(EIR).

Priklad 11.7 Naleznéte inverzni matici k matici

p—t

A=| — (239)

=N
Lo = DN
TN =

Reseni. Oznac¢me X matici inverzni k matici A. Predpokladame-li, Ze matice A je regularni,
je hledana matice X TfeSenim systému linearnich rovnic

AX = FE.

Této rovnici odpovidd matice F = (AIE), to jest matice

F=| - (240)

O N
W =N
(2 B NORTEN
o O =
o = O
_— o O

Na matici F' budeme postupné aplikovat elementarni tranasformace podle nahore popsaného
algoritmu.
PoloZzme j := 1. Za¢neme s Gpravami prvniho sloupce matice F'.
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Za hlavni Tadek zvolime fadek 1.(Prvek fi; # 0.) Elementarnimi transformacemi typu H4
dosdhneme toho, aby ve vzniklé matici byly prvky fs1, fs1 rovny nule. Provedenim transformace
F :=HA(1,—f21/f11.2,1)F | to jest transformaci F := H4(1,2,2,1)F dostavame

12 4 100
F = 0510 210
4 3 5 001
Provedenim transformace F := H4(1, —fs1/f11.3,1)F to jest provedenim transformace F :=
HA4(1,—4,3,1)F dostavame
1 2 4 1 00
F=10 5 10 2 10
0O -5 —11 —4 0 1

Polozme j := 2. Zac¢neme s Gpravami druhého sloupce matice F.

Za hlavni Tadek zvolime fadek 2.(Prvek foo # 0.) Elementarnimi transformacemi typu H4
dosdhneme toho, aby ve vzniklé matici byly prvky fi2, f32 rovny nule. Provedenim transfor-
mace F = H4(2,—f12/f22,1,1)F, to jest provedenim transformace F := H4(2,—-2/5,1,1)F
dostavame
0 0 1/5 —2/5 0
5 10 2 1 0

1
F=120
0O -5 —11 —4 0 1

Provedenim transformace F' := H4(2, —f59/f22,3,1)F, to jest provedenim transformace F :=
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HA4(2,5/5,3,1)F, dostavame
10 0 1/5 —2/5 0
05 10 2 1 0
00 —1 -2 1 1

Polozme j := 3. Zac¢neme s Gpravami tretiho sloupce matice F'.

Za hlavni fadek zvolime fadek 3.(Prvek fs 3 # 0.) Ponévadz fi 3 = 0, provedeme jenom takovou
elementarni transformaci typu ‘H4, aby ve vzniklé matici byl prvek f, 3 roven nule.

Provedenim transformace F' := H4(3, — fo3/ f33,2,1)F, to jest transformaci F' := H4(3,10,2,1).
dostavame

10 0 1/5 =2/5 0
F=|05 0 —-18 11 10
00 -1 -2 1 1
Oznac¢me obdrzenou matici F' jako
F=(DIC)
Je tedy
10 0
D={105 0
00 —1
K ni inverzni matici je matice
1 0 0
D'=[(01/5 0
0 0 -1
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Polozme

G:=D'F
Dostavame
100 1/5 =2/5 0
G=|010 -2 & 2
001 2 -1 -1
Matici G' 1ze zapsat jako
G = (EIR)
Této matici odpovida systém rovnic
EX =R

ekvivalentni s danym systémem rovnic A X = FE. Je tedy hledanou inverzni matici matice

1/5 —=2/5 0
18 11
2 -1 -1
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