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1. Tempa rustu

1.1 Uroceni

P ...1investovana castka; R ... ro¢ni arokova mira

e Jednoduché uroceni
Vi(n)=P+P-R-n (1.1)

Vlozite-li si na dva roky na tcet uroceny jednoduchym zptsobem uroceni,
s ro¢ni trokovou mirou 4.5% pét tisic korun, kolik dostanete za dva roky?
[5450 K¢]

e SloZené uroceni na konci roku
Vaon)=P-(14+ R)" (1.2)

Vlozite-li si na dva roky na ucet troCeny sloZenym zptisobem trocCeni na
konci roku, s roéni urokovou mirou 4.5% pét tisic korun, kolik dostanete za dva
roky? [5460.13 K¢]

e Slozené urocCeni t-krat rocné

tn
Vi(n) = P - (1 + ?) (1.3)

Vlozite-li si na dva roky na ucet uroceny sloZenym zptisobem troceni kazdy
den (tj. 365 krat za rok), s ro¢ni trokovou mirou 4.5% pét tisic korun, kolik
dostanete za dva roky? [5470.84 K¢



e Spojité uroCeni

t—o00

tn
Vi(n) = lim P - <1 + %) = P.efn (1.4)

Vlozite-li si na dva roky na tcet droceny spojitym zptisobem troceni, s rocni
trokovou mirou 4.5% pét tisic korun, kolik dostanete za dva roky? [5470.87 K¢]

1.2 Tempa rustu

Urokové mira = mira ristu hodnoty aktiva. Vy3e uvedené vztahy tedy plati i
pro ostatni ekonomické veliiny, napi. HDP, cenovou hladinu apod.

V dané zemi byl HDP v roce 2001 100 mil. USD, v roce 2002 130 mil. USD
a v roce 2003 135 mil. USD. Jakym tempem (jednoduché uroceni) rostl HDP
z roku 2002 na rok 2003? Jakym tempem rostl HDP z roku 2001 na rok 2003
(slozené ro¢ni i spojité droeni)? 3.85%; 16.19%, 15%)]

Ekonomové Casto pouZzivaji spojité miry rlistu, protoze je to vypocetné jed-
noduché — staci jen odecist logaritmy hodnot.

1.3 Cviceni

Priklad 1.1. Jaka je denni tirokova mira, je-li roéni 16.8%?
[0.046%]

Priklad 1.2. Vas kamarad je vam ochoten pijcit 1000 USD na tyden, kdyz mu
pak vrétite o 25 USD vice. O jakou anualizovanou urokovou miru si vlastné

¥{kd? (Rok m4 52 tydnii).
[130%]

Priklad 1.3. V jednotlivych ¢tvrtletich let 2003 a 2004 nabyval index CPI v jisté
zemi postupné nasledujicich hodnot: 155.7, 156.7,157.8,158.6, 160.0, 160.3,



161.2, 161.3. Jaké je tempo rlstu CPI mezi 2. Ctvrtletim (Q2) roku 2003 a 3.
Ctvrtletim (Q3) roku 2003? (UZijte spojitého droeni, svoji odpovéd anualizuj-

te).
[2.798%)]

Priklad 1.4. Na zaklad¢ dat z predchoziho piikladu spoctéte miru ristu CPI
v prvnich ¢tyfech uvedenych &tvrtletich. (Pouzijte spojité miry rastu, odpovéd
neanualizujte). Ukazte, Ze suma téchto Ctyfech mér je stejna jako mira rlistu (pfi

spojitém uroceni) z Q1 2003 na Q1 2004.
0.64%, 0.7%, 0.51%, 0.88%; 2.72%]

Priklad 1.5. Predpokladejme, Ze v prvnich padeséti letech tohoto tisicileti po-
roste redlny vystup USA dvouprocentnim tempem. Jak dlouho by pfi tomto
tempu (pfi sloZzeném roCnim a pii spojit€ém uroceni) trvalo, nez by se redlny

vystup zdvojnasobil?
[34.66let; 35 let]

Priklad 1.6. Jednoho dne investujete 10000 USD s tdrokem 6.5% sklddanym
ro¢né. Kdy nejdiive bude mit investice hodnotu 15000 USD? Odpovéd vyja-
dfete jako pocet let a dni. (Urok piibyvé kazdy den, ale Grogent je ro¢n{). =DU
do 5. 10. 2007

Priklad 1.7. Predpoklddejme, Ze roéné zmizi ze zemé 4.6% pralest. Za jak
dlouho jich bude jenom polovina? (Pouzijte ro¢ni uro€eni a vysledek zaokrouh-

lete).
15 let]

Priklad 1.8. Svétova populace ¢itala v roce 1700 zhruba 679 milioni lidi, v ro-
ce 1800 uz 954 miliond lidi. Jakym rocnim tempem rostla populace mezi 1éty
1700 az 1800? (Pouzijte spojité uroCeni). Predpokladejme, Ze lidstvo zacalo
Adamem a Evou, a Ze tempo riistu populace z let 1700 az 1800 bylo stejné i
predtim. Ve kterém roce museli byt Adam s Evou vyhnani z rje? (Jaka v té

dobé byla populace?)
[3.4-1073%; 4077 B. C.]



Priklad 1.9. Redlny diichod na hlavu v USA v roce 1984 byl 15400 USD,
v Japonsku 10600 USD. Mezi lety 1965 az 1984 rostl redlny dichod na hlavu
v USA ro¢nim tempem 1.7% (ro¢ni droceni), v Japonsku tempem 4.7%. Pokud
tato tempa rustu zlstanou konstantni, ve kterém roce budou redlné dichody na
hlavu v obou zemich stejné? (Pouzijte rocni slozené uroceni). Jaka bude v tomto

roce vySe dichodu na hlavu?
[1997; 19124]



2. Ekonomika Robinsona Crusoe

2.1 Vyrobni moZnosti

e Crusoe je sim na ostrové
e zajima ho spotieba a volny Cas

e vyrdbi spotfebni statky (napf. kokosy) y pomoci prace [ (Cast dne, kterou
pracuje), kapitalu k£ a technologie A

ey=A-f(kl) 4. TA=Ty

. , -, . _@ _af
° fJerostouc:lfunkmkal,tj.MPK—a—;: >0, MPL =% >0
e f(0,]) = f(k,0)=0 VEk, VI

e napf. Cobb-Douglasova produkéni funkce y = A - k7% . [% o € (0,1)
(konstantni vynosy z rozsahu)

e pro zatim se nebudeme zabyvat kapitidlem, tj. feknéme, Ze je konstantni,
napt. k =1

2.2 Preference

Robinson spotfebovava statky c, pracuje zlomek dne [ a zbyva mu tedy zlomek
1—1 dne volného Casu. Jeho preference zachycuje uzitkova funkce u(c, ). S ris-
tem dobrého statku roste i uzitek. Napft. u(c, 1) = In(c) 4+ In(1 —[).



2.3 Hledani optima

maxu(c,l) c<y,y=f({)4

c,l

mfaxu(c,l) c=f(l)

c,l

2.3.1 ReSeni dosazenim omezeni do cile
maxu[f (1), ] 2.1)

a * *
S ulF@), 1) =0 22)
Polozime prvni derivaci podle prace rovnu nule a dostaneme optimalni mnoz-

stvi prace [*, volna = 1 — [* a spotieby ¢* = f(I*).

Priklad 2.1. Je déana uZitkova funkce u(c,l) = In(c) 4+ In(1 — /) a produkéni
funkce tvaru y = f(l) = A - (. Naleznéte optimdlni hodnoty [* a c*.

1= g e = A (159)°]

2.3.2 ReSeni s vyuzitim Lagrangeovych multiplikatora

maxu(c,l)  f(l)—c=0

c,l

L(c,l,A) =u(e,l) + Alf(1) — ¢] (2.3)
oL
5 = ur (¢ 1) = A" =0 (2.4a)
%—f = up(c, )+ XN - (1) =0 (2.4b)
aﬁ * *
o = fU) - =0 (2.4¢)

Z rovnic (2.4a) a (2.4b) vyjadiime )\ a ziskdme vztah mezi [* a c*, s vyuZitim
rovnice (2.4c) pak dopocteme optimélni mnoZstvi prace a spotiebu.
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Piiklad 2.2. Reste vyse uvedeny piiklad s vyuZitim Lagrangeovy funkce.

=15 o =4 (1)

2.4 Duchodovy a substitucni efekt

Jak se méni optimdlni spotreba, kdyZ se méni technologie? Jak se méni
optimalni mnoZstvi price, kdyZ se méni technologie? (Komparativni statika).
. oC* .
Napi. %5 >0 znamend T A =1 C.

2.5 Cviceni

Priklad 2.3. Osamoceného agenta zajima jen spotieba (¢) a volny ¢as (g) v ho-
dinéch. Jeho preference popisuje uzitkova funkce u = In(c) + In(g). Pokud se
agent zrovna nevali, tak pracuje pro sebe nebo pro souseda. Pracuje-li pro sebe
ns hodin, vyprodukuje y = 4-,/n, spotebnich jednotek. Pracuje-li pro souseda,
dostane hodinovou mzdu w ve spottebnich statcich. Formulujte optimalizacni
problém.

Priklad 2.4. Predpokadejme, Ze preference Robinsona jsou popsany uZzitkovou
funkci tvaru u(c,l) = ¢ - (1 — 1)}77 a produkéni funkce je tvaru y = Al°.
Najdéte optimalni mnozstvi prace a spotieby.

11



3. Domacnosti s trhem zbozi a obligaci

e spousta stejnych domacnosti, vezmeme 1 reprezentativni

e uzitkova funkce je v jednotlivych Casech separabilni (5 je diskontni fak-
tor), §j. Ul(cy, ca, . ..) = u(er) + Bu(ez) + Sule3) + ...

e y; je exogenni diichod (spadne z nebe) v Case t (ve spotfebnim zboZi)

e ¢; je spotieba v Case t

e P je cena za 1 jednotku spotieby

e ), jsou obligace v Case t, (by = 0), by > 0 — véfitel, by < 0 — dluznik
e R je urokova mira

e v Case t ma doméacnost k dispozici Py; + b;—1(1 + R)

e autrati Pc; + b, tedy rozpoctové omezeni pro Cas t je tvaru

e Py + b 1(1+ R) = Pc; + by

3.1 Model 2 obdobi

Nejprve se zamétime na chovani reprezentativni domacnosti, posléze na trzni
rovnovdhu. V této ¢asti budeme uvazovat model dvou obdobi, tj. ¢ = 1, 2. Pre-
ference domdcnosti Ize tedy zapsat jako

Ulcr, e2) = uler) + Puler) (3.1)

Ve druhém obdobi nebude domacnost kupovat obligace, protoZe by ji to nic
nepfineslo. Proto b, = 0 a v modelu zistane pouze b;.

12



Rozpoctové omezeni domacnosti v Case ¢t = 1 tedy bude tvaru
Py, = Pci + by (3.2)

avcaset =2

Domécnost voli takovou spotiebu c;, co a drzbu obligaci by, aby maximali-
zovala sviij uzitek (3.1) pii rozpoctovych omezenich (3.2) a (3.3).
Tento problém vyfeSime s vyuzitim Lagrangianu.

L =u(cr) + Pu(ey) + M (Pyr — Pep — by) + Ma[Pya + b1(1+ R) — Pey] (3.4)

kde A1, Ao jsou 2 Lagrengeovy multiplikatory. Polozime prvni derivace £ rovny
nule a ziskdme podminky prvniho fddu pro extrém.

oL
— = () +N(=P)=0 (3.5a)
801
oL
L Bul(e) + N(—P) =0 (3.5b)
802
oL
2= N(=D4 M1+ R) =0 (3.5¢)
b,

Ze vztaht (3.5a) a (3.5b) plyne

*

/ * /
)\T _ u (Cl) )\; _ ﬁu (62)

P P
a po dosazeni do (3.5¢) dostaneme
w(c) | u'(c)
— 1+R)=0
5 T (1+R)
neboli ()
u'(c}
=01+ R 3.6
wig) 30

Rovnici (3.6) fikame Eulerova rovnice. Popisuje vztah mezi meznimi uzitky
ze spotfeby v obou obdobich. Pro danou funkci u pak nalezeneme optimdlni

13



spotfebu a optimalni mnoZzstvi obligaci.

Priklad 3.1. Pro preference tvaru u(c;) = In(c;) naleznéte Eulerovu rovnici a

optimum domécnosti.

@

DO *

Eulerova rovnice je tvaru 2 = (1 + R). Spolu s obéma rozpoctovymi

kY

omezenimi mame 3 rovnice o 3 neznamych, jejichZ feSenim je:

. wtyu(l+R)

T A+ BRI+ R)
¢y = [y +y1(1 + R)] [%1
b = Py — Ply2 + (1 + R)]

(1+8)(1+ R)

Nyni prozkoumame, kdy nastava rovnovaha trhu. Ekonomika se sklada ze
spousty (V) identickych domdcnosti. Domdcnost je budto véfitelem (b; > 0)
nebo dluznikem (b; < 0). Protoze ale pfedpokladame, Ze vSechny domacnosti
jsou stejné, tak si bud vSichni ptjc¢uji nebo vSichni prostiedky poskytuji. Aby na
trhu véru nastala rovnovaha, musi tedy v rovnovaze platit, Ze celkova poptavka
po uvérech je nulova, tj. nikdo nepijcuje a nikdo si ani nechce pujcit:

Nbi =0 (3.7)
Co vlastn€ rozumime rovnovahou? Rozumime tim feSeni, pfi kterém
e vSichni ucastnici ekonomiky jsou cenovymi piijemci
e chovaji se racionalné
e a vSechny trhy jsou vycisStény

V nami uvazovaném typu ekonomiky vystupuje jednak cena za spotiebu P a
jednak cena za piij¢ku R. Ugastniky ekonomiky je N domdécnosti. Jednak musi

byt v rovnovaze trh zbozi
Ny, = N¢i t=1,2 (3.8)

14



a také trh obligaci, coz je dano rovnici (3.7).

Za rovnovahu tedy povazujeme nastaveni takovych hodnot P*, R*, cj, c5 a
1, Ze plati:

e pii danych cendch P* a R* voli vSechny domacnosti takové cJ, ¢; a bj, aby
maximalizovaly (3.1) vzhledem k omezenim (3.2) a (3.3)

e trh zboZi je vyCiStén v kazdém Case — viz (3.8)
e a trh obligaci je téZ vycCiStén — viz (3.7)

Nejprve se podivame na trh avéru. Mnozstvi nakupovanych obligaci zavisi
na urokové mite. Hleddame takovou urokovou miru R*, pfi které se vycisti trh
obligaci, tj. takovou, Ze bj(R*) = 0. Jelikoz pro nas konkrétni piiklad plati, ze

Plya +y1(1 + R)]
(1+5)(1+ R)

po drobnych tpravach dostaneme pro nas pripad nasledujici vztah pro rovnovaznou

OZbT(R):PZJl—

urokovou miru:

* Y2
Rr=—"—— 3.9
By (3)

Rovnovazna urokova mira zavisi na dichodech domacnosti a na jejich netrpélivosti
(3). Provedeme-li komparativni statiku pii zméné¢ diichodu ¥, dostaneme

OR 1
0y By

tedy pri zvySeni dichodu v druhém obdobi se zvySuje i rovnovazna trokova

0

mira (snaha o vyhlazovani spotfeby — v prvnim obdobi investuji méné&, irokova
mira tedy roste).

Je dulezité, ze v nasSem modelu hraje roli pouze relativni zména diichod.
Pokud se oba diichody zdvojndsobi, s rovnovaznou tirokovou mirou se nic nes-
tane. Pokud ekonomiku postihne do¢asny Sok takovy, Ze y; klesne o 10% a v se
nezméni, pak dle komparativni statiky musi drokova mira vzrist. Docasny ne-
gativni diichodovy Sok tedy zvySuje urokovou miru. Jedna-li se o permanentni
Sok, tj. 41 1 y» klesnou napt. o 10%, pak se tirokova mira neméni.

15



Druhou dileZitou rovnovaznou cenou je cena spotfeby P*. Tato proménna
nevystupuje ve vztazich pro cj a c;. Ve vztahu pro obligace sice vystupuje, ale
po vloZeni rovnovazné podminky b; = 0 také mizi. Je to proto, Ze s ristem
cen ma domdcnost vyssi dlichod, ale plati také vice za spotfebu, takze zadna
redlnd zména nenastiava. Existuje tedy nekoneéné mnoho rovnovaznych situaci,
protoZe rovnovazna cena P* mizZe byt jakéakoli.

3.2 ”’Nekonecny” model

Vyse uvedeny model dvou obdobi rozsifime na model nekonecné mnoha
obdobi. Uzitkova funkce domécnosti je nyni tvaru

Ulcr,ca,...) = u(c)) + Bules) + B2ulcs) + . ..
V kazdém cCase je rozpoCtové omezeni domdacnosti tvaru:
Pyt+bt_1<1+R):PCt+bt Vt:1,2,

V kazdém Case se domécnost rozhoduje, kolik spotfebuje a kolik poridi obli-
gaci, jejim cilem je tedy:

max B (e
{en,bitiey ; (@)
za podminek

Pyt—l—bt,l(l—l—R):PCt—f—bt \V/t=1,2,

Lagrangeova funkce je tedy tvaru

L= Zﬁt_lu(ct) + Z M[Py: +b—1(1+ R) — Pcy — by

t=1 t=1
Podminky optimality pro Cas ¢ jsou tedy tvaru:

oL

T = 0N (E) +X(=P) = 0 (3.10a)
(‘3@

oL . «

a—b:At(—1)+At+1(1+R) =0 (3.10b)
t
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Z rovnice (3.10b) plyne, ze

*

A
L —14+R (3.11)

*
t+1

PrepiSeme-li podminku optimality pro spotfebu dostaneme
B () = NP
Tuto rovnici posuneme o krok dopredu, tj. t ~» ¢ + 1
B (cf) = N P

Podélime-li posledni dvé uvedené rovnice, dostaneme

ule) N
Pu'(ciyq) fr1
a po dosazeni vztahu (3.11) mame
u'(cf)
——— =0(1+R
ey )

Tato Eulerova rovnice je stejna jako ta odvozena u modelu dvou obdobi. Je
to proto, Ze domacnoct Celi stejnému mezicasovému rozhodovani.

3.3 Cviceni

Priklad 3.2. Uvazujme model dvou obdobi uvedeny v ¢asti 3.1. Pfedpokladejme
uzitek ve tvaru u(c;) = /¢;. UrCte Eulerovu rovnici. Naleznéte optimaln{ spot-
febu a optimalni mnozZstvi obligaci. Stanovte rovnovaznou urokovou miru. Vy-
Setiete dopad trvalého negativniho diichodového Soku (v obou obdobich o stej-
nou Castku) reprezentativni domécnosti na vyvoj rovnovazné urokové miry.
Jaky je rozdil oproti feseni vyse feSeného piikladu s preferencemi tvaru u(c;) =
In(cy)?

Priklad 3.3. Vyjdéte ze vztahu pro rovnovaznou urokovou miru v modelu dvou
obdobi (3.9). Jak se zméni urokova mira, pokud se domacnost stane vice netrpé-
livou? (Provedte komparativni statiku). Déle urcete, jak se zméni rovnovaznd
urokova mira, pokud domacnost postihne docasny negativni dichodovy Sok
v prvnim obdobi. (Proved te komparativni statiku).
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Priklad 3.4. Marenka Zije dvé obdobi. V kazdé periodé¢ odnékud dostane spo-
tiebni statky: e; v prvni periodé, e ve druhé. Nemusi tedy pracovat. Jeji pre-
ference jsou tvaru u(cy, co) = In(cq) + Gln(cz). V prvnim obdobi je schopna
usporit s statkil. ProtoZe dspory Spatné skladuje, napadnou ji je krysy a v dalSim
obdobi ji z nich zlstane pouze (1 — §)s.

ZapiSte Marencin optimalizani problém. VyreSte Marencin optimalizacni
problém (tj. naleznéte optimalni volbu pfi daném ey, ey, 5 a d). Jak se zméni
Marencino rozhodnuti (spofit a spotfebovavat), pokud se ji podafi snizit Skody
napachané krysami? (Proved te komparativni statiku). =DU do 12. 10. 2005

Priklad 3.5. Jenicek Zije 5 obdobi a vlastni jedly strom. Pfisel na svét v Case
t = 0, kdy mél strom velikost 5. Necht C} je jeho spotfeba v Case t. Pokud sni
v Case t cely strom, pak ¢; = x; a nezbyde mu nic na dny budouci.

Pokud ho nesni cely, pak zbytek roste tempem o mezi jednotlivymi ob-
dobimi. Zlomek stromu, ktery Jenicek uspofii v Case t je s;.

Jenicka zajim4 pouze spotfeba, jeho preference jsou tvaru U = 24: B n(cy).

t=0
Jeho strom je jeho jedinym zdrojem. Zapiste Jenickiiv optimaliza¢ni problém.
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4. Trh prace

Nejprve se budeme zabyvat modelem jednoho obdobi, potom déle rozvineme
model dvou obdobi z pfedchozi kapitoly.

4.1 Rovnovaha trhu prace

Ekonomiku tvori spousta identickych domécnosti. Kazdd domdcnost vlastni
farmu, na niZ zaméstnava pracovniky produkujici spottebni statky. Kazda do-
macnost také nabizi vlastni praci ostatnim farmarim, za coZ dostava mzdu w ve
spotfebnich statcich. Tuto mzdu bere jako danou. Doméacnost nepracuje na své
vlastni farmé (coZ nemd zadné zasadni dopady).

Prvnim cilem domdacnosti je maximalizovat zisk farmy. Vystup farmy je dan
produkéni funkei f(;), kde I je mnozstvi zaméstnané prace. Jedinym vydajem
jsou mzdové néklady. Tedy zisk farmy je 7 = f(l;) —wl;. Podminka optimality
prvniho fadu je tvaru:

or
Oly

Domaécnost tedy najima praci, dokud se mezni produkt prace nesrovnd s trzni

=S —w=0 =w= [

mzdou.

Déle se domacnost rozhoduje, jak moc bude pracovat na ostatnich farmach
a kolik bude spotiebovavat. Jeji preference popisuje u(c, l5), kde ¢ je spotieba a
[s je mnoZstvi nabizené prace. Rozpoctové omezenti je tvaru m* + wl; = c. Tedy

Lagrangean a podminky optimality jsou nasledujici:

L =u(e,ls) + A" 4+ wls — ¢
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oL

5 = ur (¢ 05) —A=0 (4.1a)
oL
= = wup(¢, ) 4+ dw =0 (4.1b)
Ol
odkud dostavame (", 1)
U2\C , by
_ AT ots) 4.2
uy (c*, 1¥) v (42

Domaécnost tedy nabizi praci, dokud se mezni mira substituce prace a spotieby
nesrovnd se mzdou. Pro dané funkce u a f vyfeSime optimalni volbu [}, [} a w*.

Priklad 4.1. Naleznéte optimum domécnosti s preferencemi tvaru u(c,l) =
In(c) + In(1 — 1) a s produkéni funkei tvaru f(1) = Al“.

a) I ="

b) ™ =7

c) ;=7

d) w* =7

e) i =105="

- . v Qw* ol Ol
f) komparativni statika, napf. 5L Dur) s

4.2 Mezicasova volba prace

Déle rozvineme model dvou obdobi z pfedchozi kapitoly. Jedinym rozdilem
bude to, Ze dichod domacnosti uz nebude exogenni veli¢inou, ale domécnost jej
bude produkovat: y; = f(l;). Optimaliza¢ni problém domacnosti je tedy tvaru:

| max, {u(er, li) + Bul(cea, o)}
Pf(h) = Pci + by
Pf(ly) +b1(1+ R) = Pey
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PrisluSny Lagrangean a podminky optimality jsou tedy naseldujici:

L = uler, l)+pu(ez, o) + M [Pf(l) — Per—bi]+ AP f(la) +b1(1+ R) — Pcy

oL x 7% *

O — Bulel) - NP =0 (4.3b)
602

oL

— = wuy(c},[}) + N Pf(I}) = (4.3¢)
ol

(9/:, * 7% * !/ 7%

- Bua(cy, ly) + AP f(l5) = 0 (4.3d)
9 N +X(+R) =0 (4.3¢)
oby

Z prvnich dvou rovnic, a posléze z poslednich dvou rovnic, vyjadiime \] a
A5 a dosadime do posledni rovnice. Vysledkem jsou nasledujici dvé Eulerovy

rovnice: )
ui\c, iy
ICA I
us(ci, 1) f)
u2(¢3, 13) f'(13)
Priklad 4.2. Naleznéte optimum domécnosti s preferencemi tvaru u(c,l) =
In(c) + In(1 — 1) a s produkéni funkei tvaru f (1) = Al®.

=51+ R)

4.3 Cviceni

Priklad 4.3. V ekonomice je 1100 domacnosti. 400 z nich je typu a, 700 je typu
b. Domdacnosti poptavaji 1% resp. I} jednotek prace v hodindch, nabizeji 12 resp.
I* jednotek price. Domacnosti najimaji zaméstnance na vlastni farmu, samy
pracuji na ostatnich farmach. V ekonomice je mzda w. Preference domécnosti
jsou tvaru: u(c, 1) = In(c) +1n(24 —1). Produkéni funkce u typu a je: y, = /15,

utypu b: y, = 2\/7
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a) Naleznéte optimalni mnoZstvi poptdvané prace [4* a [%* jako funkce mzdy
w.

b) Vypoctéte zisk farmare typu a i b jakoZto funkci mzdy w, oznacte jej m*¢

resp. 7.

c) Uzijte rozpoctového omezeni farmaiti typu a i b a urete optimalni mnoZzstvi
nabizené prace [%* a [** jako funkce mzdy w.

d) Urcete agregatni nabidku prace a agregatni poptavku po praci (jsou souctem
jednotlivych nabidek, resp. poptavek vSech domécnosti) jako funkce dané
mzdy w. Nazvéte je L resp. L.

e) Na zakladé€ agregatni nabidky prace a agregatni poptavky po praci urcete
rovnovaznou mzdu w*.

Priklad 4.4. V ekonomice je spousta stejnych domacnosti. Kazdd domacnost
ma firmu, kterd vyuziva kapital k a praci [, aby vyprodukovala vystup y. Pro-
dukéni funkce je tvaru: y = Ak3/19(1,)7/1°. Zasoba kapitalu je fixni. Domacnost
najima praci l;, domacnost mize také pracovat /5 hodin, v ekonomice je mzda
w. Preference domécnosti jsou tvaru u(c, ) = /ev/1 — I

a) UrCete optimalni mnozstvi poptavané prace [; jako funkci kapitdlu k a
mzdy w.

b) Vypoctéte zisk doméacnosti 7*.

c) Formulujte optimaliza¢ni problém domécnosti pfi danych preferencich.
d) Odvod'te optimalni nabidku prace 7.

e) UrcCete rovnovaznou mzdu w*.

f) Jak se méni rovnovaZzna mzda, kdyZ se méni dostupné mnoZstvi kapitalu?
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5. Hospodarsky cyklus

5.1 Soky a Sirici mechanismus

Hospodaisky cyklus — opakujici se fluktuace realného HDP v Case.

éoky

e Technologicky Sok

e Pocasi a prirodni katastrofy

e Monetéarni Sok

e Politicky Sok

e Zména vkusu

Jsou dostatecné pro vysvétleni hospodarského cyklu? (Napt. v USA spadl
realny HDP o 2.8% mezi f{jnem 1981 a 1982).

Sifici mechanismy

e MeziCasova substituce

e Nepruzné ceny (sticky prices)

e Frikce ve finan¢nim sektoru
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Dvé skupiny modelu

e hospodarsky cyklus = selhdni ekonomického systému, pfiCiny: financni
krize, strnulé ceny, technologické Soky, monetarni Soky

e hospodarsky cyklus = optimalni reakce ekonomiky na Soky, hlavni pfi¢ina
fluktuaci technologické Soky (real business cycle models)

”velké” krize x “normdlni” cykly ?7?

5.2 Model realného hospodarského cyklu

e model se spotrebiteli zijicimi pouze dvé obdobi (postaci pro objasnéni
zakladnich myslenek teorie cyklu)

e tada prekryvajicich se generaci

e pracuji v prvnim obdobi, kdy jsou mladi

e ve druhém obdobi jsou stafi a Ziji z tspor

e horni index oznacuje rok narozeni spotiebitele, dolni index soucasny rok

e uzitkova funkce

u(ci, ¢41) = In(cp) + In(cpy)
e mlady Clovék nabizi jednu jednotku prace a dostava mzdu w;

e rozpoctové omezeni mladého pracovnika (k; ... dspory)

t —
ct—l—k:t—wt

e diichodce ptijcuje Uspory k; firmam, firma je pouZije jako kapital a vyplaci
rentu 1,1, 0 procent kapitalu se opotfebuje

e rozpoctové omezeni dichdce
t_
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Optimalizacni problém domécnosti:

max {In(c) + In(c,,)}

C%,C§+1,kt
t
Cy + ]Ct = Wt
t
Cr1 = (1 =0+ 1e11)k

Po dosazeni omezeni do uzitkové funkce

max{In(w; — k) +In((1 — 6 + r1)ke) }

ki
Podminka optimality
0 1 1—-9
_ n T 0
8kt Wt — ]Ct (1 —0 + Tt_|_1)kt
odkud
w
ky = ?’f (5.1)

Bez ohledu na budouci vynos kapitalu bude mlady spottebitel spofit polovinu
mzdy.

e konkurencni firma vyrabi vystup s kapitalem k; 1 a praci [;

e prace je nabizena mladym spottebitelem, kapital starym

e produk¢ni funkce s konstantnimi vynosy z rozsahu (Cobb-Douglas):
Fll key) = Ak

Maximalizacni problém firmy v Case t:

Inax {Atlf‘k’tl:f‘ — wely — rtkt_l}
tylvt—1

Podminky prvniho fadu:

a a— -«
o Aol —w, =0
8 al,—«
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Po dosazeni [; = 1

w, = Ak ? (5.3a)
o= Al )k (5.3b)

Mzda je imérna parametru produktivity A; = mzdy jsou procyklické.

Podminky vycisténi trhii zboZi, prace a kapitalu.
e Trh prace: [, =1
e Trh kapitalu: implicitné zahrnuto

e Trh zbozi:
Ci + Ci_l + kt = Atltaktl__la + (1 - 5)]{375_1

Po dosazeni optimdlni volby uspor (5.1) do vztahu (5.3a)
ky = %At@k}_}a (5.4)
Soky do A; maji pifmy vliv na k;, co? je kapital pro vyrobu v p¥istim obdobi
= pristi produkce bude niZsi.
Agregatni spotreba a investice v reakci na Sok — podminka vycisténi trhu:
A+ bk — (1= 0k = Adk

Vpravo je produkce Y; = A;l%k;—{, vlevo agregatni spotieba C; = ¢ + ¢/ ~!
a celkové investice I; = k; — (1 — 0)k;_1. Pro l; = 1:

Cy = V=1, = Atl?ktl—_fé + (1 - 5)kt—1 — k=

= AdPk T+ (1= 0k — %Atak}_f‘ =

_ (1 _ %) Ak 1 (1= 8)kes (5.5)
L = Y,—C,= ALk — (1 - %)Atktl_f‘ (1= ks =

— %Atak,}_—la — (1 — 6k (5.6)
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Jak se méni spotieba a investice v reakci na zménu technologie? Elasticita

v reakci na y se definuje jako g—ggj%.
Elasticita spotifeby vzhledem k produktivité:
(9015 At . (1 — Q{/Q)Atktl__la <1
(9At Ct (1 — a/Q)Atktl__la + (1 - 5)]6’15_1
Elasticita investic:
oL Ay 1/2A0k! = o1

OA I, 1/2A0k = — (1 — 8) ki

= relativni zména investic je vétsi nez relativni zména spotieby

5.3 Simulace

Pro lepsi predstavu si na$ model nasimulujeme. Specifikujeme hodnoty parametrti:
a = 0.7, 0 = 0.05. Parametr « predstavuje podil mezd na celkové produkci.
Tyto hodnoty zhruba odpovidaji realnym tdajiim. Dale uréime pocatecni zasobu
kapitalu &£y = 0.22 a parametr produktivity se bude vyvijet jako

At:Z+5t

kde A je prmiimérn4 droven produktivity, ; je ndhodny Sok. PoloZime A = 1.
Sok &; bude nasimulovén, jeho slozky budou nezivislé, rovnomérné rozlozené
na intervalu (—0.1; 0.1), tedy bude ovliviiovat produktivitu v mezich +10%.
Nejprve prozkoumame vliv izolovaného Soku — konkrétné pétiprocentni po-
zitivni technologicky Sok v Case t = 2 (viz obrazky 5.1 a'5.2). Potom nasimulu-
jeme celou fadu technologickych Sokt v rozmezi +10% (viz obrazky 5.3 a5.4).

5.4 Hodrick-Prescottuyv filtr

Filtrace = rozklad Casové fady na trendovou a cyklickou slozku. Hodrick-
Prescottav filtr je makroekonomy Casto pouzivand vyhlazovaci metoda, ktera
dava odhad dlouhodobé trendové slozky Casové tfady.
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odchylky velicin od prumeru (sok v case t=2)

02 :

T T
kapital k _,

— % spotreba C‘

— — —investice I‘

*
E

01 1 1 1
1

10

Obrizek 5.1: Sok v Case t = 2 — absolutni odchylky veli¢in od priméru

procentni odchylky velicin (sok v case t=2)

22 :

19?///41(7\;%7

T
kapital k _,

— — —investice I‘

— % spotreba Cl B

Obrizek 5.2: Sok v Case t = 2 — relativni odchylky veli¢in od priméru

cas
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04

rada soku — absolutni odchylky velicin od prumeru

03

kapital

—*— spotreba
— — —investice
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Obrazek 5.3: Rada $okti — absolutni odchylky veli¢in od primé&ru

rada soku — procentni odchylky velicin
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Obrézek 5.4: Rada okt — relativni odchylky veli¢in od praméru

29



Pouzivame jej na logaritmované fady (napt. HDP), abychom dostali cyk-
lickou slozku fady jako procentni odchylku od trendu (veli¢inu v procentnim
vyjadfeni jiZ nelogaritmujeme).

Mame-li fadu Y}, pak ji 1ze zapsat jako
Y, =Yi(1+ )

kde Y, je trendovi slozka a 9, je slozka cyklicka (procentni odchylka). Po zlo-
garitmovani, po uZziti aproximace, Ze In(1 + x) ~ x pro mala x, a po nasledném
preznaceni (y; = InY;, v, = In Y ;) dostaneme:

mY; =Y, +1In(1+¢)

Y ="+ U
kde se predpoklada

Ayt = A@t—l + &t
ZQt = Wy
g ~WN(0,0?), w ~ WN(0,02)

Jediny parametr, ktery je tfeba nastavit, je pomér A rozptylu cyklické a tren-

dové slozky: ,
UE

Cim v&t3i je \, tim vice je trend vyhlazen. Je-li A blizko nekoneénu, trend je

linearni. Je-li naopak blizko nule, trend sleduje ptivodni data. Podle autori filtru

je vhodné volit A nasledovné: pro ro¢ni data 100, pro ¢tvrtletni data 1600 a pro

mesicni data 14400.

Praktické pouziti HP-filtru v Matlabu (funkce hp.m):
[trend, cykl]=hp (data, \)
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5.5 Cviceni

Priklad 5.1. Jak slovo cyklus naznacuje, hospodaisky cyklus je povazovan za
pravidelny opakujici se jev. Predpokladalo se, Ze délka a pribéh cyklu jsou
zhruba konstantni. Napt. Ze délka typického cyklu (od boomu pfes recesi zpét
na vrchol) je mezi péti az sedmi lety.

a) V této Casti ovérite, zdali se hospodarsky cyklus zvolené zemé chova podle
uvedené predstavy. Vyuzijte data USA, kterd naleznete v souboru datal . txt.
Spoctéte trendovou slozku casové fady. PouZzijte Hodrick-Prescottv filtr (soubor
hp .m). Dédle prozkoumejte cyklickou slozku HDP, coz je rozdil mezi HDP a
trendem. ProtoZe nds zajimaji relativni zmény, budeme se tedy zajimat o zmény
logaritmt. Vypoctéte tedy cyklickou slozku HDP (v procentnim vyjadieni) jako
In(HDP) — In(Trend) a vykreslete ji do obrazku.

b) Reknéme, Ze vrcholem rozumime obdobi, kdy je cyklickd slozka vyssi
nez v predchozich dvou obdobich, a cyklem budeme rozumét ¢as mezi dvéma
vrcholy. Kolik cykli fada obsahuje? Jaka je primérna délka cyklu? Jak dlouho
trva nejkratsi a nejdelsi cyklus? Vypadaji cykly podobné, pokud se tye ampli-
tudy, trvani, tvaru?

Piiklad 5.2. DU Stdhnéte si nékde ddaje o HDP vybrané zemé& a analyzu-
jte hospodarsky cyklus této zemé. Vyuzijte postupu provadéného v prikladé
S.1. Postup préace a dosazené vysledky patficné okomentujte (nepisSte do prace
matlabovské piikazy!), uvedte do souvislosti s vyznamnymi hospodafskymi
udédlostmi daného obdobi a dokumentujte pomoci obrazkii z Matlabu. Neza-
pomeiite si praci podepsat, uvést svoje UCO, dile uvést nazev price, PRESNY
ZDROJ (ne jen www.cnb.cz!!!) a popis dat, zavér prace. Spolu s praci ode-
vzdate také zdrojovy soubor s daty a m-file s analyzou cyklu. Soubory nazvéte
svym prijmenim, podtrzitko, cyklus, tj. napt. Zacek_cyklus.m apod., a vSe
zkomprimujte do jednoho souboru. Pfedpokladany rozsah price 2-3 strany.
Data Ize najit napf. na:
DSI:  http://195.145.59.167/ISAPI/LogIn.dll/login?Ig=e
PWT: http://pwt.econ.upenn.edu/php_site/pwt61_form.php
IMF: http://www.imf.org/external/index.htm
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CNB: http://www.cnb.cz/cz/index.html
FRED: http://research.stlouisfed.org/fred2/

Miizete pracovat ve dvojicich (ale nemusite). Pokud si vyberete Ctvrtletni
data, tak pozor, jestli obsahuji sezénni slozku! Kazdy bude mit jinou zemi, kdo
st dfiv fekne, ten ji ma, domluva na cvieni nebo mailem. Vyberte si takovou
zemi, aby bylo k dispozici dostatecné mnoho dat (aby tam byly néjaké celé
cykly). Termin odevzdani 26.10.2007.

Priklad 5.3. V tomto modelu budeme mit agenty Zijici pouze jedno obdobi.
V kazdém Case se narodi jeden agent, v dalSim obdobi prfeziva jeho potomek.
Agenta zajimda spotieba ¢, a budouci kapitél k;;, ktery zanecha potomkovi.
Uzitkova funkce je tvaru

In(c;) + Aln(kiyq)

kde A > 0 je parametr. Agent pouziva kapital po rodi¢i na spotfebu a investice,
pricemz m4 takto omezené zdroje:

Ct+it:\/Bkt+5t

kde B > 0 je parametr, ¢; je ndhodny Sok do produk¢ni funkce. Agent zna Sok
v Case narozeni, je to tedy pro néj konstanta. Vyvoj mnoZzstvi kapitdlu je dan
takto:

kivg = (1 —6)kt + 4

kde 6 € (0, 1) je mira depreciace.
Vypoctéte optimalni spotiebu a investice jako funkce k; a €.

Priklad 5.4. Nyni budeme chtit porovnat chovani modelu s redlnym svétem.
Proto musime nastavit parametry modelu. Parametr B jen méni méfitko, nas-
tavime ho tedy napt. na 0.1. Déle zvolime miru depreciace 0 = 0.05. Parametr
A urCuje relativni pomér ¢; a k; v rovnovaze, tedy nastavime napi. A = 4.
S pouzitim téchto hodnot prozkoumejte a porovnejte reakce c¢; a i; na zmény &;.

Priklad 5.5. Nyni v nasi modelové ekonomice nasimulujeme hospodarsky cyk-
lus. Je tfeba urcit pocatecni stav kapitdlu, zvolime napt. k; = 3.7. Nagenerujte
50 ndhodnych rovnomérné rozloZenych ¢isel na intervalu (0, 1) s vyuzitim mat-
labovské funkce rand. PouZijte vztaha pro ¢, i; a k; 1 a nasimulujte chovani
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ekonomiky. Do jednoho obrazku vykreslete vyvoj spotreby a investic a srovnej-
te vyvoj a volatilitu té€chto fad. Vykreslete HDP jako soucet spotfeby a investic,
srovnejte hospodarské cykly s t€émi z redlnych udaju.
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6. Hospodarsky rust

6.1 Fakta

Nicholas Kaldor — ”’stylizovana fakta”.

e produkce na hlavu 1 kapitadl na hlavu v Case rostou obdobnym tempem
(podil kapitdlové zdsoby na produktu se v Case priliS neméni)

e vynos kapitalu je v Case témér konstantni

e podil prace i kapitalu na tvorbé diichodu je témér konstantni
Kaldorova fakta plati 1 v dlouhém ¢asovém obdobi.

e konvergence HDP na osobu v riznych zemich a oblastech v Case

e neexistuji zadné pozorované skutecnosti spolecné industrializovanym i rozvo-
jovym zemim.

6.2 Solowuv model

Agregatni produkcni funkce
e extensivni tvar: Y = f(K, L)

e intenzivni tvar: y = f(k)kdey =Y/L, k= K/L
e konstantni vynosy z rozsahu

e klesajici mezni produkt kapitalu
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Uspory a kapitdlovd akumulace
e QOdrici si dnes = vyrobit zitra vice
e S=1
e S=sY = I/L=S/L=sY/L=sy=sf(k)
Depreciace a ustdleny stav
e ) je mira depreciace kapitdlu
e )\ oznacuje tempo rastu populace, pro zatim je rovna nule
e v ustaleném stavu je Ak = 0, tj. kapitalova intenzita ani produkce na hlavu

se neméni — viz obr. 6.1

6.2.1 Konstantni populace i technologie

ok ok 1 K
Ak_a_KAK+8_LAL_ZAK_ﬁAL
I -0K KAL S K K

sy=k(0+X),A=0 = E:%

Role uispor

e zvysi-li se mira uspor, roste kapitalova intenzita a produkce na hlavu (ne
tempo rastu!)

Zlaté pravidlo

e cilem neni rostouci produkce na hlavu, ale spotieba

e maximalizace vzdalenosti mezi produk¢ni funkci a pfimkou depreciace
(zbytek jsou investice)

e zderivujeme rozdil produk¢ni funkce a depreciacni pfimky, a poloZime ji
rovnu nule (zatim A = 0)

o Z(f(k)—k(6+N)=f(k)—(0+N)=0 = MPk=5§+\=§
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Produkce, Uspory a depreciace
25 T T

—x—y=f(K)
s.f(k)

K.(3+\)
*  Ak=0
— — —s2.f(k)

L
0 2 4 6 8K* 10 k** 12 14

Obrazek 6.1: Stabilni stav v Solowové modelu

6.2.2 Raust populace (bez technologického pokroku)
e populace roste kladnym tempem A

e v ustdleném stavu je K/ L konstantni, tedy i Y/ L je konstantni, tedy kapital
1 produkce rostou stejnym tempem

e sy=Fk(6+)) = k=754 (odvozeniviz vyie)

e depreciacni pfimka se ota¢i proti sméru hodinovych rucicek o thel A

e zvySeni tempa ristu populace snizuje kapitalovou intenzitu a produkci na
hlavu

e zlaté pravidlo M Pk = 0§ + A

6.2.3 Technologicky pokrok
e technologicky pokrok rostouci tempem a
e A - L —efektivni prace
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e vyjadreni jako vyse ale v jednotkéach efektivni prace, tj. déleno A - L a ne
pouze L, tj. k = L_[ix

ok ok ok 1 K K
Ak = S AK + 52 AL+ 2 A = AR — 5 AL = =5 AA
np_ 1=0K KAL K AA
LA LAL LAA
Ak:%—5k—/\k—ak:sy—5k—)\k—ak:0
=k(0+A+a) = F=—Y
Y S+t Ata

e v ustdleném stavu jsou y = Y/(AL) a k = K/(AL) konstantn{
e tedy Y/L a K/L rostou tempem a
e Y a K rostou tempem a + A

e Zlaté pravidlo M Pk =0+ XA+ a

6.2.4 Rustové ucetnictvi
e piinosy jednotlivych faktori

e odeCteme-li primérné tempo ristu prace a kapitdlu od ristu produkce,
zbyde nam prinos technologického pokroku, tzv. Solowovo reziduum, Cas-
to tfetina aZ polovina celkového tempa ristu

e jinak lze pfinos technologického pokroku t€Zko mérit

6.3 Aplikace
e agregatni produkCni funkce (konstantni vynosy z rozsahu)
Y, = (A L) K} (6.1)

e domadcnosti se rozhoduji, kolik budou mit déti a kolik budou sporit
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e firmy zase rozhoduji, kolik investuji do vyzkumu a vyvoje, a tim tedy
ovliviiuji vyvoj produktivity

e produktivita exogenné dana
e domacnosti investuji fixni ¢ast diichodu v kazdém obdobi
Kapital se vyviji nasledovné:
Ki=(1-0)Ki 1+ 1 (6.2)

kde I; jsou investice, d je mira depreciace a investice jsou fixni ¢asti 0 < s < 1
dichodu:

I = sY; = s(A L) K}
Predpokladame, Ze produktivita a prace rostou konstantnim tempem i, resp. y:
A = (T4 A
Livi = (14+7)Ls
Budeme uvazovat konkurencni firmu, jejiz optimalizacni problém je tvaru:

max {(AtLt)othl_—loz - tht - Tthfl}
Ly, Kt

Podminky prvniho fadu vzhledem k praci a kapitalu jsou tvaru:
w, = aAYLYTTK!T (6.3)
re = (1 —a)(AL)*K 9 (6.4)
Podil mezd a uroku na diichodu je konstantni:
wy Ly QASLY VK L,

_ L (6.5)
Y (ALy) K}
Tl q _ (1- a)(AtLt)all(_t;OiKtl =1—« (6.6)
Y; (AiLy)“ K,

Vsechny proménné si vyjadiime v terminech efektivni prace. Oznacime y; =
Y;/(At[/t), kt—l = Kt—l/(AtLt) a it = It/(AtLt) Dosadime-li Y;g = ytAtLt atd.
do produk¢ni funkce, dostaneme

Y Ar Ly = (AtLt)a(kt—lAtLt)l_a
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tj.
yr =k} (6.7)
Ze vztahu (6.2) dostaneme
k‘t(l + [L)Af(l + ’}/)Lt = (1 - 5)kt—1AtLt + itAtLt
t].
k(L +p)(1+7) = (1= 0)ki + 4 (6.8)
Investice jsou urCeny vztahem:
i = Sy = sk:tl:la (6.9)
Dosadime-li rovnici (11.24) do rovnice (6.8), dostaneme vztah popisujici
vyvoj kapitéalu v Case:

(1 — 5)]67571 + Sktl:la
Lk, = 6.10
T ) (10

Po podéleni k; | dostaneme vztah popisujici tempo rastu kapitalu na jed-

notku efektivni prace:
kt _ 1—5+Skt__a1 (611)
ki (L+p)(1+9)

e Mira ristu je inverzné zavisla na kapitalové zasobé, protoZe exponent u
k1 je zaporny.

e Pokud ma zemé nizkou uroven kapitalu na jednotku efektivni préce, jeji
kapitdl, a tim 1 produkt roste rychleji.

e Model vysvétluje konvergenci HDP v zemich v Case.

e ProtoZe tempo rustu klesa s k; 1, existuje urCitd uroven, kdy kapital na
jednotku efektivni prace prestane rust.

e Rikdme, 7e ekonomika doséhla ustdleného stavu (steady state). Pokud eko-
nomika tohoto stavu jednou dosdhne, ztustava v ném navzdy.
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Pro jednoduchost budeme pro tuto chvili predpokladat, ze prace a produk-
tivita jsou konstantni, tj. Ze © = v = 0. Potom se rovnice (6.8) zjednodusi do

tvaru:
ki — ki1 = sk  — 0k

Zména kapitalu na jednotku efektivni prace je rovna rozdilu mezi investicemi
a depreciaci.

Solowtlv model - steady state
1.8 :

—— produkce y, = k[l:l"

Gspory Y,

— — — depreciace 6 kli1
*  Ak=0 !

kapital

Obrazek 6.2: Stabilni stav v Solowové modelu

V ustdleném stavu se k£ neméni, tj. k; = k;_1 a z rovnice (6.8) dostaneme:

k(1 +p)(1+7)

(1-6)k+sk °

odkud

1/«
= ”
<5 +p+y+ m)
S vyuZzitim tohoto vztahu vypo¢teme produkci a investice v ustaleném stavu:

. . (1-a)/a
T F = ( )
0+ pu+y+py
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-«

i=s ° )
(5 +p+y+ m)
Tempo riastu kapitdlu v ustdleném stavu je:

Ky k(A + Al +7)L
= J — (14 p)(1+
o AL (L4 p)(L+7)

e Dlouhodobé tempo ristu ekonomiky nezavisi na mife uspor.

e P11 vySSi mife uspor dosdhne ekonomika vySe poloZeného ustileného stavu,
ale dlouhodobé tempo ristu je ur¢eno tempem riistu pracovnich sil a pro-
duktivity.

Dale ovéfime, Ze vynosy kapitdlu jsou konstantni. Ze vztahu (6.4)

== a)(AL) K5 =(1-0a) @Li)

V ustidleném stavu je kapital na jednotku efektivni prace konstantni, tedy
plati:

7r=(1—a)(k)™®

coz je konstanta. Na druhou stranu mzdy jsou rostouci (tempem technologickeé-
ho pokroku), protoZe roste produktivita:

K B 11—« .
wy = aAYLY K = A, (AtL1> = aA(k)
tdt
W41 At
—= —= 1
Wy Ay T

Podil kapitdlu na diichodu v ustdleném stavu je roven:

Kiow kAL k
Y, yAL; Yy

coz je konstanta, ¢imz jsme ovéfili posledni z empirickych fakti z naseho sez-

namdu.

e Solowliv model je uspésny pii vysvétleni vSech stylizovanych fakti eko-
nomického ristu v industrializovanych zemich.
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e Klicovym prvkem modelu je neoklasicka produkéni funkce s konstantnimi
vynosy z rozsahu.

e Protoze mezni produkt kapitalu klesa, ekonomiky rostou rychleji pri nizsi
kapitidlové zasobé.

e V ustaleném stavu roste produkt na hlavu a kapitdl na hlavu stejnym tem-
pem.

e Model také vysvétluje, proc se rizné miry tspor nepromitaji do dlouhodo-
bych rozdilt v tempu ristu.

e Mira tspor ovliviiuje pouze ustdleny stav, nikoli tempo rastu.

6.4 Rustové ucetnictvi

Prozkoumame pfispévek jednotlivych slozek k hospodarskému rtistu. UvaZzme
neoklasickou produk¢ni funkci tvaru:

Y, = (A L) " K"

Necht Y je HDP, L pracovnici, K agregatni kapitdlovd zdsoba a A je méfit-
kem produktivity. Data pro vSechny veli¢iny kromé A; mliZzeme ziskat, prispé-
vek A; dopocteme nasledné jakoZto zbytek riistu (Solowovo reziduum).

e Y;l/a
b= (1-a)/a
LK~

Kdybychom znali ov, mtizeme A; dopocitat presné. Vime ale, Ze o predstavuje
podil mezd na produkci, takZe mizeme pouZit tento odhad. Po zlogaritmovan:

InY;=alnA;+alnl;+ (1 —a)lnK;
Zajima nas rust mezi Casem t a t + k:
n Yy, — InY; =
=a(lnApp, —InA) +a(lnLyy —InLy) + (1 —a)(In Ky — In Ky q)
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Tedy tempo rlstu produkce je « krat soucet ristu produktivity a prace, a dale
1 — « krét rast kapitalu. MiZeme tedy spocist relativni prispévky jednotlivych
slozek.
Cast ristu, kterou lze prisoudit praci:
a(ln Ly, — In Ly)
InY, —InY;

Cast ristu, kterou lze pfisoudit kapitélu:

(1—a)(In K1 —In K q)
InYi iy —InY;

Cast ristu, kterou lze piisoudit technologii:

a(ln Ay — In Ay)
InY;p —InY;

6.5 Porodnost a lidsky kapital

e Ekonomicky rist a industrializace zemi jsou spojeny s klesajici mirou
porodnosti. Porozuméni t€mto zménam by mohlo pomoci pii hledani pricin
rustu nékterych zemi, zatimco jiné zemé zlstavaji chudé.

e Malthus — porodnost je ddna nabidkou potravin (situace pred primyslovou

revoluci).

Priklad 6.1. Malthus tedy povaZoval déti za normalni statek”. Pokud diichod
rostl, rodice si potizovali déti. Uvazme uzZitkovou funkci ze “spotieby” déti c;
pri poctu n; déti tvaru:

u(er, ng) = In(ep) + In(ny)

Predpokladame, Ze spotiebitel nabizi 1 jednotku prace za realnou mzdu w; a
Ze naklady na vychovani ditéte jsou p. Tedy rozpoctové omezeni je tvaru:

Ct + PNy = Wy
Tedy optimalizac¢ni problém je tvaru:
max{In(w; — pn;) + In(ny) }
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Podminka optimality:

1
P i 0 = p=2t

= — (6.12)
Wy — pne - 1y 2p

Tedy ¢im vyS$S$i mzda, tim vice déti.
Pokud by lidé zili jedno obdobi, pocet déti urcuje rast populace L;:
Liyi
Ly

Malthus piedpokladal, Ze nabidka potravin nemiiZe rdst imérné ristu popu-
lace. V souCasném pojeti to znamenad klesajici mezni produkt prace. Predpokla-
dejme produkcni funkci tvaru:

Mzda je rovna meznimu produktu prace:
w; = A LY (6.13)

Dosadime-li rovnici (6.13) do (6.12), odvodime vyvoj populace:

Liyy &Atlthl

Ly 2p
neboli AL
Lipy =~ (6.14)
p

Tempo ristu populace se sniZuje s ristem populace. V n¢jakém bodé prestane
populace rist a dosdhne ustileného stavu L:
—a 1
O{AtL — (Oé At ) 1=a

2p 2p

V ustédleném stavu je L;.1/L; = ny = 1, tedy mzda bude:
= w=2p

Tedy mzda v ustdleném stavu nezavisi na produktivité A;.
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e V Evropé se v devatenictém stoleti muselo néco stat, protoze lidé zacali
mit méné déti a tedy diichod na hlavu zacal rast.

e Zaméfime se na Casové naklady na vychovani déti a na roli kvality a kvan-
tity.

e Lidsky kapitél je kliCovym prvkem nésledujiciho modelu.
e Dosud jsme povazovali praci za homogenni.

Priklad 6.2. Lidsky kapitél tvoii dvé Casti. Jednak jsou to vrozené schopnosti
bez ohledu na vzdé€lani H. Dale lidé mohou ziskat dodatecny kapital H; vzdélanim
od rodicu. Tedy celkem maji Hy + H;.

Predpokladejme tedy, Ze se rodiCe staraji o kvantitu 1 kvalitu déti, tj. jejich
preference jsou tvaru:

u(ce,ng, Hivr) = In(ep) + In(ng(Ho + Hiyq))

Rodice investuji Cas, aby dité vychovali — je tfeba zlomek A Casu na vy-
chovani, pfipadné jesté e¢; na vzdélani. Zbytek dne 1 — hn; — e; miZou pracovat.
wy je mzda za jednotku lidského kapitalu. Tedy rozpoctové omezeni je tvaru:

Ct = wt(Ho + Ht)(l - hnt - et) (615)

Predpokladdme, Ze lidsky kapitdl déti H;, zavisi na lidském kapitalu rodict
H,; anacCase ey, ktery rodice stravi s détmi (y je kladny parametr) — ¢im chytiejsi

) 24

Hyy = vyeHy (6.16)

Nyni uréime, jak je v naSem modelu porodnost zavisld na lidském kapitélu.
Dosadime-li omezeni (6.15) a (6.16) do uzitkové funkce, dostaneme:

%%X{ln(wt(Ho + Hy)(1 — hng —ep)) + In(ny(Hy + ve  Hy)) }

Podminky prvniho fadu:

ou h 1
(97115 1— hnt — €4 + Ty “ nt ( )

(9et N 1— hnt — €t H() + ’Y@th B

(6.18)
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Dosadime-li z prvni podminky do druhé za e;:

vHihny = Ho+vHy — 2yvHihny

1/ H,
= — | —+1 6.19
T 37 <'7Ht + > ( )

e Klicovym prvkem porodnosti je lidsky kapital H;.
e Je-li velmi nizky, je hodné déti.

e Je-li naopak velmi vysoky, porodnost klesd, az pocet déti dosdhne ustéle-
ného stavu @ = 1/(3h).

e Je tomu tak ze dvou divodii. Pokud lidsky kapital roste, roste i hodnota
Casu a travit Cas s détmi je ndkladnéjsi. Ddle 1idé s vysSSim lidskym kapita-
lem jsou lepsi v uCeni svych déti, takze se spiSe soustfedi na jejich kvalitu

nez kvantitu.

e Model tedy vysvétluje, proC je porodnost v industrializovanych zemich

mnohem niZzsi nez v rozvojovych zemich.

e Ddle také vysvétluje diferenciaci porodnosti jednotlivych skupin v zemi
— 1lid€ s niz§im vzdélanim si volného Casu ceni mdlo, takze Cas straveny
s détmi pro né neni tak drahy.

e Model vSak nevysvétluje, jak se dostat z jednoho stavu do druhého.

6.6 Cviceni

Priklad 6.3. Predpoklddejme agregitni produkéni funkci Y = 3L07K%3 a
L = 150, kde Y je produkce, L je prace a K je kapital. Pracovni sila i produk-
tivita jsou konstantni. Depreciace je 10%; 20% vystupu je kazdy rok uspofeno
a investovano. Jaky je ustaleny stav vystupu?
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Priklad 6.4. Predpokladejme, Ze Solowiiv model popisuje situaci v Kuwaitu.
Po vélce v zélivu byla vétSina kapitalu (na tézbu ropy, vozidla, infrastruktura)
zni¢ena. Odpovézte na nasledujici otdzky, uved'te stru¢né zdivodnéni.

e Jaky bude dopad valky na diichod na hlavu v nasledujicich péti letech?
e Jaky bude dlouhodoby dopad vélky na dichod na hlavu?

e Jaky bude dopad na ro¢ni tempo rastu diichodu na hlavu v nasledujicich
péti letech?

e Jaky bude dlouhodoby dopad na ro¢ni tempo rastu dichodu na hlavu?

e Bude zotaveni v Kuwaitu rychlejsi, pokud budou zahrani¢ni investice po-
voleny nebo pokud budou zakazany?

e A co kuwaitsti pracovnici — ziskali by nebo by na tom byli hiif pfi prohibici
zahraniCnich investic? A co mistni kapitalisté?

Priklad 6.5.

e Ze souboru USA.txt nactéte data o vyvoji amerického redlného HDP,
redln€ho kapitalu a zaméstnanosti. Tyto veliCiny vykreslete do (samostat-
nych) obrazkd.

e Dopoctéte prispévek technologického pokroku za predpokladu, Ze pro-
dukéni funkce je tvaru Y; = (A;L;)*K/ " (uvazujte « = 0.6). Tuto
veli¢inu také vykreslete do obrizku.

e Spoctéte tempa rustu vSech veli¢in (Y, L, K, A) a vykreslete jejich pribéh
do (samostatnych) obrazka.

e Spoctéte primérna tempa rustu vSech Ctyr velicin a zobrazte je do obrazka
s tempy rustu.

e Vypoctéte podily prace, kapitalu a technologického pokroku na hospodér-

ském riasu (viz ¢ast rustové ucetnictvi).

e Vypoctéte jejich primérné hodnoty za celé sledované obdobi.
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Piiklad 6.6. DU Najdéte si nékde ddaje o redlném HDP vybrané zemé, za-
meéstnanosti a kapitdlu a analyzujte piinos jednotlivych vyrobnich faktorti na
hospodaiském ristu této zemé. (VyuZijte postupu, ktery byl proveden na cviceni
pro data USA v prikladé 6.5).

Protoze data vyvoje kapitalu jsou pomérné obtizn€ sehnatelnd (zkuste najit
néco jako “total real capital”, rozhodné€ ne ”gross capital formation”, coz jsou
investice), staci, kdyZ najdete idaje o vyvoji pracovnich sil L napf. na dfive
zminénych internetovych adresach (hledejte néco jako “total employment™) a
zjistite spolecny piinos kapitdlu a technologického pokroku na celkovém hos-
podarském rastu. Pokud ovSem data kapitalu (ne investice!!!) najdete, budete to
mit ponékud jednodussi.

Parametr « zvolte podle odhadu, ktery naleznete v souboru alpha.xls.
Podle toho, z jakého obdobi mate data, pouZijte prumér hodnot z odpovidajicich
let. Pokud tam vaSe zemé neni, ale jedna se o zemi EU nebo OECD, za které je
tam prumér, tak pouzijte tento primér. Jinak se zkuste podivat nékde jinde, nebo
pouzit odhad pro zemi, kterd je s vasi zemi na obdobné ekonomické urovni.

Vypoctéte tempo rlistu a primérné tempo rastu HDP a pracovnich sil za dané
obdobi. Vypoctéte podil a primérny podil prace na hospodaiském rtstu; dale
primérny podil “rezidua” na hospodéiském rlistu jako jedna minus primérny
podil prace. Vysledky zobrazte do obrazkd.

Nezapomeiite si praci podepsat, uvést svoje UCO, dile uvést ndzev price,
PRESNY ZDROJ a popis dat, zavér price. Spolu s praci odevzdite také zdro-
jovy soubor s daty a m-file s analyzou ristu. Soubory nazvéte svym piijmenim,
podtrzitko, RU, tj. napf. Zacek_RU.m.

Muzete pracovat ve dvojicich (ale nemusite). Kazdy bude mit jinou zemi,
kdo si diiv fekne, ten ji m4, domluva na cvi¢eni nebo mailem. Vyberte si takovou
zemi, aby bylo k dispozici dostatecné mnoho dat.

Termin odevzdani 2.11.2007.

Priklad 6.7. Prozkoumejte konvergenci inflace v zemich EU 15. Vyuzijte data
v souboru inflace.txt.

Tj. zamyslete se nad tim, jaka byla, je a méla by byt inflace v zemich EU 15.
Udaje jednotlivych zemi vykreslete do obrdzku a srovnejte se svoji predstavou.
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Vypoctéte rozptyl, resp. smérodatnou, odchylku inflace zemi v kazdém case a
vykreslete vysledek. Jaky by mél rozptyl inflace mit charakter a pro¢? Ovéite
svoje tvrzeni s vyuzitim linerarni regrese, zhodnotte vysledky, upozornéte na
nedostatky.

Piiklad 6.8. DU Prozkoumejte konvergenci ekonomické tirovné (méfeno po-
moci HDP per capita) v zemich EU 15. Vyuzijte data v souboru gdp . t xt.

Tj. zamyslete se nad tim, jaky by mél byt HDP p. c., pokud se ma jed-
nat o konvergenci ekonomické tirovné zemi EU 15. Udaje jednotlivych zemf
vykreslete do obrazku a srovnejte se svoji predstavou. Navrhnéte postup, jakym
byste otestovali, zdali ke konvergenci dochézi ¢i ne a provedte jej. MizZete
CasteCné vyuzit postupu uvedeného v priklade 6.7, ale pozor, inflace je veli¢ina
vyjadfujici procentni zménu v Case, kdeZto HDP p. c. nikoli!!! Pokud vam vyjde
vysledek v rozporu s vasimi pfedstavami, navrhnéte feSeni (je pomérné ele-
gantni a existuje :0) a proved'te je. Dosazené vysledky patfi¢né okomentujte a
vysvétlete. Neexistuje pouze jediny vhodny pristup k feSeni problému, takze se
nebojte, pokud to mate tfeba tplné jinak nez soused.

Nezapomerite si praci podepsat, uvést svoje UCO, dile uvést ndzev prace,
postup, zavér prace. Spolu s praci odevzdate také funkcni m-file. Soubory nazvé-
te svym pfijmenim, podtrzitko, konv, tj. napt. Zacek_konv.m. Termin ode-
vzdani 16.11.2007.
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7. Box-Jenkinsonova metodologie

7.1 Zakladni pojmy

7.1.1 Stacionarita

RozliSujeme stacionaritu slabou a silnou (striktni). Strikini stacionarita zna-
mend, Ze pravdépodobnostni rozd€leni vektorii hodnot ¢asové fady je invari-
antni vici Casu, tj. nezavisi na konkrétni poloze vektoru v ¢asové fadé. Tj. pro
distribu¢ni funkce F' vektord hodnot fady plati:

F(?Ju Yt+1y - - ,yt+k) = F(yt+h, Yt+h+1y - 7yt+h+k)

Jedna se o velmi silny pfedpoklad. My vysta¢ime se stacionaritou slabou.
Slabd stacionarita znamend proces s konstantni stfedni hodnotou, s kon-
stantnim rozptylem (odpovidd & = 0) a s kovariancemi invariantnimi v Case
(odpovida h # 0), tj.:
Ey, = n t=1,2,....n
cov(Y, yx) = cov(Yesn, Yprn) h=0,1,2,...

7.1.2 Autokorelacni a parcialni autokorelac¢ni funkce

Zavislost jednotlivych pozorovani fady popiSeme pomoci autokorelacni a par-
cialni autokorelac¢ni funkce. Pro (slab&) stacionarni fadu zavedeme autokovari-

ancni funkci vy, zavislou na vzdalenosti pozorovand:

’Yk:COU(yt,yt+]€), k:1727"'7n_1

Pro k = 0 dostaneme rozptyl fady ~yy. Pokud kovariance podélime rozptylem
(ktery je konstantni), dostaneme autokorelacni funkci p;. . Tato funkce nabyva
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hodnot (—1,1) a py = 1.
ek

Yo o o2
Hodnoty obou funkci je mozné odhadnout nasledovné:

Pk

e Odhady cj autokovarian¢ni funkce vy

n—Fk

ckzz(yt_y)(y““_y) k=0,1,...,n—1

n
t=1

e Odhady r; autokorelacni funkce pj,
Ck
Co

Ty = k:O,l,...,n—l

Autokorelacni funkce veli¢in y; a y;, zahrnuje vliv hodnot, které lezi mezi
nimi. Pro konstruujeme tzv. parcidlni autokorelcnt funkci pyy. , ktera vyluCuje

vliv pozorovani lezicich mezi zkoumanymi hodnotami.

V Matlabu na vypocet odhadi autokorelacni funkce a parcialni autokorelacni
funkce budeme pouzivat soubory acf.m a pacf.m, které si musime vzdy
zkopirovat do aktudlniho pracovniho adresare. Pro grafické zobrazeni vysledki
pouzijeme soubory plotacf.maplotpacf.m (téZ nutno zkopirovat).

7.2 Zakladni procesy

7.2.1 AR procesy

Autoregresni proces fadu n, (s nulovou stfedni hodnotou), tj. AR(n,) proces,
je proces tvoreny linearni kombinaci svych minulych hodnot:

Yt = G1Yp—1 + AolYro2+ ...+ Qp,Yn—n, + €

neboli
Yo — @Yt—1 — QYt—2 — ... — Qp,Yn—n, — €&
coZ lze pomoci operatoru zpétného posunuti zapsat jako
Alq)ye = &
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kde ¢, je nahodna slozka charakteru bilého Sumu (nulova stfedni hodnota, kon-
stantn{ rozptyl, nekorelovanost slozek), A = (1 —a; —as ... — a,,). Tento
zapis se pouziva v Matlabu.

7.2.2 MA procesy

Proces klouzavych souéti fadu n. (s nulovou stfedni hodnotou), tj. M A(n,.)
proces, je takovy proces, kdy hodnota vysvétlované veliCiny je tvofena linedrni
kombinaci souCasné hodnoty a minulych hodnot ndhodné veliCiny ¢;, ktera ma
opét charakter bilého Sumu:

Y = €+ C1€1 + Co6t 2+ ... + Cp €4,
coZ lze pomoci operatoru zpétného posunuti zapsat jako
yr = C(q)er

kde C' = (1 ¢; ¢y ... ¢,,). Tento zapis se pouziva v Matlabu.

7.2.3 Zakladni charakteristiky procesu
e Bl proces je invertibilni , pokud ho lze prevést na AR proces.
e Vsechny AR procesy jsou tedy automaticky invertibilni.
e M A procesy jsou stacionarni.

e M A(n.) proces je invertibilni, pokud jsou vSechy kofeny ¢; polynomu
C'(q) v absolutni hodnoté vétsi nez jedna:

Clg)=1+cqg+oid+...+enq"

e AR(n,) proces je staciondrni, pokud jsou vSechy kofeny ¢; polynomu A(q)
v absolutni hodnoté vétsi nez jedna:

Alg) =1 —a1q — axq* — ... — an q"
e Autokorelaéni funkce M A(n,) procesu p = 0 pro k > n,.

e Autokorela¢ni funkce AR(n.) procesu pomalu klesd k nule, je patrna sys-
temati¢nost. Naopak parciélni autokorelacni funkce pir = 0 pro k > n,,.
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7.2.4 ARMA procesy

Autoregresni proces klouzavych soucta fada n, a n. (s nulovou stfedni hodno-
tou), tj. ARM A(ng,n.) je smiSeny proces obsahujici oba zdkladni vySe uve-
dené procesy, a je tvaru:

Yt = 1Yp—1 + QY2 + ... + AngYn—n, + €+ Cle—1 +Co6p2+ ...+ Cn, €t—n,

coZ lze pomoci operatoru zpétného posunuti zapsat jako

Je vidét, ze AR(n,) proces je vlastné ARM A(n,,0) a M A(n.) proces je
ARMA(0,n,).
7.2.5 ARMAX procesy

Budeme se zabyvat pouze tizkou skupinou ARM A modelt s eXternim vstu-
pem, tj. ARMAX modelt. Konkrétné to budou vyse uvedené modely AR, M A
a ARM A ale tentokrate s nenulovou stfedni hodnotou. V Matlabu pak funkci
armax kromé matic A a C' musime jesté zadat matici B s externim vstupem .

M A(n.) proces s nenulovou stiedni hodnotou

Yy=p+e+ 61+ 690+ + Cp €,

AR(n,) proces s nenulovou stiedni hodnotou p

Yt =0+ a1Y—1 + a2yr—2 + ... + an Yn—n, + €&

kd
© 5

l—ar—ay—...—ay,

14

ARM A(ng,n.) proces s nenulovou stiedni hodnotou

Yy =0+ a1y—1+ QYo+ ...+ Ap,Yn—n, + € + C1€—1 + C26t—2+ ...+ Cp €,

53



kde opét
)

l—ar—ay—...—ay,

M:

To 1ze pomoci operétoru zpétného posunuti zapsat jako
A(Q)yr = B(qg)w + Clg)e

7.2.6 ARIMA procesy

Integrovany proces je takovy nestacionarni proces, ktery lze diferencovanim
prevést na proces stacionarni. Je-1i pak fada d-tych diferenci pivodni fady Ay,
stacionarni, jedna se o integrovany proces fadu d. Proces ARI M A(n,, d,n.) je
ARM A modelem d-tych diferenci plivodni fady, 1ze ho tedy zapsat:
Aly, = a; A%+ a4+ oy, Ay, +
+ 0+ea+cieg1+ o+ ...+ Cp€n,

coZz lze pomoci operatoru zpétného posunuti zapsat jako

A(q)A%; = B(q)us + Clq)e

kdeA=(1 —a; —az ... —a,,),C=(1 ¢ ¢ ...¢c,),B=(),u =1
prot =1,...,n je vektor vstupd.
Matlabovské funkce

e K odhadu parametrii modelu slouZzi funkce armax.
e Vysledky odhadu zobrazi funkce present.

e Posouzeni statistické vyznamnosti parametri provedeme t-testem nebo vyuZzi-
jeme funkci par_sig (nutno zkopirovat k sob¢).

e Pro vyhodnoceni normality rezidui miZeme pouZit funkci res_sig (nutno
zkopirovat k sob¢).

e Stabilitu procesu posoudime pomoci funkce pzmap.
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Kriterium volby modelu
Matlabovska funkce armax pocita tzv. Akaikeho F'PE kriterium (final predic-

tion error), které je tvaru:

kde n je poCet pozorovéni, M je potet odhadovanych parametri a s? je odhad
rozptylu rezidui. Pokud ndm vyjde vice modela se statisticky vyznamnymi parame-
try, vybereme ten s nejnizsi hodnotou F'PFE.

Test korelace rezidui

P
Q= ani(e) < X_o(P =14 — 1)
k=1
kde 71 (e) je odhad autokorela¢ni funkce rezidui modelu a P je vhodnné ¢islo
(vétSinou blizké \/n, kde n je poCet pozorovani). Pokud je pro ARM A(n,,n.)
model statistika () vétsi nez uvedeny kvantil Pearsonova rozdéleni, s rizikem
« zamitneme hypotézu o nekorelovanosti rezidui, coz je diivod pro odmitnuti
modelu.

Testovdni normality rezidui
Zkoumame histogram, Sikmost, Spicatost, ...

Testovdni stability modelu
Protoze Matlab pracuje s opacnym zapisem kofenii polynomi, pozadujeme,
aby vSechny nuly (kolecka) a pdly (kiizky) lezely uvnitf jednotkové kruznice
(vysledek funkce pzmap).

e nuly odpovidaji MA Casti

e poly odpovidaji AR casti
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7.3 Cviceni

Priklad 7.1. Pokuste se s vyuZitim Box Jenkinsonovy metodologie nalézt vhod-
ny model pro ¢asovou fadu cenového indexu PPI USA, kterou naleznete v sou-
boru ppi . txt. Svoji volbu fadné zdivodnéte, patfiéné okomentujte dosazené
vysledky. Zkonstruujte predikci do budoucna.

Priklad 7.2. Pokuste se s vyuzitim Box Jenkinsonovy metodologie nalézt vhodny
model pro ¢asovou fadu penézniho agregdtu M1 USA, kterou naleznete v souboru
M1 . txt. Svoji volbu fadné zdivodnéte, patiicné okomentujte dosazené vysledky.
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8. Nestacionarni data

8.1 Deterministicky a stochasticky trend

y; = trend + stacionarni ¢ast + Sum

rgdp USA - data a vyrovnane hodnoty
T

00 T T T

00

00—

00—

00

00—

00—

0ol data B

- = =modelova predikce

00 L L L L L L L L
1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005

Obrézek 8.1: Deterministicky trend HDP?

Priklad 8.1.
e Na obrazku 8.1 je redlny HDP USA, v Case roste.
e Polynomidlni trend je tvaru: rgdp, = 2224 + 38.5t — 0.2t> — 0.001¢3
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e Je trend deterministicky?

e Technologické zmény, zmény cen ropy, zmény dani, apod., jsou stochas-
tické, trend by to mél odrazet.

Urokove miry USA
20 ‘

fed. funds
r==110-year

18-

141

10

0 L L L
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010
cas

Obrizek 8.2: Urokové miry USA (fed. funds, 10-year)

Priklad 8.2.
e Na obrazku 8.2 jsou urokové sazby USA (fed. funds, 10-year).

e Nemaji zadnou zjevnou tendenci rist Ci klesat.

Nejsou zadné strukturdlni zlomy.

Neni Zadn4 tendence navratu k dlouhodobému priiméru.

Definujeme-li trend jako sloZku Casové fady neztracejici se v Case, pak obé
fady maji "trend”.
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Trendové staciondrni model

e M¢jme Casovou fadu, kterd se v kazdé periodé zméni o stejnou konstantu,

tj. Ay: = ay.

e Resenim této linedrni diferencni rovnice je y;, = yo + aot (yo je potatedni
stav). Je to tedy obyCejny deterministicky linearni trend.

e Pridame li stacionarni slozku A(L)e; dostaneme y; = yo + aot + A(L)e;.

e Rada bude vykazovat pouze doasné odchylky od trendu, protoZe nidhodna

slozka je stacionarni, tj. model je trendové stacionarni.

Stochasticky trend
e Nyni predpokladejme Ay, = ag + €4, kde E;_16, = 0.
e Tj. je o¢ekdvano, Ze y,; se v kazdé periodé zméni o konstantu a.

e Tato zdanlivé neSkodnd modifikace ma zasadni dopady na trend.

t
e Reseni je tvaru y; = yo + > & + aot.
i=1

t
e Cast yg + > &; predstavuje stochasticky ¢len s konstantou. Kazdy $ok &;
i=1
ma trvaly dopad na posun 3, hovofime o stochastickém trendu.

8.1.1 Nahodna prochazka

Yt = Y1 + & tj. Ayt = &;
ReSenim je
t
Yt = Yo + Z Ei
i=1
Plati:

o By = Eyi—s = yo, EYirs = Wi
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stacionarni trend

nahodna prochazka
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Obrazek 8.3: 4 fady s trendem

o var(y;) = to?, var(y;_s) = (t — s)o?
ot —o00 = var(y) — o0

e proces neni stacionarni

8.1.2 Nahodna prochazka s driftem

Yt = Y1t ap + &

ReSenim je
t

Yr = y0+a0t+z€i
i=1

e Choviani y; je fizeno dvéma nestacionarnimi procesy — linedrnim deter-
ministickym trendem a stochastickym trendem ) ;. Neobsahuje Zadnou
separovatelnou stacionarni slozku.
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o By, = yo+ aot, Eyirs = yo + ao(t + )

e 7a t period se deterministicky trend zméni o tay a stochasticky trend o
> &, kazdy $ok e; md trvaly dopad na ;.

e Prvni diference tady, tj. Ay; = ag + &4, je staciondrni.
8.1.3 Nahodna prochazka s Sumem

t

yt:yovLZé‘mL??t
i=1

kde 7; je bily Sum s rozptylem 03, ac; an_sjsou nezavislé pro vSechna ¢ a s.
Model lze téZ zapsat jako:
Ay, =g+ Any

o By = y0, Eyis = Yo, kde yp je dané.

e Soky &, maji trvaly dopad na fadu {1}, ta tedy obsahuje stochasticky
trend.

e Sum {7,} m4 pouze docasny dopad na {y,}, ovliviiuje pouze soucasnou
hodnotu fady, ne budouci.

o var(y,) = to® + o, var(y,—s) = (t — s)o” + o

8.2 OQdstranéni trendu

e Zasadni rozdily mezi fadami s trendem a fadami stacionarnimi.
e Soky ve stacionarnich fadach jsou nutné docCasné.
e Naopak, fada s trendem se k dlouhodobé urovni nevrati.

e Trend muZe mit slozku deterministickou a stochastickou, coZz ma zasadni
vliv na to, jakym zplisobem lze fadu stacionarizovat.

e Detrendovani vyZzaduje provedeni regrese, vypocet rezidui.
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e Rada obsahujici jednotkovy kofen miZe byt stacionarizovana diferenco-

vanim.

8.2.1 Diferencovani

Ndhodnd prochdzka s driftem

Resenim je:

t

Y = y0+a0t+25i
i=1

Po zdiferencovani:

Ayt = ay + &

je konstanta plus Sum, tedy staciondrni fada, protoze:

[ E(Ayt) = Qo
o var(Ay,) = E(g)? = o2

o cov(Ay, Ay ) = Eey,e0-5) =0

Ndhodnd prochdzka s Sumem

Ay, = et + Any

Opét Ay, je stacionarni, protoZe:

° E(Ayt) =0
o var(Ay,) = E(e; + An)* = 0 + 20,

COV<Ayt7 Ayt—l) - E(at + Nt — M—1,E¢t-1 + N—1 — T]t_2) = —0'%

cov(Ayy, Ayy—s) = E(er +m — M—1,61—5 + Mt—s — N—s—1) =0 s >1
*0'2 . o , .
e p = W;ag’ —0.5 < p; <0 = MA(]), tj. puvodni model je ARIMA(0,1,1).

ARIMA(n,dn.)
A(L)y(t) = C(L)e

kde A(L), C'(L) jsou polynomy fadu n,, n. s operatorem zpozdéni L.
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e AR proces je invertibilni, pro stabilitu je tfeba, aby vSechny kotfeny ¢ poly-
nomu A(q) =1 —ai1q—asq* — ... — a,,¢" byly |q| > 1

e MA proces je staciondrni, aby byl invertibilni, je tfeba, aby vSechny kofeny
q polynomu C(q) = 1+ c1q + ca¢> + ... + ¢,,¢" byly |q| > 1

e Ma-li pouze C'(L) jednotkovy kofen, proces neni invertibilni.

e Ma-li pouze A(L) jednotkovy kofen a C'(L) ma vsechny kotfeny |¢| > 1,
pak 1ze jednotkovy koren ’vykratit™:

(1= L)A"(L)y(t) = C(L)e
Oznacime-li y; = Ay, pak

ALy, = C* (L)

Rada {y;} je stacionarni, protoZe vSechny kofeny A*(L) leZi vné jed-
notkové kruznice.

e Obecné d-t diference procesu s d jednotkovymi kofeny je stacionarni.

8.2.2 Detrendovani

Ne vSechny nestacionarni modely 1ze pfevést na vhodny ARMA model diferen-
covanim. Napr.
Yr = Yo +art + &

tedy
Ays = a1 +er — €1

Tedy proces Ay, neni invertibilni, protoZze MA Cast procesu obsahuje jednotkovy
kofen. Spravny postup by tedy spocival v odstranéni trendu s vyuZzitim regrese.
Detrendovany model 1ze modelovat jako ARMA proces.

Tedy trendové€ stacionarni (TS) fadu lze transformovat na radu stacionarni
odstranénim deterministického trendu. Radu s jednotkovym kofenem, tzv. di-
ferencné stacionarni (DS) radu, lze transformovat diferencovanim. Zvolime-li
Spatnou metodu, nastava problém.
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Diferencovani TS procesu vede na proces, ktery neni invertibilni. Detren-
dovani DS procesu nevede na stacionarni proces.

Existuji hospodarské cykly?

Trend predstavuje nestacionarni slozku a cyklickda a ndhodnd slozka jsou sta-
cionarni. Pfedpoklad neméniciho se trendu vedl k detrendovani ekonomickych
fad. Nelson a Plosser (1982) ukézali, Ze vyznamné makroekonomické proménné
maji spisSe charakter DS neZ TS procest.

pr | p2 | M T di | dy

real GNP 0.9510.90 | 0.34| 0.04 | 0.87|0.66
nominal GNP 0.95]0.89 | 0.44 | 0.08 |0.93|0.79
industrial production | 0.97 | 0.94 || 0.03 | —0.11 || 0.84 | 0.67
unemployment rate || 0.75 | 0.47 || 0.09 | —0.29 | 0.75 | 0.46

pi, Ti, resp. d; jsou korelace i-tého fadu pro pivodni data, diferencovana data,

resp. detrendovana data.

Koeficienty p; ukazuji na 3 procesy s jednotkovymi koreny, koeficienty 7;
naznacuji, Ze diferencované procesy by mohly byt staciondrni, koeficienty d;
ukazuji, Ze detrendovani DS procesu nestacionaritu neodstrani. Detrendovani
miry nezaméstnanosti nemé zadny dopad na korelace (né€které Soky maji trvaly
charakter a nelze je eliminovat).

8.3 Jednotkové koreny (unit roots)

Uvazme regresni rovnici
Yt = ao + a1z + €

Pro pouziti klasické regrese je tfeba, aby obé fady v, 1 z; byly stacionarni a aby
ndhodnd slozka méla nulovou stfedni hodnotu a konecny rozptyl. Jinak mize
dojit k tzv. zdanlivé regresi, tj. vysledky odhadu jsou formalné dobré, ale nemaji
zadny smysl, interpretaci.

Nebudeme chtit diferencovat ¢i detrendovat stacionarni proces; dile nebude-
me chtit detrendovat proces s jednotkovym kofenem ani diferencovat TS proces.
Pomoci ndm mtzZe acf a pacf, ale je tfeba néjaké objektivni metody.
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Méjme proces
Y = a1yi—1 t &

kde &; je bily Sum. Chceme-1i testovat hypotézu a; = 0, odhadneme rovnici
pomoci MNC a hypotézu otestujeme pomoci t-testu. Pokud bychom ale cht&li
testovat hypotézu a; = 1, tak by se jednalo o proces

t
Yt = Yo + Zé‘t
i=1

Pokud je a; = 1, rozptyl se s rostoucim ¢ zvétSuje do nekonecna a neni mozné
pouZzit MNC a klasicky t-test, protoZze odhad by byl vychyleny a vysledky zkres-
lené.

Dickey a Fuller vyvinuli postup umoziujici formalné testovat pritomnost
jednotkovych kofenti. Pro model s dronovou konstantou plati, ze

e 90% odhadi parametru a; leZi méné nez 2.58 smérodatné odchylky od 1

e 95% odhadi parametru a; leZi méné nez 2.89 smérodatné odchylky od 1
e 99% odhadi parametru a; leZi méné nez 3.51 smérodatné odchylky od 1

Kritické hodnoty jejich testu lze nalézt v tabulkach.

8.4 Dickey-Fuller testy

Y = a1Y—1 + &

Polozme v = a; — 1, pak Ay, = vyy;—1 + &; Testovat hypotézu a; = 1 je ekvi-
valentni testu v = 0. Dickey a Fuller uvazovali ti1 nasledujici regresni rovnice:

Ayy = yyr1 + & (8.1)
Ay = ag + Yyi—1 + & (8.2)
Ay = ag + Yyi—1 + ast + & (8.3)

Rovnice (8.1) je ndhodnd prochézka, rovnice (8.2) pridava konstantu a ne-
boli drift a rovnice (8.3) pfidava linearn{ trend. Je-li v = 0, fada {y;} obsahuje
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jednotkovy kofen. Pfi testovani té€to hypotézy odhadneme nékterou z rovnic
uvedenych vyse pomoci MNC pro ziskani odhadu parametru v a jeho standardn{
odchylky a porovndme s kritickou hodnotou v D-F tabulkéach. Kritické hodnoty
jsou pro kazdy typ rovnice jin€, jsou oznacleny T, 7, T,, COZ odpovida postupné
rovnicim (8.1), (8.2) a (8.3). Kritick€ hodnoty D-F rozlozeni se nezméni, pokud
vyse uvedené rovnice upravime nisledovné:

p
Ay = yyp—1 + Z BiAyi—it1 + € (8.4)
i—2
p
Ay = ag+ 1+ Y Bidy—is + & (8.5)
=2
p

Ay = ag + YY1 + ast + Z BilAyi_ir1 + € (8.6)

=2

Je také mozno testovat soucasné vice hypotéz ohledné koeficientli v regresni
rovnici pomoci F-statistik. Pro (8.2) nebo (8.5) 1ze testovat v = ay = 0 pomoci
¢, statistiky. Pro (8.3) nebo (8.6) lze testovat v = ay = ay = 0 pomoci ¢o
statistiky a v = ao = 0 pomoci ¢ statistiky. Statistiky ¢; se spoctou:

. n—=k (SSER - SSEU)

bi=—" SSEy

kde SSEpR resp. SSRy je suma Ctverct rezidui modelu s omezenim resp. bez
omezeni, r je poCet omezeni, n je pocet pozorovani a k je pocCet parametril
v modelu bez omezeni.

Nulova hypotéza je ta, Ze data jsou generovana modelem s omezenimi, alter-
nativa — modelem bez omezeni na parametry. Malé hodnoty (mensi nez kriticka
hodnota v D-F tabulkdch) ¢; znamenaji nezamitnuti nulové hypotezy, vysoké
hodnoty ¢; ukazuji na odmitnuti nulové hypotézy.

Volba délky zpoZdeni

Zpozdéni bychom neméli volit jen dle naSeho uvazeni, ale dle néjakého formal-
niho kriteria. Zacneme s néjakym vétSim zpozdénim p, otestujeme statistickou
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vyznamnost parametru u tohoto zpozdéni, pokud neni parametr vyznamny, opa-
kujeme postup pro p — 1 a zasatvime, az bude néjaké zpozdéni vyznamné.

Pokud mame data obsahujici sezonnost (napt. Ctvrtletni), otestujeme vzdy
parametr posledni sezony a také vSechny parametry posledniho celého roku a
pokud nejsou vyznamné, pokracujeme déle se zpozdénim zkracenym o cely rok.

Dalsim dualezitym pomocnikem je vyvoj rezidui. Neméla by byt patrnd zadna
sériova korelace, strukturdlni zména, ..., méla by vypadat jako bily Sum. Box-
Pierce test by nemél také ukazovat na zadnou korelaci.

Shrnuti

1. Za¢neme s modelem obsahujicim konstantu i trend a pomoci 7. testujeme
Hy @ v = 0. Pokud ji zamitneme, konCime s tim, Ze fada neobsahuje
jednotkovy koren.

2. Pokud H; nezamitneme, je tfeba urcit, zda trend a konstanta patii mezi
vysvétlujici proménné. Testujeme Hj : as = v = 0 pomoci P53 statis-
tiky. Pokud trend neni vyznamny, pokracujeme krokem 3. Pokud trend
vyznamny je, otestujeme pritomnost jednotkového korene v fadé (Ize jiz
pouzit normalni rozloZeni). Pokud hypotézu zamitneme, fada nema jed-
notkovy kofen. Jinak fada jednotkovy kofen ma.

3. Odhadneme model bez trendu a pomoci 7, otestujeme Hj : v = 0. Pokud
ji zamitneme, konc¢ime s tim, Ze fada neobsahuje jednotkovy koren. Pokud
Hy nezamitneme, testujeme Hy : ay = v = 0 pomoci ®; statistiky.
Pokud konstanta vyznamna neni, pokraCujeme krokem 4. Pokud je kon-
stanta vyznamn4, otestujeme pritomnost jednotkového kotene v fadé (Ize
jiz pouzit normalni rozloZeni). Pokud hypotézu zamitneme, fada nema jed-

notkovy kofen a konCime. Jinak fada jednotkovy koren ma.

4. Odhadneme regresni rovnici bez trendu a konstanty a pomoci 7 otestujeme
Hy : v = 0. Pokud hypotézu zamitneme, fada nema jednotkovy kofen.
Jinak fada jednotkovy kofen ma.
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Ndsobné "unit roots”
Pokud se domnivdme,Ze by jednotkové kofeny mohly byt napt. dva, pak napf.
misto regrese ve tvaru Ay; = ag + y:-1 + € odhadujeme rovnici ve tvaru:

A%y = ag + B1Ay1 + & (8.7)

Testujeme, zda je [ statisticky vyznamné rizné od nuly. Pokud hypotézu (3
nemuzeme zamitnout, je {y;} proces I(2). Lisi-li se 5; od nuly, testujeme pfi-
tomnost jednoho jednotkového korene:

A%y = ag + LAy 1 + oy + e (8.8)

Mc¢lo by vyjit, ze 3; a/nebo (35 jsou rtizné od nuly. Pfi nulové hypotéze jed-
notkového kofene je 31 < 0 a B, = 0. Pfi alternativni hypotéze, ze {y;}
je stacionarni je 31 < 0 a B2 < 0. Tedy testujeme, zda (3, = 0, pouZijeme
D-F tabulky. Ekonomické ¢asové fady vétSinou neni tfeba diferencovat vice nez
dvakrat.

8.5 Strukturalni zmény

Pii testovani jednotkovych kofenti musime dat pozor na pfitomnost struk-
turdlnich zmén. MiZe se jednat o skokovitou zménu trovné nebo o jednotlivy
impuls v Casové rade.

Pii simulaci i pri testovani takovych procest pouzivame umélé proménné.
Pii skokovité zméné urovné€, napt. v ¢ase t = 51 o 3 jednotky, si pomiizeme
proménnou Dy (t) = O prot = 1,....,50 a Dy(t) = 3 prot = 51,...,n. Pfi
jednotlivém impulsu v ¢ase t = 51 o velikosti 4 je proménna Dp(5l) = 4 a
Dp(t) = 0 jinak.

Na obrazku 8.4 je zachycen stacionarni proces s troviiovou zménou od ¢asu
t = 51 déle. Pokud bychom chtéli takovy proces modelovat a nevzali bychom
v uvahu uvedeny zlom, pak bychom se mylné mohli domnivat, Ze se jedna o
nestacionarni proces (s jednotkovym kofenem). Je mozné Casovou fadu rozdélit
na dvé Casti a kazdy usek modelovat zvlast, coZ je ale mozné pouze, pokud

mame velmi mnoho pozorovani.
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Casova rada se skokovitou zmenou v case t=51
3 T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
cas

Obrazek 8.4: Stacionarni proces se skokovitou zménou v Case t=51

Lze vSak také pracovat s celou Casovou fadou a pfi podezieni na zlom v Case
t = 7 + 1 testovat napt. hypotézy:

Hy: yy=ao+y1+mDp+e (8.9)

Ay oy =ag+ ast + pe Dy + € (8.10)

kde Dp je pulsni uméla proménnd, Dp = 1 prot = 7+ 1 a Dp = 0 jinak, a
Dy je troviiovd uméla proménnd, Dy = 1 prot > 7, Dy = 0 jinak. Pfi nulové
hypotéze se jedna o proces s jednotkovym korenem se skokem v Case ¢t = 74 1.
Pti alternativni hypotéze se jednd o trendové staciondrni fadu s droviiovym po-
sunem od Casu t = 7 + 1 ddle.

Na obrazku 8.5 je zachycena ndhodnd prochizka s impulsnim skokem v Case
t =5l.
8.6 CvicCeni

Priklad 8.3. V souboru suroviny.txt naleznete vyvoj cen médi, diivi a
ropy v USA za poseldnich vice nez sto let. Otestujte, zda se ceny jednotlivych
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Casova rada se impulsni zmenou v case t=51
6 T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
cas

Obrézek 8.5: Unit root proces s impulsni zménou v Case t=51

komodit chovaji v dlohém obdobi jako ndhodné prochazky. (V kratkém obdobi
jsou mozné nahodné odchylky, ale v dlouhém obdobi by cena méla odpovidat
meznim nakladim, které mohou byt rostouci (omezené zdroje) nebo klesajici
(technologicky pokrok).

Proved te DF testy pro jednotlivé komodity. Otestujte (pomoci t-testu) model
tvaru AP, = ag + ast + YP_1 + 51AP_1 + ¢ a posudte, zda se jednd o
proces s jednotkovym kofenem. Déle otestujte, zda do uvedeného modelu patii
trend (pomoci F-testu). Pokud zjistite, Ze se cena né€jaké komodity jako ndhodna
prochdzka chova, otestujte také, zda se zdiferencovand fada jevi jiz jako fada

staciondrni. Pfi veskerém testovani uvazujte rizné hladiny rizika.

Priklad 8.4. V souboru gdp_usa.txt naleznete data amerického realného
HDP.

e Odhadnéte vhodny polynomidlni trend HDP USA a zamyslete se nad vlast-
nostmi ziskaného odhadu (vyznamnost modelu a parametrt, vlastnosti re-
zidui, ...)
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e Dile vhodnym zplisobem transformujte data na stacionarni, stacionaritu
provérte prozkoumanim vlastnosti rezidui.

e Dile ovéite, ze vSechny vami provedené transformace byly spravné. Tj.
napf. pokud jste data n&jak upravili, a pak jest€ diferencovali, proved te
roz$ifeny DF test pro nezdiferencovana data, zamyslete se nad zahrnutim
konstanty a trendu do tohoto DF testu, zhodnofte rizné varianty modeld,

rizné miry rizika.

Priklad 8.5. Otestujte platnost podminky parity kupni sily e; = p; — py + d;
resp. prozkoumejte vyvoj redlného sménného kurzu r; = e; + pir — py, kde py
resp. py je logaritmus domaci a zahraniCni cenové Urovné, e; oznacuje logarit-
mus ceny zahrani¢ni mé€ny v domaci méné, d; je odchylka od PPP, r, je redlny
sménny kurz. Vyuzijte data pro Kanadu, Némecko, Japonsko a Velkou Britanii,
kterd naleznete v souboru kurzy.txt.

e Prozkoumejte acf a pacf pro kazdou fadu 1 jeji diference.
e Poznate, jestli jsou fady staciondrni z obrazki acf a pacf? Proc¢ a jak?

e Provedte D-F testy se zahrnutim konstanty, déle rozsifeny D-F test se
zpozdénim 12 bez trendu 1 s trendem a zjistéte, zda se jedna o "unit roots”
procesy. (K vyhodnoceni vysledkt pouzijte D-F tabulky pro 7).

e Rozhodnéte, zda do modelu nalezi konstanta. Rozhodnéte, zda do modelu
nalezi trend. Rozhodnéte, zda do modelu nélezi trend a konstanta. (K vy-
hodnoceni vysledki pouZijte D-F tabulky pro ¢).

Priklad 8.6. V souboru zlom.txt naleznete Casové fady se strukturdlnim

zlomem.

e Vykreslete obé Casové tfady a pokuste se urcit, zdali doSlo k néjakému
zlomu, pokud ano, tak kdy a k jakému.

e S vyuzitim acf a pacf se pokuste posoudit stacionaritu fad.

e Provedte D-F test s konstantou a trendem, zhodnotte vysledky.
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e Provedte test na pfitomnost jednotkovych kofenli postupem uvedenym
vySe v Césti 8.5.

Priklad 8.7. DU

e Vyberte si dvé ekonomické Casové rady, které se vztahuji k vasi diplomové
praci a vasi volbu stru¢né objasnéte.

e Urcete, zdali se jedna o stacionarni Casové fady, rady s trendem ¢i ndhodné
prochazky. Vyuzijte k tomu Dickey-Fullerovy testy. Vysledky testl fadné
okomentujte a vysvétlete, co to pro vase fady znamend. Pomoci vam muze
také acf, pacf.

e Pokud tfady stacionarni nejsou, pak je vhodnym ekonomicky interpretova-
telnym zplisobem stacionarizujte a vysvétlete, co ziskana fada predstavuje.

e Obé¢ fady, pro dalsi Gdely, zkratte o ¢tyfi nejnovéjsi pozorovani.

e Pro kazdou fadu identifikujte vhodny ARMA proces, okomentujte ziskané
vysledky (parametry, rezidua, FPE, ...) a objasnéte, proc jste vybrali pravé
tento model.

e Proved'te predikci na 4 kroky dopiedu a vysledek srovnejte se skute¢né re-
alizovanymi hodnotami (o které jste méli fady uriznout). Pokud je predikce
kvalitativné Spatna (napf. misto rustu predikuje model pokles), zkuste jiny
ARMA model.

Nezapomerite si priaci podepsat, uvést svoje UCO, dile uvést nazev préce,
PRESNY ZDROJ a popis dat, postup, zavér prace. Spolu s praci odevzdite
také zdrojovy soubor s daty a m-file s analyzou fad. Soubory nazvéte svym
pfijmenim, podtrzitko, DF, tj. napt. Zacek_DF .m.

Kazdy bude mit jiné Casové fady, kdo si dfiv fekne, ten je m4, domluva na
cviceni nebo mailem. Vyberte si takové fady, aby bylo k dispozici dostatecné
mnoho dat. Termin odevzdani 10.12.2007.
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Dickey-Fullerovy tabulky pro T

T statistika

«

n| 0.01 |0.025] 0.05 | 0.10

25 | -2.66 | -2.26 | -1.95 | -1.60

50 | -2.62 | -2.25 | -1.95 | -1.61

100 || -2.60 | -2.24 | -1.95 | -1.61

250 || -2.58 | -2.23 | -1.95 | -1.62

300 | -2.58 | -2.23 | -1.95 | -1.62

oo | -2.58 | -2.23 | -1.95 | -1.62

7, statistika

«

n| 0.01 |0.025] 0.05 | 0.10

25 | -3.75 ] -3.33 | -3.00 | -2.62

50 | -3.58 | -3.22 | -2.93 | -2.60

100 | -3.51 | -3.17 | -2.89 | -2.58

250 || -3.46 | -3.14 | -2.88 | -2.57

500 | -3.44 | -3.13 | -2.87 | -2.57

oo | -3.43 | -3.12 | -2.86 | -2.57

T, statistika

«

n| 0.01 | 0.025] 0.05 | 0.10

25| -4.38 | -3.95 | -3.60 | -3.24

50 | -4.15| -3.80 | -3.50 | -3.18

100 || -4.04 | -3.73 | -3.45 | -3.15

250 | -3.99 | -3.69 | -3.43 | -3.13

500 || -3.98 | -3.68 | -3.42 | -3.13

oo || -3.96 | -3.66 | -3.41 | -3.12
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Dickey-Fullerovy tabulky pro ¢

¢, statistika

«

0.01

0.025

0.05

0.10

25

4.12

5.18

6.30

7.88

50

3.94

4.86

5.80

7.06

100

3.86

4.71

5.57

6.70

250

3.81

4.63

5.45

6.52

500

3.79

4.61

541

6.47

3.79

4.61

541

6.47

¢o statistika

«

0.01

0.025

0.05

0.10

25

4.67

5.68

6.75

8.21

50

4.31

5.13

5.94

7.02

100

4.16

4.88

5.59

6.50

250

4.07

4.75

5.40

6.22

500

4.05

4.71

5.35

6.15

4.03

4.68

5.31

6.09

@3 statistika

o

0.01

0.025

0.05

0.10

25

5.91

7.24

8.65

10.61

50

5.61

6.73

7.81

9.31

100

547

6.49

7.44

8.73

250

5.39

6.34

7.25

8.43

500

5.36

6.30

7.20

8.34

5.34

6.25

7.16

8.27
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9. Kointegrace casovych rad

9.1 Uvod

Regrese nahodné prochazky pomoci jiné nahodné prochazky muze vést ke zdan-
livym vazbam, které ve skuteCnosti neexistuji. Proto je dulezité testovat, zdali
modelované fady nejsou ndhodnymi prochdazkami. Pokud nahodnou prochazku
zdiferencujeme, regrese uz je v poradku. Nechceme ale diferencovat zbytecné,
protoze dochdzi ke ztraté informace.

Je vSak také mozné, ze dvé fady z; a y; se chovaji jako nahdoné prochazky,
ale jejich linedrni kombinace z; = x; — Ay, je staciondrni. Pak fikdme, Ze x; a
yr jsou kointegrované a A je kointegracni parametr. Parametr A 1ze odhadnout
pomoci MNC. Rezidua z této regrese lze testovat, zdali z; a y; byly skutedn&
kointegrované. Pfesnéji:

Slozky vektoru x; = (a1, o, ..., %y) se nazyvaji kointegrované tadu
(d,b), znatime z; ~ CI(d,b), jestlize

e vSechny slozky x; jsou I(d) (integrovany proces fadu d) a

e existuje vektor 5 = (31, P, . - ., On) takovy, Ze linearni kombinace fz; =
G121t + Boxor + . .. + BuTpe je ](d — b), b>0

Napf. agregatni spotieba a disponibilni dlichd se chovaji jako ndhodné pro-
chazky, predpokladame, Ze se dlouhodobé vyviji podobné, tj. Zze néjaka jejich
linedrni kombinace je stacionarni. Nebo napt. dividendy a cena akcii. Nebo také
teorie obsaZend v rovnici poptavky po penézich tvaru m; = By + Gip: + Poyr +
B3ri+€; predpoklada, Ze urcita linedrni kombinace nestaciondrnich proménnych
muze byt stacionarni (fada ;).
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Mame-li dvé ndhodné prochazky x; a y;, ale Ax; a Ay; jsou staciondrni,
kointegraci testujeme pomoci kointegracni regresni rovnice

Ty = oz—l—ﬁyt—l—et (91)

a pak testujeme, zdali rezidua e; z této regrese jsou stacionarni. (Pokud by rady
kointegrované nebyly, tak jakakoli jejich linedarni kombinace bude téZ nesta-
ciondrni.) Testujeme hypotézu Hy, Ze rezidua jsou nestaciondrni. Bud'to prove-
deme D-F test nebo vypocteme D-W statistiku a testujeme hypotézu, ze DW=0
(hypotéza ndhodné prochazky). Pro n = 100 jsou kritické hodnoty pro oo = 1%,
5%, 10% postupné 0.511, 0.386 a 0.322.

9.2 Testovani Grangerovy kauzality

V ekonomii chceme Casto urcit, zda jsou zmény jedné proménné pricinou
zmén jiné promeénné. Napr. jestli zmény penézni nabidky zptsobuji zmény pro-
dukce nebo zda jsou obé proménné urceny endogenné. Jednou z moZnosti testo-
vani je pristup navrzeny Grangerem a Simsem (1979).

Pokud veli¢ina X zptisobuje zmény veli¢iny Y, pak tim rozumime to, Ze
zmény AX predchazi zménam AY'. Presnéji, pokud X = Y (X zpisobuje
zmény Y'), pak musi platit:

1. X pomdha predikovat Y, tj. v regresi proménné Y pomoci zpozdénych
hodnot Y by pfidani minulych hodnot proménné X mélo vyznamné prispéct
ke zvySeni vysvétlujici schopnosti modelu.

2. Y nepomaha predikovat X.

(Pokud by X = Y aY = X, pak zfejmé existuje néjaka jind proménna, ktera
pusobi tyto zmeény.)

Pii zjistovani kauzality testujeme hypotézu Hy : X — /— > Y (tj. Ze X
nezpusobuje zmény Y') pomoci dvou regresi:

Y=Y aYeit) BiXiite 9:2)
=1 1=1
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Y, =) aYeite (9.3)
1=1

Pomoci F-testu zjistime, zdali zpozdéné hodnoty veli¢iny X pomahaji vy-
znamné k vysvétleni veliiny Y, tj. testujeme, zda skupina koeficientt Gy, . . ., G,
je statisticky vyznamné rtizné od nuly. Pokud ano, zamitneme nulovou hypotézu
s tim, Ze data odpovidaji situaci X =- Y. Obdobnym zplisobem otestujeme i
obracenou kauzalitu Y — /— > X.

F-test spocCteme dle (9.4). SSEy je suma Ctverct chyb modelu bez omezeni
9.2), SSER je suma Ctvercli chyb modelu s omezenimi (9.3), n je pocet po-
zorovani, k je pocCet parametrti modelu bez omezeni (9.2), r je pocCet omezeni a
vypoctend statistika /' ma Fisherovo rozdéleni F(r,n — k).

n—k) (SSEp— SSEy)

_ |
== SSEy ©9

Pokud je vypoctena hodnota mensi nez kritickd hodnota F' rozdélni, nezamitdme

Hy. Pokud je vypoctend hodnota vétsi nez kritickd hodnota F' rozdélni, H
zamitame. Abychom mohli celkové fici, ze X = Y, je tieba odmitnout hy-
potézu H1: X — /— > Y anezamitnout H2 : Y — /— > X.

Volba délky zpozdéni m v regresi je na nas. Obecné je dobré vyzkousSet rizné
délky zpozdéni a ujistit se, Ze vysledky nejsou citlivé na volbu m.

Tuto metodu lze vyzkouSet napf. na zjisténi, zda zmény ceny ropy AF;
zpisobuji zmény produkce Y. Pfi oznaceni z; = AP, x; = log(Y;/Y;_1) by-

chom zkoumali rovnici:
Z=ag+ a12(—1+ ... +Famz—m + 011+ ...+ b + €
Napft. pro USA v obdobi pfed prvnim ropnym Sokem vychazi jednoznacné, Ze

ceny ropy ovliviiuji zmény GNP.

9.3 ”’KError correction’

Kointegrace fad z; a y; znamenda pritomnost dlouhodobého rovnovazného
vztahu mezi témito proménnymi. Pokud se jedna veli¢ina odchyli od tohoto
vztahu v ase ¢, pak m4 tendenci se vratit v nasledujicich periodédch zpét. Zadna
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z proménnych by se tedy neméla odchylit pfiliS daleko od rovnovazné situace.
Tuto mySlenku lze formalné zapsat pomoci “error correction” modelu, ktery Ize
odhadnout s pomoci nasledujicich rovnic:

Ay =c1 + 01641 + Z a1 Ay—; + Z Brildxe_; + € 9.5)

i=1 i=1

m m
Axp = o+ 02e1-1 + Z i Ay + Z Boidxy—; + € (9.6)
i=1 i=1
kde e; jsou rezidua ziskané z regrese X a Y (vztah (9.1)). Pokud jsou x; a
kointegrované, alespon jeden z odhadu koeficientd ¢;, do musi byt statisticky
vyznamny a znaménko parametru musi byt takové, Ze odchylka od dlouhodobé
rovnovahy bude v nasledujici periodé opravena.

V regresnich rovnicich vystupuji zpozdéné diference kvili potencialni séri-
ové autokorelaci rezidui. Délku zpozdéni m bychom neméli volit vétsi nez 8 a
méli bychom volit takové m, aby parametr u nejvétsiho zpozdéni byl statisticky
vyznamny (podle t-testu). Délka zpozdéni m by méla byt v obou regresnich
rovnicich (9.5) a (9.6) stejna.

Napf. pro kratkodobé a dlouhodobé urokové (g, r1) sazby by prisluSny error
correction model mohl byt tvaru:

Argy = ag(rpi—1 — Brsi—1) + €st

Arpy = —ar(rpe1 — Brsi-1) + €re
kde ag > 0, a, > 0 argirg jsou integrované fadu 1. Levé strany rovnic jsou
staciondrni fady, Sumy v rovnicich jsou té€z stacionarni, tedy rg a r;, musi byt
kointegrované, aby rovnice mohly platit.

Postup pri Engel-Grangerovu testovdni
e Otestujeme rad integrace jednotlivych proménnych (ADF test).

e Provedeme kointegracni regresi a otestujeme, zda rezidua z této regrese
jsou stacionarni (nepouzijeme kritické D-F hodnoty, ale specidlni kritické
hodnoty pro E-G test).
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e Miuzeme otestovat Grangerovu kauzalitu mezi ¢asovymi fadami.

e Pokud jsou fady kointegrované, miizeme sestavit error correction model a

verifikovat ho.

Tabulka pro Engel-Grangeruv test kointegrace pro dvé proménné

n |la=1%|a=5%|a=10%
50 | -4.123 | -3.461 -3.130
100 | -4.008 | -3.398 -3.087
200 | -3.954 | -3.368 -3.067
500 || -3.921 -3.350 -3.054

Tabulka pro Engel-Grangeriv test kointegrace pro tii proménné

n |la=1%|a=5%|a=10%
50 | -4.592 | -3.915 -3.578
100 | -4.441 -3.828 -3.514
200 | -4.368 | -3.785 -3.483
500 | -4.326 | -3.760 -3.464

9.4 Cviceni

Priklad 9.1. V souboru spot r_duch. txt naleznete Ctvrtletni data agregatni
spotieby a disponibilniho diichodu USA. Otestujte, zdali jsou tyto dvé veliiny
kointegrované.

e Ovérte, zdali se jednd o ndhodné prochazky pomoci D-F testu. Vyzkousejte

ruznou délku zpozdéni a riznou droven rizika.
e Ovérte pomoci D-F testu, zdali jsou prvni diference fad stacionérni.

e Proved'te kointegracni regresi spotfeby C' pomoci disponibilniho diichodu
Y D. Otestujte, zdali rezidua z této regrese jsou stacionarni.
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e Otestujte Grangerovu kauzalitu YD a C.
e Sestavte “error correction” model pro Y D a C.

Priklad 9.2. V souboru PPP . txt naleznete data pro vyvoj cen v Némecku,
Japonsku a Kanadé, bilateralni sménné kurzy zemi s USA a vyvoj cen v USA
v obdobi 1974 Q3 - 2001 Q4.

e Odhadnéte dlouhodoby vztah pro logaritmy sménnych kurzii Kanady a
USA ve tvaru:

log(exe) = by + by log(pea) + b2 log(pus) + €

Odpovidaji ziskané vysledky odhadl parametrti vasim piedstavam a teorii
obsazené v LR PPP?

e OznaCme i, rezidua z regrese v predchozim vztahu. Otestujte tato rezidua
pomoci Engel-Grangerova testu kointegrace. PouZzijte vhodnou délku zpoz-
déni. Vysvétlete vysledky testu.

e Zopakujte predchozi dva body pro Némecko a Japonsko (pozor, némecka
data jsou k dispozici jen do 1998 Q3).

Priklad 9.3. Vyvoj americkych urokovych sazeb v obdobi 1954:7-2002:12 na-
leznete v souboru int_rates.txt. Ve druhém, ¢tvrtém a patém sloupci jsou
sazby pro 3-mésicni, 10-leté a $-let€ vladni cenné papiry (oznacné jako tbill, r10
ar3).

e Otestujte, zdali se uvedené tfi proménné chovaji jako ndhodné prochizky
pomoci ADF testu (s vhodnym zpozdénim, s konstantou, bez trendu).

e Odhadnéte kointegracni vztah s vyuZzitim Engel-Grangerovy procedury.
Odhadujte vztah tvaru:

thill; = by + by - r3; + by - r10; + €
Proved te DF testy pro rezidua.

e Otestujte stacionaritu rezidui z predchozi regrese (vyuZijte Engel-Grange-
rovy kritické hodnoty).
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e Zopakuje Cast popsanou ve druhém bod€ pro zavislou proménnou 710 a
urcete, zdali jsou proménné kointegrované.

e Odhadnéte "error correction” model pro kazdou proménnou s délkou zpoz-
déni 12. Jako error correction Clen pouZzijte rezidua ze druhého bodu, neza-
hrnujte droviiovou konstantu. Otestujte, zdali jsou rezidua modelt bilym
Sumem. Je délka zpozdéni 12 vhodna?
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10. Monetarni politika — staticky model

e Dynamicky konzistentni politika — akce planované v Case ¢ pro Cas ¢t + ¢
zUstavaji optimalnimi, kdyz Cas t + 7 nastane.

e Dynamicky nekonzistentni politika — v Case ¢+ nebude optiméalni reagovat
tak, jak bylo ptivodn¢€ planovano v Case t.

10.1 Cilova funkce

Vétsinou cilova funkce centrdlni banky zahrnuje vystup (nebo zaméstnanost)
a inflaci. Vystup se objevuje ve formé linearni (10.1) nebo kvadratické (10.2).

1
U=aly—yn) — §7r2, (10.1)

kde y je skuteny vystup, y,, je pfirozend uroven vystupu ekonomiky a 7 je mira
inflace, « je relativni vdha vystupu vzhledem k inflaci.

1 1
V= daly— - 07+ 1 (102

e Centralni banka chce stabilizovat jak vystup (kolem drovné y,, + k), tak
inflaci (kolem nuly).

e NejCastéji se predpoklad &£ > 0 vysvétluje pritomnosti distorzi na trhu
prace, které zpiisobi, Ze rovnovaZna mira vystupu ekonomiky je neucinné
nizkd; dale pritomnosti dani, monopolu ¢i sektord s monopolistickou kon-

kurenci.

e Stabilizace vystupu kolem y,, + £ = druhé nejlepsi feseni (tj. suboptimalni),
(nejlepsi = eliminace ptivodnich distorzi).
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e Dalsi pri¢inou miiZze byt politicky tlak na centralni banku.
e Cilem monetarni politiky je stabilizace inflace a ne stabilizace cenové
urovné.

e Instrumentem MP bude pené€Zni zdsoba, Am je mira ristu nominalni pe-
nézni nabidky, ¢len v predstavuje ndhodnou slozku, tzv. Sok v rychlosti
penéz, kde E(v) = 0.

T=Am+v (10.3)

10.2 Ekonomika a jeji vlastnosti

e Lucastv typ agregatni nabidky
Y=1yn+s(m—7°) +e, (10.4)

y je vystup, y, je prirozena uroven vystupu ekonomiky, 7 je skuteCna
mira inflace, 7¢ je oCekdvand mira inflace, s popisuje vlivy penéznich

prekvapeni na produkci, e je nabidkovy Sok, kde E(e) = 0

e Tento tvar agregatni nabidky Ize odivodnit pfitomnosti nomindlnich mzdo-
vych smluv na jedno obdobi, které se nastavuji na zacatku kazdé periody
na zakladé ocekavani vetfejnosti ohledné miry inflace.

o 7 > 1 = redlné mzdy budou nizsi a firmy budou rozsifovat zaméstna-
nost, tj. produkt poroste

o ™ < 7w = realné mzdy budou prevySovat ofekavanou uroven, zaméstna-
nost, a tedy 1 produkt, se snizi

e Ocekavani soukromého sektoru jsou urcena diive, neZ centrdlni banka
zvoli miru ristu nomindlni penézni nabidky.

e CB muze pred nastavenim instrumentu Am pozorovat ndhodnou slozku e
(tj. nabidkovy Sok), ale ne Sok v.

e Ndhodné slozky e a v jsou nekorelované, tj. E(ev) = 0, protoze E(e) =
E(v) = 0.
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10.3 Rovnovazna inflace pri linearni formulaci

CB maximalizuje oCekdvanou hodnotu kriterdlni funkce U. Substituujeme
vyrazy (10.4) a (10.3) do cilové funkce centrdlni banky (10.1):

1
— E(Am +v)%

Podminka optimality prvniho fadu pro volbu Am za podminky e pfi dané ¢

(E(v) = 0)je o
E(@A—m> =sa—Am =0

U=a[s(Am+v —7°) + €]

neboli
Am = sa > 0. (10.5)

e Am = sa = maxU
e = T =Sa+ v
o 1 = F[Am] = sa (primérna inflace je plné anticipovand)

o y=1y,+Ssvte

10.3.1 Diskrece
e Kladna priimérnd mira inflace sa.
e Soukromy sektor inflaci zcela anticipuje = Zadny efekt na vystup.

e Velikost inflacnich tlakt se zvysuje s efekty penéznich prekvapeni na vys-
tup, tj. ¢im vétsi s, tim vetsi je podnét centralni banky délat inflaci.

e Po rozpoznani tohoto faktu oCekavaji soukromi agenti vysSsi miru inflace.
e Infladni tlaky se také zvySuji s relativni vahou vystupu «, malé o = méné

podnétl generovat inflaci.

e Pfi nulové mife inflace je mezni zisk z generovani malé€ inflace pozitivni,
protoZe pri jiz nastavenych mzdach je efekt prirtistkového zvyseni inflace
na vystup roven s > 0 (viz rovnice (10.4)).
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mezni naklad

e
mezni zisk

™ ™

Obrazek 10.1: Rovnovazna inflace pii diskreci (linedrni verze)

e Odpovidajici hodnota zisku z tohoto zvySeni vystupu je sa.
e To je zobrazeno na obrazku 10.1 horizontdlni Carou ve vysi sa.
e Mezni ndklad inflace je roven 7.

e Pii nulové mife inflace je tento mezni ndklad nulovy, takze mezni zisk
z inflace prevySuje mezni naklad.

e Mezni ndklad vSak roste (linearné€) s inflaci, jak je zachyceno na obrazku.

e Pii mire oCekavané inflace rovné sa se mezni naklad rovna meznimu zisku.

E[UY =E |a(sv+e) — %(sa +0)?| = —%( ’a’ + 07?)

e E[v] = Ele] = Elev] = 0, 02 je rozptyl ndhodné slozky v.

e Ocekdavany uzitek se snizuje s rozptylem nahodné slozky v, také s vahou
ptid€lenou vystupu vzhledem k infla¢nim cilim «, protoZe vétsi a zvySuje

pramérnou miru inflace (rovnou sa).

e Zatimco ndhodna sloZka v je neodstranitelna, ztrata kvili inflacnim tlakim

vznika pouze ze zbytecnych pokusii monetarni autority o stimulaci vystupu.
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10.3.2 Pravidlo

e Monetarni autorita je schopnd se zavazat k né¢jakému pevnému zavazku,
napr. k nulovému rlistu penézni zasoby, tj. Am = 0.

¢ — T =0
e Ocekavany uzitek pii pravidle je vétsi nez pri diskreci.

e Diskrece v tomto pfipadé generuje ndklad ve vysi 1s2a?.

ElU]=FE [a(sv +e) — %112] = —%03 > E[U1).

10.4 Rovnovazna inflace pri kvadratické formulaci

e /trata spojena s fluktuacemi vystupu a inflace kolem cilovych drovni.
e Stejné zakladni zavéry jako u formulace (10.1).

e Diskrece vede ke kladnym pramérnym inflacnim tlakiim a niZSimu oceka-
vanému uzitku.

e Bude existovat potencialni prostor pro to, aby politika sniZila fluktuace
vystupu zptusobené nabidkovym Sokem e.

e Substituce vyraza (10.4) a (10.3) do kvadratické ztratové funkce (10.2)
dava:

1 1
V= §a[s(Am +v—7)+e—k+ §(Am +v)?

Am je zvoleno po pozorovani Soku e, ale pred pozorovanim Soku v, pak podminka

optimality
ov .
E(@A—m) = sa[s(Am —7°)+e— k] + Am =0
neboli ) ko)
s‘am® + sa(k —e
Am = 10.
" 1+ s« (10.6)
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e Ve vztahu (10.6) se objevuje Sok agregatni nabidky (e) — vznikd prostor
pro stabilizacni politiku (substituce urcité inflacni volatility za sniZenou
volatilitu vystupu).

e Optimalni politika z4visi na oCekavanich soukromého sektoru ohledné in-

flace.

s2am® + sak

¢ = E[Am] = T = 7w =sak>0
s2a

10.4.1 Diskrece

Dosadime ¢ = sak do rovnice (10.6) a s (10.3) dostaneme vyraz pro rovno-

vaznou miru inflace pfi diskreci 7%

7l = Am 40 = sak — [ ——~— ) e+, (10.7)
1+ 52«

e Rovnovdha v pripadé, kdy centrdlni banka jedn4 diskrecné, znamen4 klad-

nou primérnou miru inflace rovnou sak, protoze E(e) = E(v) = 0.

e Nedochdzi k zadnému efektu na vystup (obdobné jako u linearni formu-
lace), protoze soukromy sektor tuto miru inflace zcela anticipuje (7¢ =
sack).

e Velikost inflacnich tlaka roste s distorzi vystupu (k), s efektem penézniho
prekvapeni na vystup (s) a s vahou, kterou ptidéluje centrdlni banka cili
vystupu ().

e Budeme na chvili ignorovat ndhodné Soky e a v, rovnovaha — viz obrazek
10.2.

e Rovnice (10.6) pro optimalni volbu instrumentu Am je zde zobrazena pro
e = 0 jako pfimka OP (pro optimdlni politiku). Sklon této pfimky je
s*a/(1 + s*a) < 1 (tj. méné nez 45°), s prusetikem sak/(1 + s?a) > 0
na vertikalni ose.

e Rist o¢ekavané miry inflace vyzaduje, aby CB zvysila aktudlni inflaci o
stejné mnoZstvi, aby dosdhla téhoZz efektu na vystup. Tato akce zvySuje

87



Am

or

* €

™ ™

Obrazek 10.2: Rovnovazna inflace pti diskreci (kvadratickd verze)

naklady spojené s inflaci, CB povazuje za optimalni zvySit inflaci méné
oproti ristu ocekdvané inflace 7°, tj. sklon pfimky OP je mensi nez 1.
Kladny prisecik primky OP s vertikdlni osou odrazi fakt, ze pokud 7¢ =
0, je optimalni politikou centrdlni banky nastavit pozitivni miru inflace.

e V rovnovaze 7¢ = m, t]. na ptimce 45°.

e ZvySeni k, miry distorze vystupu, posunuje piimku OP nahoru a vede

k vySsi rovnovazné mite inflace.

e Rist parametru s, tj. dopadu inflaniho prekvapeni na redlny vystup, ma
dva efekty. Jednak zvySuje sklon pfimky OP; zvySeni efektu inflacniho
prekvapeni na vystup zvySuje mezni zisk centralni banky z vétsi inflace.

Ddle také zvySeni dopadu inflacniho prekvapeni na vystup snizuje inflacni
prekvapeni potfebné k tomu, aby se vystup posunul k drovni vy, + k, a
pokud je « velké, prisecik pfimky O P s osou 45° muZe klesnout.

Cistym efektem ze zvySeni parametru s je zvySeni rovnovazné miry inflace
— viz rovnice (10.7), kterd ukazuje, Ze rovnovdznd mira inflace pokud

e = 0 je rovna sak, coZ je vyraz rostouci v s.

e Koeficient u nabidkového Soku e v rovnici (10.7) je zaporny. Tedy pozi-
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tivni nabidkovy Sok vede ke sniZeni rlistu penézni nabidky a inflace, coz
znamena sniZzeni dopadu Soku e na vystup (koeficient u e v rovnici vystupu
(10.4) bude 1/(1 + s%a), coz je mensi nez 1). Cim v&t3i je vdha pfifazena
cili vystupu «, tim mensi bude dopad Soku e na vystup.

Pouzije-li se vyrazu (10.7), ztratova funkce centralni banky pii diskreci je

g |1 1 2 1 s 2
V:§oz = a e+ sv—Kk +§ sak — 5 2 e+ vl .

(10.8)

Nepodminéna stfedni hodnota této ztraty je rovna

1 1 2 2 2%k
EWVY = —aE{< ) &2 + %% + 2 4 c 2$kv}+

2 1+ s2a 1+s2a 1+ s2a
1 s2o2e? 2sawve 25202ke
—E 2 2k2 2 o= 2 k . .

i {sa v Jr(14—5204)2+ T I 20T 1+ 5%

BE(VY) = L ;024_920274,&2 +1 32a2k2+02+i02
2 (1+82a)2 € v 2 v (1—f—$2a)2 e

Tedy celkem:

1 1
E(Vd) = 504(1 + s2a)k? + 3 [(1 +a82a> ol + (1 + 5204)031 : (10.9)

kde symbol o2 oznacduje rozptyl.

10.4.2 Pravidlo

e Centralni banka je schopnd zavazat se piredem k politickému pravidlu drive,
nez se utvori soukroma ocekavani.

e Monetarni autorita chce reagovat na nabidkovy Sok e.
e Monetéarni pravidlo bude tvaru

AmS = bo + ble
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e Substituci tohoto vyrazu do kvadratické ztratové funkce se dostane:

1 1
vwz§qua+m+e—kf+§wm+me+m2 (10.10)

e CB se zavaze k urCitym hodnotdm parametrt by a b; pfed zformovanim

inflacnich oCekdvani a pred realizaci Soku e.

e Parametry by a by jsou vybrany tak, aby minimalizovaly o¢ekdavanou stfedni
hodnotu ztratové funkce:

E(bo+ble):() < bp=0

E (88‘19/ ) = E{a[s(bie + v) + e — k]se + b1’} =
1

= F{(as*hie* + as’ev + ase® — aske + bye*} =
as
1+ s’

= E{bhi(1+ sa) +as]} =0 & b = —

Tedy optimalni politika se zdvazkem:

sq
1+ s2«

Am® =0+ bje = (10.11)

Primérna inflace pfi zavazku predem bude nulova (by = 0), ale reakce na Sok
na agregatni nabidku je stejnd, jako pfi diskreci (viz vyraz (10.7)). Ocekavana
sttedni hodnota ztratové funkce pti zdvazku je:
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E(VY = E{%a[s(ble +v) +e—k]*+ %(ble +0)%} = B(K) + E(L)

g -

K I
1
E(K) = §@E{(Sb16 +sv+e—k)’} =

1
= §aE{32b%e2 + 520 + e® + k* 4 2sbie?} +

1
+ 504E{252blev — 2sbiek + 2sve — 2svk — 2ek} =
N ST ST S B VR e
= 2ak + 508 o; + o (asbi + a + 2sha)
I R Lo 1,
E(L) = 2E{ble +v* 4 2bjev} = 2b106 + —o,,
1 1 1
E(VY = 50&]62 + 503(1 + s*a) + 502[6?(1 + s%a) + a + 2sbja] =
1 1 1, [s%a® + a+ s?a® + 2sa(—sa)
= L0k 4 to2(1 4 2 L9
5 +20v( + 5 oz)+2ae 1+ s%)
Tedy celkem:
E[Ve] = 1ozk2 + ! c o2+ (1+ s*a)o? (10.12)
2 2 |\1+s%a/) ¢ v .

coz je ostfe mensi, neZ ztrata pii diskreci. Z porovnani vyrazia (10.9) a (10.12)
je vidét, Ze ndklad diskrece je roven (sak)?/2, coZ je prosté ztrata odpovidajici
nenulové mife inflace.

10.5 Problém nekonzistence

e Infla¢ni tlaky, které vznikaji pri diskreci, se objevuji ze dvou divoda. Za
prvé, centralni banka ma podnét dé€lat inflaci, pokud jsou nastavena oce-
kavani soukromého sektoru. Za druhé, centralni banka neni schopna se
predem zavazat k nulové primérné mife inflace pravé kvili problému
dynamické nekonzistence. Proto se dilezitym prvkem stava kredibilita
monetarni autority.
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e Pokud CB oznami, Ze bude nulovd mira inflace a vefejnost tomu uvérdi, tj.
¢ = 0, potom je optimalni politika jina nez ta, ktera byla ozndmena (= dy-
namickd nekonzistence), protoze ze vztahu (10.5) je jasné, Ze optimdlni
politikou pro centralni banku bude zahrnout nastaveni Am > 0 a primérna
mira inflace bude kladna.

Ozndmeni centrdlni banky se tedy nebude véfit. Centralni banka se nemiize
vérohodné zavazat k politice s nulovou inflaci, protoze pti takové politice
(tj. pokud 7 = 7 = 0), je mezni ndklad z malého zvySeni inflace roven
8%72 /O =7 = 0, zatimco mezn{ zisk je s > 0 pfi linedrni formulaci
cilové funkce, nebo sak > 0 pfi kvadratické formulaci.

Protoze mezni zisk prevySuje mezni ndklad, centralni banka ma podnét ne-
dodrzet sviij zavazek. Spolecnost je v horsi situaci pri vysledku u diskre¢ni
politiky, protoZe zaziva kladnou primérnou miru inflace bez systematické-
ho zlepSeni vystupu.

e Pred analyzou dynamické nekonzistence F. E. Kydlanda a E. C. Prescotta
ekonomové debatovali, zda md byt monetarni politika fizena podle jed-
noduchého pravidla, jakym je napt. Friedmanovo pravidlo k-procentniho
ristu nomindlni nabidky penéz, nebo zda by centralni banky mély mit
moznost reagovat diskrecné. Je-li optimalni sledovani jednoduchého pra-
vidla, pri diskreci 1ze vzdy vybrat takové pravidlo??? Tedy vypada to, ze
pri diskreci se ,,nic nepokazi a néco se muze vylepsit”. Ale jak ukazuje
vySe uvedeny Barro-Gordontiv model, pii diskreci 1ze skute¢né ,,pokazit”;
omezeni flexibility monetarni politiky miiZe vyustit k lepSimu vysledku.

e Predpokladejme, Ze je CB pfinucena nastavit Am = 0. To zabranuje in-
flacnim tlakim, ale také zamezuje centralni bance zabyvat se stabilizacni
politikou. S kvadratickou ztrdtovou funkci danou formulaci (10.2) je po-
tom ocekavana ztrata pii tomto politickém pravidle rovna

sa(o? + k) + 3(1+ s*a)o?.
Porovname tento vyraz s vyrazem pro nepodminénou ofekavanou ztratu
pfi diskreci £(V?) danym rovnici (10.9).
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1 2 o 1 aog 1 2 2 1 2 2 1 2
504(1—1—5 a)k +§m+5(1+8 a)o, > 504(ae+k)+§(1+s a)o
<~
32a2k2+ak2+05+32&03+%02 > ao’+ak? + o2 + s*ao?
s2q
-
2 279 o 2 2
s‘a’k®+ ———o. > ao
14 s2a € €
~
s*a’k? > J—Z(Oé—i—sQon—oz)
1+ s2«

Z vyse uvedeného odvozeni je patrné, Ze pravidlo nulového rlistu bude pre-
ferovano, pokud

2.2
(%) 0% < (sak)?. (10.13)

e Leva strana rovnice (10.13) méfi zisky z diskrecni stabilizacni politiky,
prava strana méfi naklad inflacnich tlak, které se objevuji pii diskreci.

Ayl

e Je-li druhd zminénda veliCina vétsi, oCekavand ztrata bude nizsi, pokud
je centrdlni banka pfinucena sledovat pravidlo fixni miry ristu penéZni
zasoby.

e Zda vyusti v lepsi vysledek politiky sledovani jednoduchého pravidla, kte-
ré omezuje schopnost centralni banky reagovat na nové okolnosti, nebo po-
voleni diskrece, ktera generuje primérné inflacni tlaky, je oteviena otazka.

e Tento model také pomdhd zvyraznit ulohu kredibility monetarni autority
tim, Ze ilustruje, pro¢ se sliblim centrdlni banky o snizeni inflace nemusi
VETit.

10.6 Pohled teorie her

e Pro jednoduchost uvazme, ze CB miiZe zvolit jen dvé mozné miry inflace,
a ze verejnost jednu z téchto dvou moznosti ocekava. Vysledek, ktery
odvodime, 1ze zobecnit na moZnost libovolné volby.
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e Inflace, a tedy i inflacni ofekavani, nabyvaji hodnot z mnoziny {0, 7 }.
Jsou tedy Ctyfi mozné kombinace skute¢né a oCekdavané inflace, které mo-
hou nastat. Uzitek z kazdé situace pro vladu a pro agenty popisuje nésle-
dujici tabulka.

Agenti CB

T=20 T =T
=0 U =0, 0r=0 | U%=1,0r=-1
m¢=m | UP=—1UP=—-1|U“%=—05 Ur=0

e Jedna se vlastn€ o bimaticovou hru.

e V kazdém kole domacnosti voli fadek a CB sloupec, dosdhnou pfi tom
uzitku zapsaného v jejich matici v prisluSném fadku a sloupci.

e Nyni nalezneme rovnovaznou situaci nasi hry, kterd je vlastné modelem
nekooperativniho vedeni MP, tj. ptipad diskrece s pomoci matic P a C'B.

P (Y e (L)

e Ocekava-li domacnost nulovou inflaci (voli 1. fadek), je pro CB nejvyhod-

vvvvvv

e Ocekava-li domécnost inflaci 7 (voli 2. fadek), je pro CB nejvyhodné;jsi
privodit inflaci m = 7 (Cervené), tj. 2 sloupec.

e Pokud CB nastavi nulovou inflaci (voli 1. sloupec), je pro agenty nejlepsi
oCekavat nulovou inflaci (fialové) —tj. 1. fadek, ale nejdena se o rovnovazny
bod, tj. neni to tzv. bod Nashovy rovnovahy, protoze pro CB by pak bylo
optimalni nastaveni nenulové inflace.

e Pokud CB nastavi inflaci 7; (voli 2. sloupec), je pro agenty nejlepsi oCekavat
inflaci m; (zelené), tj. voli 2 fadek. Protoze nejlepsi reakce CB na tuto
situaci je nastavit inflaci na 71, jednd se o jedinou rovnovaznou situaci,
kdy dochézi ke zbyteCnému vzniku nenulové miry inflace, protoze se CB a
agenti neumi domluvit. Pokud by se domluvit mohli a hraliby 7 = 7€ = 0,
byli by na tom Iépe.
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11. Monetarni politika — dynamicky model

11.1 Model ekonomiky

e Model vSeobecné dynamické rovnovahy s docasnymi nomindlnimi rigidi-

tami = MP ovliviiuje v kratkém obdobi redlnou ekonomiku.

e Rovnice agregatniho chovéni se odvozuji z optimalizace domécnosti a
firem. Nebudeme uvazovat investice a kapitdlovou akumulaci, coz neovliv-
fuje Zadné kvalitativni zavéry.

e Soucasné chovini zalezi jak na soucasné politice, tak na oCekdvaném bu-
doucim pribéhu MP.

e 1; je mezera vystupu, tj rozdil mezi skuteCnou produkci a jeji potencialni
trovnil. m, je mira inflace v Case t, 7; je kratkodoba nomindlni Grokova
sazba, kazda z proménnych je obdobné vyjadiena jako odchylka od dlou-
hodobého trendu. F; znacéi oCekavani zaloZené na informaci dosazitelné
v Case t; g; je poptavkovy Sok, v; Sok nabidkovy; ¢, A, B, u, p, a jsou
parametry; u, p € (0,1).

Poptdvkovd strana ekonomiky

e Vpredhledici kiivka IS (11.1). Lze ji odvodit logaritmickou linearizaci
spotfebni Eulerovy rovnice vychdzejici z optimédlniho rozhodnuti domac-
nosti o usporach.

vy = —o(iy — Eymn) + Bie + g (I1.1)
g = Hg—1+ G (11.2)

"Potencidlni produkci rozumime vystup, ktery by byl dosaZen, kdyby mzdy a ceny byly dokonale pruzné.
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e Inverzni vztah mezery vystupu a realné urokové sazby, dale pozitivni vztah

mezi soucasnou a o¢ekdvanou produkci.

e Pfi vySSich urokovych sazbach jsou uveéry drazsi, tedy spotieba i investice
klesaji a celkové realizovand produkce klesa. Naopak ocekavani priznivého
budouciho vyvoje (tj. rist produkce) vede k sou¢asnému riistu produkce.

Iterujeme-li rovnici (11.1) dopfedu, pak pfi oznaCeni hy = —@(iy — FEymiyiq)
plati:
vy = h+ Exga+ g
Eixiy = Ether + BBz + Egra
Eixryo = Ethiyo + EiErotiys + Eigrio

Do vyrazu pro x; nyni dosadime za vyraz pro F;x;. 1, do kterého jsme pred-
tim dosadili za vyraz pro F;x;. o, atd. Potom:

vy = hy + gt + Eiher + g + Eihiyo + Evgrio + - -

Tedy po nekone¢né sumaci:

oo

T = By Z[—W(itﬂ — Tes14g) + Gerg] ¢ - (11.3)
=0

e Mezera vystupu nezavisi jenom na soucasné realné urokové mite a pop-
tavkovém Soku, ale také na ofekdvaném budoucim vyvoji téchto dvou
proménnych.

Nabidkova strana ekonomiky

e Vpredhledici Phillipsova kiivka (11.4), vztah mezi nomindlnimi a redlnymi
veli¢inami. Odvodi se z kolisajiciho nastaveni cen v duchu G. Calva.?

T = Art+ BT + v (11.4)

vy = pug_1 + Uy, (11.5)

2Calvo, G.: Staggered Prices in a Utility Maximizing Framework. Journal of Monetary Economics 12, 1983.
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e Porzitivni vztah mezi soucCasnou inflaci a produkci, a také mezi souCasnou
a o¢ekdvanou inflaci.

e Vyrobci jsou schopni vyrobit vice, ale jsou ochotni to délat pouze za vySsi
ceny. Vyssi oCekavand inflace je zakomponovana do smluv a zvySuje sou-

¢asnou miru inflace.

Obdobné jako vyse budeme iterovat rovnici (11.4) doptedu:
T = A+ SEma + v

Eimi = Edxg + EBE 9 + B
Eimio = Edvi + EBEomqs + Evo

Do vyrazu pro 7; nyni dosadime za vyraz pro E;m;1, do kterého jsme ob-
dobné jako vyse dosadili za E;m; 9, atd. Potom:

Tt — )\ZL’t + v + ﬁ(EtAl'H_l —+ EtUH—l) + ﬂ2(Et)\£IZ’t+2 + Etvt+2) + ...
Tedy po nekonecné sumaci:

T = Ey Z B (AT + Vi) (11.6)

i=0
e Inflace zavisi zcela na soucasnych a ocekavanych budoucich ekonomickych
podminkéch (Zadna setrvacnost ¢i zpozdéna zavislost v inflaci).

e Proménnd z,,; zachycuje pohyby v meznich nakladech spojené s kolisanim
prebytecné poptavky. Sok v;.; zachycuje jiné (napt. niakladové) vlivy, které
mohou ovlivnit oekavané mezni niklady.

Ndstroj a cil politiky
e Naistrojem MP bude kratkodoba nomindlni drokové sazba.

e Nomindalni cenové rigidity = MP ovliviiuje v kratkém obdobi prabéh real-

nych velicin.
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e (Cilova funkce CB
1 >
b {XO: 3 (o, + m?m} — min (11.7)

kde parametr « je relativni vdha pfifazend odchylkdm vystupu.

11.2 Optimalni ménova politika bez zavazku

e CB voli z; a m;, aby maximalizovala cil (11.7) pfi dané€ rovnici inflace
(11.4). Pak, podminéno optimdlnimi hodnotami z; a 7, urCuje hodnotu
urokové sazby i; z rovnice (11.1).

e CB bere ocekavani soukromého sektoru pii feSeni optimalizacniho problé-

mu za dand, protoZe je nemuiZe ovlivnit.

Kazdou periodu tedy CB vybere z; a m;, aby minimalizovala

1
5(049«"? +72) + F, (11.8)

za podminky
Tt — )\ZE’t—l—ft, (119)

kde F, = %Et {Z ﬁi(axfﬂ- + wfﬂ-)}, fi = BEmi1 + uy, pricemz F; a f;
i=1

povazuje centralni banka za dané.

Lagrangean:
1
L= 5(045[,'? + 7Tt2) + Ft + ,u(ﬂ't — Axt — ft)
Podminky optimality:

oL oL
— =ary—\u=0=>\u=axy; —=m+pu=0=pu=—-m
Tt Tt

Celkem podminka optimality:

T = —2m (11.10)
8}
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e CB sleduje politiku ,,opirdni se o vitr”. Kdykoli je inflace nad cilem, omezi
CB poptavku zvySenim urokové sazby a naopak, kdyz je inflace pod cilem.
Reakce CB zéleZi pozitivné na zisku ze sniZeni inflace na jednotku ztraty
vystupu (\) a inverzné na relativni vaze pridélené ztratdim vystupu (o).

Redukovany tvar vyrazi pro x; a 7;: staci zkombinovat podminku optimality
(11.10) s rovnici agregatni nabidky (11.4) a s rovnici o¢ekdvani inflace.

Tt = —ﬁm, Eimip = pme = m = A\vy + BEym + vy = —%27& + Bpm + vy
m(a+ A —afBp) = avy = m = m = aquy, T = —gm = —gaqvt
Tj.:

Ty = —Aquy (11.11)

T = aqu, (11.12)
kde

B 1
=Nl -5p)

Optimdlni politika (reakcni funkce centralni banky) pro urokovou sazbu se
najde dosazenim piisluSné hodnoty x; do kiivky IS (11.1). Z vyrazu (11.1)
plyne:

1 = —éa}t + By + éEtxtJrl + égt a dale
Ty = _gﬂ-t’ Etﬂ-t—i—l = PT¢, tedy
i = %Wt + P+ éﬁEt(—gﬂm) + égt
= égt + pr (1 + p%a - ;7/\@) = égt + Ve Eimig.
Tedy celkem:
. 1
it = Yo EiTi + ;gt (11.13)
kde . \
=14 LRy
poa

Eimig = pmy

99



e Reakcni funkce CB (11.13) se skldda ze 2 Casti — jednak je to reakce na
inflaCni o¢ekdvani a ddle protismérna reakce na poptavkovy Sok.

e Pii optimalni politice v reakci na riist ocekdvané inflace by se mély nomi-
nalni sazby zvysit dostatecné, aby se zvysily redlné sazby. Tj. pt1 optimal-
nim pravidle pro nominalni tirokovou miru by mél koeficient u ocekdvané
inflace prevysit jednicku. Kdykoli je inflace nad cilem, optimélni politika
pozaduje zvySeni redlnych sazeb, aby se omezila agregatni poptavka.

e Je-li pritomna ndklady tlaCena inflace, pak existuje kratkodoba substituce
mezi inflaci a vystupem.

e Obrazek zachycuje hranici moznosti politiky — jak se méni smérodatné
odchylky vystupu a inflace (o, a o) pfi optimdlni politice s preferencemi
CB ().

Obrazek 11.1: Hranice moznosti politiky

e Hranici definuji rovnice (11.11) a (11.12). Body napravo od hranice jsou
nedostatecné vykonné, body nalevo jsou nedosazitelné. Podél hranice ex-
istuje substituce.

e S rostoucim « (indikujicim relativné vétsi preference na stabilitu vystupu)
generuje optimalni politika nizs8i standardni odchylku vystupu, ale za cenu
vys$i volatility inflace.
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Krajni pripady jsou:

. . )\Ut — 13 (% J— 012)
(lylif(l) var ($t> = cl)élif(l)var <—m> = Clylg(l) var (X) v
tm var () = lim var (g ) = 0
lim var (z;) = lim var (—%) =0
0_2
lim var (m;) = lim var (%) = lim var (1%» = A=f
Tedy celkem:
a—0: o,=2% 5,.=0 (11.14)
A
Oy
a—o0: 0,=0; o= , (11.15)
1—Bp

kde o, je smérodatna odchylka nakladového Soku.
e Substituce se objevuje jenom pii inflaci tlacené naklady.

e Pokud pohani inflaci ndkladové faktory, je mozné snizit inflaci v kratké
dobé€ omezenim poptavky.

e Pokud o, = 0, zadna substituce neexistuje a inflace zavisi jen na souCasné
a budouci poptavce. Nastavenim trokovych sazeb pro z; = 0 pro vSechnat,
je CB schopna trefit zaroven inflacni cil a cil pro vystup po celou dobu.

e V obecném pripadé s a > 0, o, > 0, se jedna o pozvolnou konvergenci
inflace zpét k cili. Z rovnic (11.12) a (11.5) pfi optimélni politice se obdrzi
vztah (11.16), protoze 0 < p < 1. V tomto formalnim smyslu optimalni
politika zakotvuje cilovani inflace.

lim E{m .} = lim agp’v; = 0. (11.16)

e Podminky pro extrémni inflacni cilovani jsou vidét ze vztaht (11.14) a
(11.15). Kdyz o, = 0 (neni ndklady tlacena inflace), je optimdlni poli-
tika okamzitého trefeni inflacniho cile bez ohledu na preference. Protoze
v tomto piipadé nedochazi k Zadné substituci, neni nikdy ndkladné snazit

se o minimalizaci variability inflace.
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e Jak vztah (11.14) ukazuje, je optimalni pro minimalizaci variance inflace
pokud o = 0, 1 za pfitomnosti ndklady tlacené inflace. Obecné je optimalni
postupna konvergence k inflaénimu cili.

11.3 Problém infla¢nich tlaku

Uvazme nyni cilovou funkci tvaru:
{Zﬂ Ty — +7Tt2+i]} — min (11.17)

Lagrangean:

L= _%[a(l't k) + 7]+ Fi 4 p(m — A — fy),
kde F, = {i[ (ops — k)? + 7rt2+2-]} a f; = Eymyq +uy, piicemz Fy a f;
povazuje CB za dané.

Podminky prvniho fadu:

g—ft:—oa(a:t—k;)—,u)\:Oéu)\:—ozxt—Fak
gf —m+p=0 = [ = T
Podminka optimality:
xf:—iﬁf-i—k (11.18)
Q
e Mira inflace bude v tomto piipadé rovna 7} = —Sx + $k, coz je pravé o

kladny Clen $£ vice nez v piipadg, kdy se CB nesnazila vytlacovat vystup
nad jeho potencidlni uroven.

e Resenim tohoto problému miiZe byt jmenovani guvernéra CB, ktery piidéli
vyssi relativni naklady inflaci nez spolecnost jako celek, snizuje zbytecné
inflacni tlaky, ke kterym dochézi pii diskreci pokud £ > 0.
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e Teorie x praxe? Inflace se ve vétSiné zemi OECD nyni jevi pod kon-
trolou i1 pres absenci néjakych zfejmych institucionalnich zmén. Rada zemi

prevzala za feSeni jmenovani guvernéra s ,,odporem” k inflaci?

11.4 Optimalni ménova politika se zavazkem

CB uz nebere oCekavani soukromého sektoru za dana, jeji volba politiky tato
ocekavani urCuje. Cilem je:

1 N
3 {3 ettt | i
za podminky kiivky agregatni nabidky tvaru

Tipi = Ay + BEA T4} + v Vi=0,...,00

kde
Vtri = PUtri1 + € Vi=0,...,00
Lagrangean:
1 =
L= §Et Z ﬁl[(axfﬂ + 7T152+¢) =+ (I)t+i(7rt+i — ATy — Byg14i — Ut+z')] 5

=0
(11.19)

kde ®;,; je multiplikdtor spojeny s omezenim na ¢as t + ¢, pfi¢emz pro zjed-
noduseni vypoctu zafixujeme parametr § = 1. Vypocet extrému rozdélime na
dvé casti, nejprve pro ¢ = 0, pak pro obecné ¢ > 1.

a): = 0:
20z — A0 =0, 2m + P4 = 0 = 2amy = APy, 21 = Q4 = 2 = _gﬂt

b) ¢ > 1: Suma v Lagrangianu obsahuje tyto ¢leny vyznamné z hlediska opti-

malizace pro cast + 1: (I)t—&—i—l(ﬂ-t—i—i—l — >\l’t+@_1 — Ttaq — utﬂ-_l),

2 2
(I)t+z'(7Tt+z' — ATy — Tpy14i — ut—H’) a (Cmtﬂ- + 7Tt+i)-
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Z podminek optimality plyne:

20z — APy = 0
2 + Ppyy — P = 0.

Tj. Mei = =2 (Proi— Pusic1), Tryi = 2 Ppsy Togio1 = 5-Pyyi1, 2 EehoZ plyne
vztah x4 — 2451 = %(@Hi - ‘I)t+i—1) = —ﬁﬂm-
Tedy celkem:
a)i=1,2,3,...
A
Liti — Lti—1 = _aﬂ-t—i-i (11.20)
b)i=0
A
Ty = ——Ty (11.21)
o

e Optimalni politika se zavazkem vyuziva schopnosti centrdlni banky ovliv-
nit inflaci 1 pomoci ocekavanych budoucich hodnot relevantnich velicin.

e Optimalni politika se zavazkem, na rozdil od politiky diskre¢ni, pozaduje
urovnavani zmény v mezefe vystupu jako odpovéd na inflaci. Tj. zdvazek
méni ,,pomérové” pravidlo pro x; pri diskreci, na pravidlo rozdilové, jak
ukazuje porovnani rovnic (11.10) a (11.20).

e V tvodni periodé (tj. t) centrdlni banka prizptisobuje z; v reakci na 7,
jako by sledovala optimélni pravidlo pii diskreci, ale pouze v této pe-
riod€. Pokud by centrdlni banka mohla reoptimalizovat v Case t+, vybrala
by stejnou politiku, kterou implementovala v Case t (dynamickd nekonzis-
tence).

e Urcitou komplikaci predstavuje skutecnost, ze pravidlo tirokové miry miize
mit nezddouci vedlejsi efekty. Zkombinuji-li se rovnice (11.20) a (11.1),
obdrzi se optimalni pravidlo urokové miry (11.22):
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A . 1 1
o Tt+1 = Tt41 — Lt it = Eimig + oIt + E(Etxt—i-l - ilft), tedy

. A 1
i = (1 — @) Eymi + ;gt (11.22)

Koeficient u o¢ekdvané inflace je mensi nez 1. Pii tomto pravidle vede riist
ocekavané inflace k rtistu nomindlni drokové miry, ale k poklesu realné
urokové sazby, tj. nomindlni sazby se nezvySi dostateCné, aby doslo ke
zvyseni sazeb realnych. Tedy CB misto aby ekonomiku utlumila, zptisobuje
jeji dalsi rast, to znamenda dalsi rist produkce i inflace. Ale agenti védi,
jakého pravidla se CB drzi, mlize tudiz byt cili dosazeno s menSimi ztra-

tami.

11.5 Praktické komplikace

11.5.1 Nedokonala informace

e V praxi neni CB schopna zjistit v€as vSechny potiebné informace o stavu

ekonomiky.

e Urcitou dobu trvd, nez se data sesbiraji a zpracuji; odebirani vzorki je
nedokonalé; nékteré kliCové proménné jako potencidlni produkt nejsou

primo pozorovatelné a jsou ziejmé méteny s velkou chybou.

e Pravidla mohou byt tedy vyjadrena pouze v terminech pfislusnych pred-
povédi. Alternativou je uZiti mezicile, ktery je pfimo pozorovatelny.

e UzZ neni jedno, co bude instrumentem MP.

11.5.2 Transmisni zpozdéni

e Rada studii ukazuje zpozdéni 6 az 9 mésicli v efektu zmény tdrokovych

sazeb na vystup, na inflaci asi rok a pul.
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e Informace o dopadu soucasné MP na inflaci je dosazitelnd pouze s velkym
zpozdénim, coz zpusobuje, Ze je nemozné kontrolovat provadéni politiky.
Tento problém je mozné &dste¢né obejit zaméfenim se na predpovéd in-
flace. Pfedpovéd je okamzit€ dostupnd a poskytuje rychly zplsob pro
posouzeni pribéhu politiky, ale pro vytvoreni spravné predpoveédi musi
mit CB dobry strukturalni model ekonomiky.

11.5.3 Volba instrumentu
e urokovd sazba X penézni agregit??
e Necht je poptdvka po bankovnich rezervich dédna jako
my — pr = KYp — N + Uy, (11.23)
kde p; je cenova uroven a u, je nahodny Sok v poptavce po penézich m;.

e Je-li Sok u; perfektné pozorovatelny, pak je jedno, zda se pouzije jako
instrument politiky 7; nebo m;. Pokud ale Sok u; neni pozorovatelny, uz to
neni jedno. Je-li intrumentem trokova mira, necha CB pfizptsobit penézni
zasobu Soku v poptavce po penézich. Nedochazi k zadnému dopadu Soku
v poptavce po penézich na vystup nebo inflaci, protoze je centralni banka
dokonale akomoduje. P¥i cilovani penéz je opak pravdou. Urokové sazba
a vystup se uzpusobuji, aby se vy¢istil trh penéz.

11.5.4 Vyhlazovani arokovych mér

e Optimalni politika pfedpovida vice proménlivé trajektorie tirokovych mér,

nez je pozorovano v praxi.

e Tvirci politiky to nejsou ochotni akceptovat v praxi = vyhlazovani dro-
kovych mér (smoothing).

e Nasledujici pravidlo MP zachycuje celkem dobre poslednich dvacet let:

it = (1 — p)(a+ By + yay) + pir—1 + &, (11.24)
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kde « je konstanta interpretovatelna jako ustdleny stav nominalni urokové
miry a p € (0,1) je parametr, ktery odrazi stupenn zpozdéné zavislosti

v urokové mire.

e Odhady parametru p pro Ctvrtletni data jsou typicky kolem 0.8 — 0.9, coz
ukazuje na velmi pomalé urovnani v praxi. Existujici teorie nevysvétlu-
je, proC by méla centralni banka upravit urokové miry takto pomalym
zpusobem.

11.5.5 Oportunisticky pristup

e Je-li inflace vySe nez cil, ale blizko optimu, politika by neméla omezit
agregitni poptavku. Radéji by méla zvolit tzv. oportunisticky pristup, tj.
méla by pockat, az by dosazeni inflacniho cile mohlo byt dosazeno s co

nejmensimi ndklady v terminech sniZeni vystupu.

e Je mozné vysvétlit oportunistickou politiku malou dpravou cilové funkce
politiky. Pfedpokladejme, Ze se tvirci politiky staraji pomérné dost o malé
odchylky vystupu od cile, alespon relativné k malym odchylkam inflace.
Prikladem cilové funkce zachycujici tento jev je:

1 =
B {ZO B (20 44| + wfﬂ-)} — min (11.25)

Pfi této cilové funkci pfejde podminka optimality v:
o

A

(07

=0 & |myl < )

; |m| = = jinak. (11.26)
e Tedy pokud je inflace v koridoru § jednotek od infla¢niho cile, je optimalni
politikou stabilizace vystupu. Politika by mé€la drzet inflaci nanejvys § jed-
notek od cile a pak pockat na priznivé nabidkové Soky, které ji posunou

blize k cili (pfiznivé pohyby v nakladovém Soku v;).

e Vlastné ,cilovani inflaéni zony”.
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11.6 Formalni zapis modelu

Stavovy zapis modelu:
xy = Axy_1 + Buy

kde x; je vektor stavl v Case t, u; je vektor vsupt, A a B jsou matice koefi-
cienti. My mdme model tvaru:

xt = Apxr + A11—1 + Boue
tj.
([ — Ao)wt = Aliﬂt_l + B()’U,t

Pokud existuje uvedend inverze, pak:

Ty = (I — Ao)_lALCBt_l +£I — A())_lBgut

-

Vv

A B
Nas model (diskrece):
vy = —p(it — Bym) + B + g
T = Av + BEim + v
) 1
i = Yabym + ;gt

9t = Hgi—1+ Gt

UV = pPU-1 +@t (1127)
(11.28)
kde . A
Ve =1+ (—p >1, Eymy = pmy
ppa
Tedy
Tt
T Eixiq
stavy: xy = | vstupy:  up = Jt
gt U
Ut

108



0 pp —p 10 00000 100
AN Bp 0 01 00000 000
A= 0%mp 0 2 0|A=]00000]|B=]|000
0 0 0 00 0000 010
0 0 0 00 0000 p 001

Matice Ay, A; a By nesou veskerou informaci o modelu. Na jejich zdklad¢
se miZeme pokusit model odhadnout vhodnou odhadovou metodou.

11.6.1 Ukazka zadani a odhadu modelu v Matlabu

Viz predvedené m-files a obrazky.

11.7 CvicCeni

Priklad 11.1. M¢&jme Phillipsovu kfivku tvaru: u = u * +y(7¢ — 7), kde u je
mira nezaméstnanosti, ©* je pfirozena mira nezaméstnanosti, 7° jsou inflacni
oCekavani, 7 je skuteCna mira inflace. Myslite, ze vlady preferuji Phillipsovy
kfivky s mensSim nebo spis s vétSim ?
Priklad 11.2. Predpokladejme ztratovou funkci CB ve tvaru

V = —¢u® — 7?

Vv

kiivku jako vysSe tvaru:
u=u"+y(r—m)
a) Predpokladejme, Ze inflacni oCekavani jiz byla zformovana na urovni 7°.

Naleznéte optimalni volbu miry inflace 7 pro CB.

b) Pro fixni infla¢ni o¢ekavani naleznéte odpovidajici miru nezaméstnanosti

Uup-.

c) Nyni predpokladejme, ze soukromy sektor zna optimalizacni problém CB 1
velikost parametru ¢. Naleznéte miru inflace 7y, pfi niZ se skute¢nd inflace

a inflaéni oCekdvani rovnaji. Jaka je odpovidajici mira nezaméstnanosti?

109



d) Zili byste rad&ji v zemi s niz§im nebo s vy3sim ¢?

Priklad 11.3. Nyni se podivame na vzajemnou interakci soukromého sektoru a
CB v Case. Predpoklddejme Phillipsovu kfivku ve tvaru:

w=u"+y(m—m) Vt=0,1,...,00

CB zna vztah popsany Phillipsovou kiivkou, ale soukromy sektor ne.
Preference CB jsou tvaru:

Vt:—u?—ﬂf Vi=0,1,...,00
Ocekavani inflace soukromého sektoru se formuji adaptivné:
T =m-1 Vt=0,1,...,00
Piepokladejme, Ze 7 = 0.

a) Predpolkiddejme, Ze CB bere oCekavani soukromého sektoru jako dana.
Naleznéte miru inflace 7} (7} ), kterda dava optimum cilové funkce.

b) Nastavi-li CB inflaci m; = 7} (77 ), jak se bude vyvijet inflace v zdvislosti
na jeji minulé hodnotg?

c) Jak se vyviji trajektorie inflace a nezaméstnanosti v ¢ase? Konverguji nékam
nebo se naopak vyviji explozivné?

Priklad 11.4. V Matlabu odhadnéte jednotlivé rovnice soustavy (11.27). Disku-
tujte vysledky (velikost parametré, nékteré charakteristiky...) Cim mohou byt
zjisténé problémy/nesrovnalosti zpisobeny?
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12. Racionalni ocekavani

12.1 Princip racionalnich oc¢ekavani

Necht proménnd II; zna¢i ofekdvanou hodnotu néjaké veli¢iny pro Cas ¢ na
zékladé& informaci dosazitelnych v Case ¢. Podobné& nechf proménnd IT;, znadi
ocekavanou hodnotu néjaké veliiny pro Cas ¢ + k na zdklad¢ informaci dosazi-
telnych v Case t. Predpoklddejme, Ze souCasna hodnota veliiny zavisi urcitou
mérou (a) na své ocekavané hodnoté v pfistim obdobi a na né¢jakém exogennim

vlivu Y; linearné:

Ht == OéHH_l + }/t (121)

Tuto diferen¢ni rovnici mizZeme rozepsat pro vSechna obdobi ¢t +1,¢ 4+ 2. ..

az do oo:

Iy = allie + Yy
1o = allyys + Yigo

Vyraz na pravé strané rovnice pro II;, ; dosadime vZdy do rovnice pfedchozi
(zp€tna iterace). Provedeme-li to nekonecné¢ mnohokrat, dostaneme II; jako
nasledujici nekone¢nou sumu:

I, = lim (0" + Vi + aYiyy + -+ a"Vip) (122)

n—oo
Pokud vyvoj veliCiny II; nijak neomezime, nemusi byt uvedend limita ko-
necnd a systém exploduje. Pokud je parametr « stabilni, tj. pokud o € (—1, 1),
dostaneme nekone¢né mnoho stabilnich feseni. Abychom dostali jediné stabilni

reSeni, musi byt zaroven splnény dvé podminky:
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e ac(—1,1)
e II; ,, neroste nade vSechny meze

Vyse uvedené podminky zajistuji, Ze II;,, neexploduje, ale v limit& konver-
guje k nule:

lim o"Il;;, =0

n—oo

Rovnice (12.2) se tedy zjednodusi na:
II; = Z OékY%H«
k=0

Prikladem takového vpredhlediciho linedrntho modelu je napt. Phillipsova
kfivka nasledujiciho tvaru:

T = akymi + U, (12.3)

kde 7; je mira inflace v Case ¢, « je parametr, Fym1 = F(m1|Q:) jsou
podminéna ocekavéani miry inflace v Case ¢t + 1 pfi znalosti vSech relevantnich

informaci dostupnych v Case t.

12.2 Reseni linearnich modelt s RE

12.2.1 Prevod modelu
Rovnice v modelu prevedeme do nasledujiciho tvaru:
AEtZCH_l = Bl’t + CEt, (124)

kde A, B jsou matice koeficientl pfislusejicich vektoru z;, a x;, C' je matice
koeficientli exogenni slozky e.

Priklad 12.1. Rovnici ve tvaru
= am_1 + BEm + & (12.5)

chceme prevést do podoby rovnice (12.4). Vektor z; tedy bude obsahovat slozky

T Tt—1
Eixi = T =
Tt+1 Tt

T¢—1 A T, tedy



Mezi jednotlivymi sloZkami téchto vektorti je vztah (horni index oznacuje, o
ktery prvek ve vektoru x; se jedna).

Bl = 2 (12.6)
Rovnici (12.5) mizeme prepsat jako
2)

2 = oz + BELY, + € (12.7)

Ptepis rovnice (12.4) se bude skladat z rovnice (12.7) a déle z rovnice (12.6)
popisujici vazbu mezi jednotlivymi sloZkami vektort x; a x;,, tedy maticové

lze psat:
[ 0 -3 ] Etxgl [ a —1 ] :Cgl) [ 1 } 3
I 0 Etxgl 0 1 x§2> 0

coz je v puvodnich veli¢inach

HEa R (R bE

Prvky vektoru z;, které v Case t zndme, nazveme predeterminovanymi. Ty,

které nezndme nazveme nepredeterminovanymi.

12.2.2 Rozklad a transformace

Daile se budeme zabyvat pouze pifipadem, kdy matice A je regularni. Provedeme
nckolik uprav rovnice (12.4).

AEt.’L'H_l = th + CEt
Etxt—H = A_lBZE't + A_lcﬁt
E,x11 = Ba, + Ce, (12.8)

kde B=A"1BaC = A"1C.

Déle pro matici B najdeme rozklad
p=prvp!
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kde matice V' je Ctvercova diagondlni matice, obsahujici na hlavni diagonale

vlastni Cisla. Matice P obsahuje ve sloupcich vlastni vektory. Pro matici V' plati
V =P7'BP.

Pozndmka: Vlastni vektory v dané matice A jsou takové vektory,
které se timto zobrazenim pouze natahuji nebo zkracuji, tj.

Av = M

Cislo )\, které popisuje, jak se vektor zkratil ¢i natdhl, nazyvame
vlastni Cislo. Je-li toto Cislo v absolutni hodnoté mensi nebo rovno
jedné, jedna se o vlastni Cislo stabilni; v opacném ptipade je to vlastni

¢islo nestabilni.

Déle provedeme linearni transformaci vektoru x;
xy = Pz (12.9)

Tedy kazdy prvek vektoru z; obsahuje informaci, ktera ovliviiuje prvek ve
vektoru z;. Tuto transformaci dosadime do rovnice (12.8) >

Eta:tﬂ = B.Tt + éEt
PZt—i—l = BPZt + éﬁt

Zt4l = P_lép zZr + P_léEt
v

Vysledkem je tedy
2ty = VZt + Det,

kde V = P"'BPaD = P 1C.

Abychom dostali jediné feSeni, vyZaduje Blanchard-Kahnova podminka, aby
e pocet predeterminovanych veliin v x = poctu stabilnich vlastnich Cisel
nebo obracené

e pocet nepredeterminovanych veli€in v = = poctu nestabilnich vlastnich

Cisel

3Symbol z;,1 zde oznaCuje oekdvanou hodnotu a je zjednoduSenim zapisu F;z; 1.
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12.2.3 Nestabilni ¢ast

Rovnice modelu preskupime tak, aby v matici V' byla nejdfive sefazena stabilni
vlastni Cisla (Cast matice oznaCend V1) a poté nestabilni (oznaceno V55). Tomu
samozfejmé odpovidaji veli¢iny ve vektoru z. * Obdobné je rozd&lena matice
D. Pro ilustraci poslouZi toto rozepsani

z? Vit 0 Dy
SR KRS R
Soustavu rovnic vyreSime nejprve pro nestabilni ¢4st. RozepiSeme si rovnice
pro nésledujici (dvé) casova obdobi.
Zf—l—l = ‘/QQZ? + D2€t (1210)
Z;L_FQ = ‘/QQZ;L_H + D2€t+1 (1211)
Z rovnice (12.10) si vyjadiime z;'. Obdobné z rovnice (12.11) vyjadiime 2/, ;
a dosadime do rovnice (12.10). Vysledkem je poté rovnice (12.12)
o = Vi 2 = Vi ' Doy
21 = Vo' 20 — Vo' Daerin
2 = Vi 2o — Vg  Daeri1 — Vg Doy (12.12)

Pokud vySe naznaCeny postup budeme aplikovat nekonecné mnohokrat, do-
jdeme k nasledujicimu vysledku:

= (Ve )2 — D (Vig ) Daery (12.13)
~ k=0

Protoze matice Va9 patii k nestabilni Casti feSeni, ma tedy na diagonale vlastni
&isla vétsi neZ jedna. Tedy jeji inverze V,,' mé na diagondle prevracené hodnoty
matice V5o, tj. Cisla mensi nez jedna. Pokud ji budeme nekonecné mnohokrat
umocnovat, tak tyto hodnoty budou konvergovat k nule. Mizeme tedy psat:

o0

u —1\k+1

2y = — E (Voo )" Daetry
k=0

#Veli¢iny jsou oznacené hornim indexem s jako stable a v jako unstable.
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12.2.4 Stabilni ¢ast

Nyni se miizeme pustit do feseni stabilni (horni) ¢asti vektoru z.
Zf—&-l = th: + D1€t. (1214)

K vyfeSeni této diferenCni rovnice potfebujeme znat pocateCni podminku,
kterou ziskdme nasledujicim zplisobem. Vektor x; miZeme rozdélit na nasledu-

jici slozky (predeterminovand a nepredeterminovand Cést):
pred.
Ly

unpred.
Q?t P

Tt —

Protoze x; = Pz; mliZeme soustavu rovnic pro nazornost napsat jako

s pred.

unpred.
x,""

Matice P ma tuto strukturu

P11 P2 ]
P p—
[ Pa1 Py

Horni Cast soustavy miZeme rozepsat

s w __ _pred.
Pllzt + Plgzt =T

. oo v -, . d v , 0 v v 7
kde 2} jsme jiz vypocitali, 1" v Case ¢ zndme. Snadno pak miZeme dopocitat

S
25

s __ p—1y pred. u
z; = Pp (xt _P12Zt)

Tento vysledek dosadime do rovnice (12.14) a iteraci ziskdme celou trajektorii
zt1 1. Kone€né feseni soustavy pak dostaneme zpétnou transformaci

xt:Pzt

12.2.5 BK podminka

Pokud by Blanchard-Kahnova podminka nebyla splnéna, mtizou nastat dva piipady
s témito dusledky:
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1. Pocet nestabilnich vlastnich Cisel > pocet nepredeterminovanych proménnych

= soustava nema ani jedno stabilni feSeni

2. Pocet stabilnich vlastnich Cisel > pocet predeterminovanych proménnych

= soustava ma nekonec¢né€ mnoho stabilnich reseni

12.3 Cviceni

Priklad 12.2. Namodelujte racionalni o¢ekavani v nasedujicim modelu:

Yt
Tt
Tt

it

ayi—1 + Bre + wy
YT—1 + (1 — ’}/)Etﬂt+1 + 5yt + Xt
it — Etﬂ-t—l—l

Ay + KBy + &

y; je mezera vystupu, m; mira inflace, 7; nomindlni drokovd mira, r; redlna

urokova mira; «, 3, 7, 9, A, k jsou parametry; wy, X, & jsou ndhodné slozZky.

e Vytvorte soubor zadani . m, ktery bude obsahovat hodnoty vSech parametrt,

defini¢ni matice modelu A, B a C' a vektor predeterminovanych radki.

e Dile vytvorte funkci mat ice . m, kterd ze zadaného modelu vypocte vSech-

ny informace (matice, vlastni ¢isla) nutné pro vypocet raciondlnich oceka-

vani.

e Vytvoite funkci reseni . m, kterd raciondlni oCekavani vyresi.

e Tyto m-files postupné volejte souborem priklad.m a vykreslete priitbéh

impulsnich odezev pfi neocekdvaném Soku (tj. v ¢ = 0) poptavkovém,

nabidkovém i monetérnim; totéZ proved te pro ofekdvany Sok v ¢ = 4.
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Neocekavany poptavkovy sok

L T T T T
| —— vystup
)5E inflace i
—#— urokova mira
or %
)5 | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
cas
Neocekavany nabidkovy sok
2 T T T T T T
%
o e k¢ ——F——F——F——F——F————*
-2 | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
cas
Neocekavany monetarni sok
)5 T T T T
!
of- e ———— %
)5 | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

cas

Obrazek 12.1: Reakce ekonomiky na neocekdvany poptavkovy, nabidkovy a monetarni Sok

Ocekavany poptavkovy sok v t=4
T T T T

L.5
—*— vystup
1 inflace -
—#— urokova mira
5
).5 —
o ® * * = + * + e e
I I
14 16 18
" " " e ”
I I
14 16 18
).5 T T T T
03 * # - - = -+ -+ *
5
)5 I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Obrazek 12.2: Reakce ekonomiky na ocekavané Soky v Case t=4
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13. Metody odhadu

13.1 Odhad parametru

e Klasicky pristup: parametry modelu jsou povazovéany za deterministické
a konstantni v Case. Pouziva se napr. MNC nebo MMV, obg davaji pro
linearni modely ,,p€kné” vysledky.

e Bayesovsky pristup: Parametry jsou povazovany za v ¢ase promeénlivé né-
hodné proménné. Model se tedy stava dynamickym systémem. Pokud je
linearni, vysledky jsou opét pékné a algoritmus, ktery 1ze pouzit k odhadu,
se nazyva Kalmaniv filtr. Pokud systém neni linearni, 1ze ho odhadnout
pomoci rozsifeného Kalmanova filtru, ktery se pouZije na linearizovany

tvar systému. Alternativni metodou je napr. pouziti Bootstrap filtru.

13.2 Metoda nejmensich ¢tvercu

Linearni regresni model (LRM) vysvétluje chovani ndhodné veliiny y pomoci
nahodnych veliCin x; tak, Ze predpoklada linedrni zavislost na paramterech, tj.:

Yt = by + D124y + bomyo + ... 4 Dpxsr + Uy t=1,...,n (13.1)
Yy  — vysvétlovana proménna v Case t (endogenni)
Ty —i-td vysvétlujici proménnd v Case ¢ (exogenni)
(n —nahodna slozka v Case t
b — -ty parametr
n — pocet pozorovani

k + 1 — poCet parametrt
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Maticovy zapis LRM:

y=X-b+u (13.2)
y — vektor pozorovani
X — matice planu
b - vektor parametr
kde
Y1 R R A7 U
L bo
= S
b,
Yn I wpr oo g Un

Metoda nejmensich ctvercii dava takovy odhad b vektoru parametri b, aby byl
minimalizovan soucet ¢tvercd chyb (rezidui), tj.

SSE = ¢/ =¢€e=(y—9)(y—9)— min (13.3)
t=1

Odhad b vektoru parametrd b metodou nejmensich &tverci (MNC)
(Tento odhad lze odvodit z tzv. normalnich rovnic, coz jsou derivace kriteria
SSFE podle vsech parametrti poloZené rovny nule.)

b=(X'X)"'X'y (13.4)
Vyrovnané hodnoty y vektoru vy (tj. ten nas odhad)
§=Xb (13.5)

Rezidua neboli chyba vyrovnani, tj. rozdil mezi skute¢nymi a vyrovnanymi
hodnotami

e=yYy—1Y (13.6)
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Predpoklady pro pouziti MNC
1) ndhodna slozka («) musi mit normalni rozdéleni
2) BE(us)) =0, t=1...,n
3) D(u;) = 02, t = 1...,n (homoskedasticita)

4) néhodné slozky rtiznych obdobi jsou vzdjemné nekorelované (nulova ko-
variance), tj. F(u; - uryp) =0, p# 0, t =1...,n tedy

o2 ... 0
3)+4) & var(u) = E(u'u) = o*- I, =
0 ... o2
5) vysvétlujici proménné nejsou ndhodné (jsou nestochastické), tj.

E(X'u)=0
6) vysvétlujici proménné jsou navzdjem nezavislé a jejich pocet je mensi nez
pocet pozorovani, tj. h(X) =k +1<n

13.3 Metoda maximalni vérohodnosti

e Méjme ndhodny vybér X = (X3,...,X,,) z rozd€leni o hustoté f(x, ),
kde 6 = (04, ...,0,), 8 € O (vektor parametrt).
o f(x,0)=1]] f(x;,0),t]. simultdlni hustota je v ptipad€ ndhodného vybéru
i=1

souc¢inem margindlnich hustot; (v diskrétnim pripadé¢ je to pravdépodob-

nostni funkce).

e Oznatme L(0,X) = f(x,0). Funkci L(6, X) nazveme vérohodnostni
funkce .

e Odhad 0" nazveme maximdlné vérohodnym odhadem 6, jestlize
L0, X)>L(6,X) VOcO

e Pokud existuji 8Lg)éX) = 0, nazyvame je vérohodnostni rovnice (nutna

podminka pro extrém; extrém poznadme podle druhé derivace).
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e Polozime-li In0 = —o0, pak 8* je maximdlné vérohodny odhad, pravé
kdyz
InL(O,X)>InlL(0,X) VOcO

I — () lo-

¢ [(0,X) = InL(6, X) je logaritmicka vérohodnostni funkce, 55

garitmickd vérohodnostni rovnce

¢ [(0,X)=ILO,X)=Inf(X,0)=In]] f(z;,0) => In f(x;,0) =
i=1 i=1
o _ N~ O f(@i0) _
00 ; 96 =0
Priklad 13.1. M&jme nahodny vybér X, ..., X, ~ A(6), tj. ndhodny vybér
z alternativniho rozdéleni o parametru 6. (Napf. ndhodna veli¢ina X; popisuje,
zda i-ty student uspéje u zkousky, ¢ = 1, ..., n. Pokud uspéje, X; = 1; tento
jev nastane s pravdépodobnosti #. Pokud neuspéje, X; = 0; tento jev nastane

s pravdépodobnosti 1 —6.) Naleznéte maximalné vérohodny odhad parametru 6.

o =X

Piiklad 13.2. M&me néhodny vybér X1,..., X,,, X; ~ N(u,0?). (Napf. na-
hodné veli¢ina X; udava hmotnost vybraného studenta v roCniku). Naleznéte
maximalné verohodny odhad pro stfedni hodnotu hmotnosti studenta a pro jeji

rozptyl.
gty

13.4 Kalmanuv filtr

e Kalmanuv filtr je specialnim pfipadem odhadu pro normélné rozlozené
stavy x 1 vystupy y. Normélné rozdélenou ndhodnou veli¢inu plné charak-
terizuje jeji stredni hodnota a rozptyl. Staci tedy po celou dobu vypoctu
sledovat pouze tyto dvé Ciselné charakteristiky.

e Maji-li byt stavy rozloZeny normélné, musi byt prisluSny dynamicky sys-
tém nutné linedrni s gaussovskymi Sumy, coZ je nejvétsi slabina Kalmano-

va filtru.
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13.4.1 Obycejny Kalmanuv filtr

M¢jme linearni diskrétni stochsticky systém (z; je vektor stavi, y; je vektor
vystupnich hodnot, u; je vektor exogennich hodnot, A, B, C' a D jsou matice
koeficientt, v; a w; jsou Sumy):

Tyl — Aa:t + But + Uy (13721)
y = Cuxp+ Duy + wy (13.7b)

spliwjict: o ~ N(po, So)s vy ~ N(0,5,), wy ~ N(0,%,), Evw! = 0,
Exov;f =0 Vi, kde vektor py a matice Xy, >3, 22, jsou zndmé.

Ozna¢me D; data znama v Case t a x;, = x¢| Dy. Pak apriorni estimator
Ty¢—1 @ aposteriorni estimator xy; jsou normalni pro vSechna ¢, tj. plati:

Ljt—1 "~ N(Mt|t—172t|t—1)
Tt ™~ N(Mt|tazt|t)
zyn ~ N(pyn, Sgn)

kde stfedni hodnoty fi¢—1, fuse, g @ variancni matice 1, g, 2gn S€
vypoctou podle vztahd:

poe = -1+ Ki(ye — Cpige1 — Duy) (13.8a)
Yge = U1 — KOy (13.8b)
pisie = Apyr + Buy (13.3¢c)
S = Ay AT+ 35, (13.8d)
Kt = Et“_lCT(CZt‘t_lCT + Ew)_l (1386)
pen = e + Fr(pea v — fegafe) (13.3f)
Syv = Sy — F(Seap — Sea) B (13.82)
F, = DA zt—jl't (13.8h)

Kroku, ve kterém se poCita ju;,1; a 241 Tikdme predikcni krok . Po té, co
ziskdme dodate¢nou aktudlni informaci, miZeme spoCist i, a Yy — filtracni
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krok . Mame-li jiz k dispozici vSechny informace z asut = 1, ..., N, mlizeme
proveést zpétny béh filtru, tzv. smoothing , ve kterém poCitame fuyn a Xy y-

Priklad 13.3. Lod se pohybuje po rovniku vychodnim smérem rychlosti 10
namornich mil za hodinu. Okamzitou rychlost lodi ovliviiuji ndhodné poryvy
vétru a narazy viln. Navigator lodi odhaduje kazdou hodinu zemépisnou délku
lodi [ a rychlost lodi s = dl/dt v mph. V Case ¢t = 0 odhadl navigator polohu
lo = 0 arychlost s = 10. Déle pak zaznamenal tidaje:

cas 1 2 3 4 5 6
poloha | 97 | 19.5” | 29” | 38.4” | 50 | 59.5”

Oznacime-li [;, s; polohu a rychlost lodi v Case ¢, pak je tlohou navigatora
optimalni odhad veli¢in [;, s;. PocateCni odhady miiZzeme modelovat jako ne-
zavislé ndhodné veliCiny s normalnim rozloZenim. Rozptyly odhadi jsou sle-
dovény a jejich odhady jsou Dly = 2, Dsy = 3.

Nejprve popiSeme chovéni systému. Béhem hodiny ¢ se lod pohybuje rychlosti

s¢, takZe jeji poloha se zméni na:
liv1 =1l + s

Rychlost kolisa diky nahodnym vliviim, coZ popiSeme pomoci ndhodné veli¢iny
€y ~ N (O, 1)
St41 = St 1 €

Rozptyl méreni sextantu udavany vyrobcem je >, = 2.

ly

St

S vyuzitim vztahi (13.8a) — (13.8h) odhadnéte optimlani stavy tohoto systému

Stavovy vektor definujeme jako z; =

pomoci Kalmanova filtru.

Ndvod

e Nactéte matice systému a data (A, B, C, D, X, Xy, o, Xz, U, y, ...)
Ho|—1 = 20 E0|—1 = Yy,

o V cyKlu SpoCtete fusjs, gty fhit1)t> 2itt1)t> Ht|Ns 25¢|N
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e Vysledky vykreslete do obrazku: predikce + filtrace + smoothing pro polohu,
totéz pro rychlost; dile vyvoj rozptylu (f+p+s) obou velicin.

e Vytvorte funkci, kterd bude provadét jednotlivé kroky Kalmanova filtru
vCetné smoothingu a priklad upravte tak, aby tuto funkci vyuzival. Vstup-
nimi parametry funkce bude: y, U, A, B, C, D, ¥, ,,, 9 a X,,. Vystupy
budou: fugjss 2ipjts feyifts 2it41)ts He|Ns 23| N-

13.4.2 Rozsifeny Kalmanuv filtr

e Rozsiteny Kalmanav filtr pfedstavuje standardni piistup k odhadu neline-
arnich rekurzivnich systémi.

e Nelinedrni dynamicky systém v kazdém kroku pfibliZzné nahradime jeho
linearizaci. Na tento linearizovany systém pak aplikujeme obycejny Kal-
manuv filtr,

M¢éjme nelinearni dynamicky systém:

Teo1 = f(e,u) + vy (13.92)
Ye = g(x,ue) + wy (13.9b)

s pocate¢ni podminkou xg ~ N (g, Xg). RozsiFeny Kalmaniiv filtr definujeme
jako algoritmus vypoctu nasledujicich estimatoru:

Ltt—1 ~~ N(ﬂﬂt—la Et|t—1)
Tt ~ N(Hﬂt, Em)
zyn ~ N (e, Zojv)
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kde

pee = -1+ Ke(ye — g(pefe—1, ) (13.10a)
S = Bpp1 — KiCilyy (13.10b)
M1t = f(:ut|t7 Uz ) (13.10c¢)
Sip = ASgpdd + 35, (13.10d)
K = X0 (CiS G +2,) 7! (13.10e)
pen = e + Fr(pe v — fesafe) (13.101)
Zt|N = Et|t - Ft(zt+1|t - Et+1|N)FtT (13.10g)
F, = EﬂtATz;jl't (13.10h)

a kde matice A;, C; jsou nasledujici Jakobiany:

0 0
A= a—i(utt) Cr = 5 () (13.11)

13.5 Bootstrap filtr

e Tato metoda predstavuje alternativni metodu odhadu, zeyména pro negaussov-
ské systémy.

e Vizeny bootstrap algoritmus je metodou pro nalezeni optimalniho odhadu
dynamickych systémii. Jeho hlavni sila spociva v jeho obecnosti. Lze ho
aplikovat na jakykoli nelinedrni systém s libovolné rozlozenymi Sumy.

e Je to aplikace metody Monte Carlo pti bayessovské estimaci. Metoda Mon-
te Carlo je zaloZena na tom, Ze informaci o rozloZeni nidhodné veliiny
nese ndhodny vybér z tohoto rozlozeni. Cim je ndhodny vybér delii, tim je
informace presnéjsi.

e Pro ndhodny vektor € £"* mame nahodny vybér (z1,...,x,) délky n,
obsahujici vzorky x; € R"+. Empirickd hustota pravdépodobnosti ziskana
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z ndhodného vybéru je aproximaci skuteCné hustoty pravdépodobnosti na-
hodného vektoru z.

Empirickou hustotu prravdépodobnosti 1ze psat jako:

1 n
pu(w) =~ 0(x =) (13.12)
=1

kde §(z) : R"* — R je tzv. Diracova funkce, definovana jako:

+ for0 <z <h
T _Jn
d(z) = 11113(1) on(x), op(x) = {O iinak (13.13)

Jednotlivym vzorkam pfifadime vahy w; > 0 tak, aby soucet vah dal jednicku.
Empiricka hustota pravdépodobnosti je pak:

pu(x) =) wib(z — ;) (13.14)
i=1
Méjme dynamicky systém:

Ti+1 = f(xt; Ut, Ut)
Yt = g(ﬁaut,wt)

s pocateCnim stavem xy a s empirickou pravdépodobnostni funkci:

Pn() = sz’(ol — 1)é(z — z;(0] = 1))

M¢jme dana data D;. Potom odhady s 1, 2y, T v s empirickou pravdépodnostni
funkeci:

Po(@e-1) = Y wilt|t — 1)o(z — z;(t]t — 1))

1=1

Pn(Tyr) = Zwi(t\t)(?(fv — i(t[t))

palzyn) = Y wilt|N)3(z — x,(t|N))

1=1
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jsou vypocteny vdzenym bootstrap algoritmem, pravé kdyz plati:

wi(tt) = @i (t]t — 1) (13.15)
@i (t[t) = ply(t)|a:(t]t — 1), u(t)) wi(t]t — 1) (13.16)
wi(t]t) = i (¢11) (13.17)

2 i1 Wi ()

zit + 1[t) = Fai(tt), u®)) + vi(t) (13.18)
wilt + 1[t) = w;(¢[t) (13.19)
zi(t|N) = ;(t[t) (13.20)

Wi(t|N) = w;(t|t) ij(t + 1|N) p(z;(t + 1|N)|z;(t|N),u(t)) (13.21)

j=1

wi(t|N) = Z;;(;'j()t’t) (13.22)
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