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1.3 Cvičenı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2. Ekonomika Robinsona Crusoe 9
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2.4 Důchodový a substitučnı́ efekt . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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8.1.1 Náhodná procházka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2
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10.4 Rovnovážná inflace při kvadratické formulaci . . . . . . . . . . 86
10.4.1 Diskrece . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
10.4.2 Pravidlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

10.5 Problém nekonzistence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
10.6 Pohled teorie her . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

11. Monetárnı́ politika – dynamický model 95
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1. Tempa růstu

1.1 Úročenı́

P . . . investovaná částka; R . . . ročnı́ úroková mı́ra

• Jednoduché úročenı́
Vs(n) = P + P ·R · n (1.1)

Vložı́te-li si na dva roky na účet úročený jednoduchým způsobem úročenı́,
s ročnı́ úrokovou mı́rou 4.5% pět tisı́c korun, kolik dostanete za dva roky?

[5450 Kč]

• Složené úročenı́ na konci roku

Va(n) = P · (1 + R)n (1.2)

Vložı́te-li si na dva roky na účet úročený složeným způsobem úročenı́ na
konci roku, s ročnı́ úrokovou mı́rou 4.5% pět tisı́c korun, kolik dostanete za dva
roky? [5460.13 Kč]

• Složené úročenı́ t-krát ročně

Vt(n) = P ·
(

1 +
R

t

)t·n
(1.3)

Vložı́te-li si na dva roky na účet úročený složeným způsobem úročenı́ každý
den (tj. 365 krát za rok), s ročnı́ úrokovou mı́rou 4.5% pět tisı́c korun, kolik
dostanete za dva roky? [5470.84 Kč]
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• Spojité úročenı́

Vc(n) = lim
t→∞

P ·
(

1 +
R

t

)t·n
= P · eR·n (1.4)

Vložı́te-li si na dva roky na účet úročený spojitým způsobem úročenı́, s ročnı́
úrokovou mı́rou 4.5% pět tisı́c korun, kolik dostanete za dva roky? [5470.87 Kč]

1.2 Tempa růstu

Úroková mı́ra = mı́ra růstu hodnoty aktiva. Výše uvedené vztahy tedy platı́ i
pro ostatnı́ ekonomické veličiny, např. HDP, cenovou hladinu apod.

V dané zemi byl HDP v roce 2001 100 mil. USD, v roce 2002 130 mil. USD
a v roce 2003 135 mil. USD. Jakým tempem (jednoduché úročenı́) rostl HDP
z roku 2002 na rok 2003? Jakým tempem rostl HDP z roku 2001 na rok 2003
(složené ročnı́ i spojité úročenı́)? [3.85%; 16.19%, 15%]

Ekonomové často použı́vajı́ spojité mı́ry růstu, protože je to výpočetně jed-
noduché – stačı́ jen odečı́st logaritmy hodnot.

1.3 Cvičenı́

Přı́klad 1.1. Jaká je dennı́ úroková mı́ra, je-li ročnı́ 16.8%?
[0.046%]

Přı́klad 1.2. Váš kamarád je vám ochoten půjčit 1000 USD na týden, když mu
pak vrátı́te o 25 USD vı́ce. O jakou anualizovanou úrokovou mı́ru si vlastně
řı́ká? (Rok má 52 týdnů).

[130%]

Přı́klad 1.3. V jednotlivých čtvrtletı́ch let 2003 a 2004 nabýval index CPI v jisté
zemi postupně následujı́cı́ch hodnot: 155.7, 156.7,157.8,158.6, 160.0, 160.3,
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161.2, 161.3. Jaké je tempo růstu CPI mezi 2. čtvrtletı́m (Q2) roku 2003 a 3.
čtvrtletı́m (Q3) roku 2003? (Užijte spojitého úročenı́, svoji odpověd’ anualizuj-
te).

[2.798%]

Přı́klad 1.4. Na základě dat z předchozı́ho přı́kladu spočtěte mı́ru růstu CPI
v prvnı́ch čtyřech uvedených čtvrtletı́ch. (Použijte spojité mı́ry růstu, odpověd’

neanualizujte). Ukažte, že suma těchto čtyřech měr je stejná jako mı́ra růstu (při
spojitém úročenı́) z Q1 2003 na Q1 2004.

[0.64%, 0.7%, 0.51%, 0.88%; 2.72%]

Přı́klad 1.5. Předpokládejme, že v prvnı́ch padesáti letech tohoto tisı́ciletı́ po-
roste reálný výstup USA dvouprocentnı́m tempem. Jak dlouho by při tomto
tempu (při složeném ročnı́m a při spojitém úročenı́) trvalo, než by se reálný
výstup zdvojnásobil?

[34.66let; 35 let]

Přı́klad 1.6. Jednoho dne investujete 10000 USD s úrokem 6.5% skládaným
ročně. Kdy nejdřı́ve bude mı́t investice hodnotu 15000 USD? Odpověd’ vyjá-
dřete jako počet let a dnı́. (Úrok přibývá každý den, ale úročenı́ je ročnı́).⇒DÚ
do 5. 10. 2007

Přı́klad 1.7. Předpokládejme, že ročně zmizı́ ze země 4.6% pralesů. Za jak
dlouho jich bude jenom polovina? (Použijte ročnı́ úročenı́ a výsledek zaokrouh-
lete).

[15 let]

Přı́klad 1.8. Světová populace čı́tala v roce 1700 zhruba 679 milionů lidı́, v ro-
ce 1800 už 954 milionů lidı́. Jakým ročnı́m tempem rostla populace mezi léty
1700 až 1800? (Použijte spojité úročenı́). Předpokládejme, že lidstvo začalo
Adamem a Evou, a že tempo růstu populace z let 1700 až 1800 bylo stejné i
předtı́m. Ve kterém roce museli být Adam s Evou vyhnáni z ráje? (Jaká v té
době byla populace?) [

3.4 · 10−3%; 4077 B. C.
]
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Přı́klad 1.9. Reálný důchod na hlavu v USA v roce 1984 byl 15400 USD,
v Japonsku 10600 USD. Mezi lety 1965 až 1984 rostl reálný důchod na hlavu
v USA ročnı́m tempem 1.7% (ročnı́ úročenı́), v Japonsku tempem 4.7%. Pokud
tato tempa růstu zůstanou konstantnı́, ve kterém roce budou reálné důchody na
hlavu v obou zemı́ch stejné? (Použijte ročnı́ složené úročenı́). Jaká bude v tomto
roce výše důchodu na hlavu?

[1997; 19124]
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2. Ekonomika Robinsona Crusoe

2.1 Výrobnı́ možnosti

• Crusoe je sám na ostrově

• zajı́má ho spotřeba a volný čas

• vyrábı́ spotřebnı́ statky (např. kokosy) y pomocı́ práce l (část dne, kterou
pracuje), kapitálu k a technologie A

• y = A · f(k, l) tj. ↑ A ⇒↑ y

• f je rostoucı́ funkcı́ k a l, tj. MPK = ∂f
∂k > 0, MPL = ∂f

∂l > 0

• f(0, l) = f(k, 0) = 0 ∀k, ∀l
• např. Cobb-Douglasova produkčnı́ funkce y = A · k1−α · lα, α ∈ 〈0, 1〉

(konstantnı́ výnosy z rozsahu)

• pro zatı́m se nebudeme zabývat kapitálem, tj. řekněme, že je konstantnı́,
např. k = 1

2.2 Preference

Robinson spotřebovává statky c, pracuje zlomek dne l a zbývá mu tedy zlomek
1−l dne volného času. Jeho preference zachycuje užitková funkce u(c, l). S růs-
tem dobrého statku roste i užitek. Např. u(c, l) = ln(c) + ln(1− l).
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2.3 Hledánı́ optima

max
c,l

u(c, l) c ≤ y, y = f(l) tj.

max
c,l

u(c, l) c = f(l)

2.3.1 Řešenı́ dosazenı́m omezenı́ do cı́le

max
l

u[f(l), l] (2.1)

∂

∂l
{u[f(l∗), l∗]} = 0 (2.2)

Položı́me prvnı́ derivaci podle práce rovnu nule a dostaneme optimálnı́ množ-
stvı́ práce l∗, volna = 1− l∗ a spotřeby c∗ = f(l∗).

Přı́klad 2.1. Je dána užitková funkce u(c, l) = ln(c) + ln(1 − l) a produkčnı́
funkce tvaru y = f(l) = A · lα. Nalezněte optimálnı́ hodnoty l∗ a c∗.[

l∗ = α
1+α ; c∗ = A · ( α

1+α)α
]

2.3.2 Řešenı́ s využitı́m Lagrangeových multiplikátorů

max
c,l

u(c, l) f(l)− c = 0

L(c, l, λ) = u(c, l) + λ[f(l)− c] (2.3)

∂L
∂c

= u1(c
∗, l∗)− λ∗ = 0 (2.4a)

∂L
∂l

= u2(c
∗, l∗) + λ∗ · f ′(l∗) = 0 (2.4b)

∂L
∂λ

= f(l∗)− c∗ = 0 (2.4c)

Z rovnic (2.4a) a (2.4b) vyjádřı́me λ a zı́skáme vztah mezi l∗ a c∗, s využitı́m
rovnice (2.4c) pak dopočteme optimálnı́ množstvı́ práce a spotřebu.
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Přı́klad 2.2. Řešte výše uvedený přı́klad s využitı́m Lagrangeovy funkce.[
l∗ = α

1+α ; c∗ = A · ( α
1+α)α

]

2.4 Důchodový a substitučnı́ efekt

Jak se měnı́ optimálnı́ spotřeba, když se měnı́ technologie? Jak se měnı́
optimálnı́ množstvı́ práce, když se měnı́ technologie? (Komparativnı́ statika).
Např. ∂C∗

∂A > 0 znamená ↑ A ⇒ ↑ C.

2.5 Cvičenı́

Přı́klad 2.3. Osamoceného agenta zajı́má jen spotřeba (c) a volný čas (g) v ho-
dinách. Jeho preference popisuje užitková funkce u = ln(c) + ln(g). Pokud se
agent zrovna neválı́, tak pracuje pro sebe nebo pro souseda. Pracuje-li pro sebe
ns hodin, vyprodukuje y = 4·√ns spotřebnı́ch jednotek. Pracuje-li pro souseda,
dostane hodinovou mzdu w ve spotřebnı́ch statcı́ch. Formulujte optimalizačnı́
problém.

Přı́klad 2.4. Předpokádejme, že preference Robinsona jsou popsány užitkovou
funkcı́ tvaru u(c, l) = cγ · (1 − l)1−γ a produkčnı́ funkce je tvaru y = Alα.
Najděte optimálnı́ množstvı́ práce a spotřeby.

11



3. Domácnosti s trhem zbožı́ a obligacı́

• spousta stejných domácnostı́, vezmeme 1 reprezentativnı́

• užitková funkce je v jednotlivých časech separabilnı́ (β je diskontnı́ fak-
tor), tj. U(c1, c2, . . .) = u(c1) + βu(c2) + β2u(c3) + . . .

• yt je exogennı́ důchod (spadne z nebe) v čase t (ve spotřebnı́m zbožı́)

• ct je spotřeba v čase t

• P je cena za 1 jednotku spotřeby

• bt jsou obligace v čase t, (b0 = 0), bt > 0 → věřitel, bt < 0 → dlužnı́k

• R je úroková mı́ra

• v čase t má domácnost k dispozici Pyt + bt−1(1 + R)

• a utratı́ Pct + bt, tedy rozpočtové omezenı́ pro čas t je tvaru

• Pyt + bt−1(1 + R) = Pct + bt

3.1 Model 2 obdobı́

Nejprve se zaměřı́me na chovánı́ reprezentativnı́ domácnosti, posléze na tržnı́
rovnováhu. V této části budeme uvažovat model dvou obdobı́, tj. t = 1, 2. Pre-
ference domácnostı́ lze tedy zapsat jako

U(c1, c2) = u(c1) + βu(c2) (3.1)

Ve druhém obdobı́ nebude domácnost kupovat obligace, protože by jı́ to nic
nepřineslo. Proto b2 = 0 a v modelu zůstane pouze b1.
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Rozpočtové omezenı́ domácnosti v čase t = 1 tedy bude tvaru

Py1 = Pc1 + b1 (3.2)

a v čase t = 2

Py2 + b1(1 + R) = Pc2 (3.3)

Domácnost volı́ takovou spotřebu c1, c2 a držbu obligacı́ b1, aby maximali-
zovala svůj užitek (3.1) při rozpočtových omezenı́ch (3.2) a (3.3).

Tento problém vyřešı́me s využitı́m Lagrangianu.

L = u(c1)+βu(c2)+λ1(Py1−Pc1− b1)+λ2[Py2 + b1(1+R)−Pc2] (3.4)

kde λ1, λ2 jsou 2 Lagrengeovy multiplikátory. Položı́me prvnı́ derivaceL rovny
nule a zı́skáme podmı́nky prvnı́ho řádu pro extrém.

∂L
∂c1

= u′(c∗1) + λ∗1(−P ) = 0 (3.5a)

∂L
∂c2

= βu′(c∗2) + λ∗2(−P ) = 0 (3.5b)

∂L
∂b1

= λ∗1(−1) + λ∗2(1 + R) = 0 (3.5c)

Ze vztahů (3.5a) a (3.5b) plyne

λ∗1 =
u′(c∗1)

P
λ∗2 = β

u′(c∗2)
P

a po dosazenı́ do (3.5c) dostaneme

−u′(c∗1)
P

+ β
u′(c∗2)

P
(1 + R) = 0

neboli
u′(c∗1)
u′(c∗2)

= β(1 + R) (3.6)

Rovnici (3.6) řı́káme Eulerova rovnice. Popisuje vztah mezi meznı́mi užitky
ze spotřeby v obou obdobı́ch. Pro danou funkci u pak nalezeneme optimálnı́
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spotřebu a optimálnı́ množstvı́ obligacı́.

Přı́klad 3.1. Pro preference tvaru u(ct) = ln(ct) nalezněte Eulerovu rovnici a
optimum domácnosti.

Eulerova rovnice je tvaru c∗2
c∗1

= β(1 + R). Spolu s oběma rozpočtovými
omezenı́mi máme 3 rovnice o 3 neznámých, jejichž řešenı́m je:

c∗1 =
y2 + y1(1 + R)

(1 + β)(1 + R)

c∗2 = [y2 + y1(1 + R)]

[
β

1 + β

]

b∗1 = Py1 − P [y2 + y1(1 + R)]

(1 + β)(1 + R)

Nynı́ prozkoumáme, kdy nastává rovnováha trhu. Ekonomika se skládá ze
spousty (N ) identických domácnostı́. Domácnost je bud’to věřitelem (b1 > 0)
nebo dlužnı́kem (b1 < 0). Protože ale předpokládáme, že všechny domácnosti
jsou stejné, tak si bud’ všichni půjčujı́ nebo všichni prostředky poskytujı́. Aby na
trhu úvěru nastala rovnováha, musı́ tedy v rovnováze platit, že celková poptávka
po úvěrech je nulová, tj. nikdo nepůjčuje a nikdo si ani nechce půjčit:

Nb∗1 = 0 (3.7)

Co vlastně rozumı́me rovnováhou? Rozumı́me tı́m řešenı́, při kterém

• všichni účastnı́ci ekonomiky jsou cenovými přı́jemci

• chovajı́ se racionálně

• a všechny trhy jsou vyčištěny

V námi uvažovaném typu ekonomiky vystupuje jednak cena za spotřebu P a
jednak cena za půjčku R. Účastnı́ky ekonomiky je N domácnostı́. Jednak musı́
být v rovnováze trh zbožı́

Nyt = Nc∗t t = 1, 2 (3.8)
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a také trh obligacı́, což je dáno rovnicı́ (3.7).

Za rovnováhu tedy považujeme nastavenı́ takových hodnot P ∗, R∗, c∗1, c∗2 a
b∗1, že platı́:

• při daných cenách P ∗ a R∗ volı́ všechny domácnosti takové c∗1, c∗2 a b∗1, aby
maximalizovaly (3.1) vzhledem k omezenı́m (3.2) a (3.3)

• trh zbožı́ je vyčištěn v každém čase – viz (3.8)

• a trh obligacı́ je též vyčištěn – viz (3.7)

Nejprve se podı́váme na trh úvěru. Množstvı́ nakupovaných obligacı́ závisı́
na úrokové mı́ře. Hledáme takovou úrokovou mı́ru R∗, při které se vyčistı́ trh
obligacı́, tj. takovou, že b∗1(R

∗) = 0. Jelikož pro náš konkrétnı́ přı́klad platı́, že

0 = b∗1(R) = Py1 − P [y2 + y1(1 + R)]

(1 + β)(1 + R)

po drobných úpravách dostaneme pro náš přı́pad následujı́cı́ vztah pro rovnovážnou
úrokovou mı́ru:

R∗ =
y2

βy1
− 1 (3.9)

Rovnovážná úroková mı́ra závisı́ na důchodech domácnostı́ a na jejich netrpělivosti
(β). Provedeme-li komparativnı́ statiku při změně důchodu y2, dostaneme

∂R∗

∂y2
=

1

βy1
> 0

tedy při zvýšenı́ důchodu v druhém obdobı́ se zvyšuje i rovnovážná úroková
mı́ra (snaha o vyhlazovánı́ spotřeby – v prvnı́m obdobı́ investujı́ méně, úroková
mı́ra tedy roste).

Je důležité, že v našem modelu hraje roli pouze relativnı́ změna důchodů.
Pokud se oba důchody zdvojnásobı́, s rovnovážnou úrokovou mı́rou se nic nes-
tane. Pokud ekonomiku postihne dočasný šok takový, že y1 klesne o 10% a y2 se
nezměnı́, pak dle komparativnı́ statiky musı́ úroková mı́ra vzrůst. Dočasný ne-
gativnı́ důchodový šok tedy zvyšuje úrokovou mı́ru. Jedná-li se o permanentnı́
šok, tj. y1 i y2 klesnou např. o 10%, pak se úroková mı́ra neměnı́.
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Druhou důležitou rovnovážnou cenou je cena spotřeby P ∗. Tato proměnná
nevystupuje ve vztazı́ch pro c∗1 a c∗2. Ve vztahu pro obligace sice vystupuje, ale
po vloženı́ rovnovážné podmı́nky b∗1 = 0 také mizı́. Je to proto, že s růstem
cen má domácnost vyššı́ důchod, ale platı́ také vı́ce za spotřebu, takže žádná
reálná změna nenastává. Existuje tedy nekonečně mnoho rovnovážných situacı́,
protože rovnovážná cena P ∗ může být jakákoli.

3.2 ”Nekonečný” model

Výše uvedený model dvou obdobı́ rozšı́řı́me na model nekonečně mnoha
obdobı́. Užitková funkce domácnosti je nynı́ tvaru

U(c1, c2, . . .) = u(c1) + βu(c2) + β2u(c3) + . . .

V každém čase je rozpočtové omezenı́ domácnosti tvaru:

Pyt + bt−1(1 + R) = Pct + bt ∀t = 1, 2, . . .

V každém čase se domácnost rozhoduje, kolik spotřebuje a kolik pořı́dı́ obli-
gacı́, jejı́m cı́lem je tedy:

max
{ct,bt}∞t=1

∞∑
t=1

βt−1u(ct)

za podmı́nek

Pyt + bt−1(1 + R) = Pct + bt ∀t = 1, 2, . . .

Lagrangeova funkce je tedy tvaru

L =
∞∑
t=1

βt−1u(ct) +
∞∑
t=1

λt[Pyt + bt−1(1 + R)− Pct − bt]

Podmı́nky optimality pro čas t jsou tedy tvaru:

∂L
∂ct

= βt−1u′(c∗t ) + λ∗t (−P ) = 0 (3.10a)

∂L
∂bt

= λ∗t (−1) + λ∗t+1(1 + R) = 0 (3.10b)

16



Z rovnice (3.10b) plyne, že

λ∗t
λ∗t+1

= 1 + R (3.11)

Přepı́šeme-li podmı́nku optimality pro spotřebu dostaneme

βt−1u′(c∗t ) = λ∗tP

Tuto rovnici posuneme o krok dopředu, tj. t Ã t + 1

βtu′(c∗t+1) = λ∗t+1P

Podělı́me-li poslednı́ dvě uvedené rovnice, dostaneme

u′(c∗t )
βu′(c∗t+1)

=
λ∗t

λ∗t+1

a po dosazenı́ vztahu (3.11) máme

u′(c∗t )
u′(ct+1)∗

= β(1 + R)

Tato Eulerova rovnice je stejná jako ta odvozená u modelu dvou obdobı́. Je
to proto, že domácnoct čelı́ stejnému mezičasovému rozhodovánı́.

3.3 Cvičenı́

Přı́klad 3.2. Uvažujme model dvou obdobı́ uvedený v části 3.1. Předpokládejme
užitek ve tvaru u(ct) =

√
ct. Určte Eulerovu rovnici. Nalezněte optimálnı́ spot-

řebu a optimálnı́ množstvı́ obligacı́. Stanovte rovnovážnou úrokovou mı́ru. Vy-
šetřete dopad trvalého negativnı́ho důchodového šoku (v obou obdobı́ch o stej-
nou částku) reprezentativnı́ domácnosti na vývoj rovnovážné úrokové mı́ry.
Jaký je rozdı́l oproti řešenı́ výše řešeného přı́kladu s preferencemi tvaru u(ct) =

ln(ct)?

Přı́klad 3.3. Vyjděte ze vztahu pro rovnovážnou úrokovou mı́ru v modelu dvou
obdobı́ (3.9). Jak se změnı́ úroková mı́ra, pokud se domácnost stane vı́ce netrpě-
livou? (Proved’te komparativnı́ statiku). Dále určete, jak se změnı́ rovnovážná
úroková mı́ra, pokud domácnost postihne dočasný negativnı́ důchodový šok
v prvnı́m obdobı́. (Proved’te komparativnı́ statiku).
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Přı́klad 3.4. Mařenka žije dvě obdobı́. V každé periodě odněkud dostane spo-
třebnı́ statky: e1 v prvnı́ periodě, e2 ve druhé. Nemusı́ tedy pracovat. Jejı́ pre-
ference jsou tvaru u(c1, c2) = ln(c1) + β ln(c2). V prvnı́m obdobı́ je schopna
uspořit s statků. Protože úspory špatně skladuje, napadnou jı́ je krysy a v dalšı́m
obdobı́ jı́ z nich zůstane pouze (1− δ)s.

Zapište Mařenčin optimalizačnı́ problém. Vyřešte Mařenčin optimalizačnı́
problém (tj. nalezněte optimálnı́ volbu při daném e1, e2, β a δ). Jak se změnı́
Mařenčino rozhodnutı́ (spořit a spotřebovávat), pokud se jı́ podařı́ snı́žit škody
napáchané krysami? (Proved’te komparativnı́ statiku). ⇒DÚ do 12. 10. 2005

Přı́klad 3.5. Jenı́ček žije 5 obdobı́ a vlastnı́ jedlý strom. Přišel na svět v čase
t = 0, kdy měl strom velikost x0. Necht’ Ct je jeho spotřeba v čase t. Pokud snı́
v čase t celý strom, pak ct = xt a nezbyde mu nic na dny budoucı́.

Pokud ho nesnı́ celý, pak zbytek roste tempem α mezi jednotlivými ob-
dobı́mi. Zlomek stromu, který Jenı́ček uspořı́ v čase t je st.

Jenı́čka zajı́má pouze spotřeba, jeho preference jsou tvaru U =
4∑

t=0
βt ln(ct).

Jeho strom je jeho jediným zdrojem. Zapište Jenı́čkův optimalizačnı́ problém.
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4. Trh práce

Nejprve se budeme zabývat modelem jednoho obdobı́, potom dále rozvineme
model dvou obdobı́ z předchozı́ kapitoly.

4.1 Rovnováha trhu práce

Ekonomiku tvořı́ spousta identických domácnostı́. Každá domácnost vlastnı́
farmu, na nı́ž zaměstnává pracovnı́ky produkujı́cı́ spotřebnı́ statky. Každá do-
mácnost také nabı́zı́ vlastnı́ práci ostatnı́m farmářům, za což dostává mzdu w ve
spotřebnı́ch statcı́ch. Tuto mzdu bere jako danou. Domácnost nepracuje na své
vlastnı́ farmě (což nemá žádné zásadnı́ dopady).

Prvnı́m cı́lem domácnosti je maximalizovat zisk farmy. Výstup farmy je dán
produkčnı́ funkcı́ f(ld), kde ld je množstvı́ zaměstnané práce. Jediným výdajem
jsou mzdové náklady. Tedy zisk farmy je π = f(ld)−wld. Podmı́nka optimality
prvnı́ho řádu je tvaru:

∂π

∂ld
= f ′(l∗d)− w = 0 ⇒ w = f ′(l∗d)

Domácnost tedy najı́má práci, dokud se meznı́ produkt práce nesrovná s tržnı́
mzdou.

Dále se domácnost rozhoduje, jak moc bude pracovat na ostatnı́ch farmách
a kolik bude spotřebovávat. Jejı́ preference popisuje u(c, ls), kde c je spotřeba a
ls je množstvı́ nabı́zené práce. Rozpočtové omezenı́ je tvaru π∗+wls = c. Tedy
Lagrangean a podmı́nky optimality jsou následujı́cı́:

L = u(c, ls) + λ(π∗ + wls − c)
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∂L
∂c

= u1(c
∗, l∗s)− λ = 0 (4.1a)

∂L
∂ls

= u2(c
∗, l∗s) + λw = 0 (4.1b)

odkud dostáváme

− u2(c
∗, l∗s)

u1(c∗, l∗s)
= w (4.2)

Domácnost tedy nabı́zı́ práci, dokud se meznı́ mı́ra substituce práce a spotřeby
nesrovná se mzdou. Pro dané funkce u a f vyřešı́me optimálnı́ volbu l∗d, l∗s a w∗.

Přı́klad 4.1. Nalezněte optimum domácnosti s preferencemi tvaru u(c, l) =

ln(c) + ln(1− l) a s produkčnı́ funkcı́ tvaru f(l) = Alα.

a) l∗d =?

b) π∗ =?

c) l∗s =?

d) w∗ =?

e) l∗s = l∗d =?

f) komparativnı́ statika, např. ∂w∗
∂A , ∂l∗s

∂w∗ ,
∂l∗d
∂w∗

4.2 Mezičasová volba práce

Dále rozvineme model dvou obdobı́ z předchozı́ kapitoly. Jediným rozdı́lem
bude to, že důchod domácnosti už nebude exogennı́ veličinou, ale domácnost jej
bude produkovat: yt = f(lt). Optimalizačnı́ problém domácnosti je tedy tvaru:

max
c1,c2,l1,l2,b1

{u(c1, l1) + βu(c2, l2)}

Pf(l1) = Pc1 + b1

Pf(l2) + b1(1 + R) = Pc2
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Přı́slušný Lagrangean a podmı́nky optimality jsou tedy náseldujı́cı́:

L = u(c1, l1)+βu(c2, l2)+λ1[Pf(l1)−Pc1−b1]+λ2[Pf(l2)+b1(1+R)−Pc2]

∂L
∂c1

= u1(c
∗
1, l

∗
1)− λ∗1P = 0 (4.3a)

∂L
∂c2

= βu1(c
∗
2, l

∗
2)− λ∗2P = 0 (4.3b)

∂L
∂l1

= u2(c
∗
1, l

∗
1) + λ∗1Pf ′(l∗1) = 0 (4.3c)

∂L
∂l2

= βu2(c
∗
2, l

∗
2) + λ∗2Pf ′(l∗2) = 0 (4.3d)

∂L
∂b1

= −λ∗1 + λ∗2(1 + R) = 0 (4.3e)

Z prvnı́ch dvou rovnic, a posléze z poslednı́ch dvou rovnic, vyjádřı́me λ∗1 a
λ∗2 a dosadı́me do poslednı́ rovnice. Výsledkem jsou následujı́cı́ dvě Eulerovy
rovnice:

u1(c
∗
1, l

∗
1)

u1(c∗2, l
∗
2)

= β(1 + R)

u2(c
∗
1, l

∗
1)

u2(c∗2, l
∗
2)

= β(1 + R)
f ′(l∗1)
f ′(l∗2)

Přı́klad 4.2. Nalezněte optimum domácnosti s preferencemi tvaru u(c, l) =

ln(c) + ln(1− l) a s produkčnı́ funkcı́ tvaru f(l) = Alα.

4.3 Cvičenı́

Přı́klad 4.3. V ekonomice je 1100 domácnostı́. 400 z nich je typu a, 700 je typu
b. Domácnosti poptávajı́ lad resp. lbd jednotek práce v hodinách, nabı́zejı́ las resp.
lbs jednotek práce. Domácnosti najı́majı́ zaměstnance na vlastnı́ farmu, samy
pracujı́ na ostatnı́ch farmách. V ekonomice je mzda w. Preference domácnostı́
jsou tvaru: u(c, l) = ln(c)+ln(24− l). Produkčnı́ funkce u typu a je: ya =

√
lad,

u typu b: yb = 2
√

lbd.
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a) Nalezněte optimálnı́ množstvı́ poptávané práce la∗d a lb∗d jako funkce mzdy
w.

b) Vypočtěte zisk farmáře typu a i b jakožto funkci mzdy w, označte jej π∗a

resp. π∗b.

c) Užijte rozpočtového omezenı́ farmářů typu a i b a určete optimálnı́ množstvı́
nabı́zené práce la∗s a lb∗s jako funkce mzdy w.

d) Určete agregátnı́ nabı́dku práce a agregátnı́ poptávku po práci (jsou součtem
jednotlivých nabı́dek, resp. poptávek všech domácnostı́) jako funkce dané
mzdy w. Nazvěte je L∗s resp. L∗d.

e) Na základě agregátnı́ nabı́dky práce a agregátnı́ poptávky po práci určete
rovnovážnou mzdu w∗.

Přı́klad 4.4. V ekonomice je spousta stejných domácnostı́. Každá domácnost
má firmu, která využı́vá kapitál k a práci ld, aby vyprodukovala výstup y. Pro-
dukčnı́ funkce je tvaru: y = Ak3/10(ld)

7/10. Zásoba kapitálu je fixnı́. Domácnost
najı́má práci ld, domácnost může také pracovat ls hodin, v ekonomice je mzda
w. Preference domácnosti jsou tvaru u(c, ls) =

√
c
√

1− ls

a) Určete optimálnı́ množstvı́ poptávané práce l∗d jako funkci kapitálu k a
mzdy w.

b) Vypočtěte zisk domácnosti π∗.

c) Formulujte optimalizačnı́ problém domácnosti při daných preferencı́ch.

d) Odvod’te optimálnı́ nabı́dku práce l∗s .

e) Určete rovnovážnou mzdu w∗.

f) Jak se měnı́ rovnovážná mzda, když se měnı́ dostupné množstvı́ kapitálu?
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5. Hospodářský cyklus

5.1 Šoky a šı́řı́cı́ mechanismus

Hospodářský cyklus – opakujı́cı́ se fluktuace reálného HDP v čase.

Šoky

• Technologický šok

• Počası́ a přı́rodnı́ katastrofy

• Monetárnı́ šok

• Politický šok

• Změna vkusu

Jsou dostatečné pro vysvětlenı́ hospodářského cyklu? (Např. v USA spadl
reálný HDP o 2.8% mezi řı́jnem 1981 a 1982).

Šı́řı́cı́ mechanismy

• Mezičasová substituce

• Nepružné ceny (sticky prices)

• Frikce ve finančnı́m sektoru
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Dvě skupiny modelů

• hospodářský cyklus = selhánı́ ekonomického systému, přı́činy: finančnı́
krize, strnulé ceny, technologické šoky, monetárnı́ šoky

• hospodářský cyklus = optimálnı́ reakce ekonomiky na šoky, hlavnı́ přı́čina
fluktuacı́ technologické šoky (real business cycle models)

”velké” krize × ”normálnı́” cykly ???

5.2 Model reálného hospodářského cyklu

• model se spotřebiteli žijı́cı́mi pouze dvě obdobı́ (postačı́ pro objasněnı́
základnı́ch myšlenek teorie cyklu)

• řada překrývajı́cı́ch se generacı́

• pracujı́ v prvnı́m obdobı́, kdy jsou mladı́

• ve druhém obdobı́ jsou stařı́ a žijı́ z úspor

• hornı́ index označuje rok narozenı́ spotřebitele, dolnı́ index současný rok

• užitková funkce
u(ct

t, c
t
t+1) = ln(ct

t) + ln(ct
t+1)

• mladý člověk nabı́zı́ jednu jednotku práce a dostává mzdu wt

• rozpočtové omezenı́ mladého pracovnı́ka (kt . . . úspory)

ct
t + kt = wt

• důchodce půjčuje úspory kt firmám, firma je použije jako kapitál a vyplácı́
rentu rt+1, δ procent kapitálu se opotřebuje

• rozpočtové omezenı́ důchdce

ct
t+1 = (1− δ + rt+1)kt
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Optimalizačnı́ problém domácnosti:

max
ct
t,c

t
t+1,kt

{ln(ct
t) + ln(ct

t+1)} :

ct
t + kt = wt

ct
t+1 = (1− δ + rt+1)kt

Po dosazenı́ omezenı́ do užitkové funkce

max
kt

{ln(wt − kt) + ln((1− δ + rt+1)kt)}

Podmı́nka optimality

∂

∂kt
= − 1

wt − kt
+

1− δ + rt+1

(1− δ + rt+1)kt
= 0

odkud
kt =

wt

2
(5.1)

Bez ohledu na budoucı́ výnos kapitálu bude mladý spotřebitel spořit polovinu
mzdy.

• konkurenčnı́ firma vyrábı́ výstup s kapitálem kt−1 a pracı́ lt

• práce je nabı́zena mladým spotřebitelem, kapitál starým

• produkčnı́ funkce s konstantnı́mi výnosy z rozsahu (Cobb-Douglas):

f(lt, kt−1) = Atl
α
t k1−α

t−1

Maximalizačnı́ problém firmy v čase t:

max
lt,kt−1

{
Atl

α
t k1−α

t−1 − wtlt − rtkt−1
}

Podmı́nky prvnı́ho řádu:

∂

∂lt
= Atαlα−1

t k1−α
t−1 − wt = 0

∂

∂kt−1
= At(1− α)lαt k−α

t−1 − rt = 0
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Po dosazenı́ lt = 1

wt = Atαk1−α
t−1 (5.3a)

rt = At(1− α)k−α
t−1 (5.3b)

Mzda je úměrná parametru produktivity At ⇒ mzdy jsou procyklické.

Podmı́nky vyčištěnı́ trhů zbožı́, práce a kapitálu.

• Trh práce: lt = 1

• Trh kapitálu: implicitně zahrnuto

• Trh zbožı́:
ct
t + ct−1

t + kt = Atl
α
t k1−α

t−1 + (1− δ)kt−1

Po dosazenı́ optimálnı́ volby úspor (5.1) do vztahu (5.3a)

kt =
1

2
Atαk1−α

t−1 (5.4)

Šoky do At majı́ přı́mý vliv na kt, což je kapitál pro výrobu v přı́štı́m obdobı́
⇒ přı́štı́ produkce bude nižšı́.

Agregátnı́ spotřeba a investice v reakci na šok – podmı́nka vyčištěnı́ trhu:

ct
t + ct−1

t + kt − (1− δ)kt−1 = Atl
α
t k1−α

t−1

Vpravo je produkce Yt = Atl
α
t k1−α

t−1 , vlevo agregátnı́ spotřeba Ct = ct
t + ct−1

t

a celkové investice It = kt − (1− δ)kt−1. Pro lt = 1:

Ct = Yt − It = Atl
α
t k1−α

t−1 + (1− δ)kt−1 − kt =

= Atl
α
t k1−α

t−1 + (1− δ)kt−1 − 1

2
Atαk1−α

t−1 =

=
(
1− α

2

)
Atk

1−α
t−1 + (1− δ)kt−1 (5.5)

It = Yt − Ct = Atl
α
t k1−α

t−1 − (1− α

2
)Atk

1−α
t−1 + (1− δ)kt−1 =

=
1

2
Atαk1−α

t−1 − (1− δ)kt−1 (5.6)
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Jak se měnı́ spotřeba a investice v reakci na změnu technologie? Elasticita x

v reakci na y se definuje jako ∂x
∂y

y
x .

Elasticita spotřeby vzhledem k produktivitě:

∂Ct

∂At

At

Ct
=

(1− α/2)Atk
1−α
t−1

(1− α/2)Atk
1−α
t−1 + (1− δ)kt−1

< 1

Elasticita investic:

∂It

∂At

At

It
=

1/2Atαk1−α
t−1

1/2Atαk1−α
t−1 − (1− δ)kt−1

> 1

⇒ relativnı́ změna investic je většı́ než relativnı́ změna spotřeby

5.3 Simulace

Pro lepšı́ představu si náš model nasimulujeme. Specifikujeme hodnoty parametrů:
α = 0.7, δ = 0.05. Parametr α představuje podı́l mezd na celkové produkci.
Tyto hodnoty zhruba odpovı́dajı́ reálným údajům. Dále určı́me počátečnı́ zásobu
kapitálu k0 = 0.22 a parametr produktivity se bude vyvı́jet jako

At = A + εt

kde A je prmůměrná úroveň produktivity, εt je náhodný šok. Položı́me A = 1.
Šok εt bude nasimulován, jeho složky budou nezávislé, rovnoměrně rozložené
na intervalu 〈−0.1; 0.1〉, tedy bude ovlivňovat produktivitu v mezı́ch ±10%.

Nejprve prozkoumáme vliv izolovaného šoku – konkrétně pětiprocentnı́ po-
zitivnı́ technologický šok v čase t = 2 (viz obrázky 5.1 a 5.2). Potom nasimulu-
jeme celou řadu technologických šoků v rozmezı́±10% (viz obrázky 5.3 a 5.4).

5.4 Hodrick-Prescottův filtr

Filtrace = rozklad časové řady na trendovou a cyklickou složku. Hodrick-
Prescottův filtr je makroekonomy často použı́vaná vyhlazovacı́ metoda, která
dává odhad dlouhodobé trendové složky časové řady.
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Obrázek 5.1: Šok v čase t = 2 – absolutnı́ odchylky veličin od průměru
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Obrázek 5.2: Šok v čase t = 2 – relativnı́ odchylky veličin od průměru
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Obrázek 5.3: Řada šoků – absolutnı́ odchylky veličin od průměru
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Obrázek 5.4: Řada šoků – relativnı́ odchylky veličin od průměru
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Použı́váme jej na logaritmované řady (např. HDP), abychom dostali cyk-
lickou složku řady jako procentnı́ odchylku od trendu (veličinu v procentnı́m
vyjádřenı́ již nelogaritmujeme).

Máme-li řadu Yt, pak ji lze zapsat jako

Yt = Y t(1 + ŷt)

kde Y t je trendová složka a ŷt je složka cyklická (procentnı́ odchylka). Po zlo-
garitmovánı́, po užitı́ aproximace, že ln(1+x) ≈ x pro malá x, a po následném
přeznačenı́ (yt = ln Yt, yt = ln Y t) dostaneme:

ln Yt = ln Y t + ln(1 + ŷt)

yt = yt + ŷt

kde se předpokládá

∆yt = ∆yt−1 + εt

ŷt = ωt

εt ∼ WN(0, σ2
ε), ωt ∼ WN(0, σ2

ω)

Jediný parametr, který je třeba nastavit, je poměr λ rozptylu cyklické a tren-
dové složky:

λ =
σ2

ω

σ2
ε

Čı́m většı́ je λ, tı́m vı́ce je trend vyhlazen. Je-li λ blı́zko nekonečnu, trend je
lineárnı́. Je-li naopak blı́zko nule, trend sleduje původnı́ data. Podle autorů filtru
je vhodné volit λ následovně: pro ročnı́ data 100, pro čtvrtletnı́ data 1600 a pro
měsı́čnı́ data 14400.

Praktické použitı́ HP-filtru v Matlabu (funkce hp.m):
[trend,cykl]=hp(data,λ)
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5.5 Cvičenı́

Přı́klad 5.1. Jak slovo cyklus naznačuje, hospodářský cyklus je považován za
pravidelný opakujı́cı́ se jev. Předpokládalo se, že délka a průběh cyklu jsou
zhruba konstantnı́. Např. že délka typického cyklu (od boomu přes recesi zpět
na vrchol) je mezi pěti až sedmi lety.

a) V této části ověřı́te, zdali se hospodářský cyklus zvolené země chová podle
uvedené představy. Využijte data USA, která naleznete v souboru data1.txt.
Spočtěte trendovou složku časové řady. Použijte Hodrick-Prescotův filtr (soubor
hp.m). Dále prozkoumejte cyklickou složku HDP, což je rozdı́l mezi HDP a
trendem. Protože nás zajı́majı́ relativnı́ změny, budeme se tedy zajı́mat o změny
logaritmů. Vypočtěte tedy cyklickou složku HDP (v procentnı́m vyjádřenı́) jako
ln(HDP)− ln(Trend) a vykreslete ji do obrázku.

b) Řekněme, že vrcholem rozumı́me obdobı́, kdy je cyklická složka vyššı́
než v předchozı́ch dvou obdobı́ch, a cyklem budeme rozumět čas mezi dvěma
vrcholy. Kolik cyklů řada obsahuje? Jaká je průměrná délka cyklu? Jak dlouho
trvá nejkratšı́ a nejdelšı́ cyklus? Vypadajı́ cykly podobně, pokud se týče ampli-
tudy, trvánı́, tvaru?

Přı́klad 5.2. DÚ Stáhněte si někde údaje o HDP vybrané země a analyzu-
jte hospodářský cyklus této země. Využijte postupu prováděného v přı́kladě
5.1. Postup práce a dosažené výsledky patřičně okomentujte (nepište do práce
matlabovské přı́kazy!), uved’te do souvislosti s významnými hospodářskými
událostmi daného obdobı́ a dokumentujte pomocı́ obrázků z Matlabu. Neza-
pomeňte si práci podepsat, uvést svoje UČO, dále uvést název práce, PŘESNÝ
ZDROJ (ne jen www.cnb.cz!!!) a popis dat, závěr práce. Spolu s pracı́ ode-
vzdáte také zdrojový soubor s daty a m-file s analýzou cyklu. Soubory nazvěte
svým přı́jmenı́m, podtržı́tko, cyklus, tj. např. Zacek_cyklus.m apod., a vše
zkomprimujte do jednoho souboru. Předpokládaný rozsah práce 2-3 strany.

Data lze najı́t např. na:
DSI: http://195.145.59.167/ISAPI/LogIn.dll/login?lg=e
PWT: http://pwt.econ.upenn.edu/php_site/pwt61_form.php
IMF: http://www.imf.org/external/index.htm
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ČNB: http://www.cnb.cz/cz/index.html
FRED: http://research.stlouisfed.org/fred2/

Můžete pracovat ve dvojicı́ch (ale nemusı́te). Pokud si vyberete čtvrtletnı́
data, tak pozor, jestli obsahujı́ sezónnı́ složku! Každý bude mı́t jinou zemi, kdo
si dřı́v řekne, ten ji má, domluva na cvičenı́ nebo mailem. Vyberte si takovou
zemi, aby bylo k dispozici dostatečně mnoho dat (aby tam byly nějaké celé
cykly). Termı́n odevzdánı́ 26.10.2007.

Přı́klad 5.3. V tomto modelu budeme mı́t agenty žijı́cı́ pouze jedno obdobı́.
V každém čase se narodı́ jeden agent, v dalšı́m obdobı́ přežı́vá jeho potomek.
Agenta zajı́má spotřeba ct a budoucı́ kapitál kt+1, který zanechá potomkovi.
Užitková funkce je tvaru

ln(ct) + A ln(kt+1)

kde A > 0 je parametr. Agent použı́vá kapitál po rodiči na spotřebu a investice,
přičemž má takto omezené zdroje:

ct + it =
√

Bkt + εt

kde B > 0 je parametr, εt je náhodný šok do produkčnı́ funkce. Agent zná šok
v čase narozenı́, je to tedy pro něj konstanta. Vývoj množstvı́ kapitálu je dán
takto:

kt+1 = (1− δ)kt + it

kde δ ∈ (0, 1) je mı́ra depreciace.
Vypočtěte optimálnı́ spotřebu a investice jako funkce kt a εt.

Přı́klad 5.4. Nynı́ budeme chtı́t porovnat chovánı́ modelu s reálným světem.
Proto musı́me nastavit parametry modelu. Parametr B jen měnı́ měřı́tko, nas-
tavı́me ho tedy např. na 0.1. Dále zvolı́me mı́ru depreciace δ = 0.05. Parametr
A určuje relativnı́ poměr ct a kt v rovnováze, tedy nastavı́me např. A = 4.
S použitı́m těchto hodnot prozkoumejte a porovnejte reakce ct a it na změny εt.

Přı́klad 5.5. Nynı́ v našı́ modelové ekonomice nasimulujeme hospodářský cyk-
lus. Je třeba určit počátečnı́ stav kapitálu, zvolı́me např. k1 = 3.7. Nagenerujte
50 náhodných rovnoměrně rozložených čı́sel na intervalu (0, 1) s využitı́m mat-
labovské funkce rand. Použijte vztahů pro ct, it a kt+1 a nasimulujte chovánı́
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ekonomiky. Do jednoho obrázku vykreslete vývoj spotřeby a investic a srovnej-
te vývoj a volatilitu těchto řad. Vykreslete HDP jako součet spotřeby a investic,
srovnejte hospodářské cykly s těmi z reálných údajů.
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6. Hospodářský růst

6.1 Fakta

Nicholas Kaldor – ”stylizovaná fakta”.

• produkce na hlavu i kapitál na hlavu v čase rostou obdobným tempem
(podı́l kapitálové zásoby na produktu se v čase přı́liš neměnı́)

• výnos kapitálu je v čase téměř konstantnı́

• podı́l práce i kapitálu na tvorbě důchodu je téměř konstantnı́

Kaldorova fakta platı́ i v dlouhém časovém obdobı́.

• konvergence HDP na osobu v různých zemı́ch a oblastech v čase

• neexistujı́ žádné pozorované skutečnosti společné industrializovaným i rozvo-
jovým zemı́m.

6.2 Solowův model

Agregátnı́ produkčnı́ funkce
• extensivnı́ tvar: Y = f(K,L)

• intenzivnı́ tvar: y = f(k)kde y = Y/L, k = K/L

• konstantnı́ výnosy z rozsahu

• klesajı́cı́ meznı́ produkt kapitálu
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Úspory a kapitálová akumulace

• Odřı́ci si dnes = vyrobit zı́tra vı́ce

• S = I

• S = sY ⇒ I/L = S/L = sY/L = sy = sf(k)

Depreciace a ustálený stav

• δ je mı́ra depreciace kapitálu

• λ označuje tempo růstu populace, pro zatı́m je rovna nule

• v ustáleném stavu je ∆k = 0, tj. kapitálová intenzita ani produkce na hlavu
se neměnı́ – viz obr. 6.1

6.2.1 Konstantnı́ populace i technologie

∆k =
∂k

∂K
∆K +

∂k

∂L
∆L =

1

L
∆K − K

L2∆L

∆k =
I − δK

L
− K

L

∆L

L
=

S

L
− δ

K

L
− λ

K

L
= sy − δk − λk = 0

sy = k(δ + λ), λ = 0 ⇒ k =
sy

δ
Role úspor

• zvýšı́-li se mı́ra úspor, roste kapitálová intenzita a produkce na hlavu (ne
tempo růstu!)

Zlaté pravidlo

• cı́lem nenı́ rostoucı́ produkce na hlavu, ale spotřeba

• maximalizace vzdálenosti mezi produkčnı́ funkcı́ a přı́mkou depreciace
(zbytek jsou investice)

• zderivujeme rozdı́l produkčnı́ funkce a depreciačnı́ přı́mky, a položı́me ji
rovnu nule (zatı́m λ = 0)

• ∂
∂k(f(k)− k(δ + λ)) = f ′(k)− (δ + λ) = 0 ⇒ MPk = δ + λ = δ
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Obrázek 6.1: Stabilnı́ stav v Solowově modelu

6.2.2 Růst populace (bez technologického pokroku)

• populace roste kladným tempem λ

• v ustáleném stavu je K/L konstantnı́, tedy i Y/L je konstantnı́, tedy kapitál
i produkce rostou stejným tempem

• sy = k(δ + λ) ⇒ k = sy
δ+λ (odvozenı́ viz výše)

• depreciačnı́ přı́mka se otáčı́ proti směru hodinových ručiček o úhel λ

• zvýšenı́ tempa růstu populace snižuje kapitálovou intenzitu a produkci na
hlavu

• zlaté pravidlo MPk = δ + λ

6.2.3 Technologický pokrok

• technologický pokrok rostoucı́ tempem a

• A · L – efektivnı́ práce
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• vyjádřenı́ jako výše ale v jednotkách efektivnı́ práce, tj. děleno A · L a ne
pouze L, tj. k = K

LA

∆k =
∂k

∂K
∆K +

∂k

∂L
∆L +

∂k

∂A
∆A =

1

LA
∆K − K

AL2∆L− K

LA2∆A

∆k =
I − δK

LA
− K

LA

∆L

L
− K

LA

∆A

A

∆k =
S

LA
− δk − λk − ak = sy − δk − λk − ak = 0

sy = k(δ + λ + a) ⇒ k =
sy

δ + λ + a

• v ustáleném stavu jsou y = Y/(AL) a k = K/(AL) konstantnı́

• tedy Y/L a K/L rostou tempem a

• Y a K rostou tempem a + λ

• Zlaté pravidlo MPk = δ + λ + a

6.2.4 Růstové účetnictvı́

• přı́nosy jednotlivých faktorů

• odečteme-li průměrné tempo růstu práce a kapitálu od růstu produkce,
zbyde nám přı́nos technologického pokroku, tzv. Solowovo reziduum, čas-
to třetina až polovina celkového tempa růstu

• jinak lze přı́nos technologického pokroku těžko měřit

6.3 Aplikace

• agregátnı́ produkčnı́ funkce (konstantnı́ výnosy z rozsahu)

Yt = (AtLt)
αK1−α

t−1 (6.1)

• domácnosti se rozhodujı́, kolik budou mı́t dětı́ a kolik budou spořit
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• firmy zase rozhodujı́, kolik investujı́ do výzkumu a vývoje, a tı́m tedy
ovlivňujı́ vývoj produktivity

• produktivita exogenně daná

• domácnosti investujı́ fixnı́ část důchodu v každém obdobı́

Kapitál se vyvı́jı́ následovně:

Kt = (1− δ)Kt−1 + It (6.2)

kde It jsou investice, δ je mı́ra depreciace a investice jsou fixnı́ částı́ 0 < s < 1

důchodu:

It = sYt = s(AtLt)
αK1−α

t−1

Předpokládáme, že produktivita a práce rostou konstantnı́m tempem µ, resp. γ:

At+1 = (1 + µ)At

Lt+1 = (1 + γ)Lt

Budeme uvažovat konkurenčnı́ firmu, jejı́ž optimalizačnı́ problém je tvaru:

max
Lt,Kt−1

{
(AtLt)

αK1−α
t−1 − wtLt − rtKt−1

}

Podmı́nky prvnı́ho řádu vzhledem k práci a kapitálu jsou tvaru:

wt = αAα
t Lα−1

t K1−α
t−1 (6.3)

rt = (1− α)(AtLt)
αK−α

t−1 (6.4)

Podı́l mezd a úroku na důchodu je konstantnı́:

wtLt

Yt
=

αAα
t Lα−1

t K1−α
t−1 Lt

(AtLt)αK1−α
t−1

= α (6.5)

rtKt−1

Yt
=

(1− α)(AtLt)
αK−α

t−1Kt−1

(AtLt)αK1−α
t−1

= 1− α (6.6)

Všechny proměnné si vyjádřı́me v termı́nech efektivnı́ práce. Označı́me yt =

Yt/(AtLt), kt−1 = Kt−1/(AtLt) a it = It/(AtLt). Dosadı́me-li Yt = ytAtLt atd.
do produkčnı́ funkce, dostaneme

ytAtLt = (AtLt)
α(kt−1AtLt)

1−α
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tj.
yt = k1−α

t−1 (6.7)

Ze vztahu (6.2) dostaneme

kt(1 + µ)At(1 + γ)Lt = (1− δ)kt−1AtLt + itAtLt

tj.
kt(1 + µ)(1 + γ) = (1− δ)kt−1 + it (6.8)

Investice jsou určeny vztahem:

it = syt = sk1−α
t−1 (6.9)

Dosadı́me-li rovnici (11.24) do rovnice (6.8), dostaneme vztah popisujı́cı́
vývoj kapitálu v čase:

kt =
(1− δ)kt−1 + sk1−α

t−1

(1 + µ)(1 + γ)
(6.10)

Po podělenı́ kt−1 dostaneme vztah popisujı́cı́ tempo růstu kapitálu na jed-
notku efektivnı́ práce:

kt

kt−1
=

1− δ + sk−α
t−1

(1 + µ)(1 + γ)
(6.11)

• Mı́ra růstu je inverzně závislá na kapitálové zásobě, protože exponent u
kt−1 je záporný.

• Pokud má země nı́zkou úroveň kapitálu na jednotku efektivnı́ práce, jejı́
kapitál, a tı́m i produkt roste rychleji.

• Model vysvětluje konvergenci HDP v zemı́ch v čase.

• Protože tempo růstu klesá s kt−1, existuje určitá úroveň, kdy kapitál na
jednotku efektivnı́ práce přestane růst.

• Řı́káme, že ekonomika dosáhla ustáleného stavu (steady state). Pokud eko-
nomika tohoto stavu jednou dosáhne, zůstává v něm navždy.

39



Pro jednoduchost budeme pro tuto chvı́li předpokládat, že práce a produk-
tivita jsou konstantnı́, tj. že µ = γ = 0. Potom se rovnice (6.8) zjednodušı́ do
tvaru:

kt − kt−1 = sk1−α
t−1 − δkt−1

Změna kapitálu na jednotku efektivnı́ práce je rovna rozdı́lu mezi investicemi
a depreciacı́.
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Obrázek 6.2: Stabilnı́ stav v Solowově modelu

V ustáleném stavu se k neměnı́, tj. kt = kt−1 a z rovnice (6.8) dostaneme:

k(1 + µ)(1 + γ) = (1− δ)k + sk
1−α

odkud

k =

(
s

δ + µ + γ + µγ

)1/α

S využitı́m tohoto vztahu vypočteme produkci a investice v ustáleném stavu:

y = k
1−α

=

(
s

δ + µ + γ + µγ

)(1−α)/α
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i = s

(
s

δ + µ + γ + µγ

) 1−α
α

Tempo růstu kapitálu v ustáleném stavu je:

Kt

Kt−1
=

k(1 + µ)At(1 + γ)Lt

kAtLt

= (1 + µ)(1 + γ)

• Dlouhodobé tempo růstu ekonomiky nezávisı́ na mı́ře úspor.

• Při vyššı́ mı́ře úspor dosáhne ekonomika výše položeného ustáleného stavu,
ale dlouhodobé tempo růstu je určeno tempem růstu pracovnı́ch sil a pro-
duktivity.

Dále ověřı́me, že výnosy kapitálu jsou konstantnı́. Ze vztahu (6.4)

rt = (1− α)(AtLt)
αK−α

t−1 = (1− α)

(
Kt−1

AtLt

)−α

V ustáleném stavu je kapitál na jednotku efektivnı́ práce konstantnı́, tedy
platı́:

rt = (1− α)(k)−α

což je konstanta. Na druhou stranu mzdy jsou rostoucı́ (tempem technologické-
ho pokroku), protože roste produktivita:

wt = αAα
t Lα−1

t K1−α
t−1 = αAt

(
Kt−1

AtLt

)1−α

= αAt(k)1−α

wt+1

wt
=

At+1

At
= 1 + µ

Podı́l kapitálu na důchodu v ustáleném stavu je roven:

Kt−1

Yt
=

kAtLt

yAtLt
=

k

y

což je konstanta, čı́mž jsme ověřili poslednı́ z empirických faktů z našeho sez-
namu.

• Solowův model je úspěšný při vysvětlenı́ všech stylizovaných faktů eko-
nomického růstu v industrializovaných zemı́ch.
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• Klı́čovým prvkem modelu je neoklasická produkčnı́ funkce s konstantnı́mi
výnosy z rozsahu.

• Protože meznı́ produkt kapitálu klesá, ekonomiky rostou rychleji při nižšı́
kapitálové zásobě.

• V ustáleném stavu roste produkt na hlavu a kapitál na hlavu stejným tem-
pem.

• Model také vysvětluje, proč se různé mı́ry úspor nepromı́tajı́ do dlouhodo-
bých rozdı́lů v tempu růstu.

• Mı́ra úspor ovlivňuje pouze ustálený stav, nikoli tempo růstu.

6.4 Růstové účetnictvı́

Prozkoumáme přı́spěvek jednotlivých složek k hospodářskému růstu. Uvažme
neoklasickou produkčnı́ funkci tvaru:

Yt = (AtLt)
αK1−α

t−1

Necht’ Y je HDP, L pracovnı́ci, K agregátnı́ kapitálová zásoba a A je měřı́t-
kem produktivity. Data pro všechny veličiny kromě At můžeme zı́skat, přı́spě-
vek At dopočteme následně jakožto zbytek růstu (Solowovo reziduum).

At =
Y

1/α
t

LtK
(1−α)/α
t−1

Kdybychom znali α, můžeme At dopočı́tat přesně. Vı́me ale, že α představuje
podı́l mezd na produkci, takže můžeme použı́t tento odhad. Po zlogaritmovánı́:

ln Yt = α ln At + α ln Lt + (1− α) ln Kt−1

Zajı́má nás růst mezi časem t a t + k:

ln Yt+k − ln Yt =

= α(ln At+k − ln At) + α(ln Lt+k − ln Lt) + (1− α)(ln Kt+k−1 − ln Kt−1)
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Tedy tempo růstu produkce je α krát součet růstu produktivity a práce, a dále
1 − α krát růst kapitálu. Můžeme tedy spočı́st relativnı́ přı́spěvky jednotlivých
složek.

Část růstu, kterou lze přisoudit práci:

α(ln Lt+k − ln Lt)

ln Yt+k − ln Yt

Část růstu, kterou lze přisoudit kapitálu:

(1− α)(ln Kt+k−1 − ln Kt−1)

ln Yt+k − ln Yt

Část růstu, kterou lze přisoudit technologii:

α(ln At+k − ln At)

ln Yt+k − ln Yt

6.5 Porodnost a lidský kapitál

• Ekonomický růst a industrializace zemı́ jsou spojeny s klesajı́cı́ mı́rou
porodnosti. Porozuměnı́ těmto změnám by mohlo pomoci při hledánı́ přı́čin
růstu některých zemı́, zatı́mco jiné země zůstávajı́ chudé.

• Malthus – porodnost je dána nabı́dkou potravin (situace před průmyslovou
revolucı́).

Přı́klad 6.1. Malthus tedy považoval děti za ”normálnı́ statek”. Pokud důchod
rostl, rodiče si pořizovali děti. Uvažme užitkovou funkci ze ”spotřeby” dětı́ ct

při počtu nt dětı́ tvaru:

u(ct, nt) = ln(ct) + ln(nt)

Předpokládáme, že spotřebitel nabı́zı́ 1 jednotku práce za reálnou mzdu wt a
že náklady na vychovánı́ dı́těte jsou p. Tedy rozpočtové omezenı́ je tvaru:

ct + pnt = wt

Tedy optimalizačnı́ problém je tvaru:

max
nt

{ln(wt − pnt) + ln(nt)}
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Podmı́nka optimality:

− p

wt − pnt
+

1

nt
= 0 ⇒ nt =

wt

2p
(6.12)

Tedy čı́m vyššı́ mzda, tı́m vı́ce dětı́.
Pokud by lidé žili jedno obdobı́, počet dětı́ určuje růst populace Lt:

Lt+1

Lt
= nt

Malthus předpokládal, že nabı́dka potravin nemůže růst úměrně růstu popu-
lace. V současném pojetı́ to znamená klesajı́cı́ meznı́ produkt práce. Předpoklá-
dejme produkčnı́ funkci tvaru:

Yt = AtL
α
t

Mzda je rovna meznı́mu produktu práce:

wt = αAtL
α−1
t (6.13)

Dosadı́me-li rovnici (6.13) do (6.12), odvodı́me vývoj populace:

Lt+1

Lt
=

αAtL
α−1
t

2p

neboli
Lt+1 =

αAtL
α
t

2p
(6.14)

Tempo růstu populace se snižuje s růstem populace. V nějakém bodě přestane
populace růst a dosáhne ustáleného stavu L:

L =
αAtL

α

2p
⇒ L =

(
αAt

2p

) 1
1−α

V ustáleném stavu je Lt+1/Lt = nt = 1, tedy mzda bude:

1 =
w

2p
⇒ w = 2p

Tedy mzda v ustáleném stavu nezávisı́ na produktivitě At.
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• V Evropě se v devatenáctém stoletı́ muselo něco stát, protože lidé začali
mı́t méně dětı́ a tedy důchod na hlavu začal růst.

• Zaměřı́me se na časové náklady na vychovánı́ dětı́ a na roli kvality a kvan-
tity.

• Lidský kapitál je klı́čovým prvkem následujı́cı́ho modelu.

• Dosud jsme považovali práci za homogennı́.

Přı́klad 6.2. Lidský kapitál tvořı́ dvě části. Jednak jsou to vrozené schopnosti
bez ohledu na vzdělánı́ H0. Dále lidé mohou zı́skat dodatečný kapitál Ht vzdělánı́m
od rodičů. Tedy celkem majı́ H0 + Ht.

Předpokládejme tedy, že se rodiče starajı́ o kvantitu i kvalitu dětı́, tj. jejich
preference jsou tvaru:

u(ct, nt, Ht+1) = ln(ct) + ln(nt(H0 + Ht+1))

Rodiče investujı́ čas, aby dı́tě vychovali – je třeba zlomek h času na vy-
chovánı́, přı́padně ještě et na vzdělánı́. Zbytek dne 1−hnt−et můžou pracovat.
wt je mzda za jednotku lidského kapitálu. Tedy rozpočtové omezenı́ je tvaru:

ct = wt(H0 + Ht)(1− hnt − et) (6.15)

Předpokládáme, že lidský kapitál dětı́ Ht+1 závisı́ na lidském kapitálu rodičů
Ht a na čase et, který rodiče strávı́ s dětmi (γ je kladný parametr) – čı́m chytřejšı́
a starostlivějšı́ rodiče, tı́m lı́p jsou na tom jejich děti.

Ht+1 = γetHt (6.16)

Nynı́ určı́me, jak je v našem modelu porodnost závislá na lidském kapitálu.
Dosadı́me-li omezenı́ (6.15) a (6.16) do užitkové funkce, dostaneme:

max
nt,et

{ln(wt(H0 + Ht)(1− hnt − et)) + ln(nt(H0 + γetHt))}

Podmı́nky prvnı́ho řádu:

∂u

∂nt
= − h

1− hnt − et
+

1

nt
= 0 ⇒ et = 1− 2hnt (6.17)

∂u

∂et
= − 1

1− hnt − et
+

γHt

H0 + γetHt
= 0 (6.18)
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Dosadı́me-li z prvnı́ podmı́nky do druhé za et:

γHt(1− hnt − (1− 2hnt)) = H0 + (1− 2hnt)γHt

γHthnt = H0 + γHt − 2γHthnt

nt =
1

3h

(
H0

γHt
+ 1

)
(6.19)

• Klı́čovým prvkem porodnosti je lidský kapitál Ht.

• Je-li velmi nı́zký, je hodně dětı́.

• Je-li naopak velmi vysoký, porodnost klesá, až počet dětı́ dosáhne ustále-
ného stavu n = 1/(3h).

• Je tomu tak ze dvou důvodů. Pokud lidský kapitál roste, roste i hodnota
času a trávit čas s dětmi je nákladnějšı́. Dále lidé s vyššı́m lidským kapitá-
lem jsou lepšı́ v učenı́ svých dětı́, takže se spı́še soustředı́ na jejich kvalitu
než kvantitu.

• Model tedy vysvětluje, proč je porodnost v industrializovaných zemı́ch
mnohem nižšı́ než v rozvojových zemı́ch.

• Dále také vysvětluje diferenciaci porodnosti jednotlivých skupin v zemi
– lidé s nižšı́m vzdělánı́m si volného času cenı́ málo, takže čas strávený
s dětmi pro ně nenı́ tak drahý.

• Model však nevysvětluje, jak se dostat z jednoho stavu do druhého.

6.6 Cvičenı́

Přı́klad 6.3. Předpokládejme agregátnı́ produkčnı́ funkci Y = 3L0.7K0.3 a
L = 150, kde Y je produkce, L je práce a K je kapitál. Pracovnı́ sı́la i produk-
tivita jsou konstantnı́. Depreciace je 10%; 20% výstupu je každý rok uspořeno
a investováno. Jaký je ustálený stav výstupu?
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Přı́klad 6.4. Předpokládejme, že Solowův model popisuje situaci v Kuwaitu.
Po válce v zálivu byla většina kapitálu (na těžbu ropy, vozidla, infrastruktura)
zničena. Odpovězte na následujı́cı́ otázky, uved’te stručné zdůvodněnı́.

• Jaký bude dopad války na důchod na hlavu v následujı́cı́ch pěti letech?

• Jaký bude dlouhodobý dopad války na důchod na hlavu?

• Jaký bude dopad na ročnı́ tempo růstu důchodu na hlavu v následujı́cı́ch
pěti letech?

• Jaký bude dlouhodobý dopad na ročnı́ tempo růstu důchodu na hlavu?

• Bude zotavenı́ v Kuwaitu rychlejšı́, pokud budou zahraničnı́ investice po-
voleny nebo pokud budou zakázány?

• A co kuwaitštı́ pracovnı́ci – zı́skali by nebo by na tom byli hůř při prohibici
zahraničnı́ch investic? A co mı́stnı́ kapitalisté?

Přı́klad 6.5.

• Ze souboru USA.txt načtěte data o vývoji amerického reálného HDP,
reálného kapitálu a zaměstnanosti. Tyto veličiny vykreslete do (samostat-
ných) obrázků.

• Dopočtěte přı́spěvek technologického pokroku za předpokladu, že pro-
dukčnı́ funkce je tvaru Yt = (AtLt)

αK1−α
t−1 (uvažujte α = 0.6). Tuto

veličinu také vykreslete do obrázku.

• Spočtěte tempa růstu všech veličin (Y, L,K,A) a vykreslete jejich průběh
do (samostatných) obrázků.

• Spočtěte průměrná tempa růstu všech čtyř veličin a zobrazte je do obrázků
s tempy růstu.

• Vypočtěte podı́ly práce, kapitálu a technologického pokroku na hospodář-
ském růsu (viz část růstové účetnictvı́).

• Vypočtěte jejich průměrné hodnoty za celé sledované obdobı́.
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Přı́klad 6.6. DÚ Najděte si někde údaje o reálném HDP vybrané země, za-
městnanosti a kapitálu a analyzujte přı́nos jednotlivých výrobnı́ch faktorů na
hospodářském růstu této země. (Využijte postupu, který byl proveden na cvičenı́
pro data USA v přı́kladě 6.5).

Protože data vývoje kapitálu jsou poměrně obtı́žně sehnatelná (zkuste najı́t
něco jako ”total real capital”, rozhodně ne ”gross capital formation”, což jsou
investice), stačı́, když najdete údaje o vývoji pracovnı́ch sil L např. na dřı́ve
zmı́něných internetových adresách (hledejte něco jako ”total employment”) a
zjistı́te společný přı́nos kapitálu a technologického pokroku na celkovém hos-
podářském růstu. Pokud ovšem data kapitálu (ne investice!!!) najdete, budete to
mı́t poněkud jednoduššı́.

Parametr α zvolte podle odhadu, který naleznete v souboru alpha.xls.
Podle toho, z jakého obdobı́ máte data, použijte průměr hodnot z odpovı́dajı́cı́ch
let. Pokud tam vaše země nenı́, ale jedná se o zemi EU nebo OECD, za které je
tam průměr, tak použijte tento průměr. Jinak se zkuste podı́vat někde jinde, nebo
použı́t odhad pro zemi, která je s vašı́ zemı́ na obdobné ekonomické úrovni.

Vypočtěte tempo růstu a průměrné tempo růstu HDP a pracovnı́ch sil za dané
obdobı́. Vypočtěte podı́l a průměrný podı́l práce na hospodářském růstu; dále
průměrný podı́l ”rezidua” na hospodářském růstu jako jedna mı́nus průměrný
podı́l práce. Výsledky zobrazte do obrázků.

Nezapomeňte si práci podepsat, uvést svoje UČO, dále uvést název práce,
PŘESNÝ ZDROJ a popis dat, závěr práce. Spolu s pracı́ odevzdáte také zdro-
jový soubor s daty a m-file s analýzou růstu. Soubory nazvěte svým přı́jmenı́m,
podtržı́tko, RU, tj. např. Zacek_RU.m.

Můžete pracovat ve dvojicı́ch (ale nemusı́te). Každý bude mı́t jinou zemi,
kdo si dřı́v řekne, ten ji má, domluva na cvičenı́ nebo mailem. Vyberte si takovou
zemi, aby bylo k dispozici dostatečně mnoho dat.

Termı́n odevzdánı́ 2.11.2007.

Přı́klad 6.7. Prozkoumejte konvergenci inflace v zemı́ch EU 15. Využijte data
v souboru inflace.txt.

Tj. zamyslete se nad tı́m, jaká byla, je a měla by být inflace v zemı́ch EU 15.
Údaje jednotlivých zemı́ vykreslete do obrázku a srovnejte se svojı́ představou.
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Vypočtěte rozptyl, resp. směrodatnou, odchylku inflace zemı́ v každém čase a
vykreslete výsledek. Jaký by měl rozptyl inflace mı́t charakter a proč? Ověřte
svoje tvrzenı́ s využitı́m linerárnı́ regrese, zhodnot’te výsledky, upozorněte na
nedostatky.

Přı́klad 6.8. DÚ Prozkoumejte konvergenci ekonomické úrovně (měřeno po-
mocı́ HDP per capita) v zemı́ch EU 15. Využijte data v souboru gdp.txt.

Tj. zamyslete se nad tı́m, jaký by měl být HDP p. c., pokud se má jed-
nat o konvergenci ekonomické úrovně zemı́ EU 15. Údaje jednotlivých zemı́
vykreslete do obrázku a srovnejte se svojı́ představou. Navrhněte postup, jakým
byste otestovali, zdali ke konvergenci docházı́ či ne a proved’te jej. Můžete
částečně využı́t postupu uvedeného v přı́kladě 6.7, ale pozor, inflace je veličina
vyjadřujı́cı́ procentnı́ změnu v čase, kdežto HDP p. c. nikoli!!! Pokud vám vyjde
výsledek v rozporu s vašimi představami, navrhněte řešenı́ (je poměrně ele-
gantnı́ a existuje :o) a proved’te je. Dosažené výsledky patřičně okomentujte a
vysvětlete. Neexistuje pouze jediný vhodný přı́stup k řešenı́ problému, takže se
nebojte, pokud to máte třeba úplně jinak než soused.

Nezapomeňte si práci podepsat, uvést svoje UČO, dále uvést název práce,
postup, závěr práce. Spolu s pracı́ odevzdáte také funkčnı́ m-file. Soubory nazvě-
te svým přı́jmenı́m, podtržı́tko, konv, tj. např. Zacek_konv.m. Termı́n ode-
vzdánı́ 16.11.2007.
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7. Box-Jenkinsonova metodologie

7.1 Základnı́ pojmy

7.1.1 Stacionarita

Rozlišujeme stacionaritu slabou a silnou (striktnı́). Striktnı́ stacionarita zna-
mená, že pravděpodobnostnı́ rozdělenı́ vektorů hodnot časové řady je invari-
antnı́ vůči času, tj. nezávisı́ na konkrétnı́ poloze vektoru v časové řadě. Tj. pro
distribučnı́ funkce F vektorů hodnot řady platı́:

F (yt, yt+1, . . . , yt+k) = F (yt+h, yt+h+1, . . . , yt+h+k)

Jedná se o velmi silný předpoklad. My vystačı́me se stacionaritou slabou.
Slabá stacionarita znamená proces s konstantnı́ střednı́ hodnotou, s kon-

stantnı́m rozptylem (odpovı́dá h = 0) a s kovariancemi invariantnı́mi v čase
(odpovı́dá h 6= 0), tj.:

Eyt = µ t = 1, 2, . . . , n

cov(yt, yk) = cov(yt+h, yk+h) h = 0, 1, 2, . . .

7.1.2 Autokorelačnı́ a parciálnı́ autokorelačnı́ funkce

Závislost jednotlivých pozorovánı́ řady popı́šeme pomocı́ autokorelačnı́ a par-
ciálnı́ autokorelačnı́ funkce. Pro (slabě) stacionárnı́ řadu zavedeme autokovari-
ančnı́ funkci γh závislou na vzdálenosti pozorovánı́:

γk = cov(yt, yt+k), k = 1, 2, . . . , n− 1

Pro k = 0 dostaneme rozptyl řady γ0. Pokud kovariance podělı́me rozptylem
(který je konstantnı́), dostaneme autokorelačnı́ funkci ρk . Tato funkce nabývá
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hodnot 〈−1, 1〉 a ρ0 = 1.
ρk =

γk

γ0
=

γk

σ2

Hodnoty obou funkcı́ je možné odhadnout následovně:

• Odhady ck autokovariančnı́ funkce γk

ck =
n−k∑
t=1

(yt − y)(yt−k − y)

n
k = 0, 1, . . . , n− 1

• Odhady rk autokorelačnı́ funkce ρk

rk =
ck

c0
k = 0, 1, . . . , n− 1

Autokorelačnı́ funkce veličin yk a yh zahrnuje vliv hodnot, které ležı́ mezi
nimi. Pro konstruujeme tzv. parciálnı́ autokorelčnı́ funkci ρkk , která vylučuje
vliv pozorovánı́ ležı́cı́ch mezi zkoumanými hodnotami.

V Matlabu na výpočet odhadů autokorelačnı́ funkce a parciálnı́ autokorelačnı́
funkce budeme použı́vat soubory acf.m a pacf.m, které si musı́me vždy
zkopı́rovat do aktuálnı́ho pracovnı́ho adresáře. Pro grafické zobrazenı́ výsledků
použijeme soubory plotacf.m a plotpacf.m (též nutno zkopı́rovat).

7.2 Základnı́ procesy

7.2.1 AR procesy

Autoregresnı́ proces řádu na (s nulovou střednı́ hodnotou), tj. AR(na) proces,
je proces tvořený lineárnı́ kombinacı́ svých minulých hodnot:

yt = a1yt−1 + a2yt−2 + . . . + ana
yn−na

+ εt

neboli
yt − a1yt−1 − a2yt−2 − . . .− ana

yn−na
= εt

což lze pomocı́ operátoru zpětného posunutı́ zapsat jako

A(q)yt = εt
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kde εt je náhodná složka charakteru bı́lého šumu (nulová střednı́ hodnota, kon-
stantnı́ rozptyl, nekorelovanost složek), A = (1 − a1 − a2 . . . − ana

). Tento
zápis se použı́vá v Matlabu.

7.2.2 MA procesy

Proces klouzavých součtů řádu nc (s nulovou střednı́ hodnotou), tj. MA(nc)

proces, je takový proces, kdy hodnota vysvětlované veličiny je tvořena lineárnı́
kombinacı́ současné hodnoty a minulých hodnot náhodné veličiny εt, která má
opět charakter bı́lého šumu:

yt = εt + c1εt−1 + c2εt−2 + . . . + cnc
εt−nc

což lze pomocı́ operátoru zpětného posunutı́ zapsat jako

yt = C(q)εt

kde C = (1 c1 c2 . . . cnc
). Tento zápis se použı́vá v Matlabu.

7.2.3 Základnı́ charakteristiky procesů

• BJ proces je invertibilnı́ , pokud ho lze převést na AR proces.

• Všechny AR procesy jsou tedy automaticky invertibilnı́.

• MA procesy jsou stacionárnı́.

• MA(nc) proces je invertibilnı́, pokud jsou všechy kořeny qi polynomu
C(q) v absolutnı́ hodnotě většı́ než jedna:

C(q) = 1 + c1q + c2q
2 + . . . + cnc

qn

• AR(na) proces je stacionárnı́, pokud jsou všechy kořeny qi polynomu A(q)

v absolutnı́ hodnotě většı́ než jedna:

A(q) = 1− a1q − a2q
2 − . . .− ana

qn

• Autokorelačnı́ funkce MA(na) procesu ρk = 0 pro k > nc.

• Autokorelačnı́ funkce AR(nc) procesu pomalu klesá k nule, je patrná sys-
tematičnost. Naopak parciálnı́ autokorelačnı́ funkce ρkk = 0 pro k > na.
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7.2.4 ARMA procesy

Autoregresnı́ proces klouzavých součtů řádů na a nc (s nulovou střednı́ hodno-
tou), tj. ARMA(na, nc) je smı́šený proces obsahujı́cı́ oba základnı́ výše uve-
dené procesy, a je tvaru:

yt = a1yt−1 + a2yt−2 + . . . + ana
yn−na

+ εt + c1εt−1 + c2εt−2 + . . . + cnc
εt−nc

což lze pomocı́ operátoru zpětného posunutı́ zapsat jako

A(q)yt = C(q)εt

Je vidět, že AR(na) proces je vlastně ARMA(na, 0) a MA(nc) proces je
ARMA(0, nc).

7.2.5 ARMAX procesy

Budeme se zabývat pouze úzkou skupinou ARMA modelů s eXternı́m vstu-
pem, tj. ARMAX modelů. Konkrétně to budou výše uvedené modely AR, MA

a ARMA ale tentokráte s nenulovou střednı́ hodnotou. V Matlabu pak funkci
armax kromě matic A a C musı́me ještě zadat matici B s externı́m vstupem u.

MA(nc) proces s nenulovou střednı́ hodnotou µ

yt = µ + εt + c1εt−1 + c2εt−2 + . . . + cnc
εt−nc

AR(na) proces s nenulovou střednı́ hodnotou µ

yt = δ + a1yt−1 + a2yt−2 + . . . + ana
yn−na

+ εt

kde
µ =

δ

1− a1 − a2 − . . .− ana

ARMA(na, nc) proces s nenulovou střednı́ hodnotou µ

yt = δ + a1yt−1 + a2yt−2 + . . .+ ana
yn−na

+ εt + c1εt−1 + c2εt−2 + . . .+ cnc
εt−nc
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kde opět

µ =
δ

1− a1 − a2 − . . .− ana

To lze pomocı́ operátoru zpětného posunutı́ zapsat jako

A(q)yt = B(q)ut + C(q)εt

7.2.6 ARIMA procesy

Integrovaný proces je takový nestacionárnı́ proces, který lze diferencovánı́m
převést na proces stacionárnı́. Je-li pak řada d-tých diferencı́ původnı́ řady ∆dyt

stacionárnı́, jedná se o integrovaný proces řádu d. Proces ARIMA(na, d, nc) je
ARMA modelem d-tých diferencı́ původnı́ řady, lze ho tedy zapsat:

∆dyt = a1∆
dyt−1 + a2∆

dyt−2 + . . . + ana
∆dyn−na

+

+ δ + εt + c1εt−1 + c2εt−2 + . . . + cnc
εt−nc

což lze pomocı́ operátoru zpětného posunutı́ zapsat jako

A(q)∆dyt = B(q)ut + C(q)εt

kde A = (1 − a1 − a2 . . . − ana
), C = (1 c1 c2 . . . cnc

), B = (δ), ut = 1

pro t = 1, . . . , n je vektor vstupů.

Matlabovské funkce

• K odhadu parametrů modelu sloužı́ funkce armax.

• Výsledky odhadu zobrazı́ funkce present.

• Posouzenı́ statistické významnosti parametrů provedeme t-testem nebo využi-
jeme funkci par_sig (nutno zkopı́rovat k sobě).

• Pro vyhodnocenı́ normality reziduı́ můžeme použı́t funkci res_sig (nutno
zkopı́rovat k sobě).

• Stabilitu procesu posoudı́me pomocı́ funkce pzmap.
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Kriterium volby modelu
Matlabovská funkce armax počı́tá tzv. Akaikeho FPE kriterium (final predic-
tion error), které je tvaru:

FPE =
1 + M/n

1−M/n
s2
e

kde n je počet pozorovánı́, M je počet odhadovaných parametrů a s2
e je odhad

rozptylu reziduı́. Pokud nám vyjde vı́ce modelů se statisticky významnými parame-
try, vybereme ten s nejnižšı́ hodnotou FPE.

Test korelace reziduı́

Q = n

P∑

k=1

r2
k(e) < χ2

1−α(P − na − nc)

kde rk(e) je odhad autokorelačnı́ funkce reziduı́ modelu a P je vhodnné čı́slo
(většinou blı́zké

√
n, kde n je počet pozorovánı́). Pokud je pro ARMA(na, nc)

model statistika Q většı́ než uvedený kvantil Pearsonova rozdělenı́, s rizikem
α zamı́tneme hypotézu o nekorelovanosti reziduı́, což je důvod pro odmı́tnutı́
modelu.

Testovánı́ normality reziduı́
Zkoumáme histogram, šikmost, špičatost, ...

Testovánı́ stability modelu
Protože Matlab pracuje s opačným zápisem kořenů polynomů, požadujeme,
aby všechny nuly (kolečka) a póly (křı́žky) ležely uvnitř jednotkové kružnice
(výsledek funkce pzmap).

• nuly odpovı́dajı́ MA části

• póly odpovı́dajı́ AR části
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7.3 Cvičenı́

Přı́klad 7.1. Pokuste se s využitı́m Box Jenkinsonovy metodologie nalézt vhod-
ný model pro časovou řadu cenového indexu PPI USA, kterou naleznete v sou-
boru ppi.txt. Svoji volbu řádně zdůvodněte, patřičně okomentujte dosažené
výsledky. Zkonstruujte predikci do budoucna.

Přı́klad 7.2. Pokuste se s využitı́m Box Jenkinsonovy metodologie nalézt vhodný
model pro časovou řadu peněžnı́ho agregátu M1 USA, kterou naleznete v souboru
M1.txt. Svoji volbu řádně zdůvodněte, patřičně okomentujte dosažené výsledky.
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8. Nestacionárnı́ data

8.1 Deterministický a stochastický trend

yt = trend + stacionárnı́ část + šum
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data
modelova predikce

Obrázek 8.1: Deterministický trend HDP?

Přı́klad 8.1.

• Na obrázku 8.1 je reálný HDP USA, v čase roste.

• Polynomiálnı́ trend je tvaru: rgdpt = 2224 + 38.5t− 0.2t2 − 0.001t3

57



• Je trend deterministický?

• Technologické změny, změny cen ropy, změny danı́, apod., jsou stochas-
tické, trend by to měl odrážet.
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Obrázek 8.2: Úrokové mı́ry USA (fed. funds, 10-year)

Přı́klad 8.2.

• Na obrázku 8.2 jsou úrokové sazby USA (fed. funds, 10-year).

• Nemajı́ žádnou zjevnou tendenci růst či klesat.

• Nejsou žádné strukturálnı́ zlomy.

• Nenı́ žádná tendence návratu k dlouhodobému průměru.

• Definujeme-li trend jako složku časové řady neztrácejı́cı́ se v čase, pak obě
řady majı́ ”trend”.
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Trendově stacionárnı́ model

• Mějme časovou řadu, která se v každé periodě změnı́ o stejnou konstantu,
tj. ∆yt = a0.

• Řešenı́m této lineárnı́ diferenčnı́ rovnice je yt = y0 + a0t (y0 je počátečnı́
stav). Je to tedy obyčejný deterministický lineárnı́ trend.

• Přidáme li stacionárnı́ složku A(L)εt dostaneme yt = y0 + a0t + A(L)εt.

• Řada bude vykazovat pouze dočasné odchylky od trendu, protože náhodná
složka je stacionárnı́, tj. model je trendově stacionárnı́.

Stochastický trend

• Nynı́ předpokládejme ∆yt = a0 + εt, kde Et−1εt = 0.

• Tj. je očekáváno, že yt se v každé periodě změnı́ o konstantu a0.

• Tato zdánlivě neškodná modifikace má zásadnı́ dopady na trend.

• Řešenı́ je tvaru yt = y0 +
t∑

i=1
εi + a0t.

• Část y0 +
t∑

i=1
εi představuje stochastický člen s konstantou. Každý šok εt

má trvalý dopad na posun y0, hovořı́me o stochastickém trendu.

8.1.1 Náhodná procházka

yt = yt−1 + εt tj. ∆yt = εt

Řešenı́m je

yt = y0 +
t∑

i=1

εi

Platı́:

• Eyt = Eyt−s = y0, Eyt+s = yt
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Obrázek 8.3: 4 řady s trendem

• var(yt) = tσ2, var(yt−s) = (t− s)σ2

• t →∞ ⇒ var(yt) →∞
• proces nenı́ stacionárnı́

8.1.2 Náhodná procházka s driftem

yt = yt−1 + a0 + εt

Řešenı́m je

yt = y0 + a0t +
t∑

i=1

εi

• Chovánı́ yt je řı́zeno dvěma nestacionárnı́mi procesy – lineárnı́m deter-
ministickým trendem a stochastickým trendem

∑
εi. Neobsahuje žádnou

separovatelnou stacionárnı́ složku.
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• Eyt = y0 + a0t, Eyt+s = y0 + a0(t + s)

• za t period se deterministický trend změnı́ o ta0 a stochastický trend o∑
εi, každý šok εi má trvalý dopad na yt.

• Prvnı́ diference řady, tj. ∆yt = a0 + εt, je stacionárnı́.

8.1.3 Náhodná procházka s šumem

yt = y0 +
t∑

i=1

εi + ηt

kde ηt je bı́lý šum s rozptylem σ2
η, a εt a ηt−s jsou nezávislé pro všechna t a s.

Model lze též zapsat jako:
∆yt = εt + ∆ηt

• Eyt = y0, Eyt+s = y0, kde y0 je dané.

• Šoky εt majı́ trvalý dopad na řadu {yt}, ta tedy obsahuje stochastický
trend.

• Šum {ηt} má pouze dočasný dopad na {yt}, ovlivňuje pouze současnou
hodnotu řady, ne budoucı́.

• var(yt) = tσ2 + σ2
η, var(yt−s) = (t− s)σ2 + σ2

η

8.2 Odstraněnı́ trendu

• Zásadnı́ rozdı́ly mezi řadami s trendem a řadami stacionárnı́mi.

• Šoky ve stacionárnı́ch řadách jsou nutně dočasné.

• Naopak, řada s trendem se k dlouhodobé úrovni nevrátı́.

• Trend může mı́t složku deterministickou a stochastickou, což má zásadnı́
vliv na to, jakým způsobem lze řadu stacionarizovat.

• Detrendovánı́ vyžaduje provedenı́ regrese, výpočet reziduı́.
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• Řada obsahujı́cı́ jednotkový kořen může být stacionarizována diferenco-
vánı́m.

8.2.1 Diferencovánı́

Náhodná procházka s driftem
Řešenı́m je:

yt = y0 + a0t +
t∑

i=1

εi

Po zdiferencovánı́:
∆yt = a0 + εt

je konstanta plus šum, tedy stacionárnı́ řada, protože:

• E(∆yt) = a0

• var(∆yt) = E(εt)
2 = σ2

• cov(∆yt, ∆yt−s) = E(εt, εt−s) = 0

Náhodná procházka s šumem

∆yt = εt + ∆ηt

Opět ∆yt je stacionárnı́, protože:

• E(∆yt) = 0

• var(∆yt) = E(εt + ∆ηt)
2 = σ2 + 2σ2

η

• cov(∆yt, ∆yt−1) = E(εt + ηt − ηt−1, εt−1 + ηt−1 − ηt−2) = −σ2
η

• cov(∆yt, ∆yt−s) = E(εt + ηt − ηt−1, εt−s + ηt−s − ηt−s−1) = 0 s > 1

• ρ1 =
−σ2

η

σ2+2σ2
η
, −0.5 ≤ ρ1 ≤ 0 ⇒ MA(1), tj. původnı́ model je ARIMA(0,1,1).

ARIMA(na,d,nc)
A(L)y(t) = C(L)εt

kde A(L), C(L) jsou polynomy řádu na, nc s operátorem zpožděnı́ L.
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• AR proces je invertibilnı́, pro stabilitu je třeba, aby všechny kořeny q poly-
nomu A(q) = 1− a1q − a2q

2 − . . .− ana
qn byly |q| > 1

• MA proces je stacionárnı́, aby byl invertibilnı́, je třeba, aby všechny kořeny
q polynomu C(q) = 1 + c1q + c2q

2 + . . . + cnc
qn byly |q| > 1

• Má-li pouze C(L) jednotkový kořen, proces nenı́ invertibilnı́.

• Má-li pouze A(L) jednotkový kořen a C(L) má všechny kořeny |q| > 1,
pak lze jednotkový kořen ”vykrátit”:

(1− L)A∗(L)y(t) = C(L)εt

Označı́me-li y∗t = ∆yt, pak

A∗(L)y∗t = C∗(L)εt

Řada {y∗t } je stacionárnı́, protože všechny kořeny A∗(L) ležı́ vně jed-
notkové kružnice.

• Obecně d-tá diference procesu s d jednotkovými kořeny je stacionárnı́.

8.2.2 Detrendovánı́

Ne všechny nestacionárnı́ modely lze převést na vhodný ARMA model diferen-
covánı́m. Např.

yt = y0 + a1t + εt

tedy
∆yt = a1 + εt − εt−1

Tedy proces ∆yt nenı́ invertibilnı́, protože MA část procesu obsahuje jednotkový
kořen. Správný postup by tedy spočı́val v odstraněnı́ trendu s využitı́m regrese.
Detrendovaný model lze modelovat jako ARMA proces.

Tedy trendově stacionárnı́ (TS) řadu lze transformovat na řadu stacionárnı́
odstraněnı́m deterministického trendu. Řadu s jednotkovým kořenem, tzv. di-
ferenčně stacionárnı́ (DS) řadu, lze transformovat diferencovánı́m. Zvolı́me-li
špatnou metodu, nastává problém.
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Diferencovánı́ TS procesu vede na proces, který nenı́ invertibilnı́. Detren-
dovánı́ DS procesu nevede na stacionárnı́ proces.

Existujı́ hospodářské cykly?
Trend představuje nestacionárnı́ složku a cyklická a náhodná složka jsou sta-
cionárnı́. Předpoklad neměnı́cı́ho se trendu vedl k detrendovánı́ ekonomických
řad. Nelson a Plosser (1982) ukázali, že významné makroekonomické proměnné
majı́ spı́še charakter DS než TS procesů.

ρ1 ρ2 r1 r2 d1 d2

real GNP 0.95 0.90 0.34 0.04 0.87 0.66

nominal GNP 0.95 0.89 0.44 0.08 0.93 0.79

industrial production 0.97 0.94 0.03 −0.11 0.84 0.67

unemployment rate 0.75 0.47 0.09 −0.29 0.75 0.46

ρi, ri, resp. di jsou korelace i-tého řádu pro původnı́ data, diferencovaná data,
resp. detrendovaná data.

Koeficienty ρi ukazujı́ na 3 procesy s jednotkovými kořeny, koeficienty ri

naznačujı́, že diferencované procesy by mohly být stacionárnı́, koeficienty di

ukazujı́, že detrendovánı́ DS procesu nestacionaritu neodstranı́. Detrendovánı́
mı́ry nezaměstnanosti nemá žádný dopad na korelace (některé šoky majı́ trvalý
charakter a nelze je eliminovat).

8.3 Jednotkové kořeny (unit roots)

Uvažme regresnı́ rovnici

yt = a0 + a1zt + et

Pro použitı́ klasické regrese je třeba, aby obě řady yt i zt byly stacionárnı́ a aby
náhodná složka měla nulovou střednı́ hodnotu a konečný rozptyl. Jinak může
dojı́t k tzv. zdánlivé regresi, tj. výsledky odhadu jsou formálně dobré, ale nemajı́
žádný smysl, interpretaci.

Nebudeme chtı́t diferencovat či detrendovat stacionárnı́ proces; dále nebude-
me chtı́t detrendovat proces s jednotkovým kořenem ani diferencovat TS proces.
Pomoci nám může acf a pacf, ale je třeba nějaké objektivnı́ metody.
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Mějme proces
yt = a1yt−1 + εt

kde εt je bı́lý šum. Chceme-li testovat hypotézu a1 = 0, odhadneme rovnici
pomocı́ MNČ a hypotézu otestujeme pomocı́ t-testu. Pokud bychom ale chtěli
testovat hypotézu a1 = 1, tak by se jednalo o proces

yt = y0 +
t∑

i=1

εt

Pokud je a1 = 1, rozptyl se s rostoucı́m t zvětšuje do nekonečna a nenı́ možné
použı́t MNČ a klasický t-test, protože odhad by byl vychýlený a výsledky zkres-
lené.

Dickey a Fuller vyvinuli postup umožňujı́cı́ formálně testovat přı́tomnost
jednotkových kořenů. Pro model s úroňovou konstantou platı́, že
• 90% odhadů parametru a1 ležı́ méně než 2.58 směrodatné odchylky od 1

• 95% odhadů parametru a1 ležı́ méně než 2.89 směrodatné odchylky od 1

• 99% odhadů parametru a1 ležı́ méně než 3.51 směrodatné odchylky od 1

Kritické hodnoty jejich testu lze nalézt v tabulkách.

8.4 Dickey-Fuller testy

yt = a1yt−1 + εt

Položme γ = a1 − 1, pak ∆yt = γyt−1 + εt Testovat hypotézu a1 = 1 je ekvi-
valentnı́ testu γ = 0. Dickey a Fuller uvažovali tři následujı́cı́ regresnı́ rovnice:

∆yt = γyt−1 + εt (8.1)

∆yt = a0 + γyt−1 + εt (8.2)

∆yt = a0 + γyt−1 + a2t + εt (8.3)

Rovnice (8.1) je náhodná procházka, rovnice (8.2) přidává konstantu a0 ne-
boli drift a rovnice (8.3) přidává lineárnı́ trend. Je-li γ = 0, řada {yt} obsahuje
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jednotkový kořen. Při testovánı́ této hypotézy odhadneme některou z rovnic
uvedených výše pomocı́ MNČ pro zı́skánı́ odhadu parametru γ a jeho standardnı́
odchylky a porovnáme s kritickou hodnotou v D-F tabulkách. Kritické hodnoty
jsou pro každý typ rovnice jiné, jsou označeny τ , τµ, ττ , což odpovı́dá postupně
rovnicı́m (8.1), (8.2) a (8.3). Kritické hodnoty D-F rozloženı́ se nezměnı́, pokud
výše uvedené rovnice upravı́me následovně:

∆yt = γyt−1 +

p∑
i=2

βi∆yt−i+1 + εt (8.4)

∆yt = a0 + γyt−1 +

p∑
i=2

βi∆yt−i+1 + εt (8.5)

∆yt = a0 + γyt−1 + a2t +

p∑

i=2

βi∆yt−i+1 + εt (8.6)

Je také možno testovat současně vı́ce hypotéz ohledně koeficientů v regresnı́
rovnici pomocı́ F-statistik. Pro (8.2) nebo (8.5) lze testovat γ = a0 = 0 pomocı́
φ1 statistiky. Pro (8.3) nebo (8.6) lze testovat γ = a0 = a2 = 0 pomocı́ φ2

statistiky a γ = a2 = 0 pomocı́ φ3 statistiky. Statistiky φi se spočtou:

φi =
n− k

r
· (SSER − SSEU)

SSEU

kde SSER resp. SSRU je suma čtverců reziduı́ modelu s omezenı́m resp. bez
omezenı́, r je počet omezenı́, n je počet pozorovánı́ a k je počet parametrů
v modelu bez omezenı́.

Nulová hypotéza je ta, že data jsou generována modelem s omezenı́mi, alter-
nativa – modelem bez omezenı́ na parametry. Malé hodnoty (menšı́ než kritická
hodnota v D-F tabulkách) φi znamenajı́ nezamı́tnutı́ nulové hypotezy, vysoké
hodnoty φi ukazujı́ na odmı́tnutı́ nulové hypotézy.

Volba délky zpožděnı́
Zpožděnı́ bychom neměli volit jen dle našeho uváženı́, ale dle nějakého formál-
nı́ho kriteria. Začneme s nějakým většı́m zpožděnı́m p, otestujeme statistickou
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významnost parametru u tohoto zpožděnı́, pokud nenı́ parametr významný, opa-
kujeme postup pro p− 1 a zasatvı́me, až bude nějaké zpožděnı́ významné.

Pokud máme data obsahujı́cı́ sezónnost (např. čtvrtletnı́), otestujeme vždy
parametr poslednı́ sezóny a také všechny parametry poslednı́ho celého roku a
pokud nejsou významné, pokračujeme dále se zpožděnı́m zkráceným o celý rok.

Dalšı́m důležitým pomocnı́kem je vývoj reziduı́. Neměla by být patrná žádná
sériová korelace, strukturálnı́ změna, ..., měla by vypadat jako bı́lý šum. Box-
Pierce test by neměl také ukazovat na žádnou korelaci.

Shrnutı́

1. Začneme s modelem obsahujı́cı́m konstantu i trend a pomocı́ ττ testujeme
H0 : γ = 0. Pokud ji zamı́tneme, končı́me s tı́m, že řada neobsahuje
jednotkový kořen.

2. Pokud H0 nezamı́tneme, je třeba určit, zda trend a konstanta patřı́ mezi
vysvětlujı́cı́ proměnné. Testujeme H0 : a2 = γ = 0 pomocı́ Φ3 statis-
tiky. Pokud trend nenı́ významný, pokračujeme krokem 3. Pokud trend
významný je, otestujeme přı́tomnost jednotkového kořene v řadě (lze již
použı́t normálnı́ rozloženı́). Pokud hypotézu zamı́tneme, řada nemá jed-
notkový kořen. Jinak řada jednotkový kořen má.

3. Odhadneme model bez trendu a pomocı́ τµ otestujeme H0 : γ = 0. Pokud
ji zamı́tneme, končı́me s tı́m, že řada neobsahuje jednotkový kořen. Pokud
H0 nezamı́tneme, testujeme H0 : a0 = γ = 0 pomocı́ Φ1 statistiky.
Pokud konstanta významná nenı́, pokračujeme krokem 4. Pokud je kon-
stanta významná, otestujeme přı́tomnost jednotkového kořene v řadě (lze
již použı́t normálnı́ rozloženı́). Pokud hypotézu zamı́tneme, řada nemá jed-
notkový kořen a končı́me. Jinak řada jednotkový kořen má.

4. Odhadneme regresnı́ rovnici bez trendu a konstanty a pomocı́ τ otestujeme
H0 : γ = 0. Pokud hypotézu zamı́tneme, řada nemá jednotkový kořen.
Jinak řada jednotkový kořen má.
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Násobné ”unit roots”
Pokud se domnı́váme,že by jednotkové kořeny mohly být např. dva, pak např.
mı́sto regrese ve tvaru ∆yt = a0 + γyt−1 + εt odhadujeme rovnici ve tvaru:

∆2yt = a0 + β1∆yt−1 + εt (8.7)

Testujeme, zda je β1 statisticky významně různé od nuly. Pokud hypotézu β1

nemůžeme zamı́tnout, je {yt} proces I(2). Lišı́-li se β1 od nuly, testujeme přı́-
tomnost jednoho jednotkového kořene:

∆2yt = a0 + β1∆yt−1 + β2yt−1 + εt (8.8)

Mělo by vyjı́t, že β1 a/nebo β2 jsou různé od nuly. Při nulové hypotéze jed-
notkového kořene je β1 < 0 a β2 = 0. Při alternativnı́ hypotéze, že {yt}
je stacionárnı́ je β1 < 0 a β2 < 0. Tedy testujeme, zda β2 = 0, použijeme
D-F tabulky. Ekonomické časové řady většinou nenı́ třeba diferencovat vı́ce než
dvakrát.

8.5 Strukturálnı́ změny

Při testovánı́ jednotkových kořenů musı́me dát pozor na přı́tomnost struk-
turálnı́ch změn. Může se jednat o skokovitou změnu úrovně nebo o jednotlivý
impuls v časové řadě.

Při simulaci i při testovánı́ takových procesů použı́váme umělé proměnné.
Při skokovité změně úrovně, např. v čase t = 51 o 3 jednotky, si pomůžeme
proměnnou DL(t) = 0 pro t = 1, ..., 50 a DL(t) = 3 pro t = 51, ..., n. Při
jednotlivém impulsu v čase t = 51 o velikosti 4 je proměnná DP (51) = 4 a
DP (t) = 0 jinak.

Na obrázku 8.4 je zachycen stacionárnı́ proces s úrovňovou změnou od času
t = 51 dále. Pokud bychom chtěli takový proces modelovat a nevzali bychom
v úvahu uvedený zlom, pak bychom se mylně mohli domnı́vat, že se jedná o
nestacionárnı́ proces (s jednotkovým kořenem). Je možné časovou řadu rozdělit
na dvě části a každý úsek modelovat zvlášt’, což je ale možné pouze, pokud
máme velmi mnoho pozorovánı́.
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Obrázek 8.4: Stacionárnı́ proces se skokovitou změnou v čase t=51

Lze však také pracovat s celou časovou řadou a při podezřenı́ na zlom v čase
t = τ + 1 testovat např. hypotézy:

H1 : yt = a0 + yt−1 + µ1DP + εt (8.9)

A1 : yt = a0 + a2t + µ2DL + εt (8.10)

kde DP je pulsnı́ umělá proměnná, DP = 1 pro t = τ + 1 a DP = 0 jinak, a
DL je úrovňová umělá proměnná, DL = 1 pro t > τ , DL = 0 jinak. Při nulové
hypotéze se jedná o proces s jednotkovým kořenem se skokem v čase t = τ +1.
Při alternativnı́ hypotéze se jedná o trendově stacionárnı́ řadu s úrovňovým po-
sunem od času t = τ + 1 dále.

Na obrázku 8.5 je zachycena náhodná procházka s impulsnı́m skokem v čase
t = 51.

8.6 Cvičenı́

Přı́klad 8.3. V souboru suroviny.txt naleznete vývoj cen mědi, dřı́vı́ a
ropy v USA za poseldnı́ch vı́ce než sto let. Otestujte, zda se ceny jednotlivých
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Obrázek 8.5: Unit root proces s impulsnı́ změnou v čase t=51

komodit chovajı́ v dlohém obdobı́ jako náhodné procházky. (V krátkém obdobı́
jsou možné náhodné odchylky, ale v dlouhém obdobı́ by cena měla odpovı́dat
meznı́m nákladům, které mohou být rostoucı́ (omezené zdroje) nebo klesajı́cı́
(technologický pokrok).

Proved’te DF testy pro jednotlivé komodity. Otestujte (pomocı́ t-testu) model
tvaru ∆Pt = a0 + a2t + γPt−1 + β1∆Pt−1 + εt a posud’te, zda se jedná o
proces s jednotkovým kořenem. Dále otestujte, zda do uvedeného modelu patřı́
trend (pomocı́ F-testu). Pokud zjistı́te, že se cena nějaké komodity jako náhodná
procházka chová, otestujte také, zda se zdiferencovaná řada jevı́ již jako řada
stacionárnı́. Při veškerém testovánı́ uvažujte různé hladiny rizika.

Přı́klad 8.4. V souboru gdp_usa.txt naleznete data amerického reálného
HDP.

• Odhadněte vhodný polynomiálnı́ trend HDP USA a zamyslete se nad vlast-
nostmi zı́skaného odhadu (významnost modelu a parametrů, vlastnosti re-
ziduı́, ...)
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• Dále vhodným způsobem transformujte data na stacionárnı́, stacionaritu
prověřte prozkoumánı́m vlastnostı́ reziduı́.

• Dále ověřte, že všechny vámi provedené transformace byly správné. Tj.
např. pokud jste data nějak upravili, a pak ještě diferencovali, proved’te
rozšı́řený DF test pro nezdiferencovaná data, zamyslete se nad zahrnutı́m
konstanty a trendu do tohoto DF testu, zhodnot’te různé varianty modelů,
různé mı́ry rizika.

Přı́klad 8.5. Otestujte platnost podmı́nky parity kupnı́ sı́ly et = pt − pft + dt

resp. prozkoumejte vývoj reálného směnného kurzu rt ≡ et + ptf − pt, kde pt

resp. ptf je logaritmus domácı́ a zahraničnı́ cenové úrovně, et označuje logarit-
mus ceny zahraničnı́ měny v domácı́ měně, dt je odchylka od PPP, rt je reálný
směnný kurz. Využijte data pro Kanadu, Německo, Japonsko a Velkou Británii,
která naleznete v souboru kurzy.txt.

• Prozkoumejte acf a pacf pro každou řadu i jejı́ diference.

• Poznáte, jestli jsou řady stacionárnı́ z obrázků acf a pacf? Proč a jak?

• Proved’te D-F testy se zahrnutı́m konstanty, dále rozšı́řený D-F test se
zpožděnı́m 12 bez trendu i s trendem a zjistěte, zda se jedná o ”unit roots”
procesy. (K vyhodnocenı́ výsledků použijte D-F tabulky pro τ ).

• Rozhodněte, zda do modelu náležı́ konstanta. Rozhodněte, zda do modelu
náležı́ trend. Rozhodněte, zda do modelu náležı́ trend a konstanta. (K vy-
hodnocenı́ výsledků použijte D-F tabulky pro φ).

Přı́klad 8.6. V souboru zlom.txt naleznete časové řady se strukturálnı́m
zlomem.

• Vykreslete obě časové řady a pokuste se určit, zdali došlo k nějakému
zlomu, pokud ano, tak kdy a k jakému.

• S využitı́m acf a pacf se pokuste posoudit stacionaritu řad.

• Proved’te D-F test s konstantou a trendem, zhodnot’te výsledky.
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• Proved’te test na přı́tomnost jednotkových kořenů postupem uvedeným
výše v části 8.5.

Přı́klad 8.7. DÚ

• Vyberte si dvě ekonomické časové řady, které se vztahujı́ k vašı́ diplomové
práci a vaši volbu stručně objasněte.

• Určete, zdali se jedná o stacionárnı́ časové řady, řady s trendem či náhodné
procházky. Využijte k tomu Dickey-Fullerovy testy. Výsledky testů řádně
okomentujte a vysvětlete, co to pro vaše řady znamená. Pomoci vám může
také acf , pacf .

• Pokud řady stacionárnı́ nejsou, pak je vhodným ekonomicky interpretova-
telným způsobem stacionarizujte a vysvětlete, co zı́skaná řada představuje.

• Obě řady, pro dalšı́ účely, zkrat’te o čtyři nejnovějšı́ pozorovánı́.

• Pro každou řadu identifikujte vhodný ARMA proces, okomentujte zı́skané
výsledky (parametry, rezidua, FPE, ...) a objasněte, proč jste vybrali právě
tento model.

• Proved’te predikci na 4 kroky dopředu a výsledek srovnejte se skutečně re-
alizovanými hodnotami (o které jste měli řady uřı́znout). Pokud je predikce
kvalitativně špatná (např. mı́sto růstu predikuje model pokles), zkuste jiný
ARMA model.

Nezapomeňte si práci podepsat, uvést svoje UČO, dále uvést název práce,
PŘESNÝ ZDROJ a popis dat, postup, závěr práce. Spolu s pracı́ odevzdáte
také zdrojový soubor s daty a m-file s analýzou řad. Soubory nazvěte svým
přı́jmenı́m, podtržı́tko, DF, tj. např. Zacek_DF.m.

Každý bude mı́t jiné časové řady, kdo si dřı́v řekne, ten je má, domluva na
cvičenı́ nebo mailem. Vyberte si takové řady, aby bylo k dispozici dostatečně
mnoho dat. Termı́n odevzdánı́ 10.12.2007.
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Dickey-Fullerovy tabulky pro τ

τ statistika
α

n 0.01 0.025 0.05 0.10
25 -2.66 -2.26 -1.95 -1.60
50 -2.62 -2.25 -1.95 -1.61

100 -2.60 -2.24 -1.95 -1.61
250 -2.58 -2.23 -1.95 -1.62
300 -2.58 -2.23 -1.95 -1.62
∞ -2.58 -2.23 -1.95 -1.62

τµ statistika
α

n 0.01 0.025 0.05 0.10
25 -3.75 -3.33 -3.00 -2.62
50 -3.58 -3.22 -2.93 -2.60

100 -3.51 -3.17 -2.89 -2.58
250 -3.46 -3.14 -2.88 -2.57
500 -3.44 -3.13 -2.87 -2.57
∞ -3.43 -3.12 -2.86 -2.57

ττ statistika
α

n 0.01 0.025 0.05 0.10
25 -4.38 -3.95 -3.60 -3.24
50 -4.15 -3.80 -3.50 -3.18

100 -4.04 -3.73 -3.45 -3.15
250 -3.99 -3.69 -3.43 -3.13
500 -3.98 -3.68 -3.42 -3.13
∞ -3.96 -3.66 -3.41 -3.12
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Dickey-Fullerovy tabulky pro φ

φ1 statistika
α

n 0.01 0.025 0.05 0.10
25 4.12 5.18 6.30 7.88
50 3.94 4.86 5.80 7.06

100 3.86 4.71 5.57 6.70
250 3.81 4.63 5.45 6.52
500 3.79 4.61 5.41 6.47
∞ 3.79 4.61 5.41 6.47

φ2 statistika
α

n 0.01 0.025 0.05 0.10
25 4.67 5.68 6.75 8.21
50 4.31 5.13 5.94 7.02

100 4.16 4.88 5.59 6.50
250 4.07 4.75 5.40 6.22
500 4.05 4.71 5.35 6.15
∞ 4.03 4.68 5.31 6.09

φ3 statistika
α

n 0.01 0.025 0.05 0.10
25 5.91 7.24 8.65 10.61
50 5.61 6.73 7.81 9.31

100 5.47 6.49 7.44 8.73
250 5.39 6.34 7.25 8.43
500 5.36 6.30 7.20 8.34
∞ 5.34 6.25 7.16 8.27
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9. Kointegrace časových řad

9.1 Úvod

Regrese náhodné procházky pomocı́ jiné náhodné procházky může vést ke zdán-
livým vazbám, které ve skutečnosti neexistujı́. Proto je důležité testovat, zdali
modelované řady nejsou náhodnými procházkami. Pokud náhodnou procházku
zdiferencujeme, regrese už je v pořádku. Nechceme ale diferencovat zbytečně,
protože docházı́ ke ztrátě informace.

Je však také možné, že dvě řady xt a yt se chovajı́ jako náhdoné procházky,
ale jejich lineárnı́ kombinace zt = xt − λyt je stacionárnı́. Pak řı́káme, že xt a
yt jsou kointegrované a λ je kointegračnı́ parametr. Parametr λ lze odhadnout
pomocı́ MNČ. Rezidua z této regrese lze testovat, zdali xt a yt byly skutečně
kointegrované. Přesněji:

Složky vektoru xt = (x1t, x2t, . . . , xnt)
′ se nazývajı́ kointegrované řádu

(d, b), značı́me xt ∼ CI(d, b), jestliže

• všechny složky xt jsou I(d) (integrovaný proces řádu d) a

• existuje vektor β = (β1, β2, . . . , βn) takový, že lineárnı́ kombinace βxt =

β1x1t + β2x2t + . . . + βnxnt je I(d− b), b > 0

Např. agregátnı́ spotřeba a disponibilnı́ důchd se chovajı́ jako náhodné pro-
cházky, předpokládáme, že se dlouhodobě vyvı́jı́ podobně, tj. že nějaká jejich
lineárnı́ kombinace je stacionárnı́. Nebo např. dividendy a cena akciı́. Nebo také
teorie obsažená v rovnici poptávky po penězı́ch tvaru mt = β0 + β1pt + β2yt +

β3rt+εt předpokládá, že určitá lineárnı́ kombinace nestacionárnı́ch proměnných
může být stacionárnı́ (řada εt).
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Máme-li dvě náhodné procházky xt a yt, ale ∆xt a ∆yt jsou stacionárnı́,
kointegraci testujeme pomocı́ kointegračnı́ regresnı́ rovnice

xt = α + βyt + εt (9.1)

a pak testujeme, zdali rezidua et z této regrese jsou stacionárnı́. (Pokud by řady
kointegrované nebyly, tak jakákoli jejich lineárnı́ kombinace bude též nesta-
cionárnı́.) Testujeme hypotézu H0, že rezidua jsou nestacionárnı́. Bud’to prove-
deme D-F test nebo vypočteme D-W statistiku a testujeme hypotézu, že DW=0
(hypotéza náhodné procházky). Pro n = 100 jsou kritické hodnoty pro α = 1%,
5%, 10% postupně 0.511, 0.386 a 0.322.

9.2 Testovánı́ Grangerovy kauzality

V ekonomii chceme často určit, zda jsou změny jedné proměnné přı́činou
změn jiné proměnné. Např. jestli změny peněžnı́ nabı́dky způsobujı́ změny pro-
dukce nebo zda jsou obě proměnné určeny endogenně. Jednou z možnostı́ testo-
vánı́ je přı́stup navržený Grangerem a Simsem (1979).

Pokud veličina X způsobuje změny veličiny Y , pak tı́m rozumı́me to, že
změny ∆X předcházı́ změnám ∆Y . Přesněji, pokud X ⇒ Y (X způsobuje
změny Y ), pak musı́ platit:

1. X pomáhá predikovat Y , tj. v regresi proměnné Y pomocı́ zpožděných
hodnot Y by přidánı́ minulých hodnot proměnné X mělo významně přispět
ke zvýšenı́ vysvětlujı́cı́ schopnosti modelu.

2. Y nepomáhá predikovat X .

(Pokud by X ⇒ Y a Y ⇒ X , pak zřejmě existuje nějaká jiná proměnná, která
působı́ tyto změny.)

Při zjišt’ovánı́ kauzality testujeme hypotézu H0 : X − /− > Y (tj. že X

nezpůsobuje změny Y ) pomocı́ dvou regresı́:

Yt =
m∑

i=1

αiYt−i +
m∑

i=1

βiXt−i + εt (9.2)
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Yt =
m∑

i=1

αiYt−i + εt (9.3)

Pomocı́ F-testu zjistı́me, zdali zpožděné hodnoty veličiny X pomáhajı́ vý-
znamně k vysvětlenı́ veličiny Y , tj. testujeme, zda skupina koeficientů β0, . . . , βm

je statisticky významně různá od nuly. Pokud ano, zamı́tneme nulovou hypotézu
s tı́m, že data odpovı́dajı́ situaci X ⇒ Y . Obdobným způsobem otestujeme i
obrácenou kauzalitu Y − /− > X .

F-test spočteme dle (9.4). SSEU je suma čtverců chyb modelu bez omezenı́
(9.2), SSER je suma čtverců chyb modelu s omezenı́mi (9.3), n je počet po-
zorovánı́, k je počet parametrů modelu bez omezenı́ (9.2), r je počet omezenı́ a
vypočtená statistika F má Fisherovo rozdělenı́ F (r, n− k).

F =
(n− k)

r
· (SSER − SSEU)

SSEU
(9.4)

Pokud je vypočtená hodnota menšı́ než kritická hodnota F rozdělnı́, nezamı́táme
H0. Pokud je vypočtená hodnota většı́ než kritická hodnota F rozdělnı́, H0

zamı́táme. Abychom mohli celkově řı́ci, že X ⇒ Y , je třeba odmı́tnout hy-
potézu H1 : X − /− > Y a nezamı́tnout H2 : Y − /− > X .

Volba délky zpožděnı́ m v regresi je na nás. Obecně je dobré vyzkoušet různé
délky zpožděnı́ a ujistit se, že výsledky nejsou citlivé na volbu m.

Tuto metodu lze vyzkoušet např. na zjištěnı́, zda změny ceny ropy ∆Pt

způsobujı́ změny produkce Y . Při označenı́ zt = ∆Pt, xt = log(Yt/Yt−1) by-
chom zkoumali rovnici:

zt = a0 + a1zt−1 + . . . + amzt−m + b1xt−1 + . . . + bmxt−m + εt

Např. pro USA v obdobı́ před prvnı́m ropným šokem vycházı́ jednoznačně, že
ceny ropy ovlivňujı́ změny GNP.

9.3 ”Error correction”

Kointegrace řad xt a yt znamená přı́tomnost dlouhodobého rovnovážného
vztahu mezi těmito proměnnými. Pokud se jedna veličina odchýlı́ od tohoto
vztahu v čase t, pak má tendenci se vrátit v následujı́cı́ch periodách zpět. Žádná
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z proměnných by se tedy neměla odchýlit přı́liš daleko od rovnovážné situace.
Tuto myšlenku lze formálně zapsat pomocı́ ”error correction” modelu, který lze
odhadnout s pomocı́ následujı́cı́ch rovnic:

∆yt = c1 + δ1et−1 +
m∑

i=1

α1i∆yt−i +
m∑

i=1

β1i∆xt−i + εt (9.5)

∆xt = c2 + δ2et−1 +
m∑

i=1

α2i∆yt−i +
m∑

i=1

β2i∆xt−i + εt (9.6)

kde et jsou rezidua zı́skané z regrese X a Y (vztah (9.1)). Pokud jsou xt a yt

kointegrované, alespoň jeden z odhadů koeficientů δ1, δ2 musı́ být statisticky
významný a znaménko parametru musı́ být takové, že odchylka od dlouhodobé
rovnováhy bude v následujı́cı́ periodě opravena.

V regresnı́ch rovnicı́ch vystupujı́ zpožděné diference kvůli potenciálnı́ séri-
ové autokorelaci reziduı́. Délku zpožděnı́ m bychom neměli volit většı́ než 8 a
měli bychom volit takové m, aby parametr u největšı́ho zpožděnı́ byl statisticky
významný (podle t-testu). Délka zpožděnı́ m by měla být v obou regresnı́ch
rovnicı́ch (9.5) a (9.6) stejná.

Např. pro krátkodobé a dlouhodobé úrokové (rS, rL) sazby by přı́slušný error
correction model mohl být tvaru:

∆rSt = αS(rLt−1 − βrSt−1) + εSt

∆rLt = −αL(rLt−1 − βrSt−1) + εLt

kde αS > 0, αL > 0 a rS i rL jsou integrované řádu 1. Levé strany rovnic jsou
stacionárnı́ řady, šumy v rovnicı́ch jsou též stacionárnı́, tedy rS a rL musı́ být
kointegrované, aby rovnice mohly platit.

Postup při Engel-Grangerovu testovánı́
• Otestujeme řád integrace jednotlivých proměnných (ADF test).

• Provedeme kointegračnı́ regresi a otestujeme, zda rezidua z této regrese
jsou stacionárnı́ (nepoužijeme kritické D-F hodnoty, ale speciálnı́ kritické
hodnoty pro E-G test).
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• Můžeme otestovat Grangerovu kauzalitu mezi časovými řadami.

• Pokud jsou řady kointegrované, můžeme sestavit error correction model a
verifikovat ho.

Tabulka pro Engel-Grangerův test kointegrace pro dvě proměnné

n α = 1% α = 5% α = 10%

50 -4.123 -3.461 -3.130
100 -4.008 -3.398 -3.087
200 -3.954 -3.368 -3.067
500 -3.921 -3.350 -3.054

Tabulka pro Engel-Grangerův test kointegrace pro tři proměnné

n α = 1% α = 5% α = 10%

50 -4.592 -3.915 -3.578
100 -4.441 -3.828 -3.514
200 -4.368 -3.785 -3.483
500 -4.326 -3.760 -3.464

9.4 Cvičenı́

Přı́klad 9.1. V souboru spotr_duch.txt naleznete čtvrtletnı́ data agregátnı́
spotřeby a disponibilnı́ho důchodu USA. Otestujte, zdali jsou tyto dvě veličiny
kointegrované.

• Ověřte, zdali se jedná o náhodné procházky pomocı́ D-F testu. Vyzkoušejte
různou délku zpožděnı́ a různou úroveň rizika.

• Ověřte pomocı́ D-F testu, zdali jsou prvnı́ diference řad stacionárnı́.

• Proved’te kointegračnı́ regresi spotřeby C pomocı́ disponibilnı́ho důchodu
Y D. Otestujte, zdali rezidua z této regrese jsou stacionárnı́.
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• Otestujte Grangerovu kauzalitu Y D a C.

• Sestavte ”error correction” model pro Y D a C.

Přı́klad 9.2. V souboru PPP.txt naleznete data pro vývoj cen v Německu,
Japonsku a Kanadě, bilaterálnı́ směnné kurzy zemı́ s USA a vývoj cen v USA
v obdobı́ 1974 Q3 - 2001 Q4.

• Odhadněte dlouhodobý vztah pro logaritmy směnných kurzů Kanady a
USA ve tvaru:

log(exca) = b0 + b1 log(pca) + b2 log(pus) + εt

Odpovı́dajı́ zı́skané výsledky odhadů parametrů vašim představám a teorii
obsažené v LR PPP?

• Označme µt rezidua z regrese v předchozı́m vztahu. Otestujte tato rezidua
pomocı́ Engel-Grangerova testu kointegrace. Použijte vhodnou délku zpož-
děnı́. Vysvětlete výsledky testu.

• Zopakujte předchozı́ dva body pro Německo a Japonsko (pozor, německá
data jsou k dispozici jen do 1998 Q3).

Přı́klad 9.3. Vývoj amerických úrokových sazeb v obdobı́ 1954:7–2002:12 na-
leznete v souboru int_rates.txt. Ve druhém, čtvrtém a pátém sloupci jsou
sazby pro 3-měsı́čnı́, 10-leté a š-leté vládnı́ cenné papı́ry (označné jako tbill, r10
a r3).

• Otestujte, zdali se uvedené tři proměnné chovajı́ jako náhodné procházky
pomocı́ ADF testu (s vhodným zpožděnı́m, s konstantou, bez trendu).

• Odhadněte kointegračnı́ vztah s využitı́m Engel-Grangerovy procedury.
Odhadujte vztah tvaru:

tbillt = b0 + b1 · r3t + b2 · r10t + εt

Proved’te DF testy pro rezidua.

• Otestujte stacionaritu reziduı́ z předchozı́ regrese (využijte Engel-Grange-
rovy kritické hodnoty).

80



• Zopakuje část popsanou ve druhém bodě pro závislou proměnnou r10 a
určete, zdali jsou proměnné kointegrované.

• Odhadněte ”error correction” model pro každou proměnnou s délkou zpož-
děnı́ 12. Jako error correction člen použijte rezidua ze druhého bodu, neza-
hrnujte úrovňovou konstantu. Otestujte, zdali jsou rezidua modelů bı́lým
šumem. Je délka zpožděnı́ 12 vhodná?
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10. Monetárnı́ politika – statický model

• Dynamicky konzistentnı́ politika – akce plánované v čase t pro čas t + i

zůstávajı́ optimálnı́mi, když čas t + i nastane.

• Dynamicky nekonzistentnı́ politika – v čase t+i nebude optimálnı́ reagovat
tak, jak bylo původně plánováno v čase t.

10.1 Cı́lová funkce

Většinou cı́lová funkce centrálnı́ banky zahrnuje výstup (nebo zaměstnanost)
a inflaci. Výstup se objevuje ve formě lineárnı́ (10.1) nebo kvadratické (10.2).

U = α(y − yn)− 1

2
π2, (10.1)

kde y je skutečný výstup, yn je přirozená úroveň výstupu ekonomiky a π je mı́ra
inflace, α je relativnı́ váha výstupu vzhledem k inflaci.

V =
1

2
α(y − yn − k)2 +

1

2
π2. (10.2)

• Centrálnı́ banka chce stabilizovat jak výstup (kolem úrovně yn + k), tak
inflaci (kolem nuly).

• Nejčastěji se předpoklad k > 0 vysvětluje přı́tomnostı́ distorzı́ na trhu
práce, které způsobı́, že rovnovážná mı́ra výstupu ekonomiky je neúčinně
nı́zká; dále přı́tomnostı́ danı́, monopolů či sektorů s monopolistickou kon-
kurencı́.

• Stabilizace výstupu kolem yn+k = druhé nejlepšı́ řešenı́ (tj. suboptimálnı́),
(nejlepšı́ = eliminace původnı́ch distorzı́).
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• Dalšı́ přı́činou může být politický tlak na centrálnı́ banku.

• Cı́lem monetárnı́ politiky je stabilizace inflace a ne stabilizace cenové
úrovně.

• Instrumentem MP bude peněžnı́ zásoba, ∆m je mı́ra růstu nominálnı́ pe-
něžnı́ nabı́dky, člen v představuje náhodnou složku, tzv. šok v rychlosti
peněz, kde E(v) = 0.

π = ∆m + v (10.3)

10.2 Ekonomika a jejı́ vlastnosti

• Lucasův typ agregátnı́ nabı́dky

y = yn + s(π − πe) + e, (10.4)

y je výstup, yn je přirozená úroveň výstupu ekonomiky, π je skutečná
mı́ra inflace, πe je očekávaná mı́ra inflace, s popisuje vlivy peněžnı́ch
překvapenı́ na produkci, e je nabı́dkový šok, kde E(e) = 0

• Tento tvar agregátnı́ nabı́dky lze odůvodnit přı́tomnostı́ nominálnı́ch mzdo-
vých smluv na jedno obdobı́, které se nastavujı́ na začátku každé periody
na základě očekávánı́ veřejnosti ohledně mı́ry inflace.

• π > πe ⇒ reálné mzdy budou nižšı́ a firmy budou rozšiřovat zaměstna-
nost, tj. produkt poroste

• π < πe ⇒ reálné mzdy budou převyšovat očekávanou úroveň, zaměstna-
nost, a tedy i produkt, se snı́žı́

• Očekávánı́ soukromého sektoru jsou určena dřı́ve, než centrálnı́ banka
zvolı́ mı́ru růstu nominálnı́ peněžnı́ nabı́dky.

• CB může před nastavenı́m instrumentu ∆m pozorovat náhodnou složku e

(tj. nabı́dkový šok), ale ne šok v.

• Náhodné složky e a v jsou nekorelované, tj. E(ev) = 0, protože E(e) =

E(v) = 0.
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10.3 Rovnovážná inflace při lineárnı́ formulaci

CB maximalizuje očekávanou hodnotu kriterálnı́ funkce U . Substituujeme
výrazy (10.4) a (10.3) do cı́lové funkce centrálnı́ banky (10.1):

U = α[s(∆m + v − πe) + e]− 1

2
(∆m + v)2.

Podmı́nka optimality prvnı́ho řádu pro volbu ∆m za podmı́nky e při dané πe

(E(v) = 0) je

E

(
∂U

∂∆m

)
= sα−∆m = 0

neboli
∆m = sα > 0. (10.5)

• ∆m = sα ⇒ max U

• ⇒ πt = sα + v

• πe = E[∆m] = sα (průměrná inflace je plně anticipovaná)

• y = yn + sv + e

10.3.1 Diskrece

• Kladná průměrná mı́ra inflace sα.

• Soukromý sektor inflaci zcela anticipuje ⇒ žádný efekt na výstup.

• Velikost inflačnı́ch tlaků se zvyšuje s efekty peněžnı́ch překvapenı́ na výs-
tup, tj. čı́m většı́ s, tı́m většı́ je podnět centrálnı́ banky dělat inflaci.

• Po rozpoznánı́ tohoto faktu očekávajı́ soukromı́ agenti vyššı́ mı́ru inflace.

• Inflačnı́ tlaky se také zvyšujı́ s relativnı́ váhou výstupu α, malé α = méně
podnětů generovat inflaci.

• Při nulové mı́ře inflace je meznı́ zisk z generovánı́ malé inflace pozitivnı́,
protože při již nastavených mzdách je efekt přı́růstkového zvýšenı́ inflace
na výstup roven s > 0 (viz rovnice (10.4)).
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meznı́ zisk

meznı́ náklad

π

sα

π∗

Obrázek 10.1: Rovnovážná inflace při diskreci (lineárnı́ verze)

• Odpovı́dajı́cı́ hodnota zisku z tohoto zvýšenı́ výstupu je sα.

• To je zobrazeno na obrázku 10.1 horizontálnı́ čarou ve výši sα.

• Meznı́ náklad inflace je roven π.

• Při nulové mı́ře inflace je tento meznı́ náklad nulový, takže meznı́ zisk
z inflace převyšuje meznı́ náklad.

• Meznı́ náklad však roste (lineárně) s inflacı́, jak je zachyceno na obrázku.

• Při mı́ře očekávané inflace rovné sα se meznı́ náklad rovná meznı́mu zisku.

E[Ud] = E

[
α(sv + e)− 1

2
(sα + v)2

]
= −1

2
(s2α2 + σ2

v)

• E[v] = E[e] = E[ev] = 0, σ2
v je rozptyl náhodné složky v.

• Očekávaný užitek se snižuje s rozptylem náhodné složky v, také s vahou
přidělenou výstupu vzhledem k inflačnı́m cı́lům α, protože většı́ α zvyšuje
průměrnou mı́ru inflace (rovnou sα).

• Zatı́mco náhodná složka v je neodstranitelná, ztráta kvůli inflačnı́m tlakům
vzniká pouze ze zbytečných pokusů monetárnı́ autority o stimulaci výstupu.
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10.3.2 Pravidlo

• Monetárnı́ autorita je schopná se zavázat k nějakému pevnému závazku,
např. k nulovému růstu peněžnı́ zásoby, tj. ∆m = 0.

• ⇒ π = v

• Očekávaný užitek při pravidle je většı́ než při diskreci.

• Diskrece v tomto přı́padě generuje náklad ve výši 1
2s

2α2.

E[U c] = E

[
α(sv + e)− 1

2
v2

]
= −1

2
σ2

v > E[Ud].

10.4 Rovnovážná inflace při kvadratické formulaci

• Ztráta spojená s fluktuacemi výstupu a inflace kolem cı́lových úrovnı́.

• Stejné základnı́ závěry jako u formulace (10.1).

• Diskrece vede ke kladným průměrným inflačnı́m tlakům a nižšı́mu očeká-
vanému užitku.

• Bude existovat potenciálnı́ prostor pro to, aby politika snı́žila fluktuace
výstupu způsobené nabı́dkovým šokem e.

• Substituce výrazů (10.4) a (10.3) do kvadratické ztrátové funkce (10.2)
dává:

V =
1

2
α[s(∆m + v − πe) + e− k]2 +

1

2
(∆m + v)2

∆m je zvoleno po pozorovánı́ šoku e, ale před pozorovánı́m šoku v, pak podmı́nka
optimality

E

(
∂V

∂∆m

)
= sα[s(∆m− πe) + e− k] + ∆m = 0

neboli

∆m =
s2απe + sα(k − e)

1 + s2α
(10.6)
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• Ve vztahu (10.6) se objevuje šok agregátnı́ nabı́dky (e) – vzniká prostor
pro stabilizačnı́ politiku (substituce určité inflačnı́ volatility za snı́ženou
volatilitu výstupu).

• Optimálnı́ politika závisı́ na očekávánı́ch soukromého sektoru ohledně in-
flace.

πe = E[∆m] =
s2απe + sαk

1 + s2α
⇒ πe = sαk > 0

10.4.1 Diskrece

Dosadı́me πe = sαk do rovnice (10.6) a s (10.3) dostaneme výraz pro rovno-
vážnou mı́ru inflace při diskreci πd:

πd = ∆m + v = sαk −
(

sα

1 + s2α

)
e + v, (10.7)

• Rovnováha v přı́padě, kdy centrálnı́ banka jedná diskrečně, znamená klad-
nou průměrnou mı́ru inflace rovnou sαk, protože E(e) = E(v) = 0.

• Nedocházı́ k žádnému efektu na výstup (obdobně jako u lineárnı́ formu-
lace), protože soukromý sektor tuto mı́ru inflace zcela anticipuje (πe =

sαk).

• Velikost inflačnı́ch tlaků roste s distorzı́ výstupu (k), s efektem peněžnı́ho
překvapenı́ na výstup (s) a s vahou, kterou přiděluje centrálnı́ banka cı́li
výstupu (α).

• Budeme na chvı́li ignorovat náhodné šoky e a v, rovnováha – viz obrázek
10.2.

• Rovnice (10.6) pro optimálnı́ volbu instrumentu ∆m je zde zobrazena pro
e = 0 jako přı́mka OP (pro optimálnı́ politiku). Sklon této přı́mky je
s2α/(1 + s2α) < 1 (tj. méně než 45◦), s průsečı́kem sαk/(1 + s2α) > 0

na vertikálnı́ ose.

• Růst očekávané mı́ry inflace vyžaduje, aby CB zvýšila aktuálnı́ inflaci o
stejné množstvı́, aby dosáhla téhož efektu na výstup. Tato akce zvyšuje
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Obrázek 10.2: Rovnovážná inflace při diskreci (kvadratická verze)

náklady spojené s inflacı́, CB považuje za optimálnı́ zvýšit inflaci méně
oproti růstu očekávané inflace πe, tj. sklon přı́mky OP je menšı́ než 1.
Kladný průsečı́k přı́mky OP s vertikálnı́ osou odrážı́ fakt, že pokud πe =

0, je optimálnı́ politikou centrálnı́ banky nastavit pozitivnı́ mı́ru inflace.

• V rovnováze πe = π, tj. na přı́mce 45◦.

• Zvýšenı́ k, mı́ry distorze výstupu, posunuje přı́mku OP nahoru a vede
k vyššı́ rovnovážné mı́ře inflace.

• Růst parametru s, tj. dopadu inflačnı́ho překvapenı́ na reálný výstup, má
dva efekty. Jednak zvyšuje sklon přı́mky OP ; zvýšenı́ efektu inflačnı́ho
překvapenı́ na výstup zvyšuje meznı́ zisk centrálnı́ banky z většı́ inflace.

Dále také zvýšenı́ dopadu inflačnı́ho překvapenı́ na výstup snižuje inflačnı́
překvapenı́ potřebné k tomu, aby se výstup posunul k úrovni yn + k, a
pokud je α velké, průsečı́k přı́mky OP s osou 45◦ může klesnout.

Čistým efektem ze zvýšenı́ parametru s je zvýšenı́ rovnovážné mı́ry inflace
— viz rovnice (10.7), která ukazuje, že rovnovážná mı́ra inflace pokud
e = 0 je rovna sαk, což je výraz rostoucı́ v s.

• Koeficient u nabı́dkového šoku e v rovnici (10.7) je záporný. Tedy pozi-
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tivnı́ nabı́dkový šok vede ke snı́ženı́ růstu peněžnı́ nabı́dky a inflace, což
znamená snı́ženı́ dopadu šoku e na výstup (koeficient u e v rovnici výstupu
(10.4) bude 1/(1 + s2α), což je menšı́ než 1). Čı́m většı́ je váha přiřazená
cı́li výstupu α, tı́m menšı́ bude dopad šoku e na výstup.

Použije-li se výrazu (10.7), ztrátová funkce centrálnı́ banky při diskreci je

V d =
1

2
α

[(
1

1 + s2α

)
e + sv − k

]2

+
1

2

[
sαk −

(
sα

1 + s2α

)
e + v

]2

.

(10.8)
Nepodmı́něná střednı́ hodnota této ztráty je rovna

E(V d) =
1

2
αE

{(
1

1 + s2α

)2

e2 + s2v2 + k2 +
2sev

1 + s2α
− 2ke

1 + s2α
− 2skv

}
+

+
1

2
E

{
s2α2k2 + v2 +

s2α2e2

(1 + s2α)2 + 2sαkv − 2sαve

1 + s2α
− 2s2α2ke

1 + s2α

}

E(V d) =
1

2
α

{
1

(1 + s2α)2σ
2
e + s2σ2

v + k2
}

+
1

2

{
s2α2k2 + σ2

v +
s2α2

(1 + s2α)2σ
2
e

}

Tedy celkem:

E(V d) =
1

2
α(1 + s2α)k2 +

1

2

[(
α

1 + s2α

)
σ2

e + (1 + s2α)σ2
v

]
, (10.9)

kde symbol σ2 označuje rozptyl.

10.4.2 Pravidlo

• Centrálnı́ banka je schopná zavázat se předem k politickému pravidlu dřı́ve,
než se utvořı́ soukromá očekávánı́.

• Monetárnı́ autorita chce reagovat na nabı́dkový šok e.

• Monetárnı́ pravidlo bude tvaru

∆mc = b0 + b1e

• πe = E(∆mc) = b0
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• Substitucı́ tohoto výrazu do kvadratické ztrátové funkce se dostane:

V c =
1

2
α[s(b1e + v) + e− k]2 +

1

2
(b0 + b1e + v)2 (10.10)

• CB se zaváže k určitým hodnotám parametrů b0 a b1 před zformovánı́m
inflačnı́ch očekávánı́ a před realizacı́ šoku e.

• Parametry b0 a b1 jsou vybrány tak, aby minimalizovaly očekávanou střednı́
hodnotu ztrátové funkce:

E(b0 + b1e) = 0 ⇔ b0 = 0

E

(
∂V c

∂b1

)
= E{α[s(b1e + v) + e− k]se + b1e

2} =

= E{(αs2b1e
2 + αs2ev + αse2 − αske + b1e

2} =

= E{e2[b1(1 + s2α) + αs]} = 0 ⇔ b1 = − αs

1 + s2α

Tedy optimálnı́ politika se závazkem:

∆mc = 0 + b1e = − sα

1 + s2α
e (10.11)

Průměrná inflace při závazku předem bude nulová (b0 = 0), ale reakce na šok
na agregátnı́ nabı́dku je stejná, jako při diskreci (viz výraz (10.7)). Očekávaná
střednı́ hodnota ztrátové funkce při závazku je:
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E(V c) = E{1

2
α[s(b1e + v) + e− k]2

︸ ︷︷ ︸
K

+
1

2
(b1e + v)2

︸ ︷︷ ︸
L

} = E(K) + E(L)

E(K) =
1

2
αE{(sb1e + sv + e− k)2} =

=
1

2
αE{s2b2

1e
2 + s2v2 + e2 + k2 + 2sb1e

2}+

+
1

2
αE{2s2b1ev − 2sb1ek + 2sve− 2svk − 2ek} =

=
1

2
αk2 +

1

2
αs2σ2

v +
1

2
σ2

e(αs2b2
1 + α + 2sb1α)

E(L) =
1

2
E{b2

1e
2 + v2 + 2b1ev} =

1

2
b2
1σ

2
e +

1

2
σ2

v

E(V c) =
1

2
αk2 +

1

2
σ2

v(1 + s2α) +
1

2
σ2

e [b
2
1(1 + s2α) + α + 2sb1α] =

=
1

2
αk2 +

1

2
σ2

v(1 + s2α) +
1

2
σ2

e

[
s2α2 + α + s2α2 + 2sα(−sα)

(1 + s2α)

]

Tedy celkem:

E[V c] =
1

2
αk2 +

1

2

[(
α

1 + s2α

)
σ2

e + (1 + s2α)σ2
v

]
, (10.12)

což je ostře menšı́, než ztráta při diskreci. Z porovnánı́ výrazů (10.9) a (10.12)
je vidět, že náklad diskrece je roven (sαk)2/2, což je prostě ztráta odpovı́dajı́cı́
nenulové mı́ře inflace.

10.5 Problém nekonzistence

• Inflačnı́ tlaky, které vznikajı́ při diskreci, se objevujı́ ze dvou důvodů. Za
prvé, centrálnı́ banka má podnět dělat inflaci, pokud jsou nastavena oče-
kávánı́ soukromého sektoru. Za druhé, centrálnı́ banka nenı́ schopna se
předem zavázat k nulové průměrné mı́ře inflace právě kvůli problému
dynamické nekonzistence. Proto se důležitým prvkem stává kredibilita
monetárnı́ autority.
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• Pokud CB oznámı́, že bude nulová mı́ra inflace a veřejnost tomu uvěřı́, tj.
πe = 0, potom je optimálnı́ politika jiná než ta, která byla oznámena (= dy-
namická nekonzistence), protože ze vztahu (10.5) je jasné, že optimálnı́
politikou pro centrálnı́ banku bude zahrnout nastavenı́ ∆m > 0 a průměrná
mı́ra inflace bude kladná.

Oznámenı́ centrálnı́ banky se tedy nebude věřit. Centrálnı́ banka se nemůže
věrohodně zavázat k politice s nulovou inflacı́, protože při takové politice
(tj. pokud π = πe = 0), je meznı́ náklad z malého zvýšenı́ inflace roven
∂ 1

2π
2/∂π = π = 0, zatı́mco meznı́ zisk je sα > 0 při lineárnı́ formulaci

cı́lové funkce, nebo sαk > 0 při kvadratické formulaci.

Protože meznı́ zisk převyšuje meznı́ náklad, centrálnı́ banka má podnět ne-
dodržet svůj závazek. Společnost je v horšı́ situaci při výsledku u diskrečnı́
politiky, protože zažı́vá kladnou průměrnou mı́ru inflace bez systematické-
ho zlepšenı́ výstupu.

• Před analýzou dynamické nekonzistence F. E. Kydlanda a E. C. Prescotta
ekonomové debatovali, zda má být monetárnı́ politika řı́zena podle jed-
noduchého pravidla, jakým je např. Friedmanovo pravidlo k-procentnı́ho
růstu nominálnı́ nabı́dky peněz, nebo zda by centrálnı́ banky měly mı́t
možnost reagovat diskrečně. Je-li optimálnı́ sledovánı́ jednoduchého pra-
vidla, při diskreci lze vždy vybrat takové pravidlo??? Tedy vypadá to, že
při diskreci se ”nic nepokazı́ a něco se může vylepšit”. Ale jak ukazuje
výše uvedený Barro-Gordonův model, při diskreci lze skutečně ”pokazit”;
omezenı́ flexibility monetárnı́ politiky může vyústit k lepšı́mu výsledku.

• Předpokládejme, že je CB přinucena nastavit ∆m = 0. To zabraňuje in-
flačnı́m tlakům, ale také zamezuje centrálnı́ bance zabývat se stabilizačnı́
politikou. S kvadratickou ztrátovou funkcı́ danou formulacı́ (10.2) je po-
tom očekávaná ztráta při tomto politickém pravidle rovna
1
2α(σ2

e + k2) + 1
2(1 + s2α)σ2

v .

Porovnáme tento výraz s výrazem pro nepodmı́něnou očekávanou ztrátu
při diskreci E(V d) daným rovnicı́ (10.9).
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1

2
α(1 + s2α)k2 +

1

2

ασ2
e

(1 + s2α)
+

1

2
(1 + s2α)σ2

v >
1

2
α(σ2

e + k2) +
1

2
(1 + s2α)σ2

v

⇔
s2α2k2 + αk2 + σ2

v + s2ασ2
v +

α

1 + s2α
σ2

e > ασ2
e + αk2 + σ2

v + s2ασ2
v

⇔
s2α2k2 +

α

1 + s2α
σ2

e > ασ2
e

⇔
s2α2k2 >

σ2
e

1 + s2α
(α + s2α2 − α)

Z výše uvedeného odvozenı́ je patrné, že pravidlo nulového růstu bude pre-
ferováno, pokud (

s2α2

1 + s2α

)
σ2

e < (sαk)2. (10.13)

• Levá strana rovnice (10.13) měřı́ zisky z diskrečnı́ stabilizačnı́ politiky,
pravá strana měřı́ náklad inflačnı́ch tlaků, které se objevujı́ při diskreci.

• Je-li druhá zmı́něná veličina většı́, očekávaná ztráta bude nižšı́, pokud
je centrálnı́ banka přinucena sledovat pravidlo fixnı́ mı́ry růstu peněžnı́
zásoby.

• Zda vyústı́ v lepšı́ výsledek politiky sledovánı́ jednoduchého pravidla, kte-
ré omezuje schopnost centrálnı́ banky reagovat na nové okolnosti, nebo po-
volenı́ diskrece, která generuje průměrné inflačnı́ tlaky, je otevřená otázka.

• Tento model také pomáhá zvýraznit úlohu kredibility monetárnı́ autority
tı́m, že ilustruje, proč se slibům centrálnı́ banky o snı́ženı́ inflace nemusı́
věřit.

10.6 Pohled teorie her

• Pro jednoduchost uvažme, že CB může zvolit jen dvě možné mı́ry inflace,
a že veřejnost jednu z těchto dvou možnostı́ očekává. Výsledek, který
odvodı́me, lze zobecnit na možnost libovolné volby.
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• Inflace, a tedy i inflačnı́ očekávánı́, nabývajı́ hodnot z množiny {0, π1}.
Jsou tedy čtyři možné kombinace skutečné a očekávané inflace, které mo-
hou nastat. Užitek z každé situace pro vládu a pro agenty popisuje násle-
dujı́cı́ tabulka.

Agenti CB
π = 0 π = π1

πe = 0 UCB = 0, U p = 0 UCB = 1, U p = −1
πe = π1 UCB = −1, U p = −1 UCB = −0.5, U p = 0

• Jedná se vlastně o bimaticovou hru.

• V každém kole domácnosti volı́ řádek a CB sloupec, dosáhnou při tom
užitku zapsaného v jejich matici v přı́slušném řádku a sloupci.

• Nynı́ nalezneme rovnovážnou situaci našı́ hry, která je vlastně modelem
nekooperativnı́ho vedenı́ MP, tj. přı́pad diskrece s pomocı́ matic P a CB.

P =

(
0 −1
−1 0

)
CB =

(
0 1
−1 −0.5

)

• Očekává-li domácnost nulovou inflaci (volı́ 1. řádek), je pro CB nejvýhod-
nějšı́ přivodit inflaci π = π1 (modře), tj. 2. sloupec.

• Očekává-li domácnost inflaci π1 (volı́ 2. řádek), je pro CB nejvýhodnějšı́
přivodit inflaci π = π1 (červeně), tj. 2 sloupec.

• Pokud CB nastavı́ nulovou inflaci (volı́ 1. sloupec), je pro agenty nejlepšı́
očekávat nulovou inflaci (fialově) – tj. 1. řádek, ale nejdená se o rovnovážný
bod, tj. nenı́ to tzv. bod Nashovy rovnováhy, protože pro CB by pak bylo
optimálnı́ nastavenı́ nenulové inflace.

• Pokud CB nastavı́ inflaci π1 (volı́ 2. sloupec), je pro agenty nejlepšı́ očekávat
inflaci π1 (zeleně), tj. volı́ 2 řádek. Protože nejlepšı́ reakce CB na tuto
situaci je nastavit inflaci na π1, jedná se o jedinou rovnovážnou situaci,
kdy docházı́ ke zbytečnému vzniku nenulové mı́ry inflace, protože se CB a
agenti neumı́ domluvit. Pokud by se domluvit mohli a hráli by π = πe = 0,
byli by na tom lépe.
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11. Monetárnı́ politika – dynamický model

11.1 Model ekonomiky

• Model všeobecné dynamické rovnováhy s dočasnými nominálnı́mi rigidi-
tami ⇒ MP ovlivňuje v krátkém obdobı́ reálnou ekonomiku.

• Rovnice agregátnı́ho chovánı́ se odvozujı́ z optimalizace domácnostı́ a
firem. Nebudeme uvažovat investice a kapitálovou akumulaci, což neovliv-
ňuje žádné kvalitativnı́ závěry.

• Současné chovánı́ záležı́ jak na současné politice, tak na očekávaném bu-
doucı́m průběhu MP.

• xt je mezera výstupu, tj rozdı́l mezi skutečnou produkcı́ a jejı́ potenciálnı́
úrovnı́1. πt je mı́ra inflace v čase t, it je krátkodobá nominálnı́ úroková
sazba, každá z proměnných je obdobně vyjádřena jako odchylka od dlou-
hodobého trendu. Et značı́ očekávánı́ založené na informaci dosažitelné
v čase t; gt je poptávkový šok, vt šok nabı́dkový; ϕ, λ, β, µ, ρ, α jsou
parametry; µ, ρ ∈ (0, 1).

Poptávková strana ekonomiky

• Vpředhledı́cı́ křivka IS (11.1). Lze ji odvodit logaritmickou linearizacı́
spotřebnı́ Eulerovy rovnice vycházejı́cı́ z optimálnı́ho rozhodnutı́ domác-
nostı́ o úsporách.

xt = −ϕ(it − Etπt+1) + Etxt+1 + gt (11.1)

gt = µgt−1 + ĝt (11.2)

1Potenciálnı́ produkcı́ rozumı́me výstup, který by byl dosažen, kdyby mzdy a ceny byly dokonale pružné.
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• Inverznı́ vztah mezery výstupu a reálné úrokové sazby, dále pozitivnı́ vztah
mezi současnou a očekávanou produkcı́.

• Při vyššı́ch úrokových sazbách jsou úvěry dražšı́, tedy spotřeba i investice
klesajı́ a celková realizovaná produkce klesá. Naopak očekávánı́ přı́znivého
budoucı́ho vývoje (tj. růst produkce) vede k současnému růstu produkce.

Iterujeme-li rovnici (11.1) dopředu, pak při označenı́ ht = −ϕ(it − Etπt+1)

platı́:

xt = ht + Etxt+1 + gt

Etxt+1 = Etht+1 + EtEt+1xt+2 + Etgt+1

Etxt+2 = Etht+2 + EtEt+2xt+3 + Etgt+2
...

Do výrazu pro xt nynı́ dosadı́me za výraz pro Etxt+1, do kterého jsme před-
tı́m dosadili za výraz pro Etxt+2, atd. Potom:

xt = ht + gt + Etht+1 + Etgt+1 + Etht+2 + Etgt+2 + . . .

Tedy po nekonečné sumaci:

xt = Et

{ ∞∑
j=0

[−ϕ(it+j − πt+1+j) + gt+j]

}
. (11.3)

• Mezera výstupu nezávisı́ jenom na současné reálné úrokové mı́ře a pop-
távkovém šoku, ale také na očekávaném budoucı́m vývoji těchto dvou
proměnných.

Nabı́dková strana ekonomiky

• Vpředhledı́cı́ Phillipsova křivka (11.4), vztah mezi nominálnı́mi a reálnými
veličinami. Odvodı́ se z kolı́sajı́cı́ho nastavenı́ cen v duchu G. Calva.2

πt = λxt + βEtπt+1 + vt (11.4)

vt = ρvt−1 + v̂t, (11.5)

2Calvo, G.: Staggered Prices in a Utility Maximizing Framework. Journal of Monetary Economics 12, 1983.
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• Pozitivnı́ vztah mezi současnou inflacı́ a produkcı́, a také mezi současnou
a očekávanou inflacı́.

• Výrobci jsou schopni vyrobit vı́ce, ale jsou ochotni to dělat pouze za vyššı́
ceny. Vyššı́ očekávaná inflace je zakomponována do smluv a zvyšuje sou-
časnou mı́ru inflace.

Obdobně jako výše budeme iterovat rovnici (11.4) dopředu:

πt = λxt + βEtπt+1 + vt

Etπt+1 = Etλxt+1 + EtβEt+1πt+2 + Etvt+1

Etπt+2 = Etλxt+2 + EtβEt+2πt+3 + Etvt+2
...

Do výrazu pro πt nynı́ dosadı́me za výraz pro Etπt+1, do kterého jsme ob-
dobně jako výše dosadili za Etπt+2, atd. Potom:

πt = λxt + vt + β(Etλxt+1 + Etvt+1) + β2(Etλxt+2 + Etvt+2) + . . .

Tedy po nekonečné sumaci:

πt = Et

{ ∞∑
i=0

βi(λxt+i + vt+i)

}
(11.6)

• Inflace závisı́ zcela na současných a očekávaných budoucı́ch ekonomických
podmı́nkách (žádná setrvačnost či zpožděná závislost v inflaci).

• Proměnná xt+i zachycuje pohyby v meznı́ch nákladech spojené s kolı́sánı́m
přebytečné poptávky. Šok vt+i zachycuje jiné (např. nákladové) vlivy, které
mohou ovlivnit očekávané meznı́ náklady.

Nástroj a cı́l politiky

• Nástrojem MP bude krátkodobá nominálnı́ úroková sazba.

• Nominálnı́ cenové rigidity⇒MP ovlivňuje v krátkém obdobı́ průběh reál-
ných veličin.
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• Cı́lová funkce CB

1

2
Et

{ ∞∑
i=0

βi(αx2
t+i + π2

t+i)

}
→ min (11.7)

kde parametr α je relativnı́ váha přiřazená odchylkám výstupu.

11.2 Optimálnı́ měnová politika bez závazku

• CB volı́ xt a πt, aby maximalizovala cı́l (11.7) při dané rovnici inflace
(11.4). Pak, podmı́něno optimálnı́mi hodnotami xt a πt, určuje hodnotu
úrokové sazby it z rovnice (11.1).

• CB bere očekávánı́ soukromého sektoru při řešenı́ optimalizačnı́ho problé-
mu za daná, protože je nemůže ovlivnit.

Každou periodu tedy CB vybere xt a πt, aby minimalizovala

1

2
(αx2

t + π2
t ) + Ft (11.8)

za podmı́nky
πt = λxt + ft, (11.9)

kde Ft ≡ 1
2Et

{ ∞∑
i=1

βi(αx2
t+i + π2

t+i)

}
, ft ≡ βEtπt+1 + ut, přičemž Ft a ft

považuje centrálnı́ banka za dané.

Lagrangean:

L =
1

2
(αx2

t + π2
t ) + Ft + µ(πt − λxt − ft)

Podmı́nky optimality:

∂L
xt

= αxt − λµ = 0 ⇒ λµ = αxt;
∂L
πt

= πt + µ = 0 ⇒ µ = −πt

Celkem podmı́nka optimality:

xt = −λ

α
πt (11.10)
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• CB sleduje politiku ”opı́ránı́ se o vı́tr”. Kdykoli je inflace nad cı́lem, omezı́
CB poptávku zvýšenı́m úrokové sazby a naopak, když je inflace pod cı́lem.
Reakce CB záležı́ pozitivně na zisku ze snı́ženı́ inflace na jednotku ztráty
výstupu (λ) a inverzně na relativnı́ váze přidělené ztrátám výstupu (α).

Redukovaný tvar výrazů pro xt a πt: stačı́ zkombinovat podmı́nku optimality
(11.10) s rovnicı́ agregátnı́ nabı́dky (11.4) a s rovnicı́ očekávánı́ inflace.

xt = −λ
απt, Etπt+1 = ρπt ⇒ πt = λxt + βEtπt+1 + vt = −λ2

α πt + βρπt + vt

πt(α + λ2 − αβρ) = αvt ⇒ πt = αvt

λ2+α(1−βρ) = αqvt, xt = −λ
απt = −λ

ααqvt

Tj.:

xt = −λqvt (11.11)

πt = αqvt, (11.12)

kde
q =

1

λ2 + α(1− βρ)
.

Optimálnı́ politika (reakčnı́ funkce centrálnı́ banky) pro úrokovou sazbu se
najde dosazenı́m přı́slušné hodnoty xt do křivky IS (11.1). Z výrazu (11.1)
plyne:

it = − 1
ϕxt + Etπt+1 + 1

ϕEtxt+1 + 1
ϕgt a dále

xt = −λ
απt, Etπt+1 = ρπt, tedy

it = λρ
αϕρπt + ρπt + 1

ϕ
ρ
ρEt(−λ

απt+1) + 1
ϕgt

= 1
ϕgt + ρπt

(
1 + λ

ρϕα − ρλ
ρϕα

)
= 1

ϕgt + γπEtπt+1.

Tedy celkem:

it = γπEtπt+1 +
1

ϕ
gt (11.13)

kde

γπ = 1 +
(1− ρ)λ

ρϕα
> 1

Etπt+1 = ρπt
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• Reakčnı́ funkce CB (11.13) se skládá ze 2 částı́ – jednak je to reakce na
inflačnı́ očekávánı́ a dále protisměrná reakce na poptávkový šok.

• Při optimálnı́ politice v reakci na růst očekávané inflace by se měly nomi-
nálnı́ sazby zvýšit dostatečně, aby se zvýšily reálné sazby. Tj. při optimál-
nı́m pravidle pro nominálnı́ úrokovou mı́ru by měl koeficient u očekávané
inflace převýšit jedničku. Kdykoli je inflace nad cı́lem, optimálnı́ politika
požaduje zvýšenı́ reálných sazeb, aby se omezila agregátnı́ poptávka.

• Je-li přı́tomna náklady tlačená inflace, pak existuje krátkodobá substituce
mezi inflacı́ a výstupem.

• Obrázek zachycuje hranici možnostı́ politiky – jak se měnı́ směrodatné
odchylky výstupu a inflace (σx a σπ) při optimálnı́ politice s preferencemi
CB (α).

σπ

σx

Obrázek 11.1: Hranice možnostı́ politiky

• Hranici definujı́ rovnice (11.11) a (11.12). Body napravo od hranice jsou
nedostatečně výkonné, body nalevo jsou nedosažitelné. Podél hranice ex-
istuje substituce.

• S rostoucı́m α (indikujı́cı́m relativně většı́ preference na stabilitu výstupu)
generuje optimálnı́ politika nižšı́ standardnı́ odchylku výstupu, ale za cenu
vyššı́ volatility inflace.
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Krajnı́ přı́pady jsou:

lim
α→0

var (xt) = lim
α→0

var
(
− λvt

λ2+α(1−βρ)

)
= lim

α→0
var

(
vt

λ

)
= σ2

v

λ2

lim
α→0

var (πt) = lim
α→0

var
(

αvt

λ2+α(1−βρ)

)
= 0

lim
α→∞

var (xt) = lim
α→∞

var
(
− λvt

λ2+α(1−βρ)

)
= 0

lim
α→∞

var (πt) = lim
α→∞

var
(

αvt

λ2+α(1−βρ)

)
= lim

α→∞
var

(
vt

1−βρ

)
= σ2

v

(1−βρ)2

Tedy celkem:
α → 0 : σx =

σv

λ
; σπ = 0 (11.14)

α →∞ : σx = 0; σπ =
σv

1− βρ
, (11.15)

kde σv je směrodatná odchylka nákladového šoku.

• Substituce se objevuje jenom při inflaci tlačené náklady.

• Pokud pohánı́ inflaci nákladové faktory, je možné snı́žit inflaci v krátké
době omezenı́m poptávky.

• Pokud σv = 0, žádná substituce neexistuje a inflace závisı́ jen na současné
a budoucı́ poptávce. Nastavenı́m úrokových sazeb pro xt = 0 pro všechna t,
je CB schopná trefit zároveň inflačnı́ cı́l a cı́l pro výstup po celou dobu.

• V obecném přı́padě s α > 0, σv > 0, se jedná o pozvolnou konvergenci
inflace zpět k cı́li. Z rovnic (11.12) a (11.5) při optimálnı́ politice se obdržı́
vztah (11.16), protože 0 ≤ ρ < 1. V tomto formálnı́m smyslu optimálnı́
politika zakotvuje cı́lovánı́ inflace.

lim
i→∞

Et{πt+i} = lim
i→∞

aqρivt = 0. (11.16)

• Podmı́nky pro extrémnı́ inflačnı́ cı́lovánı́ jsou vidět ze vztahů (11.14) a
(11.15). Když σv = 0 (nenı́ náklady tlačená inflace), je optimálnı́ poli-
tika okamžitého trefenı́ inflačnı́ho cı́le bez ohledu na preference. Protože
v tomto přı́padě nedocházı́ k žádné substituci, nenı́ nikdy nákladné snažit
se o minimalizaci variability inflace.
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• Jak vztah (11.14) ukazuje, je optimálnı́ pro minimalizaci variance inflace
pokud α = 0, i za přı́tomnosti náklady tlačené inflace. Obecně je optimálnı́
postupná konvergence k inflačnı́mu cı́li.

11.3 Problém inflačnı́ch tlaků

Uvažme nynı́ cı́lovou funkci tvaru:

1

2
Et

{ ∞∑
i=0

βi[α(xt+i − k)2 + π2
t+i]

}
→ min (11.17)

Lagrangean:

L = −1

2
[α(xt − k)2 + π2

t ] + Ft + µ(πt − λxt − ft),

kde Ft = −1
2Et

{ ∞∑
i=1

[α(xt+i − k)2 + π2
t+i]

}
a ft = Etπt+1 +ut, přičemž Ft a ft

považuje CB za dané.

Podmı́nky prvnı́ho řádu:
∂L
∂xt

= −α(xt − k)− µλ = 0⇒ µλ = −αxt + αk

∂L
∂πt

= −πt + µ = 0 ⇒ µ = πt

Podmı́nka optimality:

xk
t = −λ

α
πk

t + k (11.18)

• Mı́ra inflace bude v tomto přı́padě rovna πk
t = −α

λxt + α
λk, což je právě o

kladný člen α
λk vı́ce než v přı́padě, kdy se CB nesnažila vytlačovat výstup

nad jeho potenciálnı́ úroveň.

• Řešenı́m tohoto problému může být jmenovánı́ guvernéra CB, který přidělı́
vyššı́ relativnı́ náklady inflaci než společnost jako celek, snižuje zbytečné
inflačnı́ tlaky, ke kterým docházı́ při diskreci pokud k > 0.

102



• Teorie × praxe? Inflace se ve většině zemı́ OECD nynı́ jevı́ pod kon-
trolou i přes absenci nějakých zřejmých institucionálnı́ch změn. Řada zemı́
převzala za řešenı́ jmenovánı́ guvernéra s ”odporem” k inflaci?

11.4 Optimálnı́ měnová politika se závazkem

CB už nebere očekávánı́ soukromého sektoru za daná, jejı́ volba politiky tato
očekávánı́ určuje. Cı́lem je:

1

2
Et

{ ∞∑
i=0

βi(αx2
t+i + π2

t+i)

}
→ min

za podmı́nky křivky agregátnı́ nabı́dky tvaru

πt+i = λxt+i + βEt{πt+1+i}+ vt+i ∀i = 0, . . . ,∞

kde
vt+i = ρvt+i−1 + εt+i ∀i = 0, . . . ,∞

Lagrangean:

L =
1

2
Et

{ ∞∑
i=0

βi[(αx2
t+i + π2

t+i) + Φt+i(πt+i − λxt+i − βπt+1+i − vt+i)]

}
,

(11.19)
kde Φt+i je multiplikátor spojený s omezenı́m na čas t + i, přičemž pro zjed-
nodušenı́ výpočtu zafixujeme parametr β = 1 . Výpočet extrému rozdělı́me na
dvě části, nejprve pro i = 0, pak pro obecné i ≥ 1.

a) i = 0:
2αxt − λΦt = 0, 2πt + Φt = 0⇒ 2αxt = λΦt, −2πt = Φt ⇒ xt = −λ

απt

b) i ≥ 1: Suma v Lagrangiánu obsahuje tyto členy významné z hlediska opti-
malizace pro čas t + i: Φt+i−1(πt+i−1 − λxt+i−1 − πt+i − ut+i−1),
Φt+i(πt+i − λxt+i − πt+1+i − ut+i) a (αx2

t+i + π2
t+i).
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Z podmı́nek optimality plyne:

2αxt+i − λΦt+i = 0

2πt+i + Φt+i − Φt+i−1 = 0.

Tj. πt+i = −1
2(Φt+i−Φt+i−1), xt+i = λ

2αΦt+i, xt+i−1 = λ
2αΦt+i−1, z čehož plyne

vztah xt+i − xt+i−1 = λ
2α(Φt+i − Φt+i−1) = −λ

απt+i.

Tedy celkem:
a) i = 1, 2, 3, . . .

xt+i − xt+i−1 = −λ

α
πt+i (11.20)

b) i = 0

xt = −λ

α
πt (11.21)

• Optimálnı́ politika se závazkem využı́vá schopnosti centrálnı́ banky ovliv-
nit inflaci i pomocı́ očekávaných budoucı́ch hodnot relevantnı́ch veličin.

• Optimálnı́ politika se závazkem, na rozdı́l od politiky diskrečnı́, požaduje
urovnávánı́ změny v mezeře výstupu jako odpověd’ na inflaci. Tj. závazek
měnı́ ”poměrové” pravidlo pro xt při diskreci, na pravidlo rozdı́lové, jak
ukazuje porovnánı́ rovnic (11.10) a (11.20).

• V úvodnı́ periodě (tj. t) centrálnı́ banka přizpůsobuje xt v reakci na πt,
jako by sledovala optimálnı́ pravidlo při diskreci, ale pouze v této pe-
riodě. Pokud by centrálnı́ banka mohla reoptimalizovat v čase t+i, vybrala
by stejnou politiku, kterou implementovala v čase t (dynamická nekonzis-
tence).

• Určitou komplikaci představuje skutečnost, že pravidlo úrokové mı́ry může
mı́t nežádoucı́ vedlejšı́ efekty. Zkombinujı́-li se rovnice (11.20) a (11.1),
obdržı́ se optimálnı́ pravidlo úrokové mı́ry (11.22):
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−λ
απt+1 = xt+1 − xt, it = Etπt+1 + 1

ϕgt + 1
ϕ(Etxt+1 − xt), tedy

it =

(
1− λ

αϕ

)
Etπt+1 +

1

ϕ
gt (11.22)

• Koeficient u očekávané inflace je menšı́ než 1. Při tomto pravidle vede růst
očekávané inflace k růstu nominálnı́ úrokové mı́ry, ale k poklesu reálné
úrokové sazby, tj. nominálnı́ sazby se nezvýšı́ dostatečně, aby došlo ke
zvýšenı́ sazeb reálných. Tedy CB mı́sto aby ekonomiku utlumila, způsobuje
jejı́ dalšı́ růst, to znamená dalšı́ růst produkce i inflace. Ale agenti vědı́,
jakého pravidla se CB držı́, může tudı́ž být cı́lů dosaženo s menšı́mi ztrá-
tami.

11.5 Praktické komplikace

11.5.1 Nedokonalá informace

• V praxi nenı́ CB schopna zjistit včas všechny potřebné informace o stavu
ekonomiky.

• Určitou dobu trvá, než se data sesbı́rajı́ a zpracujı́; odebı́ránı́ vzorků je
nedokonalé; některé klı́čové proměnné jako potenciálnı́ produkt nejsou
přı́mo pozorovatelné a jsou zřejmě měřeny s velkou chybou.

• Pravidla mohou být tedy vyjádřena pouze v termı́nech přı́slušných před-
povědı́. Alternativou je užitı́ mezicı́le, který je přı́mo pozorovatelný.

• Už nenı́ jedno, co bude instrumentem MP.

11.5.2 Transmisnı́ zpožděnı́

• Řada studiı́ ukazuje zpožděnı́ 6 až 9 měsı́ců v efektu změny úrokových
sazeb na výstup, na inflaci asi rok a půl.
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• Informace o dopadu současné MP na inflaci je dosažitelná pouze s velkým
zpožděnı́m, což způsobuje, že je nemožné kontrolovat prováděnı́ politiky.
Tento problém je možné částečně obejı́t zaměřenı́m se na předpověd’ in-
flace. Předpověd’ je okamžitě dostupná a poskytuje rychlý způsob pro
posouzenı́ průběhu politiky, ale pro vytvořenı́ správné předpovědi musı́
mı́t CB dobrý strukturálnı́ model ekonomiky.

11.5.3 Volba instrumentu

• úroková sazba × peněžnı́ agregát??

• Necht’ je poptávka po bankovnı́ch rezervách dána jako

mt − pt = κyt − ηit + ut, (11.23)

kde pt je cenová úroveň a ut je náhodný šok v poptávce po penězı́ch mt.

• Je-li šok ut perfektně pozorovatelný, pak je jedno, zda se použije jako
instrument politiky it nebo mt. Pokud ale šok ut nenı́ pozorovatelný, už to
nenı́ jedno. Je-li intrumentem úroková mı́ra, nechá CB přizpůsobit peněžnı́
zásobu šoku v poptávce po penězı́ch. Nedocházı́ k žádnému dopadu šoků
v poptávce po penězı́ch na výstup nebo inflaci, protože je centrálnı́ banka
dokonale akomoduje. Při cı́lovánı́ peněz je opak pravdou. Úroková sazba
a výstup se uzpůsobujı́, aby se vyčistil trh peněz.

11.5.4 Vyhlazovánı́ úrokových měr

• Optimálnı́ politika předpovı́dá vı́ce proměnlivé trajektorie úrokových měr,
než je pozorováno v praxi.

• Tvůrci politiky to nejsou ochotni akceptovat v praxi ⇒ vyhlazovánı́ úro-
kových měr (smoothing).

• Následujı́cı́ pravidlo MP zachycuje celkem dobře poslednı́ch dvacet let:

it = (1− ρ)(α + βπt + γxt) + ρit−1 + εt, (11.24)
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kde α je konstanta interpretovatelná jako ustálený stav nominálnı́ úrokové
mı́ry a ρ ∈ 〈0, 1〉 je parametr, který odrážı́ stupeň zpožděné závislosti
v úrokové mı́ře.

• Odhady parametru ρ pro čtvrtletnı́ data jsou typicky kolem 0.8 − 0.9, což
ukazuje na velmi pomalé urovnánı́ v praxi. Existujı́cı́ teorie nevysvětlu-
je, proč by měla centrálnı́ banka upravit úrokové mı́ry takto pomalým
způsobem.

11.5.5 Oportunistický přı́stup

• Je-li inflace výše než cı́l, ale blı́zko optimu, politika by neměla omezit
agregátnı́ poptávku. Raději by měla zvolit tzv. oportunistický přı́stup, tj.
měla by počkat, až by dosaženı́ inflačnı́ho cı́le mohlo být dosaženo s co
nejmenšı́mi náklady v termı́nech snı́ženı́ výstupu.

• Je možné vysvětlit oportunistickou politiku malou úpravou cı́lové funkce
politiky. Předpokládejme, že se tvůrci politiky starajı́ poměrně dost o malé
odchylky výstupu od cı́le, alespoň relativně k malým odchylkám inflace.
Přı́kladem cı́lové funkce zachycujı́cı́ tento jev je:

1

2
Et

{ ∞∑
i=0

βi(2α|xt+i|+ π2
t+i)

}
→ min (11.25)

Při této cı́lové funkci přejde podmı́nka optimality v:

xt = 0 ⇔ |πt| < α

λ
; |πt| = α

λ
jinak. (11.26)

• Tedy pokud je inflace v koridoru α
λ jednotek od inflačnı́ho cı́le, je optimálnı́

politikou stabilizace výstupu. Politika by měla držet inflaci nanejvýš α
λ jed-

notek od cı́le a pak počkat na přı́znivé nabı́dkové šoky, které ji posunou
blı́že k cı́li (přı́znivé pohyby v nákladovém šoku vt).

• Vlastně ”cı́lovánı́ inflačnı́ zóny”.

107



11.6 Formálnı́ zápis modelu

Stavový zápis modelu:

xt = Axt−1 + But

kde xt je vektor stavů v čase t, ut je vektor vsupů, A a B jsou matice koefi-
cientů. My máme model tvaru:

xt = A0xt + A1xt−1 + B0ut

tj.
(I − A0)xt = A1xt−1 + B0ut

Pokud existuje uvedená inverze, pak:

xt = (I − A0)
−1A1︸ ︷︷ ︸

A

xt−1 + (I − A0)
−1B0︸ ︷︷ ︸

B

ut

Náš model (diskrece):

xt = −ϕ(it − Etπt+1) + Etxt+1 + gt

πt = λxt + βEtπt+1 + vt

it = γπEtπt+1 +
1

ϕ
gt

gt = µgt−1 + ĝt

vt = ρvt−1 + v̂t (11.27)

(11.28)

kde

γπ = 1 +
(1− ρ)λ

ρϕα
> 1, Etπt+1 = ρπt

Tedy

stavy: xt =




xt

πt

it
gt

vt




vstupy: ut =




Etxt+1

ĝt

v̂t



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A0 =




0 ϕρ −ϕ 1 0
λ βρ 0 0 1
0 γπρ 0 1

ϕ 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




A1 =




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 µ 0
0 0 0 0 ρ




B0 =




1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 1




Matice A0, A1 a B0 nesou veškerou informaci o modelu. Na jejich základě
se můžeme pokusit model odhadnout vhodnou odhadovou metodou.

11.6.1 Ukázka zadánı́ a odhadu modelu v Matlabu

Viz předvedené m-files a obrázky.

11.7 Cvičenı́

Přı́klad 11.1. Mějme Phillipsovu křivku tvaru: u = u ∗ +γ(πe − π), kde u je
mı́ra nezaměstnanosti, u∗ je přirozená mı́ra nezaměstnanosti, πe jsou inflačnı́
očekávánı́, π je skutečná mı́ra inflace. Myslı́te, že vlády preferujı́ Phillipsovy
křivky s menšı́m nebo spı́š s většı́m γ?

Přı́klad 11.2. Předpokládejme ztrátovou funkci CB ve tvaru

V = −φu2 − π2

kde φ > 0. Čı́m většı́ je φ, tı́m ”hodnějšı́” je guvernér. Dále uvažme Phillipsovu
křivku jako výše tvaru:

u = u∗ + γ(πe − π)

a) Předpokládejme, že inflačnı́ očekávánı́ již byla zformována na úrovni πe.
Nalezněte optimálnı́ volbu mı́ry inflace π0 pro CB.

b) Pro fixnı́ inflačnı́ očekávánı́ nalezněte odpovı́dajı́cı́ mı́ru nezaměstnanosti
u0.

c) Nynı́ předpokládejme, že soukromý sektor zná optimalizačnı́ problém CB i
velikost parametru φ. Nalezněte mı́ru inflace π1, při nı́ž se skutečná inflace
a inflačnı́ očekávánı́ rovnajı́. Jaká je odpovı́dajı́cı́ mı́ra nezaměstnanosti?
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d) Žili byste raději v zemi s nižšı́m nebo s vyššı́m φ?

Přı́klad 11.3. Nynı́ se podı́váme na vzájemnou interakci soukromého sektoru a
CB v čase. Předpokládejme Phillipsovu křivku ve tvaru:

ut = u∗ + γ(πe
t − πt) ∀t = 0, 1, . . . ,∞

CB zná vztah popsaný Phillipsovou křivkou, ale soukromý sektor ne.
Preference CB jsou tvaru:

Vt = −u2
t − π2

t ∀t = 0, 1, . . . ,∞

Očekávánı́ inflace soukromého sektoru se formujı́ adaptivně:

πe
t = πt−1 ∀t = 0, 1, . . . ,∞

Přepokládejme, že πe
0 = 0.

a) Předpolkádejme, že CB bere očekávánı́ soukromého sektoru jako daná.
Nalezněte mı́ru inflace π∗t (π

e
t ), která dává optimum cı́lové funkce.

b) Nastavı́-li CB inflaci πt = π∗t (π
e
t ), jak se bude vyvı́jet inflace v závislosti

na jejı́ minulé hodnotě?

c) Jak se vyvı́jı́ trajektorie inflace a nezaměstnanosti v čase? Konvergujı́ někam
nebo se naopak vyvı́jı́ explozivně?

Přı́klad 11.4. V Matlabu odhadněte jednotlivé rovnice soustavy (11.27). Disku-
tujte výsledky (velikost parametrů, některé charakteristiky...) Čı́m mohou být
zjištěné problémy/nesrovnalosti způsobeny?
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12. Racionálnı́ očekávánı́

12.1 Princip racionálnı́ch očekávánı́

Necht’ proměnná Πt značı́ očekávanou hodnotu nějaké veličiny pro čas t na
základě informacı́ dosažitelných v čase t. Podobně necht’ proměnná Πt+k značı́
očekávanou hodnotu nějaké veličiny pro čas t + k na základě informacı́ dosaži-
telných v čase t. Předpokládejme, že současná hodnota veličiny závisı́ určitou
měrou (α) na své očekávané hodnotě v přı́štı́m obdobı́ a na nějakém exogennı́m
vlivu Yt lineárně:

Πt = αΠt+1 + Yt (12.1)

Tuto diferenčnı́ rovnici můžeme rozepsat pro všechna obdobı́ t + 1, t + 2 . . .

až do ∞:

Πt+1 = αΠt+2 + Yt+1

Πt+2 = αΠt+3 + Yt+2
...

Výraz na pravé straně rovnice pro Πt+k dosadı́me vždy do rovnice předchozı́
(zpětná iterace). Provedeme-li to nekonečně mnohokrát, dostaneme Πt jako
následujı́cı́ nekonečnou sumu:

Πt = lim
n→∞

(αnΠt+n + Yt + αYt+1 + · · ·+ αnYt+n) (12.2)

Pokud vývoj veličiny Πt nijak neomezı́me, nemusı́ být uvedená limita ko-
nečná a systém exploduje. Pokud je parametr α stabilnı́, tj. pokud α ∈ (−1, 1),
dostaneme nekonečně mnoho stabilnı́ch řešenı́. Abychom dostali jediné stabilnı́
řešenı́, musı́ být zároveň splněny dvě podmı́nky:
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• α ∈ (−1, 1)

• Πt+n neroste nade všechny meze

Výše uvedené podmı́nky zajišt’ujı́, že Πt+n neexploduje, ale v limitě konver-
guje k nule:

lim
n→∞

αnΠt+n = 0

Rovnice (12.2) se tedy zjednodušı́ na:

Πt =
∞∑

k=0

αkYt+k.

Přı́kladem takového vpředhledı́cı́ho lineárnı́ho modelu je např. Phillipsova
křivka následujı́cı́ho tvaru:

πt = αEtπt+1 + ŷt, (12.3)

kde πt je mı́ra inflace v čase t, α je parametr, Etπt+1 = E(πt+1|Ωt) jsou
podmı́něná očekávánı́ mı́ry inflace v čase t + 1 při znalosti všech relevantnı́ch
informacı́ dostupných v čase t.

12.2 Řešenı́ lineárnı́ch modelů s RE

12.2.1 Převod modelu

Rovnice v modelu převedeme do následujı́cı́ho tvaru:

AEtxt+1 = Bxt + Cεt, (12.4)

kde A,B jsou matice koeficientů přı́slušejı́cı́ch vektoru xt+1 a xt, C je matice
koeficientů exogennı́ složky ε.

Přı́klad 12.1. Rovnici ve tvaru

πt = απt−1 + βEtπt+1 + εt (12.5)

chceme převést do podoby rovnice (12.4). Vektor xt tedy bude obsahovat složky
πt−1 a πt, tedy

Etxt+1 =

[
πt

πt+1

]
xt =

[
πt−1

πt

]
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Mezi jednotlivými složkami těchto vektorů je vztah (hornı́ index označuje, o
který prvek ve vektoru xt se jedná).

Etx
(1)
t+1 = x

(2)
t (12.6)

Rovnici (12.5) můžeme přepsat jako

x
(2)
t = αx

(1)
t + βEtx

(2)
t+1 + εt (12.7)

Přepis rovnice (12.4) se bude skládat z rovnice (12.7) a dále z rovnice (12.6)
popisujı́cı́ vazbu mezi jednotlivými složkami vektorů xt a xt+1, tedy maticově
lze psát:

[
0 −β
1 0

] [
Etx

(1)
t+1

Etx
(2)
t+1

]
=

[
α −1
0 1

] [
x

(1)
t

x
(2)
t

]
+

[
1
0

]
εt

což je v původnı́ch veličinách
[

0 −β

1 0

] [
Etπt

Etπt+1

]
=

[
α −1
0 1

] [
πt−1

πt

]
+

[
1
0

]
εt.

Prvky vektoru xt, které v čase t známe, nazveme predeterminovanými. Ty,
které neznáme nazveme nepredeterminovanými.

12.2.2 Rozklad a transformace

Dále se budeme zabývat pouze přı́padem, kdy matice A je regulárnı́. Provedeme
několik úprav rovnice (12.4).

AEtxt+1 = Bxt + Cεt

Etxt+1 = A−1Bxt + A−1Cεt

Etxt+1 = B̃xt + C̃εt, (12.8)

kde B̃ = A−1B a C̃ = A−1C.

Dále pro matici B̃ najdeme rozklad

B̃ = P V P−1
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kde matice V je čtvercová diagonálnı́ matice, obsahujı́cı́ na hlavnı́ diagonále
vlastnı́ čı́sla. Matice P obsahuje ve sloupcı́ch vlastnı́ vektory. Pro matici V platı́
V = P−1B̃P.

Poznámka: Vlastnı́ vektory v dané matice A jsou takové vektory,
které se tı́mto zobrazenı́m pouze natahujı́ nebo zkracujı́, tj.

Av = λv

Čı́slo λ, které popisuje, jak se vektor zkrátil či natáhl, nazýváme
vlastnı́ čı́slo. Je-li toto čı́slo v absolutnı́ hodnotě menšı́ nebo rovno
jedné, jedná se o vlastnı́ čı́slo stabilnı́; v opačném přı́padě je to vlastnı́
čı́slo nestabilnı́.

Dále provedeme lineárnı́ transformaci vektoru xt

xt = Pzt (12.9)

Tedy každý prvek vektoru zt obsahuje informaci, která ovlivňuje prvek ve
vektoru xt. Tuto transformaci dosadı́me do rovnice (12.8) 3

Etxt+1 = B̃xt + C̃εt

Pzt+1 = B̃Pzt + C̃εt

zt+1 = P−1B̃P︸ ︷︷ ︸
V

zt + P−1C̃εt

Výsledkem je tedy
zt+1 = V zt + Dεt,

kde V = P−1B̃P a D = P−1C̃.

Abychom dostali jediné řešenı́, vyžaduje Blanchard-Kahnova podmı́nka, aby

• počet predeterminovaných veličin v x = počtu stabilnı́ch vlastnı́ch čı́sel

nebo obráceně

• počet nepredeterminovaných veličin v x = počtu nestabilnı́ch vlastnı́ch
čı́sel

3Symbol zt+1 zde označuje očekávanou hodnotu a je zjednodušenı́m zápisu Etzt+1.
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12.2.3 Nestabilnı́ část

Rovnice modelu přeskupı́me tak, aby v matici V byla nejdřı́ve seřazena stabilnı́
vlastnı́ čı́sla (část matice označená V11) a poté nestabilnı́ (označeno V22). Tomu
samozřejmě odpovı́dajı́ veličiny ve vektoru z. 4 Obdobně je rozdělena matice
D. Pro ilustraci posloužı́ toto rozepsánı́

z =

[
zs

zu

]
V =

[
V11 0
0 V22

]
D =

[
D1

D2

]

Soustavu rovnic vyřešı́me nejprve pro nestabilnı́ část. Rozepı́šeme si rovnice
pro následujı́cı́ (dvě) časová obdobı́.

zu
t+1 = V22z

u
t + D2εt (12.10)

zu
t+2 = V22z

u
t+1 + D2εt+1 (12.11)

Z rovnice (12.10) si vyjádřı́me zu
t . Obdobně z rovnice (12.11) vyjádřı́me zu

t+1

a dosadı́me do rovnice (12.10). Výsledkem je poté rovnice (12.12)

zu
t = V −1

22 zu
t+1 − V −1

22 D2εt

zu
t+1 = V −1

22 zu
t+2 − V −1

22 D2εt+1

zu
t = V −2

22 zu
t+2 − V −2

22 D2εt+1 − V −1
22 D2εt (12.12)

Pokud výše naznačený postup budeme aplikovat nekonečně mnohokrát, do-
jdeme k následujı́cı́mu výsledku:

zu
t = (V −1

22 )∞zu
t+∞︸ ︷︷ ︸

=0

−
∞∑

k=0

(V −1
22 )k+1D2εt+k. (12.13)

Protože matice V22 patřı́ k nestabilnı́ části řešenı́, má tedy na diagonále vlastnı́
čı́sla většı́ než jedna. Tedy jejı́ inverze V −1

22 má na diagonále převrácené hodnoty
matice V22, tj. čı́sla menšı́ než jedna. Pokud ji budeme nekonečně mnohokrát
umocňovat, tak tyto hodnoty budou konvergovat k nule. Můžeme tedy psát:

zu
t = −

∞∑

k=0

(V −1
22 )k+1D2εt+k

4Veličiny jsou označené hornı́m indexem s jako stable a u jako unstable.
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12.2.4 Stabilnı́ část

Nynı́ se můžeme pustit do řešenı́ stabilnı́ (hornı́) části vektoru z.

zs
t+1 = V11z

s
t + D1εt. (12.14)

K vyřešenı́ této diferenčnı́ rovnice potřebujeme znát počátečnı́ podmı́nku,
kterou zı́skáme následujı́cı́m způsobem. Vektor xt můžeme rozdělit na následu-
jı́cı́ složky (predeterminovaná a nepredeterminovaná část):

xt =

[
xpred.

t

xunpred.
t

]

Protože xt = Pzt můžeme soustavu rovnic pro názornost napsat jako

P

[
zs
t

zu
t

]
=

[
xpred.

t

xunpred.
t

]

Matice P má tuto strukturu

P =

[
P11P12

P21P22

]

Hornı́ část soustavy můžeme rozepsat

P11z
s
t + P12z

u
t = xpred.

t

kde zu
t jsme již vypočı́tali, xpred.

t v čase t známe. Snadno pak můžeme dopočı́tat
zs
t .

zs
t = P−1

11 (xpred.
t − P12z

u
t )

Tento výsledek dosadı́me do rovnice (12.14) a iteracı́ zı́skáme celou trajektorii
zt+k. Konečné řešenı́ soustavy pak dostaneme zpětnou transformacı́

xt = Pzt

12.2.5 BK podmı́nka

Pokud by Blanchard-Kahnova podmı́nka nebyla splněna, můžou nastat dva přı́pady
s těmito důsledky:
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1. Počet nestabilnı́ch vlastnı́ch čı́sel > počet nepredeterminovaných proměnných
⇒ soustava nemá ani jedno stabilnı́ řešenı́

2. Počet stabilnı́ch vlastnı́ch čı́sel > počet predeterminovaných proměnných
⇒ soustava má nekonečně mnoho stabilnı́ch řešenı́

12.3 Cvičenı́

Přı́klad 12.2. Namodelujte racionálnı́ očekávánı́ v násedujı́cı́m modelu:

yt = αyt−1 + βrt + ωt

πt = γπt−1 + (1− γ)Etπt+1 + δyt + χt

rt = it − Etπt+1

it = λyt + κEtπt+1 + ξt

yt je mezera výstupu, πt mı́ra inflace, it nominálnı́ úroková mı́ra, rt reálná
úroková mı́ra; α, β, γ, δ, λ, κ jsou parametry; ωt, χt, ξt jsou náhodné složky.

• Vytvořte soubor zadani.m, který bude obsahovat hodnoty všech parametrů,
definičnı́ matice modelu A, B a C a vektor predeterminovaných řádků.

• Dále vytvořte funkci matice.m, která ze zadaného modelu vypočte všech-
ny informace (matice, vlastnı́ čı́sla) nutné pro výpočet racionálnı́ch očeká-
vánı́.

• Vytvořte funkci reseni.m, která racionálnı́ očekávánı́ vyřešı́.

• Tyto m-files postupně volejte souborem priklad.m a vykreslete průběh
impulsnı́ch odezev při neočekávaném šoku (tj. v t = 0) poptávkovém,
nabı́dkovém i monetárnı́m; totéž proved’te pro očekávaný šok v t = 4.
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Obrázek 12.1: Reakce ekonomiky na neočekávaný poptávkový, nabı́dkový a monetárnı́ šok

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
−0.5

0

0.5

1

1.5

cas

Ocekavany poptavkovy sok v t=4

vystup
inflace
urokova mira

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
−1

0

1

2
Ocekavany nabidkovy sok v t=4

cas

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
−0.5

0

0.5
Ocekavany monetarni sok v t=4

cas

Obrázek 12.2: Reakce ekonomiky na očekávané šoky v čase t=4
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13. Metody odhadu

13.1 Odhad parametrů

• Klasický přı́stup: parametry modelu jsou považovány za deterministické
a konstantnı́ v čase. Použı́vá se např. MNČ nebo MMV, obě dávajı́ pro
lineárnı́ modely ”pěkné” výsledky.

• Bayesovský přı́stup: Parametry jsou považovány za v čase proměnlivé ná-
hodné proměnné. Model se tedy stává dynamickým systémem. Pokud je
lineárnı́, výsledky jsou opět pěkné a algoritmus, který lze použı́t k odhadu,
se nazývá Kalmanův filtr. Pokud systém nenı́ lineárnı́, lze ho odhadnout
pomocı́ rozšı́řeného Kalmanova filtru, který se použije na linearizovaný
tvar systému. Alternativnı́ metodou je např. použitı́ Bootstrap filtru.

13.2 Metoda nejmenšı́ch čtverců

Lineárnı́ regresnı́ model (LRM) vysvětluje chovánı́ náhodné veličiny y pomocı́
náhodných veličin xi tak, že předpokládá lineárnı́ závislost na paramterech, tj.:

yt = b0 + b1xt1 + b2xt2 + . . . + bkxtk + ut t = 1, . . . , n (13.1)

yt – vysvětlovaná proměnná v čase t (endogennı́)
xti – i-tá vysvětlujı́cı́ proměnná v čase t (exogennı́)
ut – náhodná složka v čase t

bi – i-tý parametr
n – počet pozorovánı́
k + 1 – počet parametrů
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Maticový zápis LRM:
y = X · b + u (13.2)

y – vektor pozorovánı́
X – matice plánu
b – vektor parametrů

kde 


y1
...
...

yn


 =




1 x11 . . . x1k
... ... ... ...
... ... ... ...
1 xn1 . . . xnk


 ·




b0
...
bk


 +




u1
...
...

un




Metoda nejmenšı́ch čtverců dává takový odhad b̂ vektoru parametrů b, aby byl
minimalizován součet čtverců chyb (reziduı́), tj.

SSE =
n∑

t=1

e2
t = e′e = (y − ŷ)′(y − ŷ)→ min (13.3)

Odhad b̂ vektoru parametrů b metodou nejmenšı́ch čtverců (MNČ)
(Tento odhad lze odvodit z tzv. normálnı́ch rovnic, což jsou derivace kriteria
SSE podle všech parametrů položené rovny nule.)

b̂ = (X ′X)−1X ′y (13.4)

Vyrovnané hodnoty ŷ vektoru y (tj. ten náš odhad)

ŷ = Xb̂ (13.5)

Rezidua neboli chyba vyrovnánı́, tj. rozdı́l mezi skutečnými a vyrovnanými
hodnotami

e = y − ŷ (13.6)
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Předpoklady pro použitı́ MNČ

1) náhodná složka (u) musı́ mı́t normálnı́ rozdělenı́

2) E(ut) = 0, t = 1 . . . , n

3) D(ut) = σ2, t = 1 . . . , n (homoskedasticita)

4) náhodné složky různých obdobı́ jsou vzájemně nekorelované (nulová ko-
variance), tj. E(ut · ut+p) = 0, p 6= 0, t = 1 . . . , n tedy

3)+4) ⇔ var(u) = E(u′u) = σ2 · In =




σ2 . . . 0
. . .

0 . . . σ2




5) vysvětlujı́cı́ proměnné nejsou náhodné (jsou nestochastické), tj.

E(X ′u) = 0

6) vysvětlujı́cı́ proměnné jsou navzájem nezávislé a jejich počet je menšı́ než
počet pozorovánı́, tj. h(X) = k + 1 ≤ n

13.3 Metoda maximálnı́ věrohodnosti

• Mějme náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z rozdělenı́ o hustotě f(x, θ),
kde θ = (θ1, . . . , θr), θ ∈ Θ (vektor parametrů).

• f(x, θ) =
n∏

i=1
f(xi, θ), tj. simultálnı́ hustota je v přı́padě náhodného výběru

součinem marginálnı́ch hustot; (v diskrétnı́m přı́padě je to pravděpodob-
nostnı́ funkce).

• Označme L(θ, X) = f(x, θ). Funkci L(θ, X) nazveme věrohodnostnı́
funkce .

• Odhad θ∗ nazveme maximálně věrohodným odhadem θ, jestliže

L(θ∗, X) ≥ L(θ, X) ∀θ ∈ Θ

• Pokud existujı́ ∂L(θ,X)
∂θ = 0, nazýváme je věrohodnostnı́ rovnice (nutná

podmı́nka pro extrém; extrém poznáme podle druhé derivace).
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• Položı́me-li ln 0 = −∞, pak θ∗ je maximálně věrohodný odhad, právě
když

ln L(θ∗, X) ≥ ln L(θ, X) ∀θ ∈ Θ

• l(θ, X) = ln L(θ, X) je logaritmická věrohodnostnı́ funkce, ∂l
∂θ = 0 lo-

garitmická věrohodnostnı́ rovnce

• l(θ, X) = ln L(θ, X) = ln f(X, θ) = ln
n∏

i=1
f(xi, θ) =

n∑
i=1

ln f(xi, θ) ⇒
∂l
∂θ =

n∑
i=1

∂ ln f(xi,θ)
∂θ = 0

Přı́klad 13.1. Mějme náhodný výběr X1, . . . , Xn ∼ A(θ), tj. náhodný výběr
z alternativnı́ho rozdělenı́ o parametru θ. (Např. náhodná veličina Xi popisuje,
zda i-tý student uspěje u zkoušky, i = 1, . . . , n. Pokud uspěje, Xi = 1; tento
jev nastane s pravděpodobnostı́ θ. Pokud neuspěje, Xi = 0; tento jev nastane
s pravděpodobnostı́ 1−θ.) Nalezněte maximálně věrohodný odhad parametru θ.[

θ∗ = X
]

Přı́klad 13.2. Mějme náhodný výběr X1, . . . , Xn, Xi ∼ N(µ, σ2). (Např. ná-
hodná veličina Xi udává hmotnost vybraného studenta v ročnı́ku). Nalezněte
maximálně verohodný odhad pro střednı́ hodnotu hmotnosti studenta a pro jejı́
rozptyl. [

X; n−1
n S2

]

13.4 Kalmanův filtr

• Kalmanův filtr je specialnı́m přı́padem odhadu pro normálně rozložené
stavy x i výstupy y. Normálně rozdělenou náhodnou veličinu plně charak-
terizuje jejı́ střednı́ hodnota a rozptyl. Stačı́ tedy po celou dobu výpočtu
sledovat pouze tyto dvě čı́selné charakteristiky.

• Majı́-li být stavy rozloženy normálně, musı́ být přı́slušný dynamický sys-
tém nutně lineárnı́ s gaussovskými šumy, což je největšı́ slabina Kalmano-
va filtru.
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13.4.1 Obyčejný Kalmanův filtr

Mějme lineárnı́ diskrétnı́ stochstický systém (xt je vektor stavů, yt je vektor
výstupnı́ch hodnot, ut je vektor exogennı́ch hodnot, A, B, C a D jsou matice
koeficientů, vt a wt jsou šumy):

xt+1 = Axt + But + vt (13.7a)

yt = Cxt + Dut + wt (13.7b)

splňujı́cı́: x0 ∼ N(µ0, Σ0), vt ∼ N(0, Σv), wt ∼ N(0, Σw), Evtw
T
t = 0,

Ex0v
T
t = 0 ∀t, kde vektor µ0 a matice Σ0, Σv, Σw jsou známé.

Označme Dt data známá v čase t a xt|k = xt|Dk. Pak apriornı́ estimátor
xt|t−1 a aposteriornı́ estimátor xt|t jsou normálnı́ pro všechna t, tj. platı́:

xt|t−1 ∼ N(µt|t−1, Σt|t−1)

xt|t ∼ N(µt|t, Σt|t)

xt|N ∼ N(µt|N , Σt|N)

kde střednı́ hodnoty µt|t−1, µt|t, µt|N a variančnı́ matice Σt|t−1, Σt|t, Σt|N se
vypočtou podle vztahů:

µt|t = µt|t−1 + Kt(yt − Cµt|t−1 −Dut) (13.8a)

Σt|t = Σt|t−1 −KtCΣt|t−1 (13.8b)

µt+1|t = Aµt|t + But (13.8c)

Σt+1|t = AΣt|tAT + Σv (13.8d)

Kt = Σt|t−1C
T (CΣt|t−1C

T + Σw)−1 (13.8e)

µt|N = µt|t + Ft(µt+1|N − µt+1|t) (13.8f)

Σt|N = Σt|t − Ft(Σt+1|t − Σt+1|N)Ft
T (13.8g)

Ft = Σt|tATΣ−1
t+1|t (13.8h)

Kroku, ve kterém se počı́tá µt+1|t a Σt+1|t řı́káme predikčnı́ krok . Po té, co
zı́skáme dodatečnou aktuálnı́ informaci, můžeme spočı́st µt|t a Σt|t – filtračnı́
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krok . Máme-li již k dispozici všechny informace z času t = 1, . . . , N , můžeme
provést zpětný běh filtru, tzv. smoothing , ve kterém počı́táme µt|N a Σt|N .

Přı́klad 13.3. Lod’ se pohybuje po rovnı́ku východnı́m směrem rychlostı́ 10
námořnı́ch mil za hodinu. Okamžitou rychlost lodi ovlivňujı́ náhodné poryvy
větru a nárazy vln. Navigátor lodi odhaduje každou hodinu zeměpisnou délku
lodi l a rychlost lodi s = dl/dt v mph. V čase t = 0 odhadl navigátor polohu
l0 = 0 a rychlost s = 10. Dále pak zaznamenal údaje:

čas 1 2 3 4 5 6
poloha 9” 19.5” 29” 38.4” 50” 59.5”

Označı́me-li lt, st polohu a rychlost lodi v čase t, pak je úlohou navigátora
optimálnı́ odhad veličin lt, st. Počátečnı́ odhady můžeme modelovat jako ne-
závislé náhodné veličiny s normálnı́m rozloženı́m. Rozptyly odhadů jsou sle-
dovány a jejich odhady jsou Dl0 = 2, Ds0 = 3.

Nejprve popı́šeme chovánı́ systému. Během hodiny t se lod’ pohybuje rychlostı́
st, takže jejı́ poloha se změnı́ na:

lt+1 = lt + st

Rychlost kolı́sá dı́ky náhodným vlivům, což popı́šeme pomocı́ náhodné veličiny
et ∼ N(0, 1):

st+1 = st + et

Rozptyl měrenı́ sextantu udávaný výrobcem je Σw = 2.

Stavový vektor definujeme jako xt =

(
lt
st

)

S využitı́m vztahů (13.8a) – (13.8h) odhadněte optimlánı́ stavy tohoto systému
pomocı́ Kalmanova filtru.

Návod

• Načtěte matice systému a data (A, B, C, D, Σv, Σw, x0, Σx0
, U, y, . . . )

µ0|−1 = x0, Σ0|−1 = Σx0

• V cyklu spočtěte µt|t, Σt|t, µt+1|t, Σt+1|t, µt|N , Σt|N
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• Výsledky vykreslete do obrázků: predikce + filtrace + smoothing pro polohu,
totéž pro rychlost; dále vývoj rozptylu (f+p+s) obou veličin.

• Vytvořte funkci, která bude provádět jednotlivé kroky Kalmanova filtru
včetně smoothingu a přı́klad upravte tak, aby tuto funkci využı́val. Vstup-
nı́mi parametry funkce bude: y, U, A, B, C, D, Σv, Σw, x0 a Σx0

. Výstupy
budou: µt|t, Σt|t, µt+1|t, Σt+1|t, µt|N , Σt|N .

13.4.2 Rozšı́řený Kalmanův filtr

• Rozšı́řený Kalmanův filtr představuje standardnı́ přı́stup k odhadu neline-
árnı́ch rekurzivnı́ch systémů.

• Nelineárnı́ dynamický systém v každém kroku přibližně nahradı́me jeho
linearizacı́. Na tento linearizovaný systém pak aplikujeme obyčejný Kal-
manův filtr.

Mějme nelineárnı́ dynamický systém:

xt+1 = f(xt, ut) + vt (13.9a)

yt = g(xt, ut) + wt (13.9b)

s počátečnı́ podmı́nkou x0 ∼ N(µ0, Σ0). Rozšı́řený Kalmanův filtr definujeme
jako algoritmus výpočtu následujı́cı́ch estimátorů:

xt|t−1 ∼ N(µt|t−1, Σt|t−1)

xt|t ∼ N(µt|t, Σt|t)

xt|N ∼ N(µt|N , Σt|N)
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kde

µt|t = µt|t−1 + Kt(yt − g(µt|t−1, ut)) (13.10a)

Σt|t = Σt|t−1 −KtCtΣt|t−1 (13.10b)

µt+1|t = f(µt|t, ut) (13.10c)

Σt+1|t = AtΣt|tAt
T + Σv (13.10d)

Kt = Σt|t−1Ct
T (CtΣt|t−1Ct

T + Σw)−1 (13.10e)

µt|N = µt|t + Ft(µt+1|N − µt+1|t) (13.10f)

Σt|N = Σt|t − Ft(Σt+1|t − Σt+1|N)Ft
T (13.10g)

Ft = Σt|tATΣ−1
t+1|t (13.10h)

a kde matice At, Ct jsou následujı́cı́ Jakobiány:

At =
∂f

∂x
(µt|t) Ct =

∂g

∂x
(µt|t−1) (13.11)

13.5 Bootstrap filtr

• Tato metoda představuje alternativnı́ metodu odhadu, zejména pro negaussov-
ské systémy.

• Vážený bootstrap algoritmus je metodou pro nalezenı́ optimálnı́ho odhadu
dynamických systémů. Jeho hlavnı́ sı́la spočı́vá v jeho obecnosti. Lze ho
aplikovat na jakýkoli nelineárnı́ systém s libovolně rozloženými šumy.

• Je to aplikace metody Monte Carlo při bayessovské estimaci. Metoda Mon-
te Carlo je založena na tom, že informaci o rozloženı́ náhodné veličiny
nese náhodný výběr z tohoto rozloženı́. Čı́m je náhodný výběr delšı́, tı́m je
informace přesnějšı́.

• Pro náhodný vektor x ∈ Lnx máme náhodný výběr (x1, . . . , xn) délky n,
obsahujı́cı́ vzorky xi ∈ Rnx. Empirická hustota pravděpodobnosti zı́skaná
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z náhodného výběru je aproximacı́ skutečné hustoty pravděpodobnosti ná-
hodného vektoru x.

Empirickou hustotu prravděpodobnosti lze psát jako:

pn(x) =
1

n

n∑
i=1

δ(x− xi) (13.12)

kde δ(x) : Rnx → R je tzv. Diracova funkce, definovaná jako:

δ(x) = lim
h→0

δh(x), δh(x) =

{
1
h for 0 < x < h

0 jinak
(13.13)

Jednotlivým vzorkům přiřadı́me váhy wi ≥ 0 tak, aby součet vah dal jedničku.
Empirická hustota pravděpodobnosti je pak:

pn(x) =
n∑

i=1

wi δ(x− xi) (13.14)

Mějme dynamický systém:

xt+1 = f(xt, ut, vt)

yt = g(xt, ut, wt)

s počátečnı́m stavem x0 a s empirickou pravděpodobnostnı́ funkcı́:

pn(x) =
n∑

i=1

wi(0| − 1)δ(x− xi(0| − 1))

Mějme dána data Dt. Potom odhady xt|t−1, xt|t, xt|N s empirickou pravděpodnostnı́
funkcı́:

pn(xt|t−1) =
n∑

i=1

wi(t|t− 1)δ(x− xi(t|t− 1))

pn(xt|t) =
n∑

i=1

wi(t|t)δ(x− xi(t|t))

pn(xt|N) =
n∑

i=1

wi(t|N)δ(x− xi(t|N))
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jsou vypočteny váženým bootstrap algoritmem, právě když platı́:

xi(t|t) = xi(t|t− 1) (13.15)

wi(t|t) = p(y(t)|xi(t|t− 1), u(t)) wi(t|t− 1) (13.16)

wi(t|t) =
wi(t|t)∑n
j=1 wj(t|t) (13.17)

xi(t + 1|t) = f(xi(t|t), u(t)) + vi(t) (13.18)

wi(t + 1|t) = wi(t|t) (13.19)

xi(t|N) = xi(t|t) (13.20)

wi(t|N) = wi(t|t)
n∑

j=1

wj(t + 1|N) p(xj(t + 1|N)|xi(t|N), u(t)) (13.21)

wi(t|N) =
wi(t|t)∑n
j=1 wj(t|t) (13.22)

128


