2. kapitola Klasicka indexni Cisla v prostfedi axiomatického pfistupu

2.1 Axiomaticko-testovy pristup Irvinga Fishera a jeho sou¢asniky

Axiomaticka/testova teorie indexnich ¢isel’, jejimz iniciatorem byl Irving Fisher na
pocatku 20. stoleti, sestava z nékolika logicky odivodnénych pfedpokladd, jejichz spinéni -
lze vyZadovat od kazdého dostatecné “rozumného” indexniho Cisla. VyCet ani pfesné
formulace téchto axiomu/testl nejsou vSak v8emi problémem se zabyvajicimi autory pfijimany
jednotné. Zde se pfidrzime puvodnich formulaci, kategorizace a usporadani testl
zastavanych Irvingem Fisherem a jeho souc€asniky. Ve druhé poloviné 20.stoleti byly
formulovany dalSi testy, které plvodni Fisherovu axiomatickou soustavu svym zplsobem
»=doplfiuji“. Z nich uvadime jen ty, které jsou Cetnéji komentovany v literatufe a které mohou
byt elegantné interpretovany. S ohledem na néktera pojednani z nedavné doby Ize do
budoucna jiz sotva oCekavat, Ze se na této ,sestavé” néco jesté podstatnéji zméni. Zde
uvedené axiomy/testy budeme znacit (F1) - (F12), pfiemz jako prvnich 8 axiom( uvadime
ty, které pochazeji z Fisherova, Walshova, Bowleyho ¢i Frischova obdobi.

Dobré indexni €islo by mélo vyhovovat co nejvétSimu poctu z téchto pozadavku.
(F1w) test (slabé) identity [weak identity test]:
Jestlize plati p(0) = p(1) asoucasné g(0) = q(l),pakIBOI =1 ,coz Ize psat Fyg =1.

(F1s) test (silné) identity [strong identity test]:
Jestlize plati p(0) = p(1) pak P, =1

fika, ze “neutralni” hodnota indexniho Cisla (vzatého jako podilovy ukazatel) je rovna
jedné. Shodu cen (pfip. i kvantit) v obou obdobich |ze pokladat téz za “nedostatek
Casu” ke zméné komplexu. Test (F1w) je splnén vSemi uvedenymi indexnimi Cisly.

% (1) 1)

(F2w) test zamény faktoru [factor reversal test]: Fy; D301 = ’; 1 resp.
lei (0)c;(0)
i=
N
2P (1), (1)
(F2s) ,,souéinovy* test? [product test]: Py Qo1 = l]\;l
lei (0)g;(0)
=

pozaduji, aby hodnota souginu P, a indexniho &isla P,, téZe konstrukce ziskaného
zameénou cen za kvantity a obracené (interpretovatelného obvykle jako kvantovy index)
davala podil penéznich agregatd, tj. vynaloZzenych vydaju na komodity v bézném a
zékladnim obdobi™.

! Neni podstatné, zda pouzivame pojem test €i axiom. Jde tak ¢i onak o podminku, kterou urcity konstrukt tj.
indexni €islo testujeme z toho hlediska, zda jej splfiuje nebo ne, &i se na ni divame jako na postulat
vyvozeny z elementarni ekonomicko-matematické podstaty véci.

2 Mozna ne zcela zfetelné postfehnutelny rozdil mezi timto a pfedchozim testem (F2w) spociva v tom, Ze ne vzdy
je kvantové indexni Cislo vytvofeno mechanickou zaménou cen a kvantit z cenového a naopak.

3 Vyraz na pravé strané (F2) by mohl byt povaZovan také za urity typ indexniho &isla, aviak pfi bliz&im
zkoumani zjistime, Ze jeho konstrukce neni vhodna - viz dale komentar k (F11).
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(F3) test zamény obdobi (mist) [time reversal test]: Py [P =1

znamena pozadavek, aby pfi “inverznim” pohledu na zménu komplexu v ¢ase (navrat
do vychoziho obdobi) bylo “Casové pfevracené” indexni Cislo reciprokou hodnotou
puvodniho. TentyZz poZzadavek Ize analogicky vyslovit pfi prostorovém srovnani, kde
ovSem zpravidla mame libovUli pfi pfifazeni "0" a "1" srovnavanym uzemnim celkiim.

(F4s) test okruznosti ( téz cirkularity ¢i tranzitivity) [circularity test]: Py = Fy1.02

pozaduje, aby se pfechod ze zakladniho obdobi “0” do bézného obdobi “2” ( pfes
meziobdobi “1”) odehral bez tranzitivniho zkresleni (a to pfi libovolném meziobdobi).
PFi Uzemnim srovnani pujde o analogicky pozadavek, at volime "pfestupny" uzemni
celek jakkoliv.

Slabsi vyjadieni pfedchoziho testu pfedstavuje
(F4w) bazicky test [base test]:

P,
vyraz Fy| = % je nezavisly na volbé obdobi ,,2.
12

Ten (pouze) pozaduje, aby podil Fy, / Fj» byl nezavisly na hodnotach p(2),q(2)

neboli, aby srovnani vyvoje spotfeb a cen zakladniho obdobi vUici spotfebam a
cenam bézného obdobi provadéné pres trfeti Casovy bod nebylo zavislé na
hodnotach vychoziho obdobi.

(F5) test urcenosti [determinateness test]:
Py; je vzdy urcité, kone€né a ne identicky nulové realné Cislo.

pfedstavuje pozadavek, aby indexni Cislo bylo vzdy definovano a mélo kone¢nou, ne
identicky nulovou hodnotu v jakékoliv situaci (napf. pfi nepfitomnosti nékteré z
komodit v zakladnim nebo v béZzném obdobi). Zesilenou verzi tohoto testu je nize
uvedeny axiom (F12).

DalS$i dvojici predstavuji
(F6w) test (slabé) soumeéritelnosti [commensurability test] konstatujici toto
Jestlize provedeme stejnou proporéni zménu meérovych jednotek kvantit, fj.
g ()=d (1), ¢/(0)=d@,(0) pro n&aké rediné 4>0 a adekvatni zménu cen
pi(1)=d" p.(1), p/(0)=d'.p,(0), potom musivzdy platit P,, = P,, , neboli

P,, nezavisi na mérové jednotce komodit :
popr.
(F6s) test (silne) souméritelnosti konstatujici totéz , ovSem za volnéjSi podminky
pokud ceny i kvantity zménime vzdjemné konformné (kaZdou vSak v obecné
Jiném poméru)
Jestlize plati ¢, (1)=d..q;(1), ¢;(0)=d, [,(0) pro n&jaky vektor d s kladnymi slozkami
apodobné p;(1)=d,” [p,(1), p;(0)=d,” p,(0), potom musi vzdy platit P,, = P,, .

Slaba i silna verze testu vyjadfuji oCekavani, ze indexni Cislo nesmi byt ovlivnéno
zménou velikosti mérovych jednotek komodit analyzovaného souboru: napf. v situaci,
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kdy se méni méroveé jednotky, ve kterych uvadime mnoZstvi komodit, musi byt
zachovana hodnota indexniho Cisla vycCislena pfed touto zménou a po ni. Jako
priklad vezméme situaci, kdy pfechazime z kg na tuny: jednotkova cena komodity se
1000-nasobné zvétsi, avSak soucCasné se také 1000-nasobné zmenSi pUvodni
mnozstvi komodity vyjadiené v nové jednotce (kg = 0,001t). Konstrukce indexniho
Cisla musi byt vici témto zménam invariantni.

(F7w) test (slabé) umeérnosti [weak proportionality test]:
Jestlize plati p;(/)=c(p;(0) atéz ¢;(1)=q;(0) pro véechna i
a pro néjakou konstantu ¢ > 0, pak musi platit ?01 =c.
Upusténim od druhé podminky ziskame

(F7s) test (silné) umeérnosti [strong proportionality test]:
Jestlize plati p;(/)=c[p;(0) pro véechna i (nezavisle na hodnotach kvantit )

a pro néjakou kladnou konstantu ¢, pak musi platit 1301 =c.

Axiom (F7s) vyzaduje, aby v “idealnim” pfipadé, kdy by ceny vSech komodit vzrostly
ve stejném poméru (napf. c-nasobné), bylo cenové indexni Cislo rovno pfislusné
konstanté umérnosti c¢. Jina hodnota by zfejmé signalizovala nekorektnost
konstruktu. K platnosti slabé verze tohoto testu postacuje, plati-li tento zavér tehdy,
nedojde-li mezi zakladnim a béznym obdobim k zadnym zménam v kvantitach..

Dale mame

(F8) test symetrie [ symmetry test ] vyslovuje pozadavek, Ze
Indexni Cislo je invariantni vici jakékoliv permutaci (zaméné) poradi
cen komodit (pfi analogické zaméné poiadi pfislunych kvantit).*

Je zfejmé, Ze zavislost hodnoty indexniho Cisla na poradi komodit nelze pfipustit,

nebot bychom nemohli pfistupovat ke vSem statkim v pfisluSném konstruktu
rovnocenne.

Axiom (F8) splhuji zfejmé v8echny v Casti [2.1] uvedené navrhy "inteligentnich"
indexnich Cisel. Protoze vSak komutativita plati jak pro aditivni, tak pro multiplikativni
operace (jinymi slovy jak pfi aritmetickém, tak geometrickém zpusobu priameérovani),
nema tento test z hlediska uplatnéni jako diferenciacni kritérium mezi rdznymi
indexnimi Cisly valny vyznam.

* 7 uvedenych 8 testa je Irvingu Fisherovi [1911], [1922] primo prisuzovano autorstvi axioma (F1),
(F3), (F6), (F8) a spolus C.M.Walshem [1901] test (F7), zatimco axiom okruznosti (F4) formuloval
Dan Harald Ludwig Westergaard [1890]. Daraz na vyznam axiomu zamény faktora (F2) klad
zejména holandsky ekonom Ragnar Frisch [1930]. Test (F6) udajné poprvé navrhl jiz holandsky ekonom
N.G.Pierson [1896] pod nazvem test invariance viiéi zménam v jednotkach méfeni . Tentyz autor
vyslovil poprvé podnét pro test (F3). E.Laspeyres {1871] se mj. zaslouzil o uvedeni testu (F1s)
pfedstavované pozadavkem, aby hodnota cenového indexniho &isla byla rovna 1, kdykoliv za p(0)a p(1)
dosadime shodné vektory.
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(F9) axiom monoténnosti: [monotonicity test]
Jestlize plati p; (1) < p;-k (1) pro vSechna i pfi nezménénych p(O) , q(O), q(l),
potom vzdy plati | < P(;‘].

Axiom Fika, Ze takova zména cen vSech komodit mezi zakladnim a béznym obdobim,
pfi které jsou alternativné vzaté hodnoty cen p; * (1) u vSech komodit nejméné rovné

pdvodnim cendm p;(1) bé&zného obdobi, musi vést k indexnimu ¢&islu, které je
hodnotou aspon stejné velké jako puvodni indexni €islo.

(F10) axiom stredni hodnoty [mean value test] [ W.Eichhorn - J.Voeller 1976]

M P (1)

~r=1,..N p;(0)

I
F
N

pozaduje, aby se velikost (cenového) indexniho Cisla nachazela mezi hodnotami

nejmensi a nejvétsi individualni pomérové cenové zmény.

(F11) axiom invariance va¢i zménam v méritkach [**] [Y.Vartia [1985 ].

Zménime-li penézni jednotku shodné u vSech cen v obou obdobich "0" a "1",
tzn. polozime-li p *(0) =d.p(0) a p*()=d.p(l),

pak pfri libovolnych proporénich zménach mérovych jednotek kvantit v

zakladnim i bézném obdobi, pficemz v kazdém obdobi mize jit o jinou proporéni

zménu v jednotkach méreni kvantit, tzn. q*(0) =b.q*(0) a q*() =cq*(D),

musime dospét k plivodni hodnoté indexniho Cisla.

Jestlize tedy zménéné indexni €islo (s ohvézditkovanymi velitinami) oznacime Fy; *,

musi platit Fy;*=F.

Smyslem testu je, aby "vazeni" spotfebami probihalo vzdy srovnatelnym zpusobem
(tedy bud spotfebami vzdy ze zakladniho nebo vzdy z bézného obdobi). Tomuto testu
nevyhovuje napf. konstrukt objevujici se na pravé strané testu zameény faktort (F2),
pokud bychom uvazovali o jeho pouziti téz jako jistého "indexniho Cisla".

(F12) axiom konzistence pri mizejici komodité [**][Erwin Diewert [1992 ],
vyjadfeny nasledovné

lim POI(N) = POI(N_I)

gn(0) - 0,gy(D - 0
kde vyrazy POI(N) , POI(N_I) oznacuji totéz indexni Cislo, jednou spoctené
véetné, podruhé bez urcité (pro jednoduchost zapisu reknéme N-té) komodity:

Pokud se mnozstvi kterékoliv komodity neomezené zmensuje, musi byt
limitnim vyrazem indexni ¢islo vytvorené pouze ze zbyvajicich N —1 komodit.

11
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2.2 Nekonzistence a neuUplnost Fisherovy axiomatické soustavy

Rozsahly ,sortiment® v Uvahu pfichazejicich indexnich Cisel a po€etny okruh testu
spojenych s vySetfovanim teoretickych vlastnosti vede k polozZeni tfi zakladnich
otazek:

a) Je (pringjmensim vSech prvnich 8 testa (F1) - (F8) ) vzajemné
nezavislych ?

b) Je dana soustava testii/axiomti vzajemné konzistentni, resp. jinymi slovy:
existuje indexni €islo splnujici vSechny testy ?

c) Vede splnéni vSech testu, pripadné omezeni se na néjakou vybranou
podskupinu z nich, k uréeni konkrétniho tvaru indexniho ¢isla ?

Pokud jde o soustavu plivodnich 8 Fisherovych testu, je (bohuzel) odpovéd na
kaZzdou z téchto otazek zaporna.

Poznamka 1 Ne vsechny z plvodni soustavy testll jsou nezavislé, jak je
snadno vidét napf. ze dvou nasledujicich protiprikladu:

Tvrzeni 1. Z axiomu Umérnosti vyplyva splnéni axiomu (silné i slabé) identity.
Ovéreni: Plati-li v (F5) p; (])=c[pl~ (0) pro né&jakou konstantu c¢> 0, pak volbou
této konstanty c =1, dostavame p; (1) =p; (0) Pak ovS8em implikace spojena
s platnosti implikace v (F5): 1301 =c.F); znamena ﬁ01 = F);. Uvedené plati nezavisle
na tom, co se déje s kvantitami.

Tvrzeni 2 Z axiomd okruznosti a identity vyplyva splnéni axiomu zamény
obdobi.

. P
Overeni: Plati-li podle (F4s) Py, = Fy1.P2, resp. Fy; =P—02 pfi nenulovosti P, ,
12
pak
specialni volbou meziobdobi ,2“ situovanou do obdobi ,0“ (to je pfipustné) dostaneme

P
By, ==00 coz spolu s (F1w) dava implikaci v (F3). Ztotoznime-li u bazického testu

10
B
(F4w) obdobi ,2 se zakladnim obdobim ,0%,.pak se s podminky Fy; = % stane
12

T . | o
identita F); = a vyuzitim platnosti (F1) dostavame ihned (F3).
10

Pozndmka 2

Soustava plvodnich 8 Fisherovych testa (F1)-F(8), tim spiSe pak se zahrnutim
dalSich (T9)-(T12) neni vzajemné konzistentni. Na nesluéitelnost sou¢asného
spInéni testl okruznosti (F4w), uréenosti (F5) a souméritelnosti (Féw) poukazal
jiz Ragnar Frisch. Jim podany dikaz vSak nebyl dostate¢né obecny. O néco pozdé;ji
se obdobnym problémem zabyval Abraham Wald'[1937], ktery nalezl vzajemny

12
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rozpor v trojici testll (F7s), (F4s) a (F2w). Oba autofi pfitom predpokladali, ze indexni
Cisla (cenova i kvantova) jsou derivovatelna podle cen p; i kvantit. g; . Jimi podané
ddkazy vSak nebyly pozdéji shledany za plné korektni.

Prvni exaktni dikazy o rozpornosti nékterych testd podali matematicti ekonom Ind
Subramanian Swamy a Japonec K.Mizutani'. Uplatnili pfitom poznatky z teorie
funkcionalnich a parcialnich diferencialnich rovnic. O néco pozdéji (za slabsich
predpokladd poloZzenych na indexni €islo a bez potfeby diferencovatelnosti indexniho
konstruktu podle argumentd) provedl zevrubnou analyzu problému Wolfgang
Eichhorn. Dldkazy jim podané jsou ryze analytické a nevyzaduji zadné predpoklady
ve vztahu k diferencovatelnosti indexniho Cisla (dle cen resp. kvantit) Na dalSi
nekonzistence (pfipadné zahrnujici i nékteré niZze uvedené testy) upozornili a
prislusné véty vyslovili P.Samuelson [1974] W.Eichhorn [1976] a Eichhorn a
Voeller [1976].

Pozndmka 3

Neni znam (a patrné neexistuje) pripad, kdy by z jakékoliv konzistentni podsoustavy
testa (F1)-F(8) bylo mozno primo vyvodit konkrétni tvar indexniho ¢Cisla.

W.Eichhorn [1976] ale ukazal, Ze indexni Cislo splnujici soucasné bazicky test
(F4w), test souméfitelnosti (Féw), popf. jesté test zameény faktorl (F2w) musi mit
dosti specialni tvar.

Pozndmka 4

Pokud jde o modifikovanou soustavu 20 Diewertovych testt (zahrnujicich

s vyjimkou (F2) a (F4) zbyvajici testy Fischerovy, je odpovéd na prvni otazku
kladna, nebot pravé idealni Fishertiv index spliiuje véech 20 testi.’

° Je ovéem tfeba dodat, Ze, aniz je tim autor podeziran, Ze volba testt je do uréité mira podfizena
indexu Fischerova typu.

13



2. kapitola Klasicka indexni Cisla v prostfedi axiomatického pfistupu

2.3 Pozndmky k podminkdm spinéni nékterych testl

Ugelem testu (F12) je, podobné jako u (F5), o3etfit situace, kdy neni pfitomna néktera
komodita a zabranit, aby pfi jeji nepfitomnosti doslo ke zhrouceni hodnoty indexniho
Cisla. Lze ho povazovat za urCité zpfesnéni axiomu uréenosti (F5); ten sam o sobé
nespecifikuje, jak ma vypadat vyraz pfi vypadku jedné nebo vice komodit.

Pozadavku vyzadovanému testem (F12) zpravidla nevyhovuji indexni Cisla zalozena
na geometrickém primérovani.

Testu okruznosti (F4) vyhovuje jen relativné maly pocet indexnich Cisel. Stoji za
zminku, Zze v r.1979 dokazali Funke, Hacker a Voeller, Ze indexni Cislo, které ma
tento axiom spliovat a souCasné vyhovuje ur€itym podminkam regularity
zaruCujicim, Ze i zjinych hledisek pujde o ,rozumné“ indexni Cislo, musi mit tvar
vyjadfitelny obecnym (vazenym) geometrickym priumérem, u kterého budou vahy
splfiovat podminky

N
o, =1 a a;>0 pro i=12,.,N.
i=1

Z uvedenych tedy tento axiom splnuji pouze Jevonstv a Tornquistiv index.

Pokud jde o axiom (F4), ukazalo se, Ze jeho pfesnou platnost |ze ozelet, pokud
zkoumané indexni Cislo vyhovuje tomuto testu aspon s urcitou pfibliznosti. Jiz Irving
Fisher v tomto sméru shledal, Ze v praktickych situacich, kdy pracujeme s realnymi

ekonomickymi daty, jsou odchylky u P,” od souginu P,”.P," obvykle velmi malé.

14
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Podobna zkuSenost byla ziskana i u dalSich indexnich Cisel, které zachazeji
symetricky v vahami, jako je Walshovo indexni Cislo POIW, pfipadné i jina.

Pouhy pocet spIinénych testd vSak neni jedinym voditkem pfi komparaci vhodnosti
navrhu indexnich Cisel. Dulezitou roli hraje rovnéz otazka, do jaké miry umoznuje
zvolena vahova struktura vyhovét odliSnostem v poméfovani vlivu komodit u
jednotlivych agregatnich vyrazl. V tomto smyslu jsou obecné& priméry "vazeného
typu" nadfazeny indexnim ¢islim zalozenym na prostém pramérovani (Carli,
Jevons), nebot’ pfinegjmensim v urCité mife dovedou stupefi vyznamové odliSnosti
komodit postihnout. Rovnéz zamér objektivizovat &i neutralizovat vliv volby obdobi,
ktera se objevuje v konstrukcich Fisherova, Edgeworthova, Walshova a Tornquistova
indexu stavi tato indexni Cisla nad "nesymetricky formulovanymi" indexy Paascheho
Ci Laspeyresova typu.

2.4 Rozsireni Fisherovy axiomatické soustavy

Stanovit, které z uvedenych 12 testl jsou vice "fundamentalni" nez jiné, neni dost
dobfe mozné a nazory jednotlivych autorl se v hodnoceni dosti liSi. Pfece vsak lze
vyslovit nazor, Zze axiomy zamény faktora (F2) okruznosti (F4) a snad i (F11) Ize
povazovat za ty, jejichz nesplnéni Ize bez vétSi ujmy tolerovat. Pokud jde o
,samoziejmy“ pozadavek vyjadfeny testem (F8), |ze fici, Ze jeho splnéni je nutné;
protoZe vSak komutativita plati jak pro aditivni, tak pro multiplikativni operace (tj. slovy
pfi aritmetickém i pfi geometrickém zplsobu pramérovani), nema tento test z hlediska
uplatnéni jako diferenciacni kritérium mezi riznymi indexnimi €isly valny vyznam.

Patrné nejpodrobnéjSi rozvedeni axiomaticko-testového pfistupu Ize nalézt
v nedavné Diewertové praci [1992], kde autor dospiva k systému celkem 20 testu,
které Cleni do 5 nasledujicich skupin :

- 4 ,samoziejmé‘“ testy, mezi néz patfi spojitost a nezapornost kteréhokoliv
indexniho Ccisla ve vS8ech prvcich vektord p(0), p(1), 4(0), q(1), dale test silné
identity pozadujici, aby £, =1 vzdy, kdyz plati p(l):p(0)6, a téz symetricky
pozadavek ve vztahu k neménicim se kvantitam, kde je vyZadovano, aby
Py =Y p,(0q,/>. p.(0)g, vzdy, kdyz plati ¢(1) =g(0)=¢.

- 4 testy ,,homogenity“, mezi které nalezi mj. silnéjsi verze testu umérnosti (F7)
pozadujici, aby platilo P, *=A.P,, jestlize vindexnim Cisle P, * operujeme s
A —nasobkem cenového vektoru p(1), dale obdobny test inverzni umérnosti
v cenach zakladniho obdobi a dva testy invariance vuci proporénim
zménam v kvantitach zakladniho a bézného obdobi pozadujici, aby se

cenové indexni Cislo nezménilo, jestlize se proporéné zméni kvantity v zakladnim
resp. v bézném obdobi.

- 5 testl invariance a symetrie ; Je sem fazen test symetrie pfi zaméné poradi

® Za zminku stoji, ze z testu silné identity (F1s) plyne (F1w) , pfiemz tato vlastnost plyne téz z
(F7),
coz ostatné ukazal jiz C.M. Walsh [1901].
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2. kapitola Klasicka indexni Cisla v prostfedi axiomatického pfistupu

komodit (F8), dale test souméritelnosti (F6) - zde nazyvan testem invariance
vuci zménam mérovych jednotek, dale test zamény obdobi (F3) a dvojice testul
nazvanych testy zameény cen, resp. kvantit vyjadrujici poZadavky na neménnost
cenového indexniho Cisla pfi prohozeni kvantit zakladniho a bézného obdobi a
stejné tak vice versa ve vztahu ke kvantovému indexnimu ¢islu.

- 3 testy stredni hodnoty; Kromé (F10) sem patfi téz analogicky test stfedni
hodnoty formulovany pro Q,, a dale striktni pozadavek na to, aby indexni Cislo
vzdy lezelo mezi Paascheho a Laspeyresovym indexnim ¢islem, tzn. aby pro
cenové platila nerovnost P, <P, <P ".

- 4 testy monotoénnosti, z nichZ jednim je pravé test (F9). DalSi 3 poZzadavky na
monotonnost jsou zde vysloveny nejen ve vztahu ke zméné cenv p(1), ale téz
vaci zménamv p(0),q(1),q(0).

V uvedeném Diewertové souhrnu 20 testl nejsou zahrnuty zde formulované testy

uréenosti (F5), dale test (F12), ktery je jeho zesilenim, ani axiom okruznosti (F4),

ktery autor posuzuje mimo kontext bilateralnich indexd. Samostatné jako 21.test je
uvazovan (F2).
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