4 - Modely makroekonomického rustu

Zdmérem tohoto oddilu je popsat nékolik - z pohledu soucasné ekonomické
védy klasickych - makroekonomickych modeld, jejichz hlavnim smyslem ve
své dobé bylo vystinnout vlivy pUsobeni zdkladnich makroekonomickych
proménnych na podstatné tendence vyvoje ndrodnich ekonomik (s
akcentovdnim zvildsté ekonomického rUstu), a s pomoci adekvdatnino
matematického apardtu se pokusit vysvétlit procesy probihagjici v rediném
makroekonomickém prostredi .

Vétsina modelld, které budou v tomto oddilu zminény, md& dynamicky
charakter. Znamend to, Ze tyto modely pripoustéji moznost dopadu
vzdjemného ovliviiovdni nékterych makroveli¢in (obvykle jednosmérnym
zpUsobem) projevujicich se nikoliv okamzité, ale s urcitymi casovymi odstupy.
Modely tohoto typu proto obsahuji Casova zpozdéni, jejichz délka vyplyva z
poznatkld podkladové ekonomické teorie (zpozdénd reakce spotteby
domdcnosti na aktudini Uroven prijmu ale naopak také moznost chovani
spofiebiteld podle ocekdvanych budoucich piijmd) nebo jsou tato zpozdéni
vyvozena z urCité raciondini hypotézy, kterou do modelu vloZil jeho tvirce.
Stanoveni skuteCné délky tohoto zpozdéni (nebo odhadu této délky) je
ndsledné zdlezitosti statistického testovdni zalozeného na konkrétnich
makroekonomickych datech. V tomto sméru hraje Ustfedni Ulohu dnes jiz
velmi bohaty rejstfik specidlnich metod vyvijenych (jiz vice nez pUlstoleti) v
ekonometrii.

V matematické formé zdpisu modelu se dynamizace projevuje tim, ze nékteré
z uvazovanych makrovelicin se v modelu vyskytuji se zpozdénymi hodnotami,
tj. ta-kterd zpozdénd veliCina md Casové pritazeni k nékterému predchozimu
obdobi. Neni pritom rozhoduijici, zda se v zdpise modelu objevi (pfi zpozdéni
mezi vysvétlovanou proménnou Y a o jedno obdobi zpozdénou vysvétlujici
promeénnou X) vztah Y(t+1) = X(t) nebo Y(t) = X(1-1).

Nékteré modely, s nimiz se sezndmime, jsou formulovany v diskrétnim Case,
jako bychom vybirali pouze hodnoty proménnych v urCitych pevnych
okamzicich (zpravidla vzatych ve stejnych odstupech od sebe), jiné budeme
naopak uvazovat ve spojitém Case, kdy Ize zvolit kterykoliv okamzik v rdmci
uvazovaného obdobi jako vhodny pro reprezentaci popisovanych
ekonomickych vztahU. Diskrétni pripad vede k rovnicim diferencniho typu,
druhy (spojity pfipad) zpravidla znamend vyjadreni trajektorie popisované
ekonomické makroproménné (nejcastéji ekonomického rUstu) diferencidini
rovnici (prvniho fddu nebo i vyssich Fadd). Existuji i smiSené modely
(diferencidliné-diferencniho typu), s témi se viak v tomto Uvodnim pojedndni
seznamovat nebudeme.

V zdapise diskrétniho modelu pouziieme k oznaceni Casu symbol Casové
proménné ,t* jako index u makroproménné vpravo dole (napr. ,,C: ", pujde-li
o spoffebu ), pfi spojitém vyjddreni pak zapiseme Casovou proménnou Vv
zAvorce ,,(1)" za prislusShou makroproménnou - pro spotrebu domdcnosti tedy
+C(1)". Vyklad nicméné uvedeme nejjednodussim - statickym - modelem, v



némz se bez Casové proménné obejdeme. Vystacime pritom s témito
z&kladnimi makroveli¢inami : Y - produkce/ddchod (napf. hruby ndrodni &i
domdci produkt), | - investice podnikU (o jejich pfipadném clenéni az nize), C
- spotfeba obyvatelstva a A - bud pouze autonomni investice, popr.
autonomni vydaje vUbec (tedy vcetné spotfebnich vydajd). Autonomni
vysvétlujici veli¢inou budeme rozumét tu, kterd nezdvisi na Urovni dichodu |
ti. na velikosti zavisle proménné) a je tedy v podstaté nezdvisld na stadiu
(expanze Ci deprese), ve kterém se ekonomicky systém pravé nachdzi.

4.1 Jednoduchy staticky multiplikator

Vyjdéme z nejjednodussino mozného rozdéleni produkce (z hlediska
poptdvky, resp. uziti) na spotfebu a investice, tj.

(4.1) Y=C+I,

vV némzi uvaziujeme, ze spotfeba je popsdna spotfebni funkci s jedinym
argumentem Y tji. C = C(Y) s tim, Ze na strané investic pripustime pouze
autonomni investice (tji. tu Cdast investic, kterd je nezdvisld na velikosti
produkce), tedy | = A. U vytvorené produkce predpokidddme jeji nasledné
Uplné uziti, provedeme tedy ztotoznéni velikosti produkce (jako nabidkové
slozky) s dichodem (ktery tvori poptdvkovou slozku). Pokud toto ztotoznéni
odpovidd skutecnému stavu ekonomického systému, Ize mluvit o tom, ze se
(pfinejmensim v fomto hlavnim sméru) ekonomicky systém nachdzi v
rovnovaze.

Vztah (4.1) tedy prejde v
(4.2) Y-CY)=A ,

ktery podrobime diferencovdani podle A, nebot budeme vysetfovat Ucinek
malé konecné zmény (napf. rlstu) veli¢iny autonomnich investic A na
produkci C. Dostaneme relaci

dy_dcdy_
dA dY dA

Zde jsme oznadcili symbolem ¢ vyraz dC/dY tzv. mezni sklon ke spotfebé a
symbolem s analogicky doplikovou veli¢inu do 1 tj. mezni sklon k Usporam.

Jak zndmo, plati ¢ + s = 1. Obé veliCiny c, s jsou nezdporné (a zpravidla
kladné), takze pro jejich hodnoty platiomezeni 0<c<1, 0<s<1.

ay_ 1 _1

4.3 T - =
(4.3) dA 1-c s

1 neboli po Upravé



Nahradime-li diferencidly kone&nymi (malymi) pfirdstky, dojde k modifikaci
predchoziho vztahu na vyraz

Y

(4.4) AY=—=
1-c s

coz je obecné vyjadreni statického multiplikdtoru. Vyraz (4.4) mbzeme slovy
charakterizovat takto :

Zvysi-li se hodnota autonomnich investic o urc¢itou (malou) hodnotu AA, zvysi
se rovnovainy diuchod o souéin AA a disla 1/(1-c), kiteré je véfsi nez 1.
Konstanta c je pravé meznim sklonem ke spofiebé. 7 uvedeného vztahu je
patrné, ze (pouhé) zvyseni hodnoty autonomnich investic mize vést (pri takto
zZiednoduseném modelovém pojeti) k piirdstku produkce, tedy, Ze investice
(byt jen autonomni) pUsobi s kladnym smérem vlivu na ekonomicky rist. Ddle
lze dovodit, Ze pii zApisu této konstanty jako 1/s bude prirdstek dUchodu (pfi
stejném AA ) tim vétsi, &im bude hodnota s mensi. To oviem plati jen pro
priméreny rozsah uUrovné sporeni a neznamenad to, ze by hlavnim cilem bylo
minimalizovat Uspory obyvatelstva (ve prospéch maximalizace spotreby) za
jakoukoliv cenu.

Konkretizuime ddle tvary makroekonomickych vztahO (4.2) tim, zZe
predpokladame jejich linearitu. U spotfebni funkce tedy uvazujme vztah

(4.5) C=d+cY, cozpro funkci Uspor znamend podobu S=(1-c)Y-d=
-d +sY.

Kromé& mezniho sklonu ke spotfebé ¢ vystupuje zde ve spotrebni funkci
konstanta d, kterd oznacuje tu Cdast spotfeby, kterd neni prfimo ovlivnéna
dichodem. Nazvéme ji proto autonomni spotfebou. U funkce Uspor se tato
konstanta projevi zdpornou hodnotou, coz miuze mit dUsledek v tom, Ze pifi
nizké Urovni produkce mohou byt Uspory zdporné. (konstanty ¢ a d
predpoklidddme kladné).

Ekonomickd realita tuto situaci pfipousti napr. v krizovych ¢i kratce
pokrizovych (ne nutné jen v povdleCnych) obdobich, kdy obyvatelstvo
realizuje svou nezbytnou spotfebu vybérem Uspor (mda-li je k dispozici), nebof
(nizkd) Uroven pfiimd neumozniuje (pfinejmensim ne vétsiné obyvatelstva)
ukladdat penézni prostredky do Uspor. Takovato situace je zpravidla viceméné
docasnd.

Podminku ekonomické rovnovdahy nyni obdrzime ve tvaru

(4.6) Y-(d+cY)=A ,
tj. pro Uroven rovnovdiného dichodu Y dostaneme
A+d A+d
(4.7) . Y= =
1-¢c s



Zd4pis (4.7) takto vyjadiuje vyraz pro linearni staticky multiplikator, ve kterém
na rozdil od obecného vyjadreni multiplikdtoru (4.4) vystupuje vedle
autonomnich investic A téz autonomni spotfeba d. Vyplyvd z néj ddle, ze
rovnovdaznd Uroven dichodu (vyrovndni nabidkové a poptdvkové stranky na
makrourovni) je ddna podilem autonomnich vydaju (v souctu investicnich a
spotfebnich) a mezniho sklonu ke spotrebé s.

Vzhledem k tomu, Ze oba tyto druhy vydaji ovliviuji produkci stejnym
zpUsobem (nikoliv vSak obecné stejnou mérou), zahrneme je v dalsim vykladu
do spolecné veliCiny. A bude tedy naddle vyjadfovat (bez rozliseni) celkové
autonomni vydaje.

Klasickd podminka makroekonomické rovnovahy
(4.8) Y=C+I+A

tak prejde (v dUsledku konkretizace C=¢.Y a pri stavajici absenci uvazovani
jinych investi¢nich vydajd nez autonomnich, 1j. Iheautonomni = 0 ) ve tvar

(4.9) Y=cY+A ,
z Cehoz pro rovnovdaznou Uroven dichodu obdrzime odvozeni :
A A
(4.10) Y=—=— .
1-c s

K vyrazu (4.10) se v ndsledujicim textu (jako k vychozimu vztahu
charakterizujicimu rovnovdznou Uroven dichodu prfi linedrnim statistickém
multiplikatoru) jesté pozdeéji nékolikrat vratime.

4.2. Model s dynamickym multiplikatorem

V modelu z predchozi Cdsti [4.1] jsme neuvazovali zadné zpozdéni mezi
spotffebou a dichodem ; v ekonomické realité viak spotfeba zpravidla za
dichodem zaostdvd, nebof spofiebitelé (jok prokdzaly empirické studie)
zpravidla pri svych spotfebnich (ale nejen téchto) zvyklostech spise vychdzeji
z Urovné dichodu dosazené v nékterém z (neprilis vzddlenych) minulych
obdobi. Toto ocekdvdni mUZieme interpretovat, jakoby se mezi obdobim
bezprostredné minulym (t-1) a soucasnym (t) ocekdvand Uroven dichodu



nezménila (v okamiZiku realizace své spotfeby v Case t totiz spotfebitelé
obvykle presnou Uroven dichodu z téhoz obdobi jesté neznaji).

Lze tedy vyslovit hypotézu, ze oCekdvand spotreba v Case t Ci (tedy
vyjaddirend ex ante) je funkci dUchodu z bezprosttedné predchdzejicino
obdobi 11, tedy Cgante=C(Yi—1). s duisledkem pro Uspory

Sexante= Yt—1 - C(Yt—1)

Ddle predpokiddejme, 7ze se tato oCekdvand Uroven spotfeby prece jen
uskutecni, tedy Ze spotfeba (realizovand ex post) je rovna této veliciné ex
ante a ze veskeré investice jsou autonomni investice (navic nemeénici se v
case), tzn.

(4.11) Ct = C(Yt—1) ad It = A‘I .

Za této konkretizace tedy mUzeme rovnovdziny vyvoj ddchodu v case ( Yt =
Ct + It) vyjadrit jako

(4.12) C, - C(Y)=A

coz ve svém dUsledku vede k diferencni rovnici 1. fFddu pro Yi. Jeji konkrétni
podoba pfitom bude zdaviset na tvaru, ktery prijmeme pro spotrebni funkci C
(obsahuijici zpozdéni o 1 obdobi).

Jestlize je tato spotfebni funkce linedmi ( Ci = c.Y+1 ) a pfijmeme stejné jako
drive zjednoduseni, ze investice jsou v modelu pritomny pouze jako
autonomni (j. pro vyvolané investice plati Iy =0), a ty zachovdvaji po celou

sledovanou dobu konstantni Uroven (A =K), dostaneme identitu pro
rovnovahu

Yy =Ce+l + A
ve tvaru
(4.13) Yi—-cY,=A .
Hledejme nyni feSeni tohoto vztahu, ktery ma platit pro libovolné obdobi t.

Jako jednu z mozZnosti (viz matematicky dodatek o diferencnich rovnicich)
predpoklddejme, Ze takové feSeni existuje v podobé konstantni Urovné

produkce, 1. ve tvaru Y, =Y ( Y néjakd konstanta). Pokud takové feseni

(4.13) Y bude existovat, bude souCasné platit

(4.14) Y -cY =A neboli Y = % ,

' Vinkou nad A budeme v dalsim znacit pfipady, kdy jsou autonomni vydaje konstantni.



kteryzto vyraz vyjadfuje pravé rovnovdzinou Uroven dichodu pfi statickém
multiplikatoru.2

Zkoumejme nyni ddle, jak se bude - pfi tomto rovnovdzném stavu - vyvijet
odchylka skutecné Urovné dichodu Y; od této rovnovdiné (konstantni)

grovné Y . Oznacme tuto odchylku & =Y, -Y.
Dosadime-li opacné Y; = Y + &, do (4.13), Zjistime, Ze leva strana (4.13) 1j.
Y +g,—c(Y +&,_,) =€ —C&+(1-C)Y =g, —CE,,+A

Md&-li se ziskany vyraz shodovat s pravou stranou ( = A), vyplyvd odtud tvar
analogickée diferenénirovnice zapsané v odchylkadch g

(4.15) & =CE_1.

Nalézt (netrividini) FeSeni této soustavy je velmi snadné (je jim ziejmé vztah

£ =&p.C"
pro néjakou pocdtecni Uroven odchylky g ), takze celkové feseni mizeme
zapsat ve tvaru

(4.16) Y, =Y +(Y,-Y)c (pro 0<c<1)

Ziskany vztah mUZzeme popsat slovy takto : d0chodovd trajektorie Yi se skiddd
z konstantni Casti -rovnovazné urovné Y* o velikosti (4.14) - a ze slozky tvorené
geometrickou posloupnosti (jejimz kvocientem je mezni sklon ke spotfebé ¢ )
vyndsobené rozdilem pocdatecnich hodnot skute¢né Urovné dichodu Yo a
rovnovdziné Urovné Y*. V dusledku omezeni na hodnotu ¢ (0 < ¢ < 1) sméfuje
skutecnd Uroven dichodu Yi monoténné k rovnovdziné Urovni Y* ( a to tim
rychleji, &im je ¢ mensi ). Odstup Yi od Y* je pfirozené tim mensi, ¢im jsou k
sobé pocdtecni Urovné Yo a Y* blize.

Llze tedy dovodit, Ze tento model predstavovany pouze pritomnosti
dynamického multiplikatoru, je charakterizovan stabilini rovnovdhou: pifi
vychyleni ddchodu z rovnovdiné Urovné Y* se dichodovd trajektorie Yi
monotdnné vraci k této rovnovazné Urovni.

2 Tim jsme vlastné ukazali, Ze FeSeni pro staticky multiplikator vyhovuje i modelu dynamického
multiplikatoru reprezentovaného rovnici (4.13) .



4.3 Princip akcelerace

V této Cdasti ukdzeme, Ze podobné jako mize investicni podnét vyvolat sém o
sobé zménu v Urovni produkce, je uskutecnitelny i impuls s obracenou
kauzalitou. Skutecnost, Ze dojde ke zvyseni produkce, mUze mit zpétny efekt
na investi¢ni pobidku.

V ndsledujicim vykladu jiz budeme dUsledné odlisovat autonomni investice
od vyvolanych.

Nejprve viak vyslovme nékolik vysvétlujicich pozndmek, jejichz smyslem je mj.
odliseni vSech zjednoduseni, kterych se pfi takovéto formulaci
makroekonomického modelu dopoustime védomé, od pripadnych
specifikacnich problémd (1j. téch, které jsou spojeny s uvazovanim odlisnych
modelovych specifikaci) .

P1. Formulace dynamickych modeld musi umozriovat disledné rozliseni
autonomnich a vyvolanych investic. Prvé z nich budeme dUsledné znacit A,
druhé pak .

P2. V ekonomickém prostiedi je velmi duileZité rozlisovat mezi fixnim a
obéznym kapitdlem. Jak zndmo, prvni predstavuji potencidini vyrobni faktory
jako budovy, stavby, stroje, zafizeni, puda apod, zatimco hlavnimi soucdstmi
druhého jsou zdsoby, meziprodukty a nedokoncend vyroba. V ndsledujicim se
predevsim soustfedime na fixni kapitdl, pficemz védomé zanedbdme
prechodné obdobi zmén v kapitdlu obézném.

P3 Investice do fixniho kapitdlu budeme chdpat jako Cisté investice, fj. od
hrubych investic odecteme opotiebeni kapitdlovych statkl (amortizaci).
MUzZeme to zdOvodnit tim, Ze zmény v produkci vyvolavaji pravé tyto Cisté
investice, které mohou ostatné nabyvat kladné i zdporné hodnoty.

P4. Cisté investice vyjadiime jako derivaci funkce uddavajici mnozstvi kapitdlu.
Tak tomu bude u kapitdlu fixniho i obézného.

P5. Zanedbdme skutecnost, Ze zpravidla v kterémkoliv obdobi existuji (aspon v
Casti vyrobniho sektoru) prebytecné vyrobni kapacity. Zvysend poptdvka po
produkci pak vede nejprve ke zvySeni miry vyuziti stdvajicich vyrobnich
kapacit a az poté si (zpravidla s Casovym odstupem, nebot vyrobni zafizeni je



vétsinou treba objednat u vyrobcU a Eekat na jejich zhotoveni, které si Casto
vyzaddd fadu mésicl) vyzaddd nové kapitdlové investice.

Princip akcelerace: rostouci tok produkce vyzaduje vétsi mnozstvi kapitdlu a
sekunddrné vyvolava investice.

Konkrétni matematické vyrazy pro akcelerdtor (nemusi jit vzdy o stejny tvar)
uvedeme pri vykladu jednotlivych modelovych specifikaci.

4.5 Harrod -Domaruyv rUstovy model (s akcelelerdtorem)

Jak jsme v predchozim ukdzali, pripad statického multiplikdtoru vede k
rovnovaznému stavu, ktery je v Case stabilni, pfitomnost akcelerdtoru naopak
vyvolavd spise explozivni tendence. Vznikd otdzka, co lze ocekdvat od
kombinace obou téchto faktor( 2

Takto formulovany problém v minulosti zkoumali nejdfive Lundberg [1937],
poté Harrod [1948] a Domar [1946]. Jejich model predpokiaddd ndsledujici
rozdéleni produkce na slozky :

C - (neautonomni) spotreba
| - neautonomni investice
A - autonomni vydaje (a to spotfebniiinvesticni ).

Dekompozice produkce/ddchodu Y v Harrod-Domarové modelu vypadd
ndsledovné :

(4.17) Y(t)= C(t)+(t)+ A(t) . kde A(t)=A=konsi

pricemz zde predpokldddme ndsledujici zdvislost spotfeby a (vyvolanych)
investic na produkci, resp. na jejim prirdstku :

(4.18A) C(t) = c.Y(t) ( linedrni spotfebni
funkce), kde c 0 <0,1>
(4.18B) I(t) = v.% ( akcelerdtor s investi¢nim

koeficientem v >0 ).
Slouc¢enim (4.18A ) a (4.18B ) dostaneme vztah



(4.19) Y({t)=cY(t)+v.—— Y(t) , neboli po Upravé

(4.20A) dY(t).v=Y(t).(1—c)—K, resp.

(4.20B) m v=Y(t). (- c) A nebo jesté
dt \';

strucnéji

(4.20C)

dY(t) (Y(t) AJ kde p =S (s = 1-c je mezni sklon ke
v

spotrebé).

Vztah (4.20C) predstavuje diferencidlni rovnici 1.fadu, jejimz vyresenim
dostaneme trajektorii prObéhu vyvoje produkce Y v Case t. Uvazujme v této
souvislosti zejména dva pripady :

Pozndmka: | zde je ,konstantni rovnovdind trajektorie” tvaru Y*=A/s
feSenim modelu, coz je okamizité ziejmé z dosazeni do (4.20) :

dy =0 a rovnéz také p. Y*—A =p. A_A =0.
dt s s s

O.

Pfipad 1: Autonomni vydaje jsou konstantni v ¢ase t, 1j. A (1) = A*,
Vysetfeme nejprve vyvoj odchylky €(t) od konstantni rovnovdiné Urovné

Y =Als

~

Pro g(t) = Y(t)—g dostaneme mj, ze
ds—(t) = m v dUsledku ¢ehoz Ize (4.20C)
dt dt
prepsat do tvaru
(4.21) ) _ ) Ckde  p=1Ss0
dt '
Obvyklym prfevedenim na derivaci logaritmu g(t) ziskéme ze (4.21) vztah
(4.22) % =p a po

navazujici integraci pak



(4.23) log(t)=p.t +K , kde K je néjakd
konstanta.

Resenirovnice (4.23) je tedy ddno vztahem
(4.24) g(t) = K.expp.t) , pficemz

multiplikativni  konstantu K =expk) urcime ndsledovné z pocdatecni
podminky €(0)=K.exp0), fzn. K je rovna pocdatecni Urovni odchylky €(0) od
rovnovdzné Urovné produkce Y(0)—Y*(0).

Jak jsme z pfedchoziho vyvodili, prfi konstantnich autonomnich vydajich roste
produkce progresivné s konstantni intenzitou ristu p, kterd zdvisi (pfimo) na
meznim sklonu ke spotfebé s a (nepfimo) na investicnim koeficientu v.
Pohybujeme-li se v konkrétnich hodnotdch, shleddme, Ze hodnota
investicnino koeficientu v je relativné velkd vici (malé) hodnoté mezniho
sklonu ke sporeni s. To znamend, ze podil p = s/v nabyvd pomérné nizké
hodnoty : napf. pro s = 0,08 a v = 2,0 bude dUichodovd trajektorie
predstavovdna exponencidlnim pribéhem se 4% rocni ristovou intenzitou.

Toto priblizeni ndzorné ilustruje povahu akcelerdtoru : | kdyz udrzujeme
autonomni vydaje (pouze) na konstantni vysi, vyvoldvd kombinované
pUsobeni multiplikGtoru-akcelerdtoru staly progresivni rist produkce, jehoz
intenzita zavisi na podilu strukturnich parametrd s a v. Dokumentuje to tedy
prevazeni explozivniho viivu akceleratoru.

Pfipad 2 : Autonomni vydaje rostou exponencidlné s intenzitou ristu p.

Tentokrdt budeme predpoklddat exponencidini (kvantitativné viak mirny) rdst
autonomnich vydajU s intenzitou rstu p > 0, neboli

A(t) = A(0).exp(1.t),

kde A(0Q) vyjadiuje pocdatecni Uroven autonomnich vydajd. Rovnice (4.20C)
se pro tento pripad modifikuje na tvar
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K.t
(4.25) dy { ©

a:p_ Y(t)—A(O).?} , kde p=\—s; shodné

jako drive .

Vyslovme hypotézu, ze by nefrividinim feSenim této rovnice mohla byt
trajektorie Y(t)=Y*(O).e“'t , kde Y*(O) predstavuje pocdatecni rovnovdznou
uroven. Pfi ovérovani prijatelnosti tohoto feSeni (dosazenim do (4.25) )
obdrzime vztah

Wt
(4.26) % = LY *(0)eHt = p.[Y*(O).e“'t — A(0) e?}

Tato rovnice ndm umoznuje vypodcitat pocdatecni rovnovdznou Uroven Y*(O),
kterd - je-li ji dosazeno - vede k dUchodové trajektorii predpoklddaného typu

Y(t)=Y*(O).e“'t . Upravou, mij. kracenim obou siran (4.26) vyrazem eM*

dostaneme
* 0
YO u-p)=-p22
z ¢ehoz vyjadri "(0) ] (0)= —A(O) jesté d¢ i
yjadiime Y (0) joko Y (O)_p's.(p—u) a jesté ddle (dosazenim
p= \—s,) pak vysledek
* 0

Pokud tedy je pocdateéni Uroven dichodu praveé Y*(O) z (4.27), roste dUchod
exponencidlné s intenzitou rOstu p .

Zbyvd nicméné jesté vysetiit, jak bude vypadat dUchodovd trajektorie, pokud
pocdtecni hodnota Y(0) nebude prdavé rovna vyrazu v (4.27). Uvazujme za
timto UCelem pribéh odchylky
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g(t) = Y(t)- Y*(O).eut . Na pocdtku mdame  ziejmé
£(0)=Y(0)-Y (0).

Vyjadreme ddle rozdil mezi (4.25) a (4.26) a vSimnéme si, ze pro derivace plafi

de(t) _ dY(t) ) alit
4,28 7 =—7-nY (0 M
(4.28) gt~ gt MY Qe
Upravme pri této skutecnosti postupné levou stranu (4.28):
de(t) _ dY{t) - eMt . eMt
% = % -Y (O).u.e“'t =p.Y(t)- p.A(0) ? -p.Y (0) et + p-A(0) ? =

— oY(B-p.Y (06" = plY()- Y (0)e)

protoze druhy a ctvrty Clen predposlednino vyrazu se vzdjemné vyrusi.
Zavorka posledniho Clenu oviem ddvda pravé hodnotu odchylky € (t) . Pak
tedy

(4.29) ds—(t)

It =p.g(t) s fesenim

(4.30) g(t) = (0).eP*

Tento vysledek je formdiné podobny dfive ziskanému feseni (4.24) pri
konstantnich autonomnich vydaijich, tentokrat viak vypoctend diference g(t)
predstavuje odchylku od trajektorie exponencidlniho rustu duchodu Y(t) =
Y*(0). ett, nikoliv od konstantni rovnovdziné Urovné Y*(1) = A*/s. Jinymi slovy :
jde o exponencidlni rist (s parametrem p) odchylky od exponencidinino rlstu
produkce (s parametrem pu ).

Obecné (Uplne) feseni prislusné diferencidlni rovnice je tedy ndsleduijici :
(4. 31) Y(t) = Y'(0)e"t + (Y(0)- Y'(0) e  kde

pocdatecni stav ,,dichodového systému* je uréen Urovni

A0)

(4.32) = (4.27) Y (0)= o)
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4.5 PhillipsUv model multiplikatoru

Zavedeni cCasovych zpozdéni poskytuje realistiCtéjsi obraz vztahd mezi
(makro)-ekonomickymi velicinami. Jednim z predstaviteld modelU tohoto typu
je Phillipsdv model multiplikdtoru. Jde o model spojitého typu s linedrni
spotfebni funkci a obsahuje multiplikator odpovidajici exponencidlné
rozdélenému zpoZdéni (mezi skuteCnou Urovni dichodu Y a jeho potencidini
hodnotou Z).

Poptdvkovd strana strana modelového schématu (rozdéleni ddchodu na
spotfebu a autonomni vydaje) neobsahuje zpozdéni : predpoklddad se zde, ze
se uskutecni pldnovand spotifeba vyjadiend linedrni spotfebni funkci C=c¢.Y
a ze spotrebitelé maji své autonomni vydaje shrnuty v modelové proménné
A. Celkovou poptdvku Ize tedy vyjadrit jako z(t) = €.Y(t)+ A(t) neboli

(4.33) Z(t) = (1-5).Y(t) + A(t)

Nabidkovd strana tohoto agregovaného makroekonomického modelu
obsahuje multiplikdtor formulovany v podobé (teoreticky délkou
neomezeného) exponencidlné rozlozeného zpozdéni :

(4.34) dY(t) - AJY(t) - Z(t)

kde A je velicina uddvajici rychlost reakce multiplikatoru - rychlost

prizpUsobovdni skute¢né velikosti dichodu Y jeho potencidini hodnoté Z.
Slouc¢enim (4.33) a (4.34) dostaneme

(4.35) d:(tt) +A.Y(t)=A.Z(t) = A.(1—-s).Y(t) + A.A(t)
neboli
(4.36) % + A8 Y(t) = AAt)

Vyraz (4.36) predstavuje, jak patrno, linedri diferencidini rovnici 1. fadu, jejiz
feseni nyni nalezneme.

Nejprve snadno ovéfime, ze feSeni nalezené pro pripad statického

~

i S N «_ A L - .
multiplikatoru, 1j. feSeni Y (f)=Y =— vyhovuje této rovnici: Skutecné, zde
S
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davy) _
dt
shodé s pravou stranou (4.36).

* ~
(autonomni investice se v ¢ase neméni) a A.8.Y =A.A zcela ve

Reseni Phillipsova modelu multiplikatoru

Vyjddieme nyni opét rozdil 8(t)=Y(t)—Y* ti.odchylku skute¢né hodnoty Y

*
od rovnhovdzného stavu Y :

Dostaneme Y(t)=Y*+8(t), z ¢ehoZ plyne d;(tt)=d3(tt) a ddle prepisem
(4.36) vztah
dsT(tt) FAS(Y +e()=AA

~

o A
Odtud (protoze Y =—) dospéjeme k homogenni linedrni diferencidini rovnici
s

(Y) _
(4.37) It + A.sg(t)=0.

jejiz feseni snadno nalezneme. Standardni Upravou (prevedenim na derivaci
logaritmu y) obdrzime

(4.38) d":t(t) =-As . jejimifesenim je
probéh odchylky
(4.39) g(t) = gy.expfAst)

Celkové feseni (dichodovou trajektorii Y(t) popsanou diferencidini rovnici
(4.36) dostaneme tedy ve tvaru:

(4.40) Y(t)= Y () + [¥(0) - Y' (0)| expt-Ast)

Charakterizuime nyni dosazeny vysledek : Trajektorie, kterd popisuje
skuteCnou Uroven dichodu Y(t) je ddna souctem rovnovdiné Urovné

dUchodu Y*(t) a odchylky predstavované soucinem Y(O)—Y*(O) a zdporné
exponencidly expfAst). Vzhledem k zdpornosti argumentu v exponencidle
(A\ >0, s>0 t=0) je patrné, ze s rostoucim Casem se odchylka Y od

*
rovnovdzné hodnoty Y postupné zmensuje, pricemz rychlost konvergence
skutecné Urovné k rovnovdiné zAvisi na parametru rychlost reakce A a na
koeficientu mezniho sklonu k Uspordm s. Odchylka v Case t je rovnéz zavisla

(pfimo Umérné) na vzddlenosti pocatecni hodnoty Y(0) od Y .

Jestlize se tedy systém na pocdtku nachdzi v pocatecni Urovni Y(0), sleduje
produkce ve spojité uvazovaném case pribéh popsany trajektorii (4.40), dle
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niz produkce monoténné smérfuje k rovnovdaziné uUrovni dané konstantou

Y =Als.

4.6 PhillipsUv model akceleratoru a multiplikatoru

Tento model se lisi od predchoziho predevsim tim, ze je do né&j zaveden
akcelerdtor charakterizujici podnét pro zvyseni investic (jako zdvisle
proménné) podniceny ristem produkce (v minulém obdobi)

Oznacime-li jako | velicinu (Cistych) wvyvolanych investic, bude mit
akcelerator tvar

dit dY(t
(4.41) L: K I(t)-v.—— Y()

dt dt

v némz konstanta v predstavuje investicni koeficient a konstanta k rychlost
reakce. Vyraz v.dY(t)/dt

muUze byt povazovdan za urcitou potencidlni Uroven vyvolanych investic, za niz
se opozduje skutecnd velicina |. Makrospotiebni funkce je opét linedmi,
neobsahujici Casové zpozdéni:

(4.42) C(t) = c.Y(t) = (1- 9)Y(t)

Nabidkova stranka modelu je predstavovana vztahem identickym s (4.34)

(4.43) = x vz
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Model multiplikatoru-akceleratoru tedy sestavd ze ffi rovnic
(4.41),(4.42),(4.43), pricemz jeho integrujicim prvkem je opét identita rozdéleni
poptavky

(4.44) Z(t) = C(t) + I(t) + A(t) =(1—s).Y(t) + I(t) + A(t)

Jak je z defini¢nich vztahU (4.41) - (4.44) patrné, v modelu se vyskytuji dvé
rozlozend zpozdéni spojitého (exponencidiniho) typu. Jedno z nich je na
nabidkové strané: poptdvka reaguje na rozdil mezi skuteCnou a potencidlni
hodnotou produkce srychlosti A, druhé zpozdéni je na strané akcelerdtoru:
prirGstek investic reaguje na zmény v produkci s rychlosti K .

Pozndmka: Vyrazy (4.41) pro akcelerdtor a (4.43) pro multiplikdtor jsou
odvozeny na zdkladé teorie modell rozlozenych zpozdéni (konkrétné modelu
s (nekoneénym) exponencidlnim zpoZdénim). Zde je levostrannd proménnd —
tzn. v (4.41) zména vyvolanych investic, v (4.42) zména dichodu — popsdna
funkci zahrnuijici vzdy skute€nou a potencidlni Uroven této proménné. Vyraz
v.dY(t)/dt v (4.41) predstavuje takovouto potencidlni roven investic, zatimco
v (4.43) je potencidini Uroven dUchodu ztotoznéna s celkovou poptdvkou Z(1).
Konstanta K se nazyvd rychlost reakce akcelerdtoru, konstantaA rychlost
reakce multiplikatoru. Obé jsou kladnd Cisla, nulovd hodnota by znamenala,
ze kzddnému pirizpUsobeni (skutecné hodnoty hodnoté potencidini)
nedochdzi.

Daldi krok v analyze tohoto modelu spocivd v nalezeni jeho feseni, které - jak
je z povahy vztah( patrné - bude predstavovdno diferencidlni rovnici vyssiho
nez prvniho fadu. Abychom tuto rovnici zformulovali a prislusné feseni nalezli,
dosadime nejprve vztah (4.43) do (4.42). Dostaneme

(4.45) d;(tt) “AYO)+AJ(1-9)Y(R) + )+ At)],  coz po Upravé
vede k
(4.446) I(t) —1 ¥+ s.Y(t) - A(t) resp. k
dit) _ d2Y(t) dY(t)
(4.47) dt )\ Y

nebot i zde prijimdme predpoklad, ze velicina A(t) je v modelu uvazovdna
jako konstantni A(t) = A
vyrazy pro t) a dlt)/d(t) nyni dosadime do (4.41):
2
1 d Y(t) dY(t) -k [ 1 dY(t) rsY(t)- A} + k. Y dY(t)
A de dt AT dt dt

Pfeskupenim jednotlivych clen0 do pofadi s klesajicim  stupném
diferencidinich ¢lend dostaneme
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2
(4.48) 1Yy, (s+5 = K.V). at) | K.8Y(t)= K.A
A df A dt

kteryzto vyraz predstavuje linedrni diferencidlni rovnici 2. fddu obecného
tvaru

d?Y(t)
+
dt’
v niz jednotlivé konstanty maji konkretizaci a=A.s+K—-K.AV , b=AKs ,
C=AKA.

(4.49) a d;(tt) rhY({t)=c

Pozndmka: Jednim z feseni rovnice (4.48) je opét trajektorie Y(t) odpovidajici

~

e A . v
rovnovdéznému stavu Y(t)=Y =—, o Cemz se Ize snadno presvédcit pimym

dY(t dY(t
dosazenim: zde plafi % =0 atedyi ?() =0, takze leva strana (4.48) je
A , 3
rovha K.S.— , tedy pravé stranée. o.
S

Zamé&fime-li se ddle na vyvoj odchylek od rovnovahy tzn. g(t)=Y(#)-Y,
ukdze se opét jako v fadé predchozich pripadl , Ze i zde Ize dospét k linedrni
diferencidlni rovnici 2. fddu tvaru pro tyto odchylky.:

de(t) 4o M)
df dt

Reseni Phillipsova modelu akceleratoru-multiplikatoru

(4.50) +be(t)=c

Reseni této rovhice md - na rozdil od predchozich piipadd - nemonotdnni,
oscilaéni charakter. Ten ddle mUze jak tlumeny (se zmensujici se amplitudou).
tak explozivni (amplituda v Case roste), pricemz tyto oscilace kmitaji kolem

* ~
rovnovdazného bodu Y = A/s.

Pokud bychom toto fesSeni zkoumali podrobnéji, zaznamendme, ze je nutno
uvazovat
dvé pocatecni podminky:

Prvd z nich charakterizuje stav ve vychozim bodé ,,0, tj. pro t = 0, kde zrejmé
Y(0) = 0, druhd pak popisuje v témze Casovém okamziku ,,0" situaci pred
zapocetim pUsobeni akcelerdtoru. Tato druhd  podminka, kterd je ddna
multiplikdtorem, ma tvar

(4.51) ¥=)\.A pro t=0
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Pribéh dichodu od jedné rovnovdiné Urovné ke druhé je tedy popsdn
rovnici (4.48) s pocatecnimi podminkami Y(0)=0 a (4.51) .

Reseni linedrni diferencidini rovnice (4.50) probihd klasickym zpUsobem.
sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeskeskesk

Uvédomme si, Ze zde vystupuje Ctverice parametrd, jmenovité §,V,A,K , kterd
muUze ovlivnit ( a také siiné ovliviiuje) charakter vystupni dichodové
trajektorie.

Vysledkem analyzy , pfi které (aspon pro cdstecné zjiednoduseni pokldddme
K =1) je ndsledujici®

1 -
A) pro pripad X< [\/\_I—\/g]z bude vyslednd trajektorie neoscilujici

explozivni

1 -
B) pro [\/\_l—\/,;.]2<x<v—s bude vyslednd trajektorie  oscilujici

explozivni

1 -
C) pro V—S<X<[\/\_I+\/§]2 bude vyslednd ftrajektorie  oscilujici

flumena

1 -
D) pro pripad [\/TI+\/§]2<X bude vyslednd trajektorie neoscilujici

flumena

S ohledem na velikost parametr( v realité , kde plati s<<Vv , budou viechny
meze kladna cisla.

Vysvétlivky:

Oscilujicim probéhem rozumime nemonotdnni periodicky se opakujici rdst
stfidany klesdnim (joko u funkci sin ¢i cos) . Opacny prUbéh trajektorie
(monotdnni) nazveme neoscilujici.

Explozivnim prubéhem rozumime takovy probéh, kdy se odchylky od
konstantniho rovnovdaziného stavu postupné zvétsuji. Pokud se tyto odchylky
postupné zmensuji (a trajektorie se priblizuje konstantni Urovni) , pak mluvime
o tlumeném pribéhu. Neni-li pribéh ani explozivni, ani tlumeny, pak jde o
setrvdni na konstantni odchylce od rovnovdiného stavu. Tomu budou
odpovidat prechodové stavy mezi A), B), C), D), kdy relace " <" mezi horni a
dolni mezi budou nahrazeny rovnostmi.

® Podrobné odvozeni Ize nalézt napf.R.G.D. Allen: Matematicka Ekonomie str. 250-255.
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