Preferencéni relace a jeji vlastnosti

Teorie uzitku (téz teorie hodnoty nebo teorie rovnovahy spotrebitele), se zabyva
zkoumanim chovani jednoho typického spotiebitele, ktery pfi nakupu dostupnych
komodit usiluje o maximalizaci svého uzitku, tzn. Ze - pfi stejnych vydajovych
moznostech - nakupuje soubor komodit poskytujicich mu co nejvétsi uzitek. Maximalizace se
odehrava v prostfedi, kde spotrebitel musi vychazet z cen komodit, které jsou utvareny v
ramci trzniho prostfedi nezavisle na jeho vuli, a kde musi rovnéz prihlizet k velikosti svého
prijmu/dichodu, ktery ma pro tento ucel k dispozici a ktery nesmi prekrocit.

Preferenc¢ni uvazovani spotrebitele

Formulace problému: Spotrebitel maximalizuje svij subjektivné posuzovany
uzZitek za predpokladu, ze pfi koupi potfrebnych mnozZstvi jednotlivych komodit
¢1,¢, .....{, zajistujicich mu velikost uZitku na poZadované urovni u" nepfekroéi

rozpoctové omezeni dané jeho disponibilnim prijmem M .

Poznamka 1 Pro nasledujici ivahy neni pfili§ podstatné, jak chapeme veliinu dichod. Ta
nemusi byt predstavovana pouze prijmem bézného obdobi, ale také dfivéjSimi usporami
spotrebitele popf. jinymi aktivy nebo naopak také budoucimi aktivy (pdjckami, budoucimi
vynosy, rentou, pohleddvkami), ktera mu budou k dispozici pozdéji. V dalSim textu budeme
konkrétni mnozstvi komodit {,,{,,....,{, oznacovat velicinami x,,x,,....,x, .

Definice 1 UvaZujme koneénou mnoZinu komodit (statki) ¢ = (Z 15y seens{ ”), Z niz
provadime postupné nékolik vybéru j =1,2,.....,r. MnoZinu vS§ech moznych vybiranych
mnoZstvi /kombinaci ze vSech komodit nazveme komoditni prostor a oznacime jej

X=(x(j),x(j) =(x§j),xgj), ..... ,x(j))), 2 20 i=12,....n, j=1..r

n

Hodnota xfj ) tedy vyjadfuje mnoZstvi komodity {, vybirané pfi j-té varianté vybéru.
Pro tuto chvili, (a¢ to neni zdsadné dulezité), budeme predpokladat (tfeba velky)
konecny soubor moznych vybéri. Kazdé komodité {, prifadime kladné ¢islo p,, které
bude vyjadfovat cenu za jednotku fyzického mnoZstvi (jednotkovou cenu) této
komodity.

Definice 2 Soubor cen p, vsech komodit {,,i=1,...,n prfedstavovanych vektorem
kladnych ¢cisel p=(pl,p2, ..... ,pn), p, >0 pro i=1,2,.,n, kde kaidé p,vyjadfuje
jednotkovou cenu i-té komodity {,, a to nezdvisle na provedeném vybéru nazveme

cenovym vektorem. V systému neuvaZujeme volné statky, u nichz p, =0.)

Prijmeme predpoklad, zZe spotrebitel musi byt pro jakékoliv dvé kombinace komodit,
feknéme A a B schopen rozhodnout, ktera z nich mu prinese vyssi uZitek, pfipadné
zda uzZitek jimi poskytnuty bude stejny. Jinymi slovy to znamena, Ze tyto dvé
kombinace A, B mohou byt co do uzitku poskytnutého spotrebiteli rovnocenné (z
pohledu spotfebitele jde o indiferentni komodity), nemohou vSak byt nesrovnatelné.
Konkrétnéji :

Predpoklad Spotrebitel je schopen vzdjemné porovnat libovolné dvé varianty
x(l),x(f ), j=1,2,....,r a (subjektivné) posoudit, kterd z nich je pro néj vyhodnéjsi,
pPop¥F. jsou-li vzajemné rovnocenné.



RozliSovaci (binarni) relace definovana na kartéském soucinu X XX (t. pro
kazdou dvojici variant) ma pritom dale uvedené viastnosti. Pro znaceni

pouzijeme symbol ,,@,, ,, jako symbol neostrého preferencniho usporadani tj. relace

pro dvé srovndavané kombinace zapiSeme x(J ) [0} x(k) pficemz
symbol ,, ¢ ,, ¢teme jako ,,preferovano nebo stejné hodnoceno*.

Vlastnosti preferencéni relace ,, ¢ ,,

Definice 3
(P1) Relace ,,¢,, je reflexivni, tzn. plati x(’) Q x(’) pro libovolné x(j) .

(P2) Relace ,,¢,, je tranzitivni, tzn.
jestlize xm Q x(k) a x(k) Q x(l), potom plati xm Q x(l)

(P3) Relace ,,¢ ,, je uplna, tzn. pro vSechna x(j),x(k) plati x(j) () x(k) nebo x(k) [ x(j).
nebo souéasné oboji ( posledni pfipad znamena indiferentnost/rovnocennost , =“).

(P4) Relace ,,¢,, je nenasycena (nesaturovana), tzn. neexistuje takova varianta x(j),
ktera by byla (ostfe) nadfazena vuci vSem ostatnim variantam. Jinymi slovy :
Ke kazdé varianté x"' lIze nalézt variantu x(k) takovou, ze plati x(k) ®x

Tato vlastnost ma za nasledek, ze uzitkova funkce je neklesajici a pfinejmensim v jednom
svém argumentu je rostouci.

(P5) Relace ,,¢,, je spojita, coz znamena toto :

Pro jakoukoliv variantu x(j) definujme dvé mnoziny

a) L(x(j) jako mnozinu v§ech variant "pfinejmensim stejné dobrych® jako x(j)"
b) H(x(j ) jako mnozinu vSech variant "nikoliv lepSich nez* x(j)" tzn. :

Relace ,, ¢ ,, je spojita pravé tehdy, jestlize mnoziny L(x(i)) i H(x(’)) jsou uzaviené,
tj. souéastmi téchto mnozin jsou i jejich hranice (tj. body, kde plati indiference vuci

NON

Tato vlastnost reprezentuje konzistentni zplisob uvaZovani spotrebitele v tom smyslu,
Ze kdyz existuje posloupnost komoditnich kombinaci z) takovych, Ze pro kterykoliv
prvek této posloupnosti plati 2 @x, potom také pro limitni bod z této posloupnosti z

(pro ktery z = lim () )plati z @ x.

n— oo

(P6) Relace ,,¢,, je konvexni, tzn. plati implikace :

jestlize x(i) [0) x) , potom A Dc(j) + (1 —E)Bc(k) [0) x) pro libovolné A D<0,1>.



(P1) konstatuje samoziejmost, Zze kazda komoditni kombinace je vuci sobé ,,nejméné
stejné dobra“. U€elem je dosazeni rovhocennosti hodnoceni kombinace viici sobé.

Smyslem vlastnosti (P2) je dosahnout usporadani variant v souladu se zasadou, ze je-li
varianta 4 nejméné stejné dobra jako druha varianta B a tato druha nejméné stejné
dobra jako varianta C, pak je i varianta 4 vzdy nejméné stejné dobra jako varianta C.

Uplinost relace (P3) znamena vylouéeni moznosti nesrovnatelnych variant, tzn. ze pro
kterékoliv dvé varianty musime byt schopni rozhodnout o jejich vzajemném
preferenénim postaveni. Lze tedy také mluvit o axiomu srovnatelnosti.

Vlastnost (P4) je zavedena za ucelem vylouéeni situace, ze by existovala ,,absolutné
nejlepsi varianta, nadfazena vSem ostatnim. To by znamenalo, ze uzitek pocitovany
spotrebitelem jiz nelze zadnym zpuisobem zvysit.

Spojitost (P5) je nutha matematicka vlastnost, ktera zajist'uje spojitost uzitkové funkce
(v kterékoli komoditni kombinaci). Zamezuje ristu uzitku ,skokem* pfi nepatrném
zvyseni uzitych statkd.

Konvexnost (P6) preferenc¢ni relace neni samoziejma. Zajistuje nicméné vlastnost
kvanzikonkavnost uzitkové funkce. Problém spociva v tom, Ze vlastnost reprezentuje
konstatovani, ze "smés" dvou komoditnich kombinaci nemtize byt horsi nez horsi z
obou téchto kombinaci. Je patrné, ze v radé situaci tomu tak byt nemusi: Smichame-li
dva napoje (napfi. whisky a gin), ziskany vysledek malokdy poskytne lepsi chut'ovy
dojem, nez kterakoliv z obou substanci uzivanych samostatné. TotéZ nepochybné plati
o0 mnoha jinych komoditnich kombinaci spojenych s jidlem a pitim.

Spoijitost (P5) vazand k preferencni relaci viak pro jiné situace neni az tak
samoziejmou viastnosti, jok se mUzZe na prvni pohled zddt. Za protipriklad
muUzZeme vzit napr. tuto relaci:

Definice 4 Lexikograficka preferenéni relace je (vkontextu dvou
komodit) definovdna takto:
X¢y < [xl > J’1] nebo [xl =y, a soucasné x, >y2]
V¢ x ve vsech ostatnich pfipadech
Tvrzeni 1 Lexikografickd preferenéni relace neni spojita.
Ovéreni: UkdaZeme, Ze nelze naqjit komoditni kombinaci (z,,z,), kterd by byla
odlisnd od
(x,,x,) a kterd by byla viéi (x,,x,) indiferentni.
a) Jestlize x, #z;, pak bude z=(z,,z,) oslie lepsi nebo osffe horsi nez
X = (xl 9x2) -
b) Jestlize x; =z, pak bude z =(z;,z,) opét ostre lepsi nebo ostfe horsi nez
X =(x;,x,) v zavislosti na hodnoté druhého argumentu.
Dalsi moznost ziejmé neni, indiference tedy nelze dosdhnout.

Dusledkem tvrzeni je skuteénost, zZe k lexikografické preferenéni relaci nelze
vyjadrit indiferencni krivky jako souvislé vicebodové mnoziny. Pro libovolnou
hladinu vizitku x>0 je ,indiferenéni kiivka“ degenerovand jednobodova
mnozZina. Obecnéji miieme na véc pohlizet tak, jakoby méla



.jednodimenzni* indiferencni kiivka ,pfili§ mdlo“ bodd pro jednoznacné
zobrazeni kartéského soucinu X, L1 X, na ni. Vnasem piipadé jde o

zobrazeni £, - E,.

Zesileni konvexnosti (P6) udava

Definice 5 (P6s) Relace ,, € ,, je ryze konvexni, jestlize plati implikace:
Jestlize x(j) [0) x(k), potom A B:(j) + (1 —A)B((k) 0] x(k) pro libovolné /A D<0,l>,

Touto podminkou vyloué¢ime z uvazovani ,linearni useky“ na indiferenénich
kirivkach a dosahneme jednoznacénosti uréeni rovnovaznych bodu.

Jesté razantnéjSiho zesileni konvexnosti bychom dosahli touto definici:

Definice 6 (P6ss) Relace ,, ¢ ,, je striktné konvexni, jestlize plati implikace:
Jestlize x(j) () x(k), potom A B{(j) + (1 —A)B((k) () x(j) pro libovolné A (0,1,

kterou mizeme vyjadfit jako pozadavek, aby uzitek z komoditni kombinace, ktera
jakymkoliv zptisobem smésuje statky zastoupené v kombinacich x*,x"") nebyl
mensi nez dokonce lepsSi zobou variant. V pfeneseném smyslu (vztazeno
k pfislusné vlastnosti uzitkové funkce) lze mluvit o axiomu resp. vlastnosti
ruznorodosti ¢i pestrosti. Jak je ovSem zfejmé, jde o nepfiméfené silny a malo
realisticky pozadavek. Tézko bychom hledali oblast praktického Zivota, ve které by
byl uplatnitelny (snad jen v omezeném okruhu modniho odévniho zboZi posuzovano
ocima extravagantnich konzument).

Zeslabeni nenasycenosti (P4) udava

Definice 7 (P4w) Relace ,, ¢ ,, je lokalné nenasycena, jestlize plati:
Pro kazdou variantu x =(x;,x,,...,x,) existuje okoli Ss(x) bodu x, takové, Ze
aspofi pro jedno z =(z;,z,,...,z,) , zUS5(x) plati z @ x..

Vyznam vlastnosti (P4w) nize ukazeme v souvislosti s existenci rovnovazného bodu
na mnoziné rozpoc¢tového omezeni.

Zesileni spojitosti (P5) udava

Definice 8 Rovnéz spojitost preferencni relace mize byt zesilena v nékolika
smérech. Jeden z nich pfedstavuje tzv.

axiom nezavislosti Jestlize x¢y a A(0,1>, pak
(P7) Ax+(1-A).zq¢ Ay +(1—-A).z provsechna z
Druhym pak je tzv.

archimedovsky axiom Jestlize mame komoditni kombinace v relacich x ¢ y ¢ z,
pak existuji konstanty A, 1 [1(0,1) takové, ze plati



(P8) Ax+(A-ANDz¢yqg ux+(1-p).z

Pozndmka 2 Rovnocennou definici konvexnosti bychom dostali touto formulaci:
Preferen¢ni usporadani se nazyva konvexni, jestlize dolni obrysova mnozina

L(x(j))={x(k); x(k)gg x(j)} je konvexni pro vSechna P ox.

Symetrie, antisymetrie, indiference

Definice 9  Ostrou preferencni relaci "¢" ziskame doplnénim neostré
preferencni relace "¢" o dodatecnou vlastnost antisymetrie.

(P9) Antisymetrie

i) je ostre preferovana pred variantou x(k)- ve znaceni x(j) () x(k)

ox ),

Protikladem antisymetrie pak bude vlastnost

Varianta x(

jestlize plati x(j) 0] x(k), avsak nikoliv x(

Definice 10 Symetrie

(P10) Jestlize plati x(j) 0] x(k), pak vzdy také plati x(k) 0] x(j).

Poznadmka 3 Pokud plati obé podminky v (P10) , pak fekneme, ze

Varianta x(j ) je indiferentni vucéi varianté x(k ) , @ znacime x(] ) = x(k )

Ekvivalence vs. usporadani

Definice 11 Binarni relace, spliujici vlastnosti (P1), (P2) a (P10) se nazyva
ekvivalence. Je tedy soucCasné reflexivni, symetricka a tranzitivni. (Znaci se
napf. [, )

Definice 12 Binarni relace, ktera splfiuje vlastnosti (P1) a (P2) se nazyva cadstecné
usporadani. Je to tedy relace s vlastnostmi reflexivity a tranzitivity.

Definice 13 Binarni relace splnujici (P1),(P2),(P3) se nazyva uplné usporadani.
Je to tedy relace s vlastnostmi reflexivity, uplnosti a tranzitivity.

Zatimco smyslem zavedeni relace ekvivalence je predevSim jista kategorizace
prvki/variant do tfid obsahujicich prvky zjistého hlediska podobné, je ucCelem
uplatnéni relace usporadani (¢astecného C&i uplného) dosazeni seraditelnosti
prvkl/variant podle néjak zvoleného kritéria, které obsahuji. (Pfitomnost vlastnosti
(P1) naznacCuje, Ze takto definované usporadani je neostrée).

Definice 14 Preferencéni usporadani se nazyva monotoénni, jestlize situace, kdy
plati x) () x*) a soucasne xV) # x(k), znamena vzdy x\/) [0) x k).
Monoténnost vylucuje moznost existence ekvivalentnich trid, ve kterych by bylo

vice riznych vzajemné indiferentnich prvka. Viastnost udava, Ze u kteréhokoli zboZi
Je preferovano jeho vét§i mnozstvi, coz znamena, Ze vSechna zboZi jsou zadouci.



Tvrzeni 2 UZitkova funkce odvozena z monotéonniho usporadani je rostouci.

Vyvozeni uzitkoveé funkce

Definice 15 PHiadime-li kazdé variants x*) gislo u(x())0R}", ziskame tak
funkci pfirazujici kazdému bodu komoditniho prostoru X hodnotu, kterou
nazveme uZitek.

Tato uZitkovd funkce u(x) pFifazuje lep$i varianté x(j ) vétsSi hodnotu u(x(j ))

oproti horsi varianté x(k), které prifazuje mensi hodnotu u(x(k)) v souladu se
vztahem
W ox® < uly))z ulx®)

V pripadé, ze jsou obé varianty indiferentni, tzn. plati x(j) 0] x(k) a soucasné

X(k) Q X(j), budou hodnoty uzitku pfi obou variantach stejné tj.

)= ufx®).

Pfijmeme umluvu, ze komoditni prostor je tvoren kartéskym soucinem
uzavienych intervali X, X X, X....X, , kde kazdy interval X; =<0,6, ), pficemz
pravé krajni body téchto intervalii jsou tvoreny bud koneénymi hodnotami
nebo neomezenou hodnotou ,, + ® ,,. Intervalové uvazovani pripustnych hodnot
komodit ve svém dlsledku znamena, ze mnozstvi kazdé komodity budeme
povazovat za nheomezené délitelnou ( a nezapornou ) veli€inu a rovnéz to, ze z
komoditniho prostoru muizeme provadét nekonecné mnoho opakovanych
riznych vybéru.

Realny problém omezené délitelnosti

Zdaleka ne kazda ekonomicky posuzovana komodita ma vlastnost neomezené
délitelnosti. To necini podstatnéjSi problém v pripadé, kdy ji ocenujeme
penézné (déleni v principu diskrétni veli€iny je zde ,,dostateéné jemné*), avsak
v pripadé naturalniho vyjadieni to muize prinést i hrubé odchyleni se od
skutec¢nosti. Mérime-li uzitek, ktery spotrebiteli prinasi elektrospotrebic,
vozidlo €i objekt bydleni, jsme pfi popisu mnozstvi komodity odkazani na
vyjadreni v prirozenych c¢islech (které je typicky diskrétniho charakteru),
pricemz prechod napf. ke zlomkovému vyjadreni by s ohledem na celistvost
uzitné hodnoty véci byl sotva rozumné interpretovatelny. Podobnych
»protiprikladi“ nalézame ostatné mnoho i mezi predméty zietelné nizsi penézni
hodnoty (odévy, kancelarské potreby, hracky, tkanicky od bot apod.).



»Zespojiténi“ komoditniho prostoru, popf. omezeni oboru hodnot kazdé
komodity zprava na prakticky uvazovatelny rozsah je tedy provedeno
predevSim z duvodu matematické ucelnosti, mj. k moznosti definovat radu
pojmi marginalni ekonomicko-matematické analyzy s pouzitim spojitosti a
diferencovatelnosti (uzitkové) funkce.



