4.1 Vydajova funkce a jeji vlastnosti

Definice 13 Mame danu spojitou uzitkovou funkci u(x), cenovy vektor p a

méjme dale uréenu konkrétni velikost uzitku u’ (skalarni, v ordinalnim pojeti).
Potom funkci

4.1) E(uo,p)= Miljpxu(x) > uoj

nazveme vydajovou funkci [expenditure function] ve vztahu k uzitkové
funkei L(X)

Argumenty vydajové funkce je cenovy vektor a velikost uzitku pozadovana
spotfebitelem. Vydajova funkce ptredstavuje minimalni mozné naklady (spojené
s nakupem nanejvys n statkidl pfi exogenné stanovenych cenach p) vynaloZené
na komoditni kombinaci, kterd poskytuje uzitek pfinejmensim o velikosti .
Spotifebitel pfitom nemusi nakupovat vSechny komodity a s ohledem na
kriterialni funkci v (3.11) da pfednost t€m, u kterych dosazeni uzitku na zadané
vysi docili nejlevnéji.

Definice 13A Vydajova funkce E(up) piisluina uzitkové funkci u(x)
s prijatymi vlastnostmi (U1) - (U5) ma tyto vlastnosti :

(V1)E(u,p) je redind koneénd a nezdpornd funkce, piicemz E(u°,p)>0
pro libovolnou Groven uzitku u’ > 0.

(V2) E(u,po) je rostouci v u pro jakykoliv cenovy vektor p0 >0. E(uo,p) je
neklesajici v p a rostouci alespon v jedné z cen p;, pro libovolnou
oroven uzitku .

(V3) E(u,po) je spojitd v u pro jakykoliv cenovy vektor p°>0. E(u,po) je

spojitd v p pro libovolnou Groven uzitku u’.

(V4) E(uo,p) je linedrné homogenni v p pro libovolnou Groven uzitku U°.
Znamena to, ze plati E(uo,/\p) =/\.E(u0,p) pro libovolné A[](0,+)

(V5) E(uo,p) je konkdvni v cendch p pro libovolnou Uroven uzitku u.
Znamena to, ze plati Eu’,up+(1-p)p )= pEW,p)+(1-p)EW’,p) pro
libovolné dva cenové vektory p,p* >0 alibovolné u D<0,1>.

Vlastnost (V2) konstatuje, Zie s rUstem velikosti uZitku poZadovaného

spotiebitelem (ositre) roste i vydaj na porizeni komodit. Tatdz viastnost ve
vztahu k p pripousti, Ze rist nékterych cen (zpravidla téch, které préavé nejsou

ve vybirané kombinaci statkd pro poskytujicich uzitek uo) nemusi nutné vést k
rustu vydaju spofiebitele. O¢ekdavany (=0mérny) vyvoj ndkladu na komoditni
kombinaci pfi zméné cenového méfitka viech komodit pak vyjadiuje (V4),
zatimco vlastnost (V5) obrazné charakterizuje ,ne vyssi nez linedarni* tendenci
vyvoje vydaji pri rustu kterékoliv z cen p;,i =1,2,....Nn. Vlastnost (V1) zahrnuje



matematickd omezeni funkce n+1 proménnych v kontextu ekonomického
vyznamu E(u,p) a konstatuje, ze kladnou hodnotu uiitku nelze dosdhnout
zdarma. Spojitost (V3) v uzitku i cendch konstatuje, Ze ndklady nemohou
skokovité rust (ani klesat) tehdy, jestlize se jen nepatrné zméni nékterd z cen

nebo Urover uzitku W°.

Jestlize mame definovanu vydajovou funkci E(u,p) s vySe uvedenymi
vlastnostmi (jmenovité vlastnosti (V2)), mame tim zaruceno, Ze k této vydajoveé
funkci existuje funkce inverzni, kterd bude vyjadiovat hladinu uZzitku v jako
funkci vydaji a cen komodit.

Vyznam vydajové funkce spo¢iva mj. v tom, ze pomoci ni lze generovat cely
systém poptavkovych funkci v tzv. Hicksové smyslu. Uvedend moznost (pro
diferencovatelnou vydajovou funkci) vychdzi z modifikace tzv. Shephardova
lemmatu. Z uvedené¢ho lemmatu vyplyva, ze lze psat :

OE(up) _
(42) », =h(up) , kde

funkce na prave strané vyjadiuje poptavku po komodité X; .

4.2 Neprima uzitkova funkce a jeji vlastnosti

Definice 14 Mame danu vydajovou funkci M= E(uo,p) s cenovym vektorem
p a soucasn¢ tim urcenu konkrétni velikost vydaji M. Potom funkci

(4.3) W(Mp) = Maxu(x);px= M

nazveme heprima vzitkova funkce [ indirect utility function ] ve vztahu
k vydajové funkci E(uo,p). Argumenty této funkce jsou tedy cenovy vektor a
velikost pfijmu spotiebitele pouzitelnd na nakup komodit v mnozstvich X.

Definice 14A Nepiima uzitkova funkce q(M,p) piislusna k vydajové funkci
E(p,uo) s vlastnostmi (V1) - (V5) je charakterizovana témito vlastnostmi:

(W1) ¢Mp) je redind koneénd a nezdpornd funkce, piicemz

w(0,p)=0.

(W2) q,(M,pO) je rostouci v M pro jakykoliv cenovy vektor p0 >0. Dale
Mo,p) je nerostouci v p (pro libovolnou pevnou hodnotu vydaji MO) .

(W3) spojitd v M pro jakykoliv cenovy vektor p° >0 a spojitd v p pro

libovolnou pevnou hodnotu vydaiju M.

(W4) ¢(Mp) je homogenni funkce stupné& 0 soucasné v cendch p a

vydajich M.
Znamena to, ze plati YAV Ap) = @(M,p) pro libovolné A[I(0,+)



(W5) q,(MO,p) je konkdvni funkce v p pro jakoukoliv Groveri vydajo M.
Znamend to, ze plati WM’ ,up+(1-p)p )2 wyM’,p)+(1-pM,p’) pro
10{0,1).

(W5%) tp(MO,p) je kvazikonvexni funkce v p pro jakoukoliv Groven
vydajo M°. Znamena to, e plati pro pOd <0,1>

WM, pp+ (1- pp’) < May(M°, o)V’ p¥)|

Prvd z vlastnosti (W1) konstatuje mj. Ze s nulovymi penéinimi prostredky
Zadny kladny vuzitek neziskdme: pii kladnych cendch statkl nejsme bez
penéz prosté zadné statky schopni zakoupit.

(W2) Ve vztahu k M se predpokladd, Ze zvyseny prijem je vynaloZen Ucelné a
neni alokovan do neuziteénych komodit. Dle téze (W2), se zvySenim
kterékoliv z cen p; (pfi neménnych vydajich) uzitek nemizZe nikdy vzrist

(nemusi vSak ani nutné klesnout, nebot ke zdraieni muie dojit u
nenakupovanych statkd).!

Spojitost (W3) v cendch i piijmu ziejmé odpovida redlné situaci, Ze ,nepatrna
zména“ kterékoliv zcen p, ani piijem M nemizZe vyvolat skokovitou
(nespoijitou) zménu vzitku plynouciho z nakupovaného spofiebniho kose.

Vlastnost (W4) Ize chdpat tak, Ze pokud by doslo k tomu, Ze by se vsechny
ceny Pq;,P2;----Py i prilem M zménily v témZe poméru (napi. A-ndsobné),
nezméni se na situaci vidéné o¢ima spofiebitele vibec nic: pii nezménénych
relativnich cenovych pomérech p,/M neni ze strany spofiebitele divod ke

Zzméné poptavkového chovdani po potencidlné dostupnych komoditach.
(Spoftiebitel se bude ridit stejnymi preferenénimi hledisky jako drive.)

Konecéné posledni z vlastnosti (W5) interpretovana v prvni verzi (konkdvnost)
obrazné znamenaq, Ze pii libovolné zméné cen bude vzitek z ,linearni smési“
obou cenovych vektoru pfinejmensim roven ,linearni smési* dil¢ich uzitku
ziskanych sjednim, resp. druhym cenovym vektorem. Ve viastnosti se
neprimo odrazi ,zisk v uvzitku* plynouci z toho, Ze pii cenovych zménach lze
aspon néco ,usefiit" tim, Ze pri substituénich mozZnostech lze kupovat méné
z vice zdraZenych statkU a vice z méné zdrazenych (&i zlevnénych nebo
téch, u kierych se cena nezménila). Druhd interpretace (kvazikonvexnost)
pak uréuje horni mez, kterou vzitek ze smési nemuize presdhnout (ta je ddna
velikosti uzitku z ,uzZitkové priznivéjsi“ cenové situace.

' Jiz jsme zminili, Ze vydaj v ztotoZnujeme s pfijmem spotiebitele M



Dopinék Konvexnost, konkdvnost, kvazikonvexnost

a

kvazikonkdvnost

Rekneme, Ze spojitd funkce G(x;,X,,...X,) N promé&nnych x;,X,,...X,
(definovana na konvexni mnoziné X ) je pro dva body x,z[0X (aniz vime,
zda G(x) < G(z) nebo naopak)

(A1) ryze konvexni, jestlize plati ostrd nerovnost
G(Ax+(1- A 2) < AG(x)+ (1- ) G(z)

(B1) ryze konkdavni, jestlize plati ostr& nerovnost
GAx+(1-N)2) > AGx)+(1- A).G2)

(C1) ryze kvazikonvexni, jestlize plati ostrd nerovnost
G(Ax+ (1- A)2) < MaxG(x),G(z)]

(D1) ryze kvazikonkavni, jestlize plati ostréd nerovnost
G(Ax+ (1- N) 2) > MifG(x),G(2)]

ve viech piipadech pro libovolné skalarni AO(0,1) .

(A2) konvexni, jestlize plati neostr& nerovnost
G(Ax+(1- N 2) < AG(x)+ (1- ) G(z)

(B2) konkavni, jestlize plati neostr& nerovnost
GAx+(1- N2) = AG(x) + (1- A).G(2)

(C2) kvazikonvexni, jestlize plati neostrd nerovnost



G(A.x+ (1- A) 2) < Ma}G(x),G(2)]

(D2) kvazikonkavni, jestlize plati neostrd nerovnost
G(Ax+ (1- A)2) = MijG(x),G(2)]

ve viech piipadech pro libovolné skaldrni AC(0,1) .

Je-li zndmo, ve kterém z obou bodu je hodnota funkce G.) vétsi, napi. plati-li

Gx)<Glz),

pak Ize predchozi definice modifikovat napr. takto:

(A3) konvexni, jestlize plati neostr& nerovnost
G(x/2+2/2) < 0,5.G(x) + 05.G(2)

(B3) konkavni, jestlize plati neostrd nerovnost
G(x/2+2/2) 2 05.G(x)+ 0,5.G(z)

(C3) kvazikonvexni, jestlize plati neostrd nerovnost

G(x/2+z/2)< Gz)
(D3) kvazikonkavni, jestlize plati neostrd nerovnost

G(x/2+z/2) = G(x)
4.3 Marshallovské poptavkoveé funkce a jejich viastnosti

Resenim rovnic (3.1A) s podminkou (3.1B) pro nezndmé Xq,Xo,....,X,,, pfipadné
i veli¢inu A obdrzime pro kazdou komoditu
Definice 15 Poptavkovou funkci po i-té komodité [commodity

demand function] v Marshalovském tvaru [in the Marshallian form],
zapsatelnou ve tvaru

(4.4) % =G (MpPy,P2s--e-Pp) -

ktera je zdkladni charakteristikou informujici o tvaru zavislosti spotiebitelovy
poptavky na cenovém vektoru p a piijmu spotiebitele M.

Definice 15A Mame-li poptavku po komoditéX; (i = 1,2,....,n) vyjadienu
zapisem (4.4) s n¢jakou poptavkovou funkci x; =g (M,p) n+1 proménnych M a
P, pak kazda takova poptavkova funkce ze soustavy m poptavkovych funkci
o-..-.0, ma nasledujici vlastnosti :

(DIM) ¢(Mp) je redind koneénd nezdpornd funkce a plati pro ni
g(0,p)=0.
(D2M) g(Mp) je nerostouci v cené i-té komodity p, a neklesajici v
prijmu M.



(D3M) g(Mp) je spojitd v prijmu M a spojitd v p;(i=12....n).

(D4M) Marshallovské poptavkové funkce x =g(Mp) jsou homogenni
stupné 0 soucasné v cendch a piijmu. Plati tedy gi()\M)\p) = g(M,p).

(D5HM) Uplna soustava marshallovskych poptdvkovych funkci je

n
aditivni a souétovatelnd. Znamena to platnost rovnosti Y p.g(Mp)=M .

~ I~

(D6M) "Krizové" derivace marshallovskych poptavek (podle
jednotlivych cen) jsou symetrické, tzn. plati

ox(Mp) , , ox(Mp)_0xMp)  ox(Mp)
op; YoM op; © oM
(D7M) Matice S rozmérd |nxn]  sestdvajici  z prvkd

_0x(Mp),  ox(Mp)

i op, X oM je negativné semidefinitni, tzn. pro libovolny

vektor &= (§1,§2,....,§n), ne vSak identicky nulovy, spliuje kvadraticka forma

pro vSechna 1i,j

ur¢ena matici S podminku

n nf ox,(Mp) . . axMp) | .
I;j§1|: apj * xj. oM gl Ej <0

nn
takze lze psat ¥ ¥ §;;[§; [§; <0. Piimym disledkem negativni semidefinitnosti
i=1j=1

S jsou podminky SRS 0,i=12...n). Vlastni cenové pruznosti jsou nekladné.

4.4 Hicksovské poptavkoveé funkce a jejich viastnosti

Resenim rovnic (3.6A) s podminkou (3.6B) pro nezndmé Xq,Xo,....,X,, pfipadné
1 veliC¢inu y obdrzime pro kazdou komoditu

Definice 16 Poptdvkovou funkci po i-té komodité (commodity
demand function) v Hicksovském tvaru [in the Hicksian form] , zapsatelnou
ve tvaru

(4.5) %; = h(Wpy,PoseeePy)

ktera je zékladni charakteristikou informujici o tvaru zavislosti spotiebitelovy
poptavky na cenovém vektoru p a na spotiebitelem zddané hladiné uzitku u.

Definice 16A Mame-li poptivku po komoditdx; (i=12....0n) vyjadienu
zéapisem (4.5) s n&jakou poptavkovou funkci hi(u,p) n+1 proménnych u a p,

pak kazdd takova poptavkova funkce ze soustavy m poptavkovych funkci
h,,....h, ma nasledujici vlastnosti :



(D1H) h(up) je redind koneénd a nezdpornd funkce a plati pro ni
h(0p)=0.

(D2H) h(up) je nerostouci v cené i-té komodityp, a neklesajici
v uzitku u.

(D3H) h(up) je spojitd v uZitku u a spojitd v p, (i=12....0).

(D4H) Hicksovské poptdvkové funkce x; =h (u,p) jsou homogenni
stupné 0 v cendch p*. Znamena to, Ze plati h(u,Ap) = h(u,p)

(D5H) Uplna soustava Hicksovskych poptavkovych funkci je aditivni

n
a souctovatelnd. Znamena to platnost rovnosti Y. ph(wp) =M
i=1

(D6H) "Krizové" derivace hicksovskych poptdvek (podie jednotlivych

ohy(up) _ oh(up)

cen) jsou symetrické, tzn. plati
op; op;

pro vSechna i,j

(D7H) Matice S rozmér0 [nxn| sestavaijici z prvkd sij* :_ah(;(up) je
Pj
negativné semidefinitni, tzn. pro libovolny vektor &=(&,&,,....£,), ne viak

identicky nulovy, spliiuje kvadraticka forma urcend matici S podminku

n| dh,
na mm[a@
i=1j=1 apj
. 0
S je tvofena prvky s; , kde s .j :w, takze lze psat ch, [§;<0
P: i= 11—
J

Disledkem negativni semidefinitnosti S jsou podminky sII <0.

Posledni vyrok tvrzeni ad (D1) vyjadfuje skuteénost, Ze s nulovym prijmem nelze
poridit ani nejmensi mnozZstvi Zzadného uzZitecného statku. Dvé vlastnosti obsazené v

(D2) charakterizuji zavisle proménnou (poptavku) jako monotonni funkce ceny P, a

prijmu M, prié¢emz zvyseni ceny neznamena nutné snizeni poptavky (zdjem
spotrebitele muze byt upfen na jiné komodity) a zvySeni pFijmu nemusi nutné vést (ze
stejného duvodu) ke zvyseni poptavky po i-tém statku. Spojitost ve vSech
argumentech vylucuje skokovity pfirustek poptavky pri nepatrné zméné ceny CcCi
pfijmu. Viastnosti uvedené v (D5) vyjadruji uplné rozlozeni disponibilniho pfijmu M
na nakup (ne vsak nutné vsech) n komodit bez ohledu na to, jakou formulaci
poptavkovych funkci pfijmeme. V podminkach (D4) je obsazZena zdsada, Ze proporcni
zména didchodu a cen neovlivni nijak chovani poptavky po Zzadné z komodit.

Souctovatelnost (D5) a homogenita nult¢ho stupné (D4) jsou dulezitym
nastrojem v teoretické analyze poptdvkovych vztahd, nicméné Ccastéji se

2 Je-li vychozi (vydajovd) funkce homogenni stupné 1, je jeji derivace (poptavkova) funkce homogenni stupné 0.



vyjadiuji zprostiedkované v zépisech s derivacemi poptavkovych funkci (misto
puvodnich poptavkovych funkci). Z podminky souctovatelnosti (D5) takto
vyplyvaji vztahy (platné pro i=1,2,....n):

n - Og(Mp)_ n g (Mp) . r
(4.6A,B) TP e = 2P o +g(Mp)=0

takZze zména v prijmu M a cenach p zpisobi pieskupeni v nakupech, které
neporusi vydajové omezeni. Ziskame je derivovanim rozpoctového omezeni

n
> p;X; =M podle ptijmu , resp. podle cenyp;.
i=1

Identity (4.6A) a (4.6B) se nazyvaji Engelova resp. Cournotova agregacni
podminka. Z podminky homogenity nult¢ho stupné (D4) Marshallovskych
poptavek obdobné vyplyva, ze pro i=1,2....a plati

n  og,(Mp) . 9g(Mp) _
4.7) ZpkL(? +ML¢ M =0

k=1 0Py

Ovéreni I podminky homogenity 0-stupné vyplyvd gk()\M)\p) = gk(M,p)
a tedy téz

9g (AMAp) _ ag,(Mp) _ 0.

oA oA
99k (AMAR) _ 06, (AMAR) OV, 3g (AMAR) 9o _ 3 (AMAR) 1. 0g (AMAR) |
oA ONM " OA oNp OA oMM 0 '

Specialni volbou pro A=1 dostaneme
0=29Mp) _ 99 (AMAp) _ 0a(Mp) |\ . 0a(Mp)  _ 0a(Mp) ;. 290 (Mp)

oA oA om dp oM 1 0P

Chovani poptavky spotiebitele vici kazdé komodit¢ ¢&,i=12...n jen v
zavislosti na jeho piijmu (tzn. pii pevném cenovém vektoru p) pak udavaji
4.5 Engelovy krivky

Urc¢ime-li ceny p=(py,P2,--P,) vV Marshallovské poptavkové funkci (4.4) pevné,
ziskame

Definice 17 Engelovu krivku pro i-tou komoditu [Engel curve]
zapsatelnou ve tvaru

(4.8) x; = (M),

ktera je charakteristikou informujici o tvaru zavislosti spotiebitelovy poptavky
na jeho pfijmu M a odvoditelné z poptavkovych funkci gi(M ,p) poté, co do nich



dosadime jako pevné hodnoty ceny jednotlivych komodit Pq,Pg;----Pp-

Definice 17A Mame-li poptavku po i-té komodité X; (i = 1,2,....,n) vyjadienou
zapisem (4.8) s né&jakou Engelovou kiivkou £(M) jedné proménné, pak kazda
tato Engelova kiivka ma nésledujici vlastnosti :

(E1) Engelova kiivka f;(M) je redind, koneénd nezdpornd funkce a
plati £(0)=0.

(E2) Engelova kiivka f,(M) je neklesajici v pfijmu M.

(E3) Engelova kiivka f,(M) je spojita v M.

(E4) Engelova kiivka f,(M) je konkdvni v M.

(E5) Uplna soustava Engelovych kiivek f(M) je souétovatelnd, tzn.
plati

__i1pifi(M)= M.

(E6) Plati Engelova agregacni podminka ipk fgsn)ﬂ
k=1

Vlastnosti Engelovy ktivky fi(M),i:1,2,....,n jsou vesmés konformni s
vlastnostmi Marshallovské poptavkové funkce gi(M,p), pokud pii pevném p
omezime pozornost na chovani poptavky ve vztahu k pfijmu. Navic se
predpoklada konkavnost (E4) f,(M) jako funkce jedné proménné M a uplné
vynaloZeni spotiebitelova pfijmu na potfizeni komodit (ne nutné vSech) pii
jakékoliv urovni M. Engelova kiivka je (jen) slabé monotonni, nebot’ zvySeni
piijmu nemusi nutné vést ke zvySeni poptavky praveé po i-té komodité.

Tec¢na k Engelové kiivce vyjadiuje hodnotu mezniho sklonu ke spotiebé dané
komodity, tzn. pomér mezi (limitné¢ chiapanou) zménou spotieby (realizované

i

Ox
tavky) x. & duchodu M tj.
poptavky) x, a zménou duchodu y Y,

oM x5, x;/ M
poptavky.

. Pfipomenime, ze vyraz

nazyvdme prijmova pruznost

Na jeji hodnoté zavisi klasifikace ekonomickych statkii: V ramcei nich

a) je-li ptijmovéa pruznost poptavky vétsi nez 1, pak jde o luxusni statek .
b) je-li pfijmova pruznost poptavky v intervalu (0,1), jde o normdlni statek.
c) je-li pfijmova pruznost poptavky rovna 0, jde o pFijmové inertni statek
d) je-li ptijmova pruznost poptavky mensi nez 0, jde o inferiorni statek.
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4.6 Shephardovo lemma a Royova identita

vvvvvv

Hicksovskych poptavkovych funkcemi v rovnovazné situaci, je Shephardovo
lemma. Ronald W.Shephard je formuloval piivodné pro vztah mezi ndkladovou
funkci (jako obdobou vydajové funkce) a poptavkovymi funkcemi (po vyrobnich
faktorech) v teorii produkce.

Tvrzeni 6 Shephardovo lemma [Shephard lemma]

Méame danu vydajovou funkci E(u,p) piislusnou k uzitkové funkci u(x) S
vlastnostmi (V1), (V2), (V3), (V4), (V5). Potom jednotlivé ze soustavy
poptavkovych funkci po komoditach ziskdme timto zplisobem

0
(4.9) X, =ﬂEa‘;—"°)

coz znamena, ze tvar poptavkové funkce po komodité §; je urcen jako parcidlni

derivace vydajové funkce podle ceny této komodity. Toto fundamentalni tvrzeni je
zékladnim vychodiskem pfti konstrukci soustavy poptavkovych funkci po uzitek pfinasejicich
statcich z vydajové funkce.

DUkaz tvrzeni 6
Zvolme pevné, ale jinak libovolné cenovy vektor p’, hladinu uzitku U’ a

piislusny vektor optimalnich (ve vztahu po ) n komoditnich mnoZzstvi x°. Dale
pro jakykoliv jiny cenovy vektor p definujme funkci )((p) vztahem

(4.10) x(p) = épkx}l - E(u",p)

Protoze X° neni nutng optimalni ve vztahu k p, vydaje na pofizeni mnozstvi x°
pii cendch p musi vzdy byt piinejmensim tak velké, jako jsou analogické vydaje
na pofizeni téch mnozstvi, ktera jsou optimalni vzhledem k p0 - tyto minimalni
vydaje udava vydajova funkce E(u,p). Tedy X() je vzdy vétsi nebo nejméné
rovna 0. Dale vime, Ze x(po) je rovna 0, tj. X nabyva svého minima, pokud p

ox(.)

je rovno p’. Proto vSude tam, kde existuji derivace musi platit

v komoditni kombinaci p0

0 0.0
(4.10) oX :x?_mzo

op; op;
Protoze jsme pevnou hodnotu p° volili libovolng, je vztah (4.10 ) dokézén. [].

Pozndmka 1 1kdyz vydajova funkce splituje viechny vlastnosti (V1),..., (V5),
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nelze obecné zaruCit, Zze pomoci Shephardova lemmatu odvozeny systém
poptavkovych funkci spliiuje vSechny vlastnosti ptedpoklddané u funkci
deklarovanych jako poptavkové, tj. (D1),... , (D6).

Pozndmka 2 Opaény postup - tzn. sestrojeni vydajové funkce integraci
systému poptavkovych funkci (aniz trvame na splnéni vlastnosti (D1),... , (D6) )
- neni obecné uskutecnitelny, a to ani tehdy ne, jestlize s jistotou vime, ze takova
vydajova funkce E(p,uo) existuje a ze ji lze vyjadfit v explicitnim tvaru. Pokud
1ze takovou vydajovou funkci zkonstruovat ze soustavy poptavkovych funkci,
fikame, Ze tato soustava spliiuje tzv. "podminku integrability ".

Dal§im uziteCnym tvrzenim je véta, kterd charakterizuje urcitou ,,pfibuznost®
struktury mezi funkénimi tvary u jednotlivych poptavkovych funkei.

Tvrzeni 7 Symetrie poptivkovych funkci [ symmetry of the demand
functions]

M¢jme danu vydajovou funkci E(uo,p) piislugnou k uzitkové funkei u(x) s
vlastnostmi (V1), (V2),(V3),(V4),(V5), kterd ma navic spojité vSechny parcialni
derivace asponn do 2. fddu vcetné. Potom pro systém poptavkovych funkci
vyvozenych pomoci Shephardova lemmatu ( 4.10 ) plati:

0x; (uo,p) _ axk(uo,p)

4.11)
opy op;

DUkaz tvrzeni 7

Okamzit€¢ vyplyva ztzv. Youngovy veéty znamé z matematické analyzy
deklarujici nezavislost druhych parcidlnich derivaci na potadi derivovani,
jestlize jsou tyto druhé parcidlni derivace spojité. Pak plati:

(4.12) X\, )z OElL.p) _ OEL,p) _ ox.p)
oP  OPOP  OPOP; 0Py

¢imz je diikaz tvrzeni proveden. .

V tomto smyslu Ize tedy mluvit o podmince symetrie kazdé¢ funkce ze soustavy
poptavkovych funkci. Je tedy ziejmé, ze vSechny poptavkové funkce musi mit
formaln¢ piibuznou funkéni podobu, ktera se mulze u jednotlivych funkci
systému liSit rGznymi hodnotami parametrii téchto funkci, nemtze jit vSak o
principialné odlisny funkéni typ. (napr. jedna poptivkova funkce nemiize byt
logaritmem souctu kvadrdatu svych argumenti, zatimco druha by byla
arkustangentou soucinu odmocnin techze argumentir). Uvedend podminka tedy
vyrazné snizuje ,pestrost“ v moznych vzijemnych odliSnosti jednotlivych
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poptavkovych funkci.

Shephardovo lemma umoziuje generovat Hicksovy poptdvkové funkce z
vydajové funkce. Pokud bychom chtéli odvodit Marshallovy poptavkové
funkce, sta¢i k tomu substituovat za argument u ve vydajové funkci hodnoty
neptimé uzitkové funkce ¢f.) , ktera méa argumenty p a M. Dostaneme

(4.13) x; = hy(up) = (W(Mp).p) = 6;(Mp)

tzn. soustavu poptavkovych funkci ( pro i=1.2,...,n) v Marshallové
tvaru.

Pokud bychom byli postaveni ptfed opacny problém, tj. vyvodit Hicksovy
poptavkové funkce z Marshallovych, potom lze postupovat v inverznim smeéru.
Mame-li dany gi(Mp),i:1,2,....n, dosadime za argument M-vydaj je plné
vynaloZen na nakup x - hodnotu vydajové funkce E(u, p).

(4.14) x; = &(Mp) = h(E(u,p),p) = h(u,p)

Vztah mezi neptimou uzitkovou a vydajovou funkeci, jez jsou vzajemné& inverzni,
lze zapsat identitou

(4.15) WM,p) = y(E(u,p)p)=u

Obdobou Shephardova lemmatu formulovaného ve vztahu k vydajové funkci pro
vyvozeni poptavkovych funkei (tentokrat v Marshallové tvaru) z nepiimé uZzitkové
funkce l//(p,M ) je vztah znamy jako Royova identita. Je pojmenovana po svém
objeviteli, francouzském ekonomu a matematikovi René Royovi [1943].
Nezavisle na ném ji formuloval jiny francouzsky matematik Jean Ville [1941].

Tvrzeni 8 Royova identita [Roy-Villé identity]

Mame danu neptimou uzitkovou funkci w(p,M) piisluinou uzitkové funkei u(x)

s vlastnostmi (W1), (W2), (W3), (W4), (W5). Potom soustavu Marshallovych
poptavkovych funkei po komoditach ziskdme timto zptisobem

_oyMp)
_ op;

(4.16) x;(Mp) = oyMp)
oM

To znamena, ze poptavkovou funkci po i-t¢ komodité obdrzime jako (zaporné
vzaty) podil dvou parcialnich derivaci nepiimé uzitkové funkce w(M,p), a to
jednak podle ceny i-té komodity, jednak podle spottebitelova piijmu M .

DUkaz tvrzeni 8

Vztahem (4.7) jsme zapsali, Ze vydajova funkce a nepiima uzitkova funkce jsou
vzajemné v inverznim vztahu. Ten miizeme vyjadfit zapisem identity:

12
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(4.17) WEup).p|=

Jestlize tuto identitu (platici pro libovolnou dvojici pevnych hodnot p a u)
derivujeme podle pevné zvolené ceny pj, dostaneme p#i uplatnéni retézového
pravidla pro derivaci slozené funkce vztah

“4.18) oy{E(p.u).p] _ dw(E(p.)) OE(up) 9P , dw(up) Eﬁp_o
' op; 0Eup) op Oop Op Op

, hebot’

0
pfi pevném U je @—0 a dale 9P =1, nebot’ P =0;; (Kroneckerovo 0),
op, op, op;
i,j=1,2,...n adale E(u,p) =M, nebot’ piijem M je rozd€len beze zbytku.

Vztah (4.18) mizeme tedy piepsat do tvaru

(4.19) owMp) OE(up) , duMp) _
| ™
dE(u,p)

Z Shephardova lemmatu vime, Ze =X; ( tj.Hicksova poptavka po i-tém

i
statku). Odtud tedy jiz snadno odvodime
oy(Mp)

(4.16) x =g(Mp)= —ﬁﬂ—w af
oM

Pozndmka 3 Jestlize neptimou uzitkovou funkci vyjaddiime v normalizovaném
tvaru, tzn. s argumenty piedstavujicimi jednotkové ceny statki (d€lené

pfijmem) \;{m p2 ,p" 1j l.p*(r1,r2,....,rn), kde pracujeme s n-Clennym

vektorem normovanych cen (rl 13 yeens 'y, ) , pak 1ze Royovu identitu zapsat jako

oy (r)

px __Ology

420 - *

(20 M oy(r)
2

j=10logy

tedy ve tvaru vyjadiujicim rozpoctovou ucast i-té komodity na celkovém piijmu
M jako podil parcidlni derivace nepiimé uzitkové funkce podle logaritmované
ceny této komodity a sou¢tu analogicky vyjadfenych parcialnich derivaci w~ (r)
podle vsech logaritmovanych cen.

4.7 Schématické vyjadreni vztahu

mezi prfimou uZitkovou, neprimou uzZitkovou a vydajovou funkci a soustavami
poptavkovych funkci v Marshallovském a Hicksovském tvaru
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K vyjadreni vztahi mezi ekonomickymi funkénimi typy muize slouzit schéma

rozpoctové omezeni spotrebitel uzitkova funkce
n
_Z1Pixi <M u(X,Xg,....X,)
=
Minimalizaéni Gloha Maximalizaéni
Uloha
. n
M|n_21pixi Maxai(x, X5,...X,,)
1= ,
, z mink
zapodminky apod y
n
0 ypix: <M, x. >0
u(X, X, X,) = U i:1P|X| X
substituce substituce
VYDAJOVA « inverze - NEPRIMA UZITKOVA
FUNKCE FUNKCE
Shephardovo lemma Royova identita

derivace E podle p, zaporny podil
derivaci y podle p;,M
SOUSTAVA POPTAVKOVYCH - substituce SOUSTAVA POPTAVKOVYCH
FUNKCI ) = FUNKCI )
PO KOMODITACH PO KOMODITACH
V HICKSOVE TVARU v MARSHALLOVE TVARU
Xj =hi(“0’19) x; = g;(M,p)

*/ Podrobnéji R.W. Shephard: Cost and Production Functions (1953) nebo
tentyz autor: Theory of Cost and Production Functions. Princeton U.P. 1970.
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4.8 Probléem ,,inteqgrability‘

Poznamka 4

Poptavkové funkce v Marshallovském tvaru lze ziskat v podstaté tfemi zpiisoby:
(A) Z primé uzitkové funkce pfimym reSenim maximalizaéniho problému (1A)
pfi rozpoétovém omezeni (1B).

(B) Z neprimé uzitkové funkce pomoci Royovy identity (4.16 )

(C) Z Hicksovskych poptavkovych funkci (4.5) substituci (4.14)

Jen u druhého zpuUsobu je vSak zajistén uspéch. Cesta feSenim maximalizacniho problému
nemusi vést k vyjadireni marshallovskych poptavkovych funkci v explicitnim tvaru a pokud je
toto mozné, bude zpravidla zejména v obecnych n-komoditnich pfipadech vysledny vyraz
poptavek velmi komplikovany (obecné se vSemi parametry vychozi pfimé uzitkové funkce,
v8emi cenami a pfijmem). Ani v pfipadé (C) nemusime vzdy ziskat explicitni tvar poptavek
(Problém je ale méné vazny nez v pfipadé (A).

Poznamka 5

Poptavkové funkce v Hicksovském tvaru lze ziskat rovnéz tfemi zplsoby:

(A) Z primé uzitkové funkce primym reSenim minimalizaéniho problému (6A)
pri uzitkovém omezeni (6B).

(B) Z vydajové funkce pomoci Shephardova lemmatu (4.9)

(C) Z Marshallovskych poptavkovych funkci (4.4) substituci (4.13)

| zde je uspéch zajistén jen ve druhém pfipadé. Cesta feSenim minimalizacniho problému
nemusi vést k vyjadreni hicksovskych poptavkovych funkci v explicitnim tvaru a i kdyz by
toto bylo mozZné, bude zpravidla v obecnych n-komoditnich pfipadech vysledny vyraz
poptavek velmi komplikovany (obecné se vSemi parametry pfimé uzitkové funkce, vSemi
cenami a pfijmem). Ani zde v pfipadé (C) nemusime obecné ziskat explicitni tvar poptavek
(byt problém je méné vazny nez v (A)

Vztah (11) xi(E(uo,p))= hi(uo, ) a Shephardovo lemma (4.9) dovoluji psat obé

soustavy (hicksovskych i marshallovskych) poptavkovych funkci vyjadfenimi v
parcialnich diferencialnich rovnicich
OE(‘YM p).p)
oD:

OE(u’,p)
api Pi

0 _ —
(4.21AB) x; (E(u)p) =——— resp. x; (Mp) =
Resenim jedné & druhé soustavy (4.21) pro E(up), resp. YAMp) bychom tedy
mohli — aspon v principu — ziskat vydajovou, resp. pfimou uzitkovou funkci.

Sestaveni/vytvoreni vydajové funkce E(u,p) z uplné soustavy hicksovskych
poptavkovych funkci hi(u,p) z (4.5) je vSak mozné jen za predpokladu (D6H) a

(D7H), tzn., ze matice S* musi byt symetricka a pozitivhé semidefinitni.
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Podobné, zpétné vytvofeni/rekonstrukce nepfimé uzitkové funkce q(M,p) z
uplné soustavy marshallovskych poptavkovych funkci gi(M,p) z (4.4) je mozné

jen (mj.) za piredpokladti (D6M), (D7M), tzn. Ze Sluckého substituéni matice S
bude symetricka a pozitivné semidefinitni.

4.9 Alternativni vyvozeni Sluckého rovnice

Sluckého rovnici (6.18) odvozenou v ¢asti 6 pfimo mizeme vyvodit také jinym
zpusobem, ve kterém vyuzijeme Shephardova lemmatu.

Vyjdeme ptitom z identity
hy(up)=x;(E(up)p).
kterou derivujeme podle ceny j-teho statku p;. Dostaneme tak
ohy(up)_ 0 x;(E(up)p) 0E(up) op , 9x(E(up)p) dp
op; OE(up) op apj op apj
Protoze vSak ziejm¢ E(up)=M, :_p = §;j(Kroneckerovo 0) a protoze dle
Pj
O0E(up)
j
ohy(up)_ 0 xi(E(up)p)  , 0% (E(up)p)

Shephardova lemmatu (4.9) plati = Xj, dostavame z ptredchoziho

j , neboli
op; oM op;
Ohy(up)_ox(Mp) _ , 9x(Mp)

op; oM ' op

Pozndmka 1 Povsimnéme si, Ze vyraz vlevo reprezentuje Hicksovské, zatimco
oba vyrazy vpravo Marshallovské pojeti. Po preskupeni élenu jiz dostdvame
Sluckého rovnici v obvyklém zdapisu

0xi(E(up)p)_ __ 0x(E(up)p)  dhi(up)

op, i M op, , resp.
0x(Mp)_ _0x(Mp) , 9x(up)
op; oM ! op;

Zaznamenejme, Ze duchodovy ¢len je reprezentovdn Marshallovskym
zapisem, zatimco  substituéni c¢len (obecné definovany jako

Xj=A"r= —' — ) je vyjadien v hicksovské notaci ( s nepiitomnosti M) .
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Pozndmka 2 Vzhledem k symetrii Hicksovskych poptavkovych funkci
ohy(up) _ oh;(up)
op; B op;
Plati pro Marshallovské poptavkové funkce obdobnd symetrie

0x(Mp) x_+axi(M,p)=0Xj(Mp)xi+an(MP)
oM ! ap; oM op;
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