Metoda maximalni vérohodnosti s omezenou informaci
LIML (Limited Information Maximum Likelihood)
v soustavé simultdnnich regresnich rovnic
[ Anderson, Rubin 19491 ]

Metoda maximalni vérohodnosti s omezenou informaci je jednodussim ze
dvou postupu zaloZienych na principu minimalizace vérohodnostni funkce
vZivanych v prosiredi interdependentnich soustav simultannich regresnich
rovnic. Poskytuje konzistentni a (v rdmci metod s omezenou informaci také
vydatné) odhady strukturnich parametru.

Predpokladem pro opravnéné uplatnéni této metody je (aspon pribliznd)
normalita rozdéleni ndhodnych odchylek jednotlivych regresnich rovnic
(uplatiiuje se v ni sdruzené normdilni rozdéleni ndhodnych slozek viech m
rovnic ve viech T pozorovdnich). Ziskéni odhadu parametru je vsak zpravidla
obtizné a pouze v pfipadé samostatného odhadu parametru jediné regresni
rovnice se lze vyhnout nutnosti nasazeni numerickych iteraénich metod (U
metody FIML se tyto uplatiuji vzdy).

LIML je odhadovd procedura, kterd poskytuje odhad parametrt individuaini
strukturni rovnice tak, Ze se bezprostiedné vyuzivaji apriorni omezeni kladena
(ien) na tuto rovnici - restrikce vztaiené k ostatnim rovnicim soustavy se
neuplatiivji ve stejné mife. V probéhu LIML procedury se eliminuji parametry
ostatnich rovnic tim, Ze se provadi maximalizace vychozi vérohodnostni
funkce vzhledem k nim (u sdruzené hustoty normdiniho rozdéleni je to mozné,
U jinych rozdéleni to obecné mozné neni). Takio se obdrzi vérohodnostni
funkce v tzv. koncentrovaném tvaru (v ni parametry ostatnich rovnic jiz
nevystupuji  joko nezndmé). Ndasledné se provadi maximalizace
koncentrované vérohodnostni funkce. V pripadé, Ze odhadujeme parametry
jen jediné rovnice, se zde jiz berou v Uvahu pouze vsechna apriorni omezeni
poloZend na parametry této rovnice.

Oproti LS-pristupu predstavuji ML-techniky sloZitéjsi postupy pii kvantifikaci
parametrU v simultdnni soustavé regresnich rovnic. MUZeme je pritom uplatnit
jak na strukturni, tak na redukovany tvar ekonometrického modelu. Zde se
budeme nejdiive vénovat odhadu redukovaného tvaru. Uvodni Edst LIML-
pristupu (téZ pro strukturni tvar) je pritom shodnda s odvozenim metody FIML (v
podstaté az do faze vyvozeni koncentrované vérohodnostni funkce). Teprve
od okamziku oddéleného pohledu na parametry analyzované rovnice (popr.
podsoustavy rovnic) a na parametry ostatnich rovnic se uplatiuje specificky
LIML-algoritmus.

Metody reprezentujici pristup maximalizace vérohodnostni funkce pristupuji
k proménnym v rovnicich vice ,symetricky* neZ LS-techniky. Se zdvisle
proménnou se zachdzi ,témér stejné“ jako s vysvétlujicimi béinymi
endogennimi proménnymi, aviak dusledné se zachovdva odliseni béinych
endogennich a predeterminovanych proménnych. Proto se také - na rozdil
od castéjsiho vyjadreni strukturniho tvaru v zapisu
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1) Y=Y.B+ X.C+E
- uplatnuje spise zdapis
2) Y.B+ X.C=E

Pfipomenme, Ze zatimco v piripadé 1) ma redukovany tvar zapis

3) Y=XIT*+V,
kde N =c(-B)!, v=E(1-B)™
ma redukovand forma pro model 2) podobu
4) Y=XI*+V, kdeale I*=-CB™!, V=EB™!

Tomu odpovidd i jiné normovani diagondlnich prvku matice B: Zatimco pro
strukturni tvar 1) je pfirozené normovani . =0, je ekvivalentni normalizace

pro tvar 2) dana podminkou
B; =1; i=1.2,..,m. Ztoho vyplyvajici rozdilnosti se pfendseji téz na parametry
redukovanych tvard 3), resp. 4).

Dalsi (méné zietelnou) rozdilnosti oproti LS-pristupu je zachdzeni s omezenimi
kladenymi na parametry (strukturnino) tvaru. Zatimco v LS-pristupu se
omezeni polozend na strukrturni parametry (fj. na vektfory BisY ) berou

v Ovahu ,od samého pocatku“, tzn. respektujeme specifikace jednotlivych
rovnic (s pritomnosti/nepfitomnosti vysvétlujicich proménnych) na pocatku
vyvozovani jednotlivych estimatory (u 3SLS navic i vztahy mezi ndhodnymi
slozkami rovnic) , u ML-pristupU se tyto restrikce zavadéji az do vysledného
tvaru (koncentrované) vérohodnostni funkce odvozeného estimatoru. Na
samém pocatku tedy do matic B,C nejsou zahrnuty Zadné apriorni restrikce

(ohledné nepiitomnosti nékterych proménnych v nékterych rovnicich).

Kromé standardnich predpoklady a) - d) a doplnujicich e), g) pfipojujeme
predpoklad o normalnim rozdileni ndhodnych slozek

g, =N(0,X)

ktery zesiluje predpoklady #), h).

Zapiseme-li redukovany tvar modelu napr. ve tvaru 3), pak se polozené
restrikce pfendseji z matic B,C na II". V pfipadé ML technik v§ak vyvozeni

estimatoru pro redukovany tvar probihd na pocatku opét bez uvazovani
téchto apriornich restrikci..

Pozndmka Matice redukovaného tvaru (psand s hvézdickou) " mad zde
rozméry [g,m] a je takto transpozici matice I =(/-B)"'C. (Zapis " je nutny
pravé v tomto tvaru, ponévadz vérohodnostni funkce operuje s pozorovanimi
modelovych proménnych) .



A) Nejprve odvodime vyraz pro odhad parametrt redukovaného
tvaru modelu

Odhad parametrt redukovaného tvaru modelu metodou maximaini
vérohodnosti se odvodi na zdkladé rozdéleni vektort v,. (ndhodnych sloZek
redukovaného tvaru): Za prijatého predpokladu o rozdéleni g, plati pro

rozdéleni ndhodnych slozek redukovaného tvaru v, . :
5) v, =N(0,L)

kde Q=(I-B)'X(-B)"', t=12,..,T

Sdruzené rozdéleni vektorO v, . (viech prvk0 matice V realizaci ndhodnych
slozek redukovaného tvaru) mc’: pak tvar :

6 (Vi Vasvr) =] [(m)‘m’ﬂn\ 12 g ;{—%vt_'.ﬂ'1vt}.]

Pii maximalizaci této hustoty nejprve nahradime prvky " a v,.
pozorovanymi proménnymi obsaZenymi v maticich X, Y. Nejprve vyuZijeme
toho, ze plati v, =y, -x,M*

Formaini tvar koncentrované vérohodnostni funkce (zapsané pro vsech T

pozorovdni vsech m rovnic), kdy prislusny Jakobidan transformace pii
prechodu od v,. k y, je roven 1, bude sdruzend hustota (vérohodnostni

funkce) rozdéleni (poctem m ) vektord v, rovna vyrazu

7)
LET,Q;Y.X)=(2m) ™3 % [{—g 5 (yt_—xt_.n*)'n‘1(yt_—xt_.n*)}
t

=1

Uréit (metodou ML) parametry matice redukovaného tvaru II" znamena
nalézt takové prvky této matice, pfi nichz sdruzend hustota nabyvd svého
maxima (pfi pevné danych hodnotdch matic pozorovani X, Y a néjak
odhadnuté kovarianéni matici ). Sumaci v exponencidle Ize zapsat jako
stopu soucinu fii matic

8 {{ (yt_—xt_.n*)n‘1(yt_—xt_.n*)}=tr(v-xn* )'n‘1(Y-xr|* )

t=1

Poznamenejme, ze (pfi zavedenych omezenich na rovnice) se odhaduje
celkem mq parametrd redukovaného tvaru z celkem Y m,+q; parametry
(omezeneho) strukturniho tvaru.

Upravaml operujicimi s vlastnosti komutativity stopy matice lze dospét
k vyjadreni2

2 Vérohodnostni funkci zde znaé&ime L, logaritmovanou vérohodnostni funkci pak A.



o A,Q;YX)=-"in(an - Tingl - e 1fy-xar fv-xar }}

Odtud, parcidlnimi derivacemi A podle viech prvki T;;* (matice FI*)
ziskdme podminky

oA __
o

10) Xxxmao '+ Xy '=o.

a z nich vzhledem k regularité matice Q déle odhad M jako 1 = (X' X)7'X'Y
(tedy shodné jako o metody OLS) .

*
Pozndmka Vsimnéme si, Ze odhad Il nijak nezavisi na kovarianéni matici
Q.

B) Nyni piistoupime k podstatné obtizné&jsi Uloze, kierou je odvozeni LIML-

odhadové funkce strukturnich parametrt modelu.

ProtoZze prvni Usek tohoto odvozeni je shodny téz pro estimdtor FIML,
dostaneme v jisté fazi vyraz i pro tuto odhadovou funkci (jak se s ni naloZi
ddle, nebudeme zde blize rozebirat).

Logaritmovand vérohodnostni funkce, kterd je mj. vychodiskem pro odvozeni
LIML i FIML-estimdtoru obsahujici vSechny nezndmé parametry (strukturni
obsazené v maticich B,C a stochastické obsazené v matici £) celého m -

rovhicového modelu ma tvar

A(BG,E;Y X)= —%’TII'(ZH) —%nﬂ +TIN-B
11)

- % t%-:1[yt._(|— B)- Xt.C]Z_ 1[yt_-(|— B)- xt'C]'

UZijeme-li zkrGcené notace, pii niz sdruzZime proménné i parametry
nerozliSujice, zda jde o
béiné endogenni nebo predeterminované veli¢iny, s oznaé¢enim

Y'Y Y'X
_ _(I-B 7'z |, T T
Z—(Y,X), A—[_ j,M— T tj M= X'Y X'X
T T
muZeme zapsat 71) v jednodussi notaci
.T T T
12) ABCZY X)= —m7|n(211) - EIn|Z| + T.In|| - H - P tr( . 1A'MA)

Abychom maximalizovali tuto funkci ve vztahu k nezndmym parametrt B,C a
¥ , budeme postupovat ve dvou krocich: Nejdiive poridime estimator pro *
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(tfeba v zdavislosti na nezndmych parametrech B,C) a poté takto ziskanou

hodnotu ¥ dosadime do 72)3, abychom ddle maximalizovali jiz jen ve vztahu
k B,C. Vérohodnostni funkce, kterd jiz md eliminovano X (resp. hodnoty této
matice jsou néjak vhodné odhadnuty) se nazyvda koncentrovand
(logaritmovand) vérohodnostni funkce (v ni jsou uz hodnoty prvkd

Naznaceny prvni krok maximalizace4 vede k odhadu X tvaru

13) >=AMA

Jeho dosazeni do 12) vede ke koncentrované (logaritmované) vérohodnostni
funkci

14)  A(BL,Y,X)= —%‘T [In2m)+ 1+ Tinl-B —lz-ldA'MA

kterd bude ddle maximalizovdna (jiz jen) ve vztahu k nezndmym parametrum
B,C. AZ sem je postup pro odvozeni LIML-estimatoru shodny s FIML-
odhadovou funkci. Z tvaru 14) je patrné, Ze parametry matic B,C obsaziené
ve druhém a fietim élenu (v logaritmovanych determinantech) jsou pfitomny

v silné nelinearnich tvarech. Vyraz pro maximalizované hodnoty parametru
obsaZenych v B,C nemuzZe byt zde uveden v explicitnim tvaru. Jejich ziskani

je tedy moiné pouze pomoci algoritmu nékteré U¢inné numerické iteracni
techniky.

C) Ziskani odhadové funkce LIML pro néjaky subsystém (m'> 1)
rovnic je dosti slozitd procedura, kterou déle popiseme.

Jejim 0éelem je odhad parametry libovolné podsoustavy m™ z
puvodnich m strukturnich rovnic. K odhadum parametry se zde nepristupuje
symetricky (jinak by se zadny rozdil oproti FIML procedufe nemohl projevit).
Pfedmétem Ulohy je koncentrace na odhadované parametry m’ rovnic (jeZ
jsou predmétem zdjmu), aniz by se ovsem zcela ignorovala informace

~ Vé 7 (14 r * . ’ 7 -4 ’ .
obsazena ve zbyvajicich m—m rovnicich. Formalneé vzato, z ostatnich rovnic
prebirdme kauzadini vztahy které jsou obsazeny v jejich specifikacich, avsak

ignorujeme vsechna omezeni na parametry na téchto m-m" rovnic (napr.
ta, ze urCitd rovnice neobsahuje urCité proménné a zejména informace o
zAvislosti ndhodnych slozek jednotlivych rovnic, které jinak pofizuieme ze
souhrnné kovarianéni matice £ modelu). Abychom rozlisili, které parametry
jsou vilastnim predmétem zdjmu (nazvéme je pracovné ,interesantni®) a které
jsou mimo vlastni predmét zajmu (,neinteresantni”), musime mnozinu téchto
parametry rozdélit na &asti. U strukturnich parametry proto vybereme
podskupiny: z matic B,C (resp. z vyse uvedené matice A) vybereme vidy

casti, které dovoli rozlisit interesantni od neinteresantnich parametri:

® 1e je to moiné, neni obecné& samoziejmé, ale umoznvuje to tvar vérohodnostni funkce mij.
pravé pro normaini
rozdéleni.
4 Pouze druhy a étvrty élen v 12) obsahuji =, dukaz platnosti 13) vyZaduje derivace 12) podle
o-ij .
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- skupina interesantnich parametrd bude obsaZena v maticich B,, C,,
resp. v souhrnné matici A, : v m* sloupcich matice B, budou parametry B,

*

prislusné béinym endogennim proménnym prvnich m* rovnic, v m*
sloupcich matice C, budou parametry y, pfislusiné predeterminovanym

proménnym prvnich m* rovnic.

- skupina neinteresantnich parametrt bude obsaiena v maticich B,,,
C,. resp. vsouhrnné matici A,. v m-m  sloupcich matice B, budou
parametry B, pfislusiné béznym endogennim proménnym zbyvajicich m-m"
rovnic, v m-m" sloupcich matice C, budou parametry vy, pfislusné

° V4 ~ V4 4 YO 4 % .
predeterminovanym proménnym zbyvajicich m —m rovnic.

Mnozinu viech strukturnich parametru A tedy rozdélime na bloky v zdvislosti
~7 w ° é * . r r o7 é * 3 rd
na prislusnosti k prvnim m' rovnicim, resp. ke zbyvajicim m-m rovnicim :

A=|A A = Pi Bu
! nl ¢ Cy

Rozmeéry jednotlivych matic jsou :
B, : [m,m*], B,: [m,m —m*], C: [q,m*], C,: [q,m —m*],
A : [m+q,m*], A, [m+q,m—m*]

v stochastickych parametru to provedeme rozdélenim matice * na bloky
Ly Ip
Ly Ip

Interesantni stochastické parametry jsou zde obsazeny v matici X, prvniho

bloku matice X, kterd definuje kovarianéni strukturu mezi ndhodnymi
slozkami prvnich m" modelovych rovnic. Rozméry ostatnich &tvercovych
(symetrickych a pozitivné definitnich matic) jsou u matice X, :[m*,m —m*] avu
matice £,, :[m-m*m-m*] .

Dals$im krokem je eliminace neinteresantnich parametrd obsaienych v A,

¢astec¢nou maximalizaci 14) ve vztahu k nim a ndasledné dosazeni hodnot
nalezenych maximalizujicich neinteresantnich parametr0 do 14). Pii této
maximalizaci se zanedbdavaji vSechna apriorni omezeni kladend na mnozinu
neinteresantnich parametru coz (na rozdil od FIMLU ) musi snizovat Uéinnost
(vydatnost) této procedury. Kompenzaci této ziraty je vsak prinos, Ze naddle
muUZeme operovat s mensim a moznd jednodussim systémem rovnic, z nichz
se odvodi 5 estimator pro prvky obsazené v A,. Zjednoduseni (i kdyz ne na
pohled) vyrazu 14) je moiné v dusledku vypoétu nékterych jeho élenu, pii
nichZ se separuje vliv interesantnich a neinteresantnich parametru (jiz jsme
fekli, Ze na kazdou skupinu pohlizime odlisneg) .

8 podrobné odvozeni viz Dhrymes Ph.J.B. : Econometrics — Statistical Foundations and Applications str. 333 a nasl.



Pritom se zavdadi transformacni matice (znacend zde H), kterd musi splnovat
dvé podminky:

a) obé skupiny parametry (na jedné strané interesantnich strukturnich
A, astochastickych v £,,, na druhé strané neinteresantnich strukturnich A,, a

stochastickych v £, ) jsou vzdjemné nezdvislé
b) pii fransformaci se ZAdnym zpusobem neporusi hodnoty
interesantnich parametru.

Pozadavek a) zajistuje, Ze informace ztracend ignorovdanim omezeni
poloZzenych na neinteresantni parametry je minimalizovana. PoZadavek b)
zajistuje, Ze estimator bude formulovan vyluéné pro interesantni parametry.

Transformujici matice H, kterd ma vyhovét a) i b) , musi splnovat mj. toto :

AH = I-B)H — B, B, H'TH = X, 0
-CH C, B, 0 P

P libovolna (rozméry vhodnd) matice

Podrobnd analyzaé vyuUsti ve zkonkrétnéni volby matice H jako

H= | _211_1°212H22
0 H,,

kde H,, musispliiovat, Ze H,,(X,, - X,X,, E,)H, =1_

Ddle se vyvuzije vlastnosti transformaéni matice H ktomu, aby se ziskalo
vyjadreni, které separuje (tam, kde je to moziné) interesantni parametry od
neinteresantnich.

Logaritmovand vérohodnostni funkce béznych endogennich proménnych 14)
ma v kontextu provedené transformace tento tvar:

AAHZ; Y,X) = —“‘T'T In(27) - ; In[H' ZH] + T.In|(I - B)H]|
15)

D | =

n M-

(z AHY(H'ZH) "' (z AHY z, = (YeX¢)

t=1

a protoze Ize ddle ukdazat, Ze ve vztahu k poslednimu vyrazu v 15) plati, ze
tr(ZAH)(I!H)_1(ZAH)t T.trk, 1_1A|'MA) + T.tr(A'MA,)

Ize 15) dekomponovat do tvaru

6 opét viz Dhrymes Ph.J.B. : Econometrics — Statistical Foundations and Applications str. 330-332.



NAZ A Y. X)= —%T"’(ZTT) ‘%"‘*21 1‘ + T'I"*Bl’Bu‘

—ztr[21 ;AMA _gt'{Au'MAu}

Zde jsou jiZ interesantni parametry skoro zcela oddéleny od neinteresantnich
(plati to pro 2., 4. a 5. Clen, neni to viak jesté pIné pravda, protoze ve tretim
¢lenu jsou v determinantu promichdny B, s B, ). Dals$im krokem tedy bude
vylou€eni prekazejicich neinteresantnich parametrd B,, tim, Ze se vyraz 16)

diléim zpUsobem maximalizuje ve vztahu k nim (a pak se do néj nalezené
maximalizujici hodnoty opét dosadi). Apriorni restrikce pfipadné poloZené na
parametry vB, zanedbdvdame.

16)

Maximalizace 16) probéhne standardnim zpUsobem tak, Ze se podle téchto
¢leny derivuje a ziskané vztahy se poloZi rovny nule. S ohledem na to, Ze
neinteresantni parametry jsou obsaZeny jen ve 3. a 5.¢lenu 16), jsou derivace
ostatnich ffi élenu v 16) podle nich nulové.

Proto nabudou podminky 1. fadu jednodussiho tvaru
OA _ . OInB,By| T atr(A'MA] _
0B, 0B, 2 0B,

Protoze M je symetricka matice, plati

OHr(AMA) _ e
0B,

V prubéhu derivovdani druhého élenu a v ndsledném nikoliv jednoduchém
odvozovani se vyuizije skutecnosti, Ze hodnota vyrazu tr(A,'MA,) je rovna

m-m*, mj. protoZe plati

17¢) AYMA =0 1, v ){:."]'(:."J_1'(I:m*] =l

Hodnota vyrazu In[B;,B,| ve ffetim ¢lenu 16) je zase rovna

17a)

17b)

174) InB,B, \:%.lds,'wa | —%.IdW\

Po téchto vsech dosazenich do 16) dostaneme vyraz pro maximalizovanou
vérohodnostni funkci prislusnou LIML-estimatoru pro libovolny subsystém m*
rovnic ze soustavy vsech m rovnic, ta ma tvar:

18)



NA,Zi5 Y.X) =- —[Ir(211')+1]+ m ——|n|V\4 wzﬂ‘%.lr{sl-wq\
RN

Zde, podobné jako u FIML procedury, maximalizujeme tento vyraz pii spinéni
vSech apriornich omezeni polozenych na (nezndmé) parametry A, a X,,.

Stejné jako v predchozim piipadé vsak musime uzit nékterou zrejstriku
numerickych iteraénich metod.

D) Vyse uvedeny postup v pripadé, Ze LIML-proceduru nasadime
k odhadu parametru pouze jediné rovnice, Ize zjednodusit ndsledovné
(z&pis provedeme pro 1. modelovou rovnici)

Pokud je sledovany subsystém tvoren pouze jedinou rovnici tzn. kdyz
m =1, je predmétem odhadu toliko m, a q, interesantnich parametrl.

V tomto piipadé sice nelze pro odhad téchto parametru odvodit explicitni
vyraz, ale neni ffeba vz pri vypoctu vzivat iteracni metody jako tomu bylo
v predchozi ,vicerovnicové“ verzi LIML nebo v metodé FIML.

Piedmétem problému je zde nalezeni pouze my+qg,+1 nezndmych
parametru, totiz

B11’B12"'"B1m1’Y11"V12""’v1q1’o11

Jednodussi situace ndm umoinuje zjednodusit znaceni: jako 04 oznacime
m, + ¢4 - ¢lenny vektor viech strukturnich parametrd, matice Z,; se redukuje
na skaldr zde oznaceny Oy4.

Jiz jsme zminili, Ze na rozdil od odhadovych funkci 2SLS, IV a 3SLS , u kterych
se ukazuje jako vhodnéjsi formulace strukturni formy ekonometrického
modelu v zdpisu

19) ZIleytj + ZYSIXSJ + &
j=

je v pfipadé LIML a FIML estimdator0 vyhodnéjsi zapis

20) Z BJIYtj Z VSIXSJ + &

Jak ddle zdUvodnime, nejsme zde ani strikiné omezeni na normalizaci By =

odpovidajici normalizaci B;;=0 v prvé zdpisu (jako by tomu bylo v



25LS).Vzhledem ktomu, Ze v LIML-odhadové proceduie (mj.pii vypoctu
asymptotické kovarianéni matice) se zachazi misty oddélené se strukturami
proménnych pritomnych a nepiitomnych v analyzované strukturni rovnici,
rozdélime v souladu s timto momentové matice modelovych proménnych.

Z toho duvodu rozdélime momentové matice pozorovanych proménnych na
bloky

MY1y1 MV1Y2 IVI)/1X1 MY1X2 ( Y‘; Y‘I Y‘; Y2 Y1’ X1 Y1’ X2 )
M= MV2Y1 MYzyz IVlyzx1 MY2X2 = Yé Y Yé Y, Yé X, Yé X,

IV|X1y1 MX1Y2 IVIX1X1 M X{I Y1 X,1 Y2 XZI X1 Xil X2
M., M, M, M XY, XYy XoX; XpX;)

X2Y2

—Hla

X1X2

X2Y1 X2Xq X2X3

Obdobné rozdélime i maticirezidui W na 4 bloky

W= (V\h ‘MZJ - My1y1 - MY1XMXX_1MXV1 MV1Y2 B MY1XMXX_1MXVZ
WZ V\QZ My2y1 _MyzxMxx_1Mxy1 My2y2 _MyzxMxx_1Mxy2

V této notaci muZeme zapsat éleny z predchoziho zapisu 18) na
' a0 0 ' 0 '
21a) a,'Ma, =B .M,yB4 -2y, My1x1B.1 YA Mx1x1V1
' —n O 0
21b) B/'WB =B,"Wf,

a cely vyraz 18) prejde po prislusnych dosazenich do tvaru

22)
* m.T, T T ' T
A oo Y= ‘7[|r(211)+1]—§|m11+;t{p.1° '“41‘3.10}"'?'{1‘"“’\4]
_Ii BO!M BO_ZV ‘M BO+Y ‘M v
270, |71 Ty TN ey T Y ek, T

Dospét k hodnotdm parametry, pii kterych je tato (logaritmovand)
vérohodnostni funkce maximalizovana, znamend derivovat (soucasné nebo

postupné s dosazovdnim) 22) podle jednotlivych parametru B_1°, Yy,ao a

takto vzniklé vyrazy polozit rovné 0 :
Derivovanim 22) podle y , @ ndaslednym anulovanim dostaneme soustavu

rovnic
oA T 1
23a) —=——.—.(—2.Mx B.1°+2Mx Y )=0
oy, 2 oy 11 71 4
Podobné, poloZenim parcidlnich derivaci podle c“nule dostaneme soustavu
rovnic
23b)

10



oA T1 T 1 0 0 0 ]
T~ - o To 2[3.1 My iy Bt = 2¥ My B+ V.M V4] =0

60'11 2 0'11 2 0'11

. x . - A
Konecné, derivovanim podle vektoru parametru 84 mame

A T 2
23c) : 9 WP1 [ZVIY1Y1B1 2MX1V1V1] 0
0Br 2y g

2 011

Jednoduchymi Upravami 24) dostaneme z obsahu zavorky vztah mezi vektory
parametru v predeterminovanych a béznych endogennich proménnych :

-1 0
24) va=M M B
x1x1 x1y1 A
a to nezdvisle na hodnotach parametru c . Mdme-li tedy dano c d ﬁ.lﬂ, pak
z 24) obdrzime hodnotu y Y ktera globdlné maximalizuje 22). VSimnéme si, zZe

pokud takto nalezenou hodnotu 24) vioiime do 22), dostaneme pro ML-
odhad c vyjadreni :

25) 011—[51 ( -M M jB1
e Y4 X1"1 1y1
Le jde skuteéné o maximum, se lze presvédéit vypoétenim druhé derivace

L _T 1 T2o4_ T

2 o _ 2 3 2
00,4 2011 2011 20,

Nyni zbyva jiz jen dosadit predchozi vyrazy 24) a 25) do 22) a provést
yd - -4 . . . Id o w 0
zavérecnou maximalizaci k poslednimu vektoru, totiz g ;. Dostaneme

* 0-W * 0
26) N(B;YX)=c 0_-_;-_12-| B.1' "By
B.10IV\II1B.10

kde c =——I n(2n)+1|+—-.1-In W
o=-"11 [+ (1-1n w])

Odtud je ziejmé, zZe tesSeni spociva v nalezeni takového vektoru B 10, ktery
minimalizuje skaldrni hodnotu

- {BWB}
")’.10'\’\’116.10
Vsimnéme si, Ze tento vyraz je homogenni stupné 0 v [3_10; jinymi slovy: po
nasobeni vektoru B_10 jakymkoliv kladnym cislem se platnost vyrazu 27)
zachovava.Vektor B_1° tedy nemuze byt uréen jednoznaéné.

11



Jednoznaénosti Ize ovsem dosdhnout, pokud néjakym zpUsobem slozky [3_10

normujeme . Jedna moind cesta ktéto normalizaci, sméfujici k priblizeni
k normovdani pouzitém u 2SLS odhadové procedury, by bylo normovani

B4 10 =1, jinou moznosti pak napr. B4 10 B4 10 =1 nebo obecnéji B, 10 W, 1B, 10 =1.
Pfi snaze minimalizovat vyraz 27) Ize dekompozici pozitivné definitnich matic

W, a W”* na tvar W,=FF, W;;*=F'AF, kde F je regularni matice a A je
diagondlni matice viastnich cisel W11* v metrice matice W, ukdazat, ze
minimalni hodnoty 27) bude dosaZieno pravé tehdy, jestlize zvolime za B_1°
vlastni (charakteristicky) vektor matice WH* v metrice matice W, 1j. vekior,
ktery splnuje rovnici

28) W, B%1=N.W,B’

(Vyndsobenim obou stran 28) vektorem B_1° Zleva ziskdme totiz prave
vyjadreni
_ B W B

B10'W B 10

Znéhoz je zrejmé, ze musi jit pravé o nejmensi charakteristické Cislo zminéné
matice)

29) A

E) Vysetiime jesté situaci, jak se zjednodusi LIML-estimator v pripadé,
kdyz analyzovand rovnice neobsahuje zddné vysvétlujici bézné
endogenni proménné, tj. kdyz m, =1.

Na rozdil od metod 2SLS, ILS ¢i 1V, kde Ize odpovéd vyvodit prakticky
okamzité z vyrazu definujicich tyto estimatory (ve viech pripadech dojde ke

ztotoznéni s prostym OLS estim&torem) , to nemusi byt na prvni pohled ziejmé.
UkdZeme, Ze i zde bude vyslednou odhadovou funkci prosta OLS :

Ukdzali jsme vyse, Ze v prubéhu LIML procedury doslo k postupné eliminaci
parametrU ostatnich rovnic tim, Ze se provedla diléi maximalizace vychozi
vérohodnostni funkce 18) vzhledem knim. Timto jsme obdrzeli
koncentrovanou vérohodnostni funkci, ze které se jiz pfimo vyvozuji hledané
parametry analyzované rovnice (s respektovdnim vsech omezeni na né
polozenych). Tvar této koncentrované vérohodnostni funkce pro LIML
estimator je tedy :

30)

12



A (0,045 Y.X)= ——[|n(2rr)+1]——|m e t{B 1B_1°}+£tr{1—lr‘V\4]

T 1 oM
Y 011{31 VY4 B1 _2Y1Mxy B1 "'\(1“’I V1}
Pripomenme pouzitou symboliku :
Y'Y YX (X'X)‘1 X'Y

W= . .
T TAUT T

] ] ' -1 ]
W Y X k) XY,
L R SR | T

Matici W Ize interpretovat jako matici druhych momentU rezidui v regresi
vsech béinych endogennich proménnych Y na vsechny predeterminované
proménné soustavy X .

Matice W, naproti tomu predstavuje matici druhych momenti rezidui
vregresi béinych endogennich proménnych pfitomnych v prvni rovnici
soustavy Y1 na vsechny predeterminované proménné soustavy X . Ddle

jsme jiz drive oznacili jako

Y1 Yi XY,

T

X'X4
T

MY1Y1 IVIX1Y1 = IVI"1"1 =

Jde o momentové matice béinych endogennich a predeterminovanych
proménnych obsaZienych v 1. strukturni rovnici (resp. o ,kfizovou"

momentovou matici). Vektory parametrd B_1° délky my+1a a,délky m+q
jsou sloupcové vektory s obsahem :

— 0 ) —[ pO '
B,= (1 ~B ) a oy —(B a0 vy 0)
kde Y, je vektor délky qqprvni 0 vektor délky m—m, -1, druhy 0 vektor

délky q- g

Nepriitomnost béZinych endogennich proménnych v 1. rovnici znameng, Ze se
vektor B4 redukuje pouze na jediny prvek (pfi zvoleném normovani jde o 1

na prvém misté), tj. skalar.

Maximalizace vyrazu 30) se pii nepiitomnosti béinych endogennich
proménnych podstatné zjednodusi, cozZ je patrné, vysetiime-li postupné jeho
jednotlivé cleny.

Poznamky K vyrazu 30) ve vztahu k jeho minimalizaci jiz jen podle v | :
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N m. T, vy . . .
1) Clen —T[In(Z'r)+1] neobsahuje zadné parametry (ani pozorované

veliciny)

. T . e
2) Clen —Elno11 obsahuje jen parametr 044 neovliviujici odhad [31

ani Y1

3) Clen —15-.[[3_10V\4 43_10] obsahuje jen parametry u béinych
endogennich proménnych

4) Clen lz-ln(1—ln\ W) neobsahuje parametry (jen pozorovand data
v maticich X,Y)

Inamend to tedy, Ze maximalizace vérohodnostni funkce vzhledem
k parametrom vektoru v, u predeterminovanych proménnych se tyka toliko

posledniho vyrazu

T (Y'Y Xi'y, Xi'X4
31 Xy )=—— | YY1 gy SV,
) Z(v.4,XpY1) 2011[ R A A ¥

ktery bude maximadini, jestliZe obsah hranaté zavorky, pred nizZ je zaporné
znaménko, kladnd T a o, , bude minimdlni. Minimalizaci provedeme

derivacemi podle prvku vektoru Y1

0Z(Y 1,X1,¥1) _ [0_ 2_X1'Y1 + 2_X1'X1 _
A T

V.J =0.

Odtud tedy
Xi'yy X'
- + Y1=0
T T Y.1

neboli po vyndsobeni T a osamostatnéni v, mame

32) V1= (X1'X1)_1(X1'Y1)

coZz znamend, Zze odhad vektoru parametry Y, metodou LIML je totoiny

s odhadem pomoci OLS. (Lze v fom vidét obdobu shody ML a LS u parametr(
jednorovnicového regresnino modelu)

14



F) Vypocetni postup pro uréeni strukturnich parametrt metodou
LIML

Nyni shrneme vypoéetni postup, kierym se naleznou odhady parametru
jediné regresni rovnice zasazené do simultdnni soustavy rovnic. Opét se
omezime na zdpis pro 1. strukturni rovnici modelu.

F1) Vypocet parametru §1 prislusnych béinym endogennim
proménnym se uskuteéni na zakladé vzorce 28)

W B = N W

vV némi [30_1 je charakteristicky vektor prislusny nejmensimu

charakteristickému &islu A matice W, v metrice matice W, , pii¢emi
obé tyto matice jsou urceny jako

[] [] ] _1 []
« N Y1X1[X1X1J XY,

W (4= -
LU T T T

] v -1
w2 X (xex)" XY,
"m T T T T

Pro konkrétni vycisleni k tomu vuzijeme nékterou z procedur uréenych k
vypoétim viastnich éisel a vlastnich vektord v matematickych softwarovych
produktech (obvykle pojmenované EIGEN nebo EIG). V prostiedi MATLAB
k tomu napr. slouZi procedura eig, pomoci které Ize urcit viastni éisla a viastni
vektory ctvercové symetrické matice (u symetrické matice jsou vsechna
vlastni &isla redind). V nasem pripadé je nejvhodnéjsi volba

[V.D] = eig(AB)

kde za A dosadime matici W, aza B dosadime matici W, .

Hledany vektor viastnich éisel bude obsazen v 1. sloupci matice V, k nému
prislusné vlastni cislo pak je prvnim prvkem (levym, hornim) diagondini
matice D. Razeni je ,od nejmensiho k nejvétsimu“ (ve stariich verzich
MATLABU tomu vsak bylo naopak) .

Vlastni vektory nejsou uréeny jednoznaéné (hodnoty jejich slozek jsou uréeny
pouze ve vzdjemnych pomérech): rovnici 28) vyhovuje téz jakykoliv vektor
c.B_1°, kde ¢>0. Proto neni odhad parametrd metodou LIML stanoven
jednoznac¢né. Jednoznacnosti Ize vsak dosdhnout napi. normovdnim
Bo" =1, tzn. tak, aby jeho prvni slozka (pfislusnd vysvétlované proménné)

byla rovna 1. Po tomto normovani dostaneme hledany vektor §_1 jako

15



33) B,= B4

=
B 11

F2) Mdme-li uréen vektor parametri 51 , pak jiz snadno uréime vektor
parametrt ¥ . prislusnych predeterminovanym proménnym.

Prislusny vyraz je dan ve shodé s 24) jako

(] _1 ]
~ X4 X XaYa) ~
34) v.1=(—1 1) -(—1T1J-B.1

Pozndmka Nékdy byva uvadén vyraz 34) pro 71 se zdpornym znaménkem.

Nejde o chybu, nybri to prameni z rozdilného normovani prvni slozky vektoru 61:

pokud deklarujeme [311 = —1, tedy opacné, nez v 33), pak je nutné vzit 34) se

znaménkem ,-“.

F3) Aby bylo moino testovat statistickou vyznamnost regresnich parametru
(a posuzovat jejich pripadné vzdjemné zdvislosti), je nutno znat tvar
(asymptotické) kovarianéni matice LIML estimatoru. Uvedeme (bez
jinak sloZitého odvozeni) jeji tvar v zapisu

; cov 51 [P Pz
5) ov(;m8;) = ;. P, P,

kde matice v jednotlivych blocich maiji tento vyznam :
_ [ 1 7 1w -1
Py = My (X2 X2 = X Xq (X X)X Xl

P2 = _P11|_nqi + (X'1X1)'1X'1X2I'Iq*ij P, =P,
Pz = [Ty + (X Xa) XX Prlgs + (X1 X) XX | + (X X)

V téchto vzorcich vystupujici matice X,,X, predstavuji submatice matice
vSsech predeterminovanych proménnych X, pricemz X, prislusi proménnym,
které se skute€éné vyskytuji (jako vysvétlujici) v i-té strukturni rovnicia X, je
tvorena zbyvajicimi predeterminovanymi proménnymi (nepfitomnymi v i-té
rovnici), 1j. rozlozime X=(X;,X;) . Symboly I'Iqii, resp. Mg jsou oznaceny

submatice N redukované formy modelu (M= (X'X)_1XY) rozméru [qi;mi] , resp.
[q— qi;m] , které Ize odvodit z rozkladu M ve tvaru

16



MN=| m,; n

Moy,
kde T; tvofi prvni sloupec matice N, M poslednich m-m; -1 sloupc¥ N

(vektor m; a submatice M se pro vypocet asymptotické kovarianéni matice

bezprosttedné nevyuzivaji). Predpokladd se priitom takové serazeni
endogennich a predeterminovanych proménnych, Ze ty, kieré jsou pritomny
v i-té strukturni  rovnici (vpoctu m+1 endogennich a g

predeterminovanych) , jsou obsazeny v prvnich m +1 sloupcich matice Y (s
vysvétlovanou proménnou na prvnim mist€) a v prvnich ¢ sloupcich matice

X.

Vlastnosti LIML-odhadové funkce

Llze ukdzat, Ze LIML -estimator strukturnich parametrU modelu mad tyto
viastnosti :

1) Odhady parametri S.i (1] E_i,v_i) jsou konzistentni, nebof plati

o[ )+()

2) Odhady parametri E_i,v_i nejsou obecné nestranné, protoze

E.i # [B'J
V.i v-i

3) Odhady parametri 3_i (1. E_i,v_i) jsou obecné vydatné (v rdmci metod s

omezenou informaci). Casto se dosdhne dokonce dolni Rao-Cramérovy dolni
hranice pro asymptoticky rozptyl, resp. asymptotickou kovarianéni matici.

m+g<q

4) Odhady parametru E_i,v_i jsou (za stejnych predpokladl e), f), g), h) joko u

2SLS) vidy asymptoticky normalni , vyraz pro asymptotickou kovarianéni matici
je dan vyrazem 35) .

Konzistentni odhad prvku O©.

ij pro jednotlivé rovnice ziskdme tentokrat z

vyrazu:

LG = B.io-‘M1*-B.io
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kde |3_i0 je vektor definovany v 28) a V\41* je matice definovand na sir.8
nahore.

Vd e Vé . 0 yé V4 - we
Poznamka 1 Jestlize se zvoli normalizace B; =1, d&d se ukazat, ze pii

této normalizaci existuje - ve vztahu kmetodé 2SLS - totoznost
asymptotickych rozdéleni obou téchto estimatort. Odpovidajici viastnosti
(konzistence) se tedy prendseji téZ na LIML-estimdtor. Znamend to
aplikovatelnost testt (pUvodné navrzenych pro 25LS) téz pro LIML-estimator.

Poznamka 2 Pristup uplatnény v metodé LIML se da rozsirit rovnéZ na
uréeni ML-odhady strukturnich parametrd libovolné podsoustavy puUvodni
soustavy rovnic. Respektuji se pritom veskerd omezeni na parametry vybrané
podsoustavy, nikoliv vSak omezeni kladend na parametry ostatnich rovnic.
Nelze vsak jiz dosdhnout piimého vypoétu odhadovanych parametry, nybrz
je nutno uplatnit vhodny iteraé&ni postup.

Konzistentni odhad prvki  Oj;  pro jednotlivé rovnice ziskame obvyklym

Zpusobem :

kde za rezidua ej,ej vezmeme odhady ndhodnych slozek €€ ziskané

dvoustupnovou metodou nejmensich é&tvercu 2SLS. Testy statistickych
rozdéleni budou tedy zaloZeny na normdlnim N(0,1 - rozdéleni.
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